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AVERTISSEMENT 


L'accueil  bienveillant  fait  aux  trois  premières  éditions  de  notre 
Introduction  a  la  science  de  l'ingénieub,  nous  a  engagé  à  en 
faire  une  quatrième,  que  nous  avons  complétée  par  trop  de 
principes,  règles  et  renseignements,  pour  que  nous  puissions  les 
citer  ici. 

Dans  notre  Aide-mimoire  des  ingénieurs^  des  architectes,  etc. ,. 
PARTIE  PRATIQUE,  dont  la  7*  édition  est  sous  presse,  nous  avons 
réuni  toutes  les  règles  à  suivre  pour  bien  construire;  mais  ces 
règles  reposant  sur  d'autres  plus  générales,  plus  précises,  nous 
avons  complété  notre  œuvre,  en  formant  de  ces  dernières  un  re- 
cueil, publié  sous  le  titre  d'Introduction  à  la  science  de  (ingénieur^ 
quoiqu'il  s'adresse  également  à  toutes  les  personnes  qui  s'occupent 
de  commerce  ou  d'industrie. 

Nous  divisons  notre  Introduction  en  huit  parties,  que  l'on  peut 
considérer  comme  formant  chacune  un  traité  particulier.  Les  trois 
premières  parties  sont:  V  Arithmétique^  V  Algèbre  et  la  Géométrie; 
elles  renferment  toutes  les  définitions  et  toutes  les  règles  relatives 
à  ces  trois  sciences,  avec  des  applications,  et,  en  outre,  un  très^ 
grand  nombre  de  renseignements  que  Ton  ne  trouve  pas  dans  les 
ouvrages  élémentaires.  La  quatrième  partie  est  la  Trigonométrie 
rectiUgne;  elle  est  traitée  sous  le  point  de  vue  théorique  et  pra- 

I 
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tique,  et  elle  contient  une  table  complète  des  valeurs  naturelles 
des  expressions  trîgonométriques.  La  cinquième  partie  est  formée 
des  notions  de  Géométrie  analytique;  nous  y  donnons  les  tracés 
des  courbes  employées  dana  l'hadustrie,  lears  équations  analy- 
tiques, leurs  propriétés  et  leurs  mesures.  La  sixième  partie  com- 
prend le  lever  des  plans,  Yarpentage  et  le  nivellement^  avec  la 
description  des  instruments,  la  manière  de  les  régler,  et  les  dé- 
tails relatifs  à  leur  emploi.  La.  mécanique  forme  la  septième  partie, 
qui  se  termine  par  des  notions  d'hydrostatique  et  ô! hydrodyna- 
mique; les  principes.  (jQUuL.y  sout  développés  suffiâent  pour  faire 
bien  comprendre  tous  leâ  ouA^ra^es  dûi  mécanique!  pratiqua.  Enfia; 
la. huitième  partie,  sous  le  titre  de  Notion»  de  calctU.infinitéêimalf 
renferme  les  règles  les  plus  cssentieUâs  dàh  calcul  dàf^rentiel  et  dv. 
calcul  intégral^  avec  des  applications. 

Toutes  ces  parties  .sont  tcakées  d'une  manière  é^mentaire^  mais 
aussi  complète  que  possible*;  les  qnestiens  théfinriqaieB  smtsnme»' 
d'applications,  afia  de  biesi  fuirerrewortirrrappcrsque  la  théorie' et' 
la  prati(]pae  se  prêtent  mutualkmcolL 

Mous  eqiéfons  qne  notre  travail  vieadra  en>  aided^une-mairiè^ 
eûkaoe  à»  la*  méamire  des  irigéirieuvs  et  <  architectes,  qtri  ont  fdH 
des  études  î^péciales,  et  que  les  ouvrière  laborieux^  tes'^éomètres^ 
arpenteurs,  les  conducteurs  de  travaux,  etc.,  y  apprendront  avec 
facîKlé  toute  la  seienoe  nécessaire  pour  saivre  leur  carrière*  avec 
socoès;  Les  candidats'  a»x'  places  d^agen^^voyer,  de'  gardé-mines 
et  de  conducteur  des  ponts  et  chaussées  y  trouveront  réunies^  les< 
laatiècM  sue:  lesffuielles^  portei^oort  pvincipaiemeBt  les  examens* 
qu'ils  ont  àsoinîr.  Les  élère»  qm«  j*o  destinetrt^aux  étxÀ^  spéciales,* 
et  siflTtoot  à  riwroie  centrale^  y*  pui9eront  des  coornaîssanees  qut< 
les  feront  réussk  dans  leors  eocamens^  eO  qtti  les'  prépareront  k 
suivre  leufscocarsavcc  distinction. 
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Les  ouvrages  que  nous  avons  surtout  consultés  pour  faire  notre 

travail  sont  Y  Arithmétique  et  la  Géométrie  de  M.  Lionnet,  et  la 

Géométrie  analytique  et  la  Mécanique  de  M.  Bélanger. 

« 
Jiotre  camarade  M.  Barré  a  bien  voulu  nous  prêter  son  concoure 

pour  réunir  les  matières  de  la  huitième  partie  ;  nous  sommes 

heureux  de  pouvoir  lui  en  témoigner  ici  notre  reconnaissance. 
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INTRODUCTION 

THEOMQUS  BT  PRATIQUE 

A  LA  SCIENCE  DE  L'INGÉNIEUR. 


PREMIÈRE   PARTIE. 


ARiîMÉtïQUE. 


DEFINITIONS  ET  PRINCIPES  (*). 

1 .  On  donne  le  nom  de  grandeur  ou  quantité  a  tout  ce  qui  est  suscep- 
tible d'être  évalué  en  nombre,  par  suite  de  sa  comparaison  à  une  quan- 
tité de  même  espèce  prise  pour  unité.  Les  longueurs^  que  Ton  évalue  en 
mètres;  les  surfaces ^  en  mètres  carrés;  les  nolumes^  en  mètres  cubes i  les 
poids  et  forces  quelconques,  en  kilogrammes  ;  les  valeurs  ou  prix^  en 
francs;  les  durées^  eu  jours;  les  angles^  en  degrés^  etc.,  sont  des  quan- 
tités. 

Le  nombre,  ïespace  et  le  temps  sont  des  quantités  dont  tout  le  monde 
a  ridée,  et  qu'on  ne  définit  pas. 

2.  On  donne  le  nom  de  mathématiques  h  la  science  des  grandeurs. 
5.  V arithmétique  est  la  science  des  nombres. 

4.  La  numération  est  la  partie  de  Tarithmétique  qui  a  pour  objet  de 
former  les  nombres,  de  les  exprimer  et  de  les  écrire  d'une  manière 
abrégée.  Elle  se  divise  en  numération  parlée^  qui  a  pour  objet  de  former 
et  d'exprimer  les  nombres,  et  en  numération  écrite^  dont  le  but  est  de 
les  écrire  d'une  manière  abrégée  à  l'aide  de  signes  particuliers  appelés 
chiffres. 

».  Le  nombro  un  est  l'unité  de  nombre,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom 
é*unité  simple  ou  d'unité  du  premier  ordre;  la  dizaine  est  l'unité  du 
deuxième  ordre  ;  la  centaine,  celle  du  troisième  ordre  ;  le  mille,  celle  du 
quatrième;  la. dixaine  de  mille,  celle  du  cinquième,  et  ainsi  de  suite. 

(*)  Ud  nombre  placé  entre  parenthèses  (  )  indique  nn  numéro  d'ordre  h  consulter. 
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2  PUEMIÈRE   PARTIE.   —  ARITHMÉTIQUE. 

11  est  k  remarquer  que  les  unités  d'ordres  successifs  sont  de  dix  en 
dix  fois  plus  grandes  à  partir  des  unités  simples. 

6.  Vunité  simple^  le  mille,  qui  vaut  mille  unités  simples  ;  le  million^ 
qui  vaut  mille  mille;  le  billion  ou  milliard,  qui  vaut  mille  millions;  le 
irillion,  qui  vaut  mille  billions;  le  quatrillion,  le  quintillion,  etc.,  en 
un  mot,  toutes  les  unités  qui  sont  de  mille  en  mille  fois  plus  grandes  k 
partir  des  unités  simples,  prennent  le  nom  d'unités  principales. 

7".  Pour  écrire  en  chiffres  un  ncmbre  énonoé,  on  place  successivement 
les  uns  k  la  suite  des  autres,  k  partir  do  la  gauche,  les  chiffres  qui  re- 
présentent les  nombres  de  centaines,  de  dizaines  et  d'unités  de  chaque 
unité  principale  énoncée,  en  remplaçant  par  des  zéros  les  unités  qui 
manquent  :  ainsi  le  nombre  trois  millions  cinquante  mille  sept  cent  huit 
unités  s'écrit  3  050708. 

On  voit  que  dans  un  nombre  entier  un  chiffre  quelconque  placé  à  la 
gauche  d'un  autre  ea^pHme- des  unités  dix  f  9»  plus  grandes  que  celui-ci. 
C'est  cette  convention  qui  a  permis  d'écrire  tous  les  nombres  possibles  k 
l'aide  de  dix  chififres  seulement. 

8.  Tout  chiffre  d'un  nombre  a  deux  valeurs  :  l'une  absolue  exprimée 
par  sa  forme,  et  l'autre  relative  due  au  rang  qu'il  occupe  ;  ainsi,  dans 
le  nombre  58,  le  chiffre  5  a  cinq  pour  valeur  absolue,  et  cinq  dizaines 
ou  cinquante  unités  pour  valeur  relative. 

9.  Four  énoncer  un  nombre  écrit  en  chiffres,  on  le  sépare,  par  la  pensée, 
ou  par  des  points  ou  des  virgules,  qu'il  convient  de  placer  vers  le  haut 
des  chiffres,  en  tranches  de  trois  chiffres  k  partir  de  la  ^oite,  sauf  k  ne 
Tâisrser  qu'un  ou  deux  chiffres  k  la  dernière  tranche  k  gauche;  puis,  en 
commençant  par  la  ^uche,  on  exprime  suoeessîvement  les  nombres  de 
centaines^  de  dizaines  et  d'unités  de  chaque  tranche,  en  lui  donnant 
1«  nom  des  unités  principales  qu'elle  représente:  ainsi  le  nombre 
3405834067  s'énonce  trois  billions  quatre  cent  cinq  millions  huit  cent 
trente-quatre  mille  soixante-sept  unités. 

'  10.  La  base  d'un  système  de  numération  est  le  nombte  constant  d'u- 
nités d'un  ordre  queîcoiiqae  dont  se  compose  Tunité  de  Tordre  immé- 
diatement supérieur  (5).  Ainsi  dix  est  la  base  du  système  de  numëraEtion 
ado{)té;  c'«»t  pourquoi  on  le  nottime  système  décémal.  Le  nombre  des 
chiffres  qu'on  emploie  dans  tm  système  de  numération  est  égal  k  la^base 
eu  systèDwe. 

M.  NvmUratiùn  des  Romains.  Les  Romains  employaieint  des  lettres 
pour  représenter  les  nombres.  On  les  imite  encore  quelquefois,  surtout 
pour  les  inscriptions  monumentales. 

Les' lettres  employées  sont: 

I,      V,      X,       L,        C,         D,   et   M[, 

EHes  représentent  respertlvement  les  nonilires  : 

1,      5,      10,      50,      iOO,      500,      1000. 

Le  nombre  I,  placé  une,  deux  ou  trois  fois  k  la  droite  des  nombres  I  et  Y, 
augmente  ces  nomJn«s  de  une^  deux  ou  trois  unités;  et  s'il  est  écrit  k  la 
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^aaolta  des  nmidMPes  V  et  X,  il  diniinua  ces  norakpes  d'une  unité.  Aiflsî 
las  d»  fiffonûers  nombree  entiers  : 

i,      2,      3,      4,      5,      6,        7,        8,        9,       IQ, 

Wùi  fespectivement  représentés  par  : 

I,      U,    lU,    IV,    V,    VI,     VII.    VIII,    IX,     X. 

Le  nombre  X,  écrit  une,  deux  ou  trois  feis  k  la  droite  dm  nombres  K 
et  L,  aH^nvtnte  ces  nombres  de  wne,  deux  eu  trois  dizaines  ;  et  s'il  est 
écrit  à  la  gauche  de  L  ou  de  C,  il  diminue  ces  nombres  d'une  diaaiae. 
Ainsi  les  nombres  : 

10,  aq,     30,     40,  60,   eo,    70,      so,      90,  100, 

s'écrivent  : 

* 

X,    XX,    XXX,    XL,    L.    LX,   LXX,   LXXX,    XC,    C. 

Pour  écrire  les  nonAres  entiers  compris  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs  de  dizaines,  il  suffit  d'écrire  les  neuf  premiers  nombres  à 
kfc  drofte  de  ebafne  nombre  de  dizaines.  Ainsi  les  nombres  13,  34,  iS, 
97,  s'écrrveHt  XÏ1I,  XXXIV,  LVI,  XCVIÏ. 

Le  nombre  C,  placé  à  la  snite  de  luÎHiiénie  et  du  nombre  D,  ou  avant 
D  et  M,  permet  d'écrire  les  dix  premiers  nombres  entiers  de  centaine^ 
comme  on  a  écrH  lee  dix  prefmiers  nombres  entiers  de  dizaines.  Ainsi 
les  nombres  : 

IQO^    ^Qfil,    3Q0,.    Âûfll,    500;    .&0Q,    700,     800,      900,     1000, 

s'écrivent  respectivement  : 

C,       ce,    CGC,    CD,      D,      DC,    DCC,  DCCC,     CM,       M. 

Les  100  premiers  nombres  écrits  à  la  suite  de  ebaque  nombre  de  cen- 
taines donnent^ous  les  nombres  entiers  compris  entre  une  centaine  et 
dix  centaines. 

Le  nombre  M,  écrit  une,  deux,  trois  fois  à  la  droite  de  lui-même, 
donne  les  nombres  2000,  300O,  4000. 

Pour  écrire  les  nombres  entiers  compris  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs  de  mille,  on  écrit  à  la  droite  de  chaque  nombre  de  mille 
les  999  premiers  nombres. 

Les  conventions  précédentes  permettent  d'écrire  tous  les  nombres 
entiers  inférieurs  k  500(^.  Ainsi  les  nombres  1856  et  4584  s'écrivent 
MDCCCLVI  et  MMMMDLXXXIV. 

12.  Un  nombre  est  concret  on  abstrait^  selon  qu'on  a  ou  qu'on  n'a  pas 
égard  à  la  nature  ûes  choses  qu'il  représente  :  ainsi  lorsqu'on  dit  sept 
heures,  donze^tmcs^  Tet  12  sont  des  nombres  concrets;  mais  lorsqu'on 
*ït  sept,  dottzê^  qmnzBy  vin^,  tans  aucune  indication,  on  énonce  des 
nombres  abstraits. 

15.  Une  opération  est  une  manière  de  composer  ou  oe  décomposer  les 
nombres. 
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4  PREIlIÈIiE  PARTIE.  —  ARITHMÉTIQUE. 

Il  y  a  en  arithmétique  quatre  opérations  que  Ton  appelle  fondamen- 
iales^  parce  que  toutes  les  autres  ne  sont  que  des  combinaisons  de 
celles-ci.  Ce  sont  :  V addition^  la  soustraction^  la  multiplication  et  la  divi- 
sion, 

14.  On  donne  le  nom  de  calcul  k  un  ensemble  d'opérations  sur  les 
nombres. 

18.  Un  théorème  est  une  vérité  que  l'on  rend  évidente  par  un  raison- 
nement appelé  démonstration, 

16.  Un  axiome  est  une  vérité  évidente  par  elle-même  et  qu'on  admet 
sans  démonstration  (21). 

17.  Un  problème  est  une  question  à  résoudre  et  dont  on  démontre  la 
solution. 

18.  Le  théorème,  l'axiome  et  le  problème  se  désignent  sous  le  nom 
comnmn  de  proposition. 

Un  lemme  est  une  proposition  préliminaire  qu'on  établit  pour  passer 
à  la  démonstration  d'un  théorème  ou  d'un  problème. 

19.  Le  corollaire  est  une  conséquence  immédiate  d'une  ou  de  plusieurs 
propositions. 

20.  On  appelle  preuve  d'une  opération,  une  seconde  opération  que  l'on 
effectue  pour  vérifier  l'exactitude  du  résultat  fourni  par  la  première. 
Une  preuve,  en  réussissant,  indique  que  l'exactitude  du  résultat  est 
très-probable,  mais  non  certaine. 

21.  Axiomes  d'arithmétique  (16).  i"  Deux  quantités  égales  k  une 
troisième  sont  égales  entre  elles.  2*  Lorsque  deux  quantités  sont  égales 
et  qu'on  effectue  sur  chacune  d'elles  la  même  opération,  on  obtient  des 
résultats  égaux.  3*  Un  tout  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  intervertit 
Tordre  de  ses  parties. 

22.  Signes  abréviatifs. 

Le  signe  =  signifie  égale  ou  égal  k; 


+ 

plus; 

— 

moins  ; 

dt 

plus  ou  moins; 

X    OU 

.    multiplié  par; 

—  ou 

:    divisé  par; 

> 

plus  grand  que  ; 

< 

plus  petit  que  ; 

Ainsi 

7+8—6=4x3— 


2 


signifie  7  plv>s  8  moisis  6  égale  4  multiplié  par  3  moîns  6  divisé  par  %, 

J>x(3  +  2x4)  ou  5  (3  +  2x4)  indique  le  produit  par  5  du  résultat 
obtenu  en  effectuant  les  opérations  indiquées  entre  la  parenthèse;  ainsi, 
ayants  +2x4  =  3+8=11,  on  a 

5(3  +  2x4)  =  5(3  +  8)  =  5xll=55. 
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LIVRE  L 


ADDITION. 


25.  Vaddition  est  une  opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs 
quantités  de  même  espèce  en  une  seule,  appelée  somme  ou  total, 
24.  Additionner  les  nombres  entiers  4805,  27,  446,  9. 


5287 

En  général,  pour .  additionner  des  nombres  donnés,  on  les  écrit, 
comme  ci-dessus,  les  uns  sous  les  autres  de  manière  que  les  chiffres 
qui  expriment  des  unités  de  môme  ordre  se  trouvent  dans  une  même 
colonne  verticale,  et  on  souligne  le  dernier  nombre  9  pour  le  séparer 
du  résultat  5287.  Puis,  à  partir  de  la  droite,  on  fait  successivement  la 
somme  des  chiffres  contenus  dans  chaque  colonne  verticale;  on  écrit 
au-dessous  les  unités  de  son  ordre,  et  on  reporte  les  dizaines  à  la  co* 
lonne  suivante  :  ainsi,  la  somme  des  chiffres  de  la  première  colonne 
étant  27  unités,  on  écrit  7  unités  au  résultat  et  on  reporte  2  dizaines  à 
la  deuxième  colonne. 

Pour  arriver  k  calculer  vite,  au  lieu  de  dire,  comme  on  le  fait  habi- 
tuellement :  9  §t  6  font  lo,  15  et  7  font  22,  22  et  5  font  27,  je  pose  7  et 
je  retiens  2;  2  et  4  font  6,  6  et  2  font  8,  je  pose  8,  etc.,  on  fera  bien  de 
s^habituer  à  dire  :  9,  15,  22,  27  (écrire  7  sans  prononcer,  puis  passer  à 
la  colonne  des  dizaines);  6,  8  (écrire  8),  etc. 

Quand  on  a  beaucoup  de  nombres  à  qjoiUer,  il  est  bon,  surtout  si  Ton 
n*a  pas  une  grande  habitude  du  calcul,  de  partager  Fopération  en  plu- 
sieurs additions  partielles,  dont  on  fait  ensuite  la  somme  des  résultats. 

26,  Pour  faire  la  preuve  de  Vaddition^  on  recommence  l'opération  en 
allant  en  sens  contraire  pour  faire  chaque  addition  partielle  :  ainsi  Ton 
additionnera  de  haut  en  bas  et  de  bas  en  haut,  suivant  que  Ton  aura 
opéré  de  bas  en  haut  ou  de  haut  en  bas  en  faisant  l'opération  (94}. 

SOUSTRACTION. 

26.  La  soustraction  est  une  opération  par  laquelle  on  prend  la  diffé^ 
rence  de  deux  quantités  de  même  espèce.  Ces  deux  quantités  sont  les 
deux  termes  de  la  différence  ou  reste,  La  plus  grande  quantité  est  le 
premier  terme  de  la  différence,  la  plus  petite  en  est  le  second  terme. 
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27.  De  CCS  définitions,  il  résulte  que  : 

V  Le  premier  terme  d'une  diffàrooce  eei  égal  au  second  terme  aug- 
menté de  cette  différence; 

^  Lorsqu'on  augmeate  ou  qu'on  dînuBUi&  d'une  quantité  le  premier 
terme  d'une  différence,  cette  différence  augmente  ou  diminue  de  cette 
quantité  ; 

3"  Lorsqu'on  augmente  ou  qu'on  diminue  d'une  quantité  le  second 
terme  d'une  différence,  cette  différence  diminue  ou  augmente  de  cette 
quantité; 

4*  La  différence  de  deux  quantités  ne  change  pas  lorsqu'on  augmente 
ou  qu'on  diminue  ses  deux  termes  d'une  même  quantité; 

5*  Pour  soustraire  tme  somme  d'tuie  quantité,  il  suffit  de  soustraire  de 
cette  quantité  la  première  partie  de  la  semme  ;  du  résultat  obtenu,  la 
seconde  partie,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  soustrait  la  der- 
nière partie; 

6'  Pour  soustraire  une  quantité  d*une  somme,  il  suffit  de  soustraire 
cette  quantité  de  l'une  des  parties  de  la  somme. 

28.  Déterminer  la  différence  de  deux  nombres  entiers  2835  et  372. 

2835 
372 

2463 

Bn  fierai,  pour  trouver  la  différence  de  defttx  nomlwei  enftiers,  on 
éorit,  comme  eir^essuS)  le  plus  petit  nombre  sous  In  plus  graïkd,  de 
mattière  que  les  chiffres  qui  expriment  des  unUés  du  même  ordee  s€i 
trowvient  sur  une  môme  ligne  verticale;  on  aouiigne  le  plus  petit 
nombre  372  pour  le  séparer  du  résultat  2463.  Puis,  à  partir  de  la  droite^ 
on  retranche  successivement  chaque  chiffre  du  plus  petit  toomhre  du 
chiffre  supérieur  correspondant,  et  on  place  la  reste  au-^esaous.  - 

Lorsqu'un  chiffre,  tel  que  7,  du  plus  petit  nombre  excède  le  chiffre 
supérieur  correspondant  3,  on  rend  la  soustraction  possible  en  augmea* 
tant  celui-ci  de  10  unités  de  son  ordre,  et  ea  ajoutant,  pour  comitensa^ 
tioft,  i  unité  au  chiffi^  inférieur  suivant  (4*,  n*  27). 

Ainsi  pour  faire  l'opération  on  dira:  2  de  5  reste  3,  7  de  U  reste  6^ 
4  de  8  reste  4,  0  de  2  reste  2,  en  écrivant  successivement  les  restes  paiv 
tâels  3,  6,  4,  2  au  résultat. 

%%.  Pour  faire  la  preuiôe  de  la  soustraction,  il  suffit  éte  s'afisurer  si  le 
reste  2443  ajouté  au  plus  petit  nombre  372  reproduit  le  pins  grand  nom^ 
bre  2835,  ou  si  en  retranchant  le  reste  du  grand  nombre  on  obtient  In 
plus  petit  (1%  n-  27)  (95). 

50.  Lorsque  des  quantités  sont  séparées  par  les  signes  -f  ou  —  (exem- 
ple: 3  +  4  —  5),  celles  3  et  4  précédées  du  signe  +  sont  dites  positives, 
et  celle  S  affectée  du  signe  —  est  dite  négative.  Quand  la  première  quan- 
tité est  positive,  on  se  dispense  d'écrire  le  signe  +  ;  mais  si  elle  était 
négative  on  la  ferait  précéder  du  signe  — . 

Si  l'on  avait  k  retrancher  une  quantité  7  d'une  autre  plus  petite  4^  on 
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gousirairaît  laplus  pe^e  de  la  plus  gramle,  et  on  alfeoterait  le  reste  du 
signe  —  ;  ainsi  Toa  aurait 

4-7  =  — 3. 

Le  résultat  -*  3  indique  une  quantité  qu*on  n^a  pas  pu  retrancher. 
Fevr  retranclier  de  la  somme  de  plusieurs  quantités  la  s^nune  d» 
piusiours  autres  quantités,  on  fait  sépanémeiit  les  deuK  sommes^  etoa 
r0tiwciefae  la  seconde  de  la  première^ 

Quand  toutes  les  quantités  sont  éoritoa 

«l'^fiA  ^^®  ^"^®  au-dessous  des  autres  dans  un 

g2  932  ordre  quelconque,  et  qu'on  ne  veut  pas 

les  écrire  de  nouveau  pour  les  séparer, 

PQ  g  .g  il  convient  de  souligner  toutes  celles  qui 

3  G2&  ^  retranchent)  afin  d'éviter  laconfusîon 

et  les  erreurs  en  faisant  les  deuK  &omm£9 

(voirropératiôn  V  ci-€oatre).  On  tira  luk 

484  907  trmt>  faorinmtal  sons  le  derater  nonthm 

39  364  donné,  et  au^^essous  on  écrit  lea  deux 

141(543  somnaes,  enfinissant  par  oeUe  das  quan** 

tités  à  retrancher.. 
59  243 

«7  564  Si,    comme    cela    arrive   ordinaire- 

^  ^^^  ment^  les  quantités  à  retranchiBr  ao«t 

^^  ^^  .  toutes  réuniea  à.  la  sMÎta  d60i  ^uan- 

3St932  tUés  dont  on  doit,  les;  serttstraîre,  om 

3  624  aéipare  par  un  trait  les  deuK  espèces 

^^^^  de  quantités,    puis    on   fait   les  imak 

184 d07.  sommas  et  la  soustraction;   c'est  ce 

,  3^^^  qu'indique  l'opération  2*  ci-contre. 

145  543 

•  Au  lieu  d'opérer  ainsi,  on  peut  appli- 

g„gg,  quer  d'une  manière  plus  générale  U 

g  252  règle  de  la  soustraction,  et  se  dispenser 

29  84S  ^®  ^*^^^  ^®s  ^^^^  sommes  partielles.  On 

jo^ga.  fait  successivement  la  somme  des  .cWf- 

3  ^^  fpes  de  chaque  cQlonno.des  nombres  qui 

2  808  s'ajouutent,  et  de  chaque  somme  par<- 

tielle  on  retranche  successivement  les 
chiffres  correspondants  des  nombres 
qui  se  retranchent.  Ainsi  l'on  dit  (opération  3*)  3  et  4,  7,  et  2,  9,  et  8, 
17;  17  moins  2, 15,  moins  4^  11,  moins  8,  3;on  écrit  3  au  résultai.  Pas- 
sant k  la  deuxième  colonne,  on  dit:  4  et 6,  10,  et  5, 15,  et  4^  19;  19 
moins  3,  16,  moins  2,  14;  on  écrit  4  au  résultat  et  on  ajoute  1  à 
la. troisième  colonne,  qui  donne  1  et 2,  3,  et  5,  S,  et  2,  10,  et  S,  18; 
18  moins  9,  9,  moins  6,  3,  moins  8;  on  écrit  au  résultat  la  différence 
tB — 8  =  5,  et  l'on  retranche  1  de  la  colonne  suivante,  qui  donne:  Set 
7, 15,  et  8,  23,  et  9,  32,  moins  2,  30,  moins  3,  27,  moins  d,  25;  on  écrit 


145  543 
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5  au  résultat  et  on  ajoute  SI  à  la  colonne  suivante,  qui  donne  :  2  et  5,  7, 
et  8,  15,  et  2,  17,  moins  3,  14;  on  écrit  14  au  résultat. 

On  voit  que  Ton  ne  fait  que  suivre  la  règle  de  la  soustraction  (28)^ 
qui  prend  ici  un  peu  plus  d'extension,  puisque  Ton  retranche  succes- 
sivement plusieurs  chiffres,  et  que  Ton  peut  avoir  une  ou  plusieurs 
unités  k  ajouter  k  la  colonne  suivante  ou  à  retrancher  de  cette  colonne 
(voir  le  n*  398  et  l'application  de  la  règle  précédente  dans  la  résolution 
des  triangles  rectilignes  quelconques,  quand  on  fait  usage  des  loga- 
rithmes, 4*  partie). 


MULTIPUCATION. 

51.  La  multiplication  est  une  opération  qui  a  pour  but  de  répéter  un 
nombre,  appelé  multiplicande^  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  un 
autre  nombre,  appelé  multiplicateur.  Le  résultat  se  nomme  produit.  Le 
multiplicande  et  le  multiplicateur  sont  les  facteurs  du  produit. 

La  multiplication  revient  k  faire,  par  un  moyen  abrégé,  la  somme 
d'autant  de  nombres  égaux  chacun  au  multiplicande  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  multiplicateur. 

De  la  définition  de  la  multiplication  il  résulte  : 

r  Que  lorsqu'un  des  facteurs  est  0,  le  produit  est  0,  et  que  quand 
l'un  des  facteurs  est  l'unité,  le  produit  est  égal  à  l'autre  facteur; 

â"  Qu*en  général  le  produit  est  de  même  espèce  que  le  multiplicande, 
et  que  le  multiplicateur  est  toujours  un  nombre  abstrait  (12). 

32.  De  la  définition  de  la  multiplication  et  de  l'axiome  2*  (21],  il  ré- 
sulte : 

i^  Que  le  produit  de  la  somme  de  plusieurs  quantités  par  un  nombre 
est  égal  à  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chaque 
partie  de  la  somme  proposée  par  ce  nombre  : 

ayant  19  =  3+7  +  9, 

ona  19X-5  ou  95=(3  +  7  +  9)  5  =  3x5  +  7x5  +  9x5; 

2*  Que  le  produit  d'une  quantité  par  la  somme  de  plusieurs  nombres 
est  égal  k  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  cette 
quantité  par  chaque  partie  de  la  somme  proposée  : 

5x19  ou  95  =  5x(3  +  7  +  9)  =  5x3  +  5x7  +  5x9. 

35.  Lorsqu'on  multiplie  les  deux  termes  25  et  8  dune  différence  par 
un  même  nombre  4,  la  différence  17  est  multipliée  par  4  : 

25x  4  -  8x4  =  (25— 8)  X  4  =  17X4  =  68. 

34.  La  table  suivante,  due  à  Pythagorc,  contient  tous  les  produits  d« 
deux  nombres  d'un  seul  chiffre. 
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1 

% 

4 

3 

4 

5 

•6 

7 

8 

9 

2 

6 
9 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

3 

6 

12 

15 

18 

21 

24 

27 

4 

8 

12 

16 

20 

24 

28 
35 

32 

36 

5 

10 

15 

20 

23 

30 

40 

45 

6 

12 

18 

24 

30 

36 

42 

48 

54 

7 

14 

21 

28 

35 

42 
48 

49 

56 

63 

8 

16 

24 

32 

40 

56 

64 

72 

9 

18 

27 

36 

45 

54 

63 

72 

81 

Pour  trouver  dans  cette  table  le  produit  de  deux  nombres  d*un  seul 
chiffre,  8x3  par  exemple,  on  cherche  le  multiplicande  8  dans  la  pre- 
mière ligne  horizontale,  et  le  multiplicateur  3  dans  la  première  colonne 
verticale;  on  descend  la  ligne  verticale  qui  contient  le  multiplicande 
jusqu*à  la  rencontre  de  la  ligne  horizontale  qui  contient  le  multipli- 
cateur, et  le  produit  cherché  24  se  trouve  k  Fintersection  de  ces  deux 
lignes. 

55.  On  nomme  produit  de  tant  de  nombres  qu'on  voudra^  le  résultat 
qu^on  obtient  en  multipliant  le  premier  nombre  par  le  second,  le  pro- 
duit obtenu  par  le  troisième,  le  nouveau  produit  par  le  quatrième,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  employé  comme  multiplicateur  le 
dernier  des  nombres  proposés.  Chacun  de  ces  nombres  est  un  facteur 
du  produit  (31). 

56.  On  dit  qu'ttn  nombre  contient  tous  les  facteurs  d^un  autre  nombre^ 
lorsque  le  premier  est  égal  à  un  produit  de  plusieurs  facteurs  parmi 
lesquels  sont  les  facteurs  du  second.  Ainsi  2x5x3x7=  210  contient 
tous  les  facteurs  de  5  x  7  =  35. 

57.  Une  quantité  est  multiple  d'une  autre,  lorsqu'elle  est  égale  k  cette 
seconde  multipliée  par  un  nombre  entier.  Ainsi  7  x  3  =21  est  un  mul- 
tiple de  7  et  aussi  de  3. 

Réciproquement,  quand  une  quantité  est  multiple  d'une  autre,  celle-ci 
est  un  sous-^multiple  de  la  première. 

58.  La  somme  7x4  +  7x3  +  7x5  =  7(4+3  + 5)  =  7x  12  =  84 
de  plusieurs  multiples  d'une  même  quantité  7  est  un  multiple  de  cette 
quantité  (32  et  37). 

59.  La  différence  7x9  —  7x4  =  7  (9 —  4)  =  7x5  =  35  de  deux 
multiples  d'une  même  quantité  7  est  un  multiple  de  cette  quantité  (33  et  37). 
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40.  Le  produit  â^aviant  de  facteurs  que  Von  veuf  ne  change  pas  quand 
on  intervertit  d^une  manière  quelconque  Tordre  des  facteurs  : 

3x4x7x5=4x5x3x7=  480.  (35). 

4 1 .  Pour  multiplier  un  nombre  quelconque  9  par  un  produit  3x4x7, 
il  suffit  de  multiplier  ce  nombre  par  le  premier  factear  3,  k  produit  ob- 
tenu par  le  second  facteur  4,  et  ainsi  de  suite,  ju^u*à  ce  qu'on  ait  em- 
ployé comme  multiplicateur  le  dernier  fketeur  du  produit  (36)  : 

9X  (3X4X7)  =  9x3x4x7  =  756. 

42.  Lorsqu'on  multiplie  un  facteur  d'un  produit  5  x  3  x  4  =  60  par 
un  nombre  7,  le  produit  est  multiplié  par  ce  même  nombre  : 

5x(3x7)x4  =  5x3x4x7  =  60x7  =  420. 

45.  Pour  multiplier  un  nombre  entier  par  Vuniié  suivie  d^un  ou  de  plu- 
sieurs zéros,  il  suffit  d'écrire  k  la  droite  de  ee  nombre  autant  de  zéros 
qu'il  y  en  a  à  la  suite  de  l'unité  : 

425x100  =  42500. 

44.  Pour  obtenir  le  produit  de  plusieurs  nombres  terminés  tous  ou  en 
partie  par  des  zéros,  il  suffit  d'effectuer  le  produit  de  ces  nombres  abs- 
trsiction  faîte  des  z^s  qui  les  terminent,  et  d'écrire  k  la  droite  du 
prenait  autant  de  aéros  qu'on  en  a  supprimé.  Ainsi,  poar  multiplier 
MO  par  6006,  on  multiplie  4  par«  et  on  écrit  cinq  séros  k  la  droite  du 
produit  24: 

fOOX€000  =  2iOdOO». 

4iS.  Multiplier  un  nombre  458,  de  plusieurs  chijjfres,  par  un  noTnbre  6, 
é^un  seul  chiffre* 

458 
6^ 

Pour  multiplier  un  nombre  de  plusieurs  chiffres  par  un  nombre  d*ua 
seul  chiffre,  on  écrit,  le  multiplicateur  sou«  U  uoltiplicande,  et  oa  le 
souligne  pour  le  séparer  du  résultat.  Puis,  à  partir  de  la  droite^  oamul* 
tipile  successivement  chaque  chiffre  du  multiplifiande  par  le  multiple 
catcur;  on  écrit  les  unités  de  chaque  produit  partiel  sous  le  ehiffoe 
correspondant  du  multiplicandû,  et  on  ajoute  les  dizaines  au  produit 
solvant 

Ainsi,  Ton  dit:  6  fois  8  font  48,  je  pose  8  et  retiens  4;  6  fois 5  font 30, 
et  4  font  34,  je  pose  4  et  retiens  3,  et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  chiffres 
du  multiplicande. 

En  général  on  se  dispense  de  prononcer  le  mot  font,  et  Ton  4kX  : 
6  fois  8,  48,  je  pose  8  et  retiens  4;  6  fois  5,  30  et  4,  34,  je  pose  4»et  re- 
tiens  3,  etc. 

Avec  un  peu  d'habitude  on  dit  seulement  :  fifois  8, 48  (on  pose  8),  6  fois 
5,  30,  34  (on  pose  4),  6  fois  4^  »4, 27  (on  pose  â7). 
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4iL  MnMplUr  «k  ncmAre  5736^  de  fiusieurs  dùfreg,  por  un  nornJbre 
7i3,  de  plusieurs  chàfres. 

5736 
743 


17208 
22944 
40152 

4261848 


Pour  multiplier  un  nombre  de  plusieurs  chtffi^s  p«r  nu  nombre  de 
plusieurs  chiftres,  on  écrit,  eomme  dans  le  cas  précédent,  le  multipli- 
cateur sous  le  multiplicande,  de  manière  que  les  unités  de  même  ordre 
se  correspondent,  et  on  souligne  le  multiplicateur.  Puis  on  multiplie  le 
multiplicande  successivement  par  chacrue  chiffre  du  multiplicateur,  à 
partir  de  la  droite  (4S);  on  écrit  chacun  des  produits  partiels  de  manière 
que  son  premier  chiffre  à  droite  soit  au-dessous  de  celui  du  multiplica- 
teur qui  Ta  produit;  on  fait  la  somme  de  tous  les  produits  partiels,  et 
on  a  le  produit  demandé. 

Si  le  multiplicateur  contient  des  zéros  placés  entre  les  chiffres  signi- 
ficatifs, comme  ces  zéros  fournissent  des  produits  partiels  nuls,  on  les 
ncj^ige,  et  la  règle  générale  est  encore  applicable  : 

34256 
3002 


68512 
102768 

i0283«fS12 

On  Toit  que  le  nombre  des  produits  partiels  est  toujours  égal  k  celui 
des  chiffres  significatifs  du  multipMcatevr. 

47.  Pour  faire  la  preuve  de  la  multiplication,  on  intervertit  Tordre  des 
facteurs,  c'est-a-dîre  qu*on  prend  le  multiplicateur  pour  multiplicande 
et  réciproquement,  et  on  doit  trouver  le  même  résultat  que  dans  Topé- 
ration  directe  si  les  calculs  sont  exacts  (40  et  96). 

DIVISION. 

i8.  La  diviiion  est  une  opération  par  laquelle  on  partage  une  quan- 
tité, appelée  dividende^  en  autant  de  parties  égales  qu'il  j  a  d'unités  dans 
un  nombre  entier,  appelé  diviseur;  Tune  de  ces  parties  est  le  quotient 
de  la  division. 

La  division  revient  à  effectuer,  d'une  manière  abrégée,  une  série  de 
soustractions.  En  retranchant  successivement  le  diviseur  du  dividende 
et  des  restes  obteiras  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  plus  petit  que  le 
diviseur,  le  nombre  des  soustactions  effectuées  est  le  quotient. 

A9,  Il  résulte  de  la  définition  de  la  division  que  le  dividende  est  égal 
au  produit  du  quotient  par  le  diviseur  (31). 
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i^O.  Un  nombre  est  divisible  par  un  autre,  lorsque  le  quotient  de  la 
division  du  premier  par  le  second  est  un  nombre  entier.  On  dit  que  le 
second  nombre  divise  le  premier,  ou  qu'il  est  diviseur  du  premier. 

51.  Tout  nombre  est  divisible  par  lui-même  et  par  Tunité.  Le  quo- 
tient est  égal  à  Tunité  dans  le  premier  cas,  et  au  dividende  dans  le 
second. 

52.  Un  nombre  est  pair  ou  impair  suivant  qu'il  est  ou  non  divisible 
pars. 

55.  Lorsqu'un  nombre  i2  est  un  multiple  d'un  autre  4,  le  premier 
est  divisible  par  le  second,  et  réciproquement  (49). 

54.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  entiers  est  divisible  par  l'un 
quelconque  de  ses  facteurs  (37  et  53). 

55.  Lorsqu'un  nombre  contient  tous  les  facteurs  d'un  autre  nombre, 
le  premier  est  divisible  par  le  second  (36,  37  et  53). 

56.  Tout  diviseur  4,  commun  a  plusieurs  nombres  36,  12,  16,  divise 
leur  somme  64  (n*'  38  et  53). 

57.  Tout  diviseur  7,  commun  à  deux  nombres  42  et  14,  divise  leur 
différence  28  (n-  39  et  53). 

58.  Tout  diviseur  5  d'un  nombre  35  divise  un  multiple  quelconque 
35  X  3  =  105  de  ce  nombre  (38  et  53). 

59.  Pour  diviser  une  somme  par  un  nombre,  il  suffit  de  diviser  chaque 
partie  'de  la  somme  par  ce  même  nombre  (32)  :  ainsi, 

32  +  12  +  16_32  .  12  .  16  _  ,  .   ,   .   ,_,, 

4 =-^+y  +  -^-8  +  3  +  4-15, 

60.  De  même,  pour  diviser  une  différence  32  —  12  par  un  nombre  4,  il 
«uffit  de  diviser  chacun  de  ses  termes  par  4  (33)  :  ainsi, 


32  —  12      32      12 


=  8  —  3  =  5. 


61.  Lorsqu'on  supprime  des  zéros  à  la  droite  d'un  nombre  entier,  on 
le  divise  par  l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'on  en  a  supprimé  : 

^=85(1."  43  et  86). 

^2.  Diviser  un  nombre  entier  4 145  824  par  un  autre  nombre  entier  845. 


1 

845 

2 

1690 

3 

2535 

4 

3380 

5 

4225 

6 

5070 

7 

5915 

8 

6760 

9 

7605 

4145824 
3380 

7658 
7605 


005324 
5070 


254 


845 
4906 


Pour  diviser  un  nombre  par  un  autre,  on  écrit  le  diviseur  a  la  droite 
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du  dividende,  on  les  sépare  par  un  trait  vertical,  et  on  souligne  le  divi- 
seur. Puis  on  sépare  sur  la  gauche  du  dividende  juste  assez  de  chiffres 
pour  que  le  nombre  4 145  qui  en  résulte  contienne  le  diviseur  ;  on  cherche 
dans  la  table  des  9  premiers  multiples  du  diviseur  combien  de  fois 
le  diviseur  est  contenu  dans  la  partie  k  gauche  du  dividende,  ce  qui 
détermine  le  premier  chiffre  4  à  gauche  du  quotient;  on  écrit  ce  chiffre 
sous  le  diviseur;  on  retranche  du  premier  dividende  partiel  4145  le 
produit  3  380  du  diviseur  par  le  chiffre  obtenu  au  quotient,  ce  qui  donne 
un  reste  765,  à  la  droite  duquel  on  abaisse,  c'est-à-dire  écrit,  le  chiffre 
suivant  8  du  dividende  ;  on  cherche  combien  de  fois  le  diviseur  est  con- 
tenu dans  le  nombre  7  658  qui  en  résulte,  ce  qui  détermine  le  second 
chiffre  9  du  quotient;  on  soustrait  du  second  dividende  partiel  7658  le 
produit  7  605  du  diviseur  par  le  second  chiffre  du  quotient,  ce  qui  donne 
un  second  reste  53,  k  la  droite  duquel  on  écrit  le  chiffre  suivant  %  du 
dividende.  Le  diviseur  n'étant  pas  contenu  dans  le  troisième  dividende 
partiel  532,  c'est  que  le  troisième  chiffre  du  quotient  est  0.  A  la  droite 
de  532  on  abaisse  le  chiffre  suivant  4  du  dividende;  on  cherche  combien 
de  fois  le  diviseur  est  contenu  dans  le  quatrième  dividende  partiel  5324 
qui  en  résulte,  et  l'on  continue  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  employé 
tous  les  chiffres  du  dividende.  Le  dernier  reste  obtenu  254  est  le  reste  de 
la  division. 

Généralement  on  se  dispense  de  former  les  9  premiers  multiples  du 
diviseur.  Alors,  pour  avoir  le  nombre  de  fois  que  le  diviseur  est  contenu 
dans  un  dividende  partiel  4145,  on  ne  considère  que  le  premier  chiffre  8 
à  gauche  du  diviseur;  on  néglige  sur  la  droite  du  dividende  partiel  au- 
tant de  chiffres  qu'on  en  a  supprimé  au  diviseur,  et  l'on  cherche  combien 
de  fois  8  est  contenu  dans  le  nombre  41  qui  en  résulte  ;  8  étant  contenu 
5  fois  dans  41,  il  y  a  lieu  de  supposer  que  5  est  le  nombre  de  fois  que 
le  diviseur  845  est  contenu  dans  le  dividende  partiel  4145  ;  mais  comme 
en  multipliant  par  5  le  chiffre  4  du  diviseur  on  aura  k  reporter  2  au 
produit  de  8  par  5,  ce  qui  donnera  42,  on  reconnaît  que  5  est  trop  fort. 
En  essayant  4  comme  on  vient  de  le  faire  pour  5,  on  reconnaît  que  4  est 
le  1*'  chiffre  à  gauche  du  quotient.  Alors  on  effectue  le  produit  du  divi- 
seur par  ce  chiffre,  mais  en  se  dispensant  de  l'écrire,  et  en  retranchant 
ses  différents  chiffres  du  dividende  partiel  au  fur  et  à  mesure  qu'on  les 
obtient.  Ainsi  la  division  précédente  se  dispose  de  la  manière  suivante  : 


4145824 
7658 
5324 
254 


845 


4906 


et,  pour  l'effectuer,  on  dit  :  En  41  combien  de  fois  8?  (essayant  5,  en 
disant  5  fois  8  font  40,  et  2,  qui  résultent  de  5  fois  4,  font  42,  on  recon- 
naît que  5  est  trop  fort)  4  fois  (on  écrit  4  au  quotient);  4  fois  5,  20;  20 
de  25  reste  5  et  je  retiens  2;  4  fois  4,  16,  et  2, 18;  18  de  24  reste  6  et  je 
retiens  2;  4  fois  8,  32,  et  2,  34;  34  de  41  reste  7.  J'abaisse  8;  en  76  com- 
bien de  fois  8?  9  fois  (on  écrit  9  au  quotient);  9  fois  5,  45;  45  de  48  reste  3 
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et  je  retiens  4;  9  fois  4, 36,  et  4,  40,  de  45  reste  &;  9  fois  a,  73,  el  4^  M, 
de  76  reste  0.  J'abaJbsse  2;  en  5  combien  de  fois  a?  il  n'y  va  ]^a9.{«a 
écrit  0  au  quotient).  J'abaisae  4.;  en  53  eombien  de  fois  8?  $  fois,  etc. 

fiu«nd  le  diviseur  est  trèsrgraad,  et  que  k  quotient  doit  avoir  un  graoul 
nombre  de  chiffres,  ou  quand  on  a  beaucoup  de  nombres  à  diviser  par 
le- même,  il  y  a  avantage  à  diresser  la  t^te  des  premiers  miltipleB  en 
diviseur.  On  obtient  ainsi  sans  tàtonnenienl  iee  chif&es  soocesdfs  4b 
^pMitient,  et  Toai  évite  les  nniltip4ications  du  diviseur  par  oes  cfaîftres.  69 
abrège  encore  Topération  en  évitant  d'écrire  les  nmltipies  du  drvieear 
sous  les  dividendes  pulie&s  panr  tes  mtrancber. 

Quand  le  diviseur  n'a  qu'un  cbîfire,  7  par  esempie,  on  écrit  simple» 
ment  le  dividende,  et,  es  remarquant  que  diviser  un  nombre  par  7  c*<i8t 
en  prendre.k  septième  (1&9), 

dividende    174389 
qwotient         24912  reste  5, 

on  dit  :  le  septième  de  47  eirt  2  (on  écrit  2  an  qirotieirt  som  )e  dividende 
et  Ton  retient  47—7x2=3);  le  septième  de  34  est  4  (on  pose  4  et  l'on 
retient  6);  le  septième  de  63  est  $,  le  septième  de  8  est  i,  le  septième 
de  IS  est  2,  et  le  Toste  de  la  dlTision  est  5. 

Remarque  1.  Étant  donné  le  dividende  4145824  et  le  diviseur  84S, 
si  l'on  veut  avoir  tout  d'abord  le  nombre  des  chiffres  du  quotient,  on 
sépare  sur  la  gauche  do  dividende  juste  assez  de  chiffres  pour  que  lie 
nombre  4445  contienne  le  diviseur,  ei  le  nombre  des  chiifres  restant 
augmenté  de  l'unité  est  le  nombre  des  chiffres  du  quotient;  ainsi  ce 
nombre  est  3  +  4  sz4  dans  l'exemple  proposé. 

Kemarque  2.  On  recomiaît  qu'un  chiffre  écrft  an  quotient  est  trop 
fort,  lorsque  le  produit  du  diyiseur  par  ce  chiffre  est  supérieur  au  di- 
Tidende  partiel  correspondant,  c'est-à-dire  lorsqu'il  ne  peut  pas  s'en 
retrancher.  Si  la  soustraction  était  possible  et  qvi(i  le  reste  fût  égal  ou 
supérieur  au  diviseur,  cela  indiquerait  que  le  chiffre  écrit  au  quotient 
est  trop  faible. 

65.  Pour  faive  la  prewe  de  la  dimstariy  on  multiplie  le  quotient  par 
le  diviseur,  et  au  produit  ajoutant  le  reste  de  la  division,  qui  est  tou- 
jours moindre  que  le  diviseur,  on  obtient  le  dividende  si  les  calculs 
sont  exacts  (49);  amsr  l'exemple  du  numéro  précédent  doit  donner 
4906  X  845  +  254=  4145824  (97). 

64.  Pour  diviser  un  nombre  504  par  un  produit  42  de  plusieurs  fac- 
teurs 2,  3,  7,  il  suffit  de  diviser  ce  nombre  par  le  premier  facteur  2  du 
produit,  le  quotient  252  obtenu  par  le  deuxième  facteur  3;  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  divisé  par  le  dernier  facteur  7;  ce  qui  donne  12 
pour  le  quotient  cherché'(41). 

«K.  Lorsqu'on  divise  un  facteur  8  d'un  produit  3  x  8  x  5= 120  par  un 
nombre  4,  le  produit  est  divisé  par  ce  nombre  (42)  :  ainsi. 
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M.  Pour  dtviMT  un  prixit/i^  par  Vtm  de  ses  fadeum^  il  «ti^t  de  sup- 
primer Ge  facleoir  dans  le  fircHlait.  £a  eibt  (65)» 

l21|2iË=3x|x5=3xlx5  =  3x5. 

67.  Quand  un  produit  contient  tous  les  facteurs  d'un  autre  produit, 
le  quotient  de  la  division  du  premier  produit  par  le  second  s'obtient  en 
supprimant  dans  le  premier  produit  tons  les  facteurs  du  second  (64 
et  66)  : 

2x3x5x7 


3X7 


-  =  2X5. 


08.  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  le  dividende  54  par  un 
QOiDbrB  3,.  sans  changer  île  4iviseulr  ^,  le  quotie&t  9  e&t  multiplié  ou 
divisé  par  œ  nombre  r 

5*2<i=.9x3=.«.     et     ^=1=3. 

•ft.  liepsfu'im  nralliplie  ou  ifu'ûiii  divise  ie  diviaeiir  6  par  un  DomJ>re3, 
•tm  tàmigerie  dividande  34,  le  gnolûant  9  Mt  divisé  ou  muhipilé  par 
ce  nombre: 

70.  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  le  dividende  5i4  et  le  diviseur  6 
par  un.même  nombre  3,  le  quotient  9  ne  change  pas  : 

6Ki~"^'       **       6:3  ~^* 

7A.  Du  B«  70,  îl  résulte  que  lâfsqu'on  aperçoit  un  ou  plusieurs  fiac- 
teiu»  comnuins  au  dividende  et  au  diviseur,  on  peuiabréger  l'opératiûn 
en  faisant  abstraction  de  ces  iaeteurs  : 

7x3Sr4xg3_32t__ 
Txl5rx23  ~"   12  ~"  • 

Il  résulte  aiussi  qve  quand  Le  dividende  et  le  diviseur  sont  terminés 
par  des  seras,  on  p^it,  sans  changer  le  quotient,  supprimer  à  jeur  droite 
le  même  nombre  de  zéros  (6i  et  70)  : 

35600  _  350  _ 
700   ■"   7    '^^' 

n.  Tautdiviaeiire,  c«iBiinin  au  dividende  4a  et  au  diviseur  18,  divise 
le  reste  12  de  leur  division;  et  tout  diviseur  cemmun  au  diviseur  i&  ^ 
vu  lerte  i^  de  la  drvisisnL,  divise  le  dividende  48. 

IX  (Lonqsi'Dtt  DMiH^iîe  ou  qu'on  divise  4e  dividende  48  et  le  divi- 
itior  <t9  far  ua  même  nsmibre  6,  le  quotient  ne  /change  pas  ;  nuda  le  ri&ste 
estixniltipiié  «u  dinité  par-ce  nombre. 
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74  Lorsque  le  dividende  48  augmente  ou  diminue  d'un  certain  nombre 
de  fois  le  diviseur  9,  le  quotient  5  augmente  ou  diminue  du  même 
nombre  de  fois  Tunité;  mais  le  reste  3  de  la  division  ne  change  pas. 


LIVRE  IL 

Pr^prléié*  de^  dlTl«e«r0  entier*. 


75.  Un  Tiomhre  est  premier  lorsqu'il  n'est  divisible  que  par  lui-même 
et  par  l'unité  (50)  :  tels  sont  les  nombres  i,  2,  3,  5,  7,  li,  13, 17... 

76.  Tout  nombre  21  qui  n'est  pas  premier  est  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  premiers  plus  grands  que  l'unité  :  21  =  3  x  7. 

77.  Plusieurs  nombres  sont  premiers  entre  eux  lorsqu'ils  n'ont  pas 
d'autre  diviseur  commun  que  l'unité  (50)  :  tels  sont  les  nombres  4  et 
9;  tels  sont  aussi  6»  10  et  15.  Les  nombres  6,  8  et  12  étant  tous  divi- 
sibles par  2,  ils  ne  sont  pas  premiers  entre  eux. 

78.  Tout  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  un  nombre  entier  est 
premier  avec  lui  :  tels  sont  7  et  15. 

70.  Le  plus  grand  commun  diviseur  à  plusieurs  nombres  est  le  plus 
grand  nombre  qui  divise  chacun  des  nombres  proposés. 

Remarque.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres 
premiers  entre  eux  est  égal  à  l'unité. 

80.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  nombres  est  le  plus 
petit  nombre  qui  soit  un  multiple  de  chacun  des  nombres  proposés  (37). 

81.  Décomposer  un  nombre  en  facteurs^  c'est  trouver  plusieurs  nom- 
bres dont  le  produit  soit  égal  au  nombre  proposé,  \insi,  ayant 
24  =  2  X  3  X  4,  le  nombre  24  est  décomposé  en  trois  facteurs  2,  3,  4. 

82.  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  égaux  a  un  nombre  est  une  pui^ 
sance  de  ce  nombre.  Ainsi,  ayant  27  =  3  x3  x  3,  et  81  =  3  x  3  x  3  x  3, 
27  et  81  sont  des  puissances  de  3. 

85.  Le  degré  d'une  puissance  d'un  nombre  est  le  nombre  des  fac- 
teurs de  cette  puissance.  Ainsi  3  et  4  sont  les  degrés  des  puissances 
27  et  81  du  nombre  3. 

Remarque,  Toute  puissance  de  10  est  égale  à  l'unité  suivie  d'autant 
de  zéros  qu'il  y  u  d'unités  dans  le  degré  de  la  puissance.  Ainsi  la  troi- 
«ième  puissance  de  10  est  1000;  en  effet,  on  a  10x10x10  =  1000  (n*43). 

84.  La  deuxième  puissance  7  x  7  =  49  d'un  nombre  7  est  le  carré  de  7; 
la  troisième  puissance  4  x  4  x  4  =  64  d'un  nombre  4  est  le  cube  de  4. 

85.  Vexposaid  d'un  nombre  qu'on  élève  à  une  puissance  est  le  degré 
de  cette  puissance  écrit  à  la  droite  et  un  peu  au-dessus  du  nombre  pro- 
posé. Ainsi,  pour  exprimer  d'une  manière  abrégée  que  le  nombre  5  est 
élevé  à  la  quatrième  puissance,  on  écrit  5^  au  lieu  de  5  x  5  x  5  x  5. 
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Remarque.  La  première  puissance  d*un  nombre  est  ce  nombre  lui- 
même,  que  Ton  considère  comme  affecté  d'un  exposant  égal  k  Tunité, 
quoiqu'il  n'y  ait  pas  alors  de  puissance  ni  d'exposant  proprement  dits. 

86.  Pour  avoir  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  d  un  nombre  par 
une  puissance  de  iO,  il  suffit  de  séparer  sur  la  droite  du  nombre  proposé 
autant  de  chiffres  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la  puissance;  la 
partie  à  gauche  et  la  partie  à  droite,  considérées  comme  exprimant  des 
unités  simples,  sont  respectivement  le  quotient  et  le  reste  demandés. 
Ainsi,  ayant  à  diviser  97845  par  10*=  1000,  on  sépare  trois  chiffres  à 
droite,  ce  qui  donne  97,845  ;  le  quotient  est  alors  97  et  le  reste  845. 

Corollaire.  Pour  qu^un  nombre  soit  divisible  par  une  puissance  de  40, 
il  faut  et  il  suffit  que  ce  nombre  soit  terminé  par  au  moins  autant  de 
zéros  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la  puissance  (61). 

87.  Pour  avoir  le  reste  de  la  division  d^un  nombre  par  2  ou  par  5,  il 
su^t  de  chercher  le  reste  de  la  division  de  son  premier  chiffre  à  droite 
par  2  ou  par  5.  Ainsi  le  nombre  45737  divisé  par  2  donnera  i  pour  reste, 
et  divisé  par  5  il  donnera  2,  parce  que  son  premier  chiffre  7,  divisé  par  2 
ou  par  5,  donne  respectivement  1  ou  2  pour  reste. 

Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  2  ou  par  5,  il  suffit  donc  que 
son  premier  chiffre  k  droite  soit  divisible  par  2  ou  par  5. 

88.  En  général,  pour  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  une 
puissance  quelconque  de  %  ou  de  5,  il  suffit  de  chercher  le  reste  de  la  di- 
vision, par  cette  puissance,  du  nombre  qu'on  obtient  en  prenant  sur  la 
droite  du  nombre  proposé  autant  de  chiffres  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
degré  de  la  puissance.  Ainsi,  pour  avoir  le  reste  de  la  division  de  45737 
par  2*=  8,  ou  par  5*  =  125,  on  cherche  le  reste  de  la  division  de  737  par  8 
ou  par  125,  ce  qui  donne  respectivement  1  et  112. 

Ayant  25  =  -r-  et  125  =  — r— ,  afin  d'abréger  les  opérations,  pour  mul- 

tipliertm  nombre  par  9i^  ou  par  125,  on  pourra  en  prendre  le  1/4  ou  le  1/8, 
et  multiplier  le  résultat  par  100  ou  par  1000  : 

1 478 X 25 =iV^X  100  =  36950,  4729x125=2:^x1000  =  591125. 
4  o 

De  même,  pour  diviser  unnomprepar'ift  ou  par  125,  on  pourra  le  mul- 
tiplier par  4  ou  par  8,  et  diviser  le  produit  par  100  ou  par  1000  : 

1478  _  1478x4  4729  _  4729x8  „,^  ,,^ 

-25-^ lôr"  =  ^^'^^'    "Î25""-""ÎÔÔÔ"-^^'^^^- 

89.  Pour  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  9,  on  fait  îa 
somme  de  ses  chiffres  considérés  comme  des  unités  simples  ;  on  opère 
sur  cette  somme  comme  sur  le  nombre  proposé,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  qu'on  obtienne  un  résultat  qui  n'excède  pas  9.  Lorsque  ce  résultat 
est  moindre  que  9,  il  est  le  reste  cherché  ;  s'il  est  9,  le  reste  est  0. 

Ainsi,  pour  avoir  le  reste  de  la  division  par  9  du  nombre  75487,  par 
exemple,  on  fait  la  somme  74-8  +  4  +  5  +  7  =  31;  puis  celle  j  +  3  =  4, 
et  4  est  le  reste  cherché. 
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On  fa4}iUte  Topération  en  diminuant  de  9  toute  somme  succesûve  de 
chifiros  qpi  dépasse  ce  nombre.  Mnù  Ton  dira  :  7  et  8,  15  (inoii>&  9}, 
6  et  4, 10  (moins  9),  d  et  5,  6,  et  7, 13  (moins  9),  4. 

Au  lieu  de  retrancher  %  il  est  encore  plus  commode  de  faire  la  somme 
des  chifCnes  de  chaque  somme  partielle.  Ainsi  Ton  dira  :  7  et  9, 15, 6  et  4, 
10,  1  et5»6et7, 13,  4- 

On  abrège  encore  cette  opération  en  négligeant  les  chiffres  9  et  ceux 
dont  il  oat  visible  que  la  seiume  est  9,  ce  qui  arriv»  pour  deux,  chifir-t^^ 
aueeesflifs  dont  la  somme  est  9.  Ainsi  dans  Texemple  précédent  on;  dira, 
en  négligeant  4et^  :  7et8«  1&,  «et  7,  13,  4. 

dO.  Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  9,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
eomme  de  ^e»  chiffres,  considérés  comme  des  unités  simples^  eoifc  divi- 
sible par  9,  c'est-à-dire  soit  un  multiple  de  9  (37  et  50). 

91 .  Pour  avoir  le  reste  de  la  division  âfun  nombre  par  3,  on  cherche 
d*abord  le  reste  de  la  division  de  ce  nombre  par  9  (89);  puis  le  reste  4e 
la  division  de  ce  premier  reste  par  le  diviseur  3.  Ainsi  le  nombre  75487 
donnant  4  pour  reste  de  la  division  par  9,  et  4  divisé  par  3  donnant  1 
pour  reste,  1  est  le  reste  de  la  division  du  nombre  proposé  par  3. 

92.  Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  3,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  de  ses  chiffres,  considérés  comme  des  unités  simpleà,  soit  un 
multiple  de  3,  c'est-à-dire  soit  divisible  par  3  (37  et  50). 

95.  Poiff  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  11^  on  le  sépare 
en  tranches  de  deux  chiffres  à  partir  de  la  droite»  sauf  à  ne  laisser  qu'un 
seul  chiffre  à  la  dernière  tranche  à  gauche  ;  on  fait  la  somme  des  nom- 
bres qui  en  résultent,  considérés  comme  exprimant  des  unités  simples; 
on  opère  sur  cette  somme  comme  sur  le  nombre  proposé,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  résultat  qui  n'excède  pas  99;  le  reste 
de  la  division  de  ce  dernier  résultat  par  il  est  égal  au  reste  demandé. 
Ainsi,  ayant  à  trouver  le  reste  de  la  division  du  nombre  7345798  par  41, 
on  sépare  ce  nombre  en  tranches  de  deux  chiffres,  ce  qui  donne 
7,34,57,98;  faisant  ensuite  la  somme 

98  +  57+34+7=196,  puis  celle  96  +  l=s97, 

le  reste  9  de  la  division  de  97  par  il  est  le  reste  de  la  division  du  nombre 
proposé  par  li. 

Il  est  évident  que  cette  somme  de  tranches  de  deux  chiffres  s'obtiendra 
sans  écrire  séparément  ces  tranches,  en  additionnant  par  tranche  en- 
tière, c'est^-à-dire  en  disant  98  et  57,  i55,  et  34, 189,  et  7, 196,  si  l'on  a  une 
certaine  habitude  du  calcul,  ou  en  faisant  la  somme  8^7  +  4+7=26 
des  chiffres  de  rang  impair  à  partir  de  la  droite,  considérés  comme 
exprimant  des  unités  simples,  puis  la  sonune  2+9  +  5  +  3=19  du 
nombre  2  de  dizaines  fourni  par  la  première  somme  et  des  chiffres  de 
rang  pair  du  nombre  proposé,  considérés  comme  exprimant  des  di- 
zaines, et  en  écrivant  19  à  la  gauche  du  chiffre  6  des  unités  de  la  pre- 
mière somme,  ce  qui  donnera  le  même  résultat  196,  sur  lequel  on  opé- 
rera, par  l'une  ou  l'autre  méthode,  comme  sur  le  nombre  proposé. 

Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  11,  il  faut  que  la  somme  pré- 
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rédente  de  ses  tranches  de  deux  chiffres  soit  un  multiple  de  11,  c*êst- 
k-dire  qu'elle  soit  divisible  par  li. 

94.  Four  faire  la  preuve  par  9  de  V  addition  de  plusieurs  nombre»  en^ 
Ai«r#  {suivre  sur  l'opération  suivante},  on  cherche  les  restes  8,  3,  1,  4 
de  la  division  par  9  des  nombres  additionnés;  on  fait  la  somme  f6de 
ces  restes,  et  si  le  reste  7  de  la  division  de  cette  somme  par  9'  est  égii 
aa  reste  7  de  la  division  par  9  de  la  somme  des  nombres  proposés,  c'estt 
qae  le  résultat  St437  est  exact  (^). 

Notubres.  Restes. 
8«7  S 

453  3 

3S3  1 

832  4_ 

2437  16 

16  7 


Rmarque,  On  peut  rendre  cette  preuve  plus  expéditive  en  ajoutant 
le  reste  8  du  premier  nombre  aux  chiffres  du  second  nombre;  le  resté 
obtenu  pour  les  deux  premiers  nombres  aux  chîflPi^s  du  troisième 
nombre,  et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui  revient  à  considérer  tous  les  nombres 
comme  placés  les  uns  à  la  suite  des  autres  et  n'en  faisant  qu*un.  Ainsi, 
en  obsen  ant  les  abréviations  du  n'  89,  on  dira  (en  passant  2  et  7  dans 
le  premier  nombre  et  4  et  5  dans  le  second)  :  8  et  3,  11  ;  2  et  3,  5  et  2,  7 
et  5, 12;  3  et  8,  11  ;  2  et  3,  5  et  2,  7,  nombre  qui  doit  être  égal  au  reste 
de  la  division  par  9  de  la  somme  2437. 

96,  Pour  faire  la  preuve  par  9  de  la  soustraction  (suivre  sur  Texemple 
suivant),  on  considère  le  grand  nombre  845  comme  étant  la  somme 
du  plus  petit  258  et  du  reste  587,  et  on  fait  la  preuve  comme  pour 

l'addition    (94).   Ainsi    la  somme 
845     8  6  +  2  =  8  des  restes  de  la  division 

gMg    "^  par  9  du  petit  nombre  25S  et  de  la 

différence  587  étant  égale  au  ■  reste  8 

^"^    ^  de  la  division  par  9  du  plus  gnmd 

8  nombre  845,  c'est  que  Topéreftian  a 

été  bien  faite  (29). 
On  peut  appliquer  à  la  soustraction  la  remarque  du  numéro  précé- 
dent; mais  la  preuve  ordinaire  de  la  soustraction  étant  plus  simple  que 
celle  par  9,  on  n'a  pas  recours  à  cette  dernière. 
W.  Pour  faire  la  preuœ  par  9  delà  multiplication  de  deux  nombres 

entiers  357  et  65,  on  cherche  les 
357         6  restes  6  et  2  de  la  division  par  9  de 

65         2  ces  nombres  (89)  ;  on  multiplie  ces 

.^         'TT  deux  restes  Tun  par  l'autre,  et  le 

^  .  J*  reste  3  de  la  division  par  9  du  pro- 

duit 12  de  ces  restes  est  égal  au  reste 


^ifltt05  3  de  la  division  par  9  du  produit  231B<H(, 

si  les  calculs  sont  exacts  (47). 
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Remarque.  Cette  preuve  est  d'un  usage  continuel.  Gomme  toutes  les 
preuves  par  9,  elle  ne  constate  pas  une  erreur  égale  à  un  multiple 
de9. 

07.  Pour  faire  la  preuve  par  9  de  la  division  de  deux  nombres  entiers^ 
considérant  le  dividende  comme  étant  le  produit  du  diviseur  85  par  le 
quotient  59,  plus  le  reste  48  de  la  division,  la  preuve  comprend  celle  de 
la  multiplication  et  celle  de  Faddition  (94  et  96).  Ainsi  Ton  cherche  les 

restes  4  et  5  de  la  division  par  9  du 
diviseur  et  du  quotient;  on  fait  to 
produit  20  de  ces  restes,  et  le  reste  2 
de  la  division  par  9  de  ce  produit, 
augmenté  du  reste  3  de  la  division 
^  par  9  du  reste  48  de  la  division,  doit 

5  être  égal  au  reste  5  de  la  division  du 

dividende  par  9  (63). 

98.  Les  preuves  par  il  des  quatre  opérations  s'effectuent  comme  les 
preuves  par  9  (94,  95,  96  et  97),  mais  on  en  fait  rarement  usage.  Cepen- 
dant, si  l'exactitude  des  résultats  avait  une  très-grande  importance,  on 
pourrait  avoir  recours  à  la  fois  aux  preuves  par  9  et  par  11. 

99.  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  384  et  36  (79),  on  divise  le  plus  grand  nombre  par  le  plus  petit, 
le  plus  petit  par  le  reste  24  de  la  division,  le  premier  reste  24  par  le 

.second  12,  le  second  par  le  troi- 
2  sième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 

12  qu'on  obtienne  un  reste  nul  ;  le  der- 

nier diviseur  est  le  plus  grand  com- 
mun   diviseur   demandé;   c'est    12 
dans  l'exemple  proposé  (122). 
Pour  donner  de  la  clarté  aux  calculs,  on  place  les  quotients  au-dessus 
des  diviseurs  correspondants. 

100.  Tout  diviseur  3,  commun  à  deux  nombres  384  et  36,  divise  leur 
plus  grand  commun  diviseur  12,  ainsi  que  les  restes  successifs  24,  12, 
auxquels  conduit  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur. 

lOi.  Pour  trouver  le  pltis  grand  commun  diviseur  à  tant  de  nombres 
entiers  que  Ton  veut,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
de  ces  nombres  (99),  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  plus 
gl-and  commun  diviseur  et  d'un  autre  nombre,  et  ainsi  de  suite  jusqu  au 
dernier  des  nombres  proposés  ;  le  dernier  plus  grand  commun  diviseur 
obtenu  est  celui  des  nombres  proposés  (122). 

108.  Selon  qu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  plusieurs  nombres  entiers 
par  un  même  nombre,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  multiplié 
ou  divisé  par  ce  même  nombre  (73). 

Il  en  résuite  que  les  quotients  de  plusieurs  nombres  divisés  par  leur 
plus  grand  comnmn  diviseur  sont  premiers  entre  eux. 

105.  Tout  nombre  4  qui  divise  un  produit  7x  16  de  deux  facteurs, 
et  qui  est  premier  avec  l'un  des  facteurs,  divise  l'autre  facteur  16. 

104.  Tout  nombre  premier  5,  qui  divise  un  produit  12X13x25, 


384 
24 


10 
36 

1 
24 

12 

0 
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divis6  au  moins  l*un  des  facteurs  du  produit,  et  tout  nombre  premier  5, 
qui  divise  une  puissance  15*  d*un  nombre  15,  divise  ce  nombre. 
108.  Tout  nombre  4,  premier  avec  chacun  des  facteurs  du  produit 

7  X  15  X  23,  est  premier  avec  ce  produit.  Tout  nombre  4,  premier  avec 
un  autre  15,  est  premier  avec  une  puissance  quelconque  de  celui-ci. 

106.  Lorsque  deux  nombres  4  et  15  sont  premiers  entre  eux,  toute 
puissance  de  Fun  est  première  avec  une  puissance  quelconque  de 
i*autre. 

107.  Tout  nombre  720,  divisible  par  deux  nombres  4  et  9  premiers 
entre  eux  (77),  est  divisible  par  leur  produit  36. 

108.  Tout  nombre  7200,  divisible  par  plusieurs  nombres  4,  9,  25,  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux,  est  divisible  par  leur  produit. 

109.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  nombres  entiers 
4,  9,  25,  premiers  entre  eux  deux  k  deux,  est  égal  à  leur  produit 
4  X  9  X  25  =  900  (n-  80). 

iiO.  Tout  commun  multiple  192,  de  deux  nombres  24  et  16,  est  un 
multiple  du  produit  8x3x2  qui  a  pour  facteurs  le  plus  grand  commun 
diviseur  8  de  ces  nombres  et  les  quotients  3  et  2  de  leur  division  par 
ce  plus  grand  commun  diviseur;  et  réciproquement,  tout  multiple  de 
ce  produit  est  un  commun  multiple  des  deux  nombres  proposés  24 
et  16. 

m.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres  24  et  16  est 
égal  au  produit  8  x  3  x  2  =  48,  qui  a  pour  facteurs  le  plus  grand  commun 
diviseur  8  de  ces  nombres  et  les  quotients  3  et  2  de  leur  division  par  ce 
plus  grand  commun  diviseur.  De  là  le  moyen  de  déterminer  le  plus  petit 
commun  multiple  de  deux  nombres  (109  et  123). 

112.  Tout  commun  multiple  de  deux  nombres  24  et  16  est  un  multiple 
de  leur  plus  petit  commun  multiple  48. 

115.  Le  plus  petit  commun  multiple  48  de  deux  nombres  24  et  16 
est  égal  au  produit  de  Tun  quelconque  de  ces  nombres  par  le  quotient 
de  la  division  de  l'autre  nombre  par  leur  plus  grand  commun  diviseur 

8  (111). 

114.  Le  produit  du  plus  grand  commun  diviseur  8  de  deux  nombres 
24  et  16  par  leur  plus  petit  commun  multiple  48,  est  égal  au  produit 
24  X  16  des  deux  nombres  proposés. 

115.  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  deux  nombres  24  et  16  par 
un  même  nombre,  leur  plus  petit  commun  multiple  48  est  multiplié  6u 
divisé  par  ce  nombre. 

116.  Pour  trouver  le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  nombres 
entiers  6,  8,  9,  10,  on  cherche  le  plus  petit  commun  multiple  24  des 
deux  premiers  nombres  6  et  8  (111),  puis  le  plus  petit  commun  multiple 
72  de  ce  plus  petit  commun  multiple  24  et  du  3*  nombre  9,  et  ainsi  de 
suite;  le  dernier  plus  petit  commun  multiple  trouvé  360  est  celui  des 
nombres  proposés  (123). 

117.  Lorsqu'on  divise  le  plus  petit  commun  multiple  72  de  plusieurs 
nombres  8, 12, 18  par  chacun  de  ces  nombres,  les  quotients  9,  6, 4  sont 
premiers  entre  eux;  et  réciproquement,  lorsqu'un  nombre  72  est  tel 
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<fti'eEii  le  divisant  par  plusieurs  autres  8, 12, 48,  oa  obtient  des  quotients 
9,  6,  4  presuers  entre  eux,  ce  nombre  est  le  plus  petit  commun  muMi^è 
de  tous  les  autres. 

41  a.  Tout  nombre  entier  43  est  premier  lorsque,  étant  compris  entre 
les  carrés  25  et  49  des  deux  nombres  premiers  consécutifs  3  et  7,  il  n'est 
divisible  si  par  le  plus  petit  de  ces  nombres  premiers,  ni  par  ancan  de 
ceux  qui  le  précèdent,  excepté  Tusité. 

119.  En  général,  pour  reconnaître  si  un  nombre  donné  est  premier.^  il 
snffit  de  s'assuier  si  oe  nombre  n'est  divisible  par  aucun  desi  nombres 
premiers  2,  3, 5, 7,  etc.,  jusqu'à  ce  qu'une  division  conduise  à.  un  qiM^ 
tient  égal  ou  inféneur  au  dernier  imobre  premier  employé  comme  di- 
viseur (118). 

iM.  La  suite  des  nombres  premiera  est  illimitée. 
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PREMIÈRE  PARTIE.  —  ARITHMÉTIQUE. 


Tabie  des  nombres  inférieurs  à  10  000  ^t  ne  ctmtiennent  pas  les  facteurs 
premiers  %,  Z^  &y  1  et  ii^  et  de  leurs  facteUrs  premiers. 


ËMkm. 

Facteon. 

iMlm. 

Factenra. 

iMkm. 

Facteurs. 

u^. 

Paetean. 

169 

13  X  13 

1333 

31  X  43 

2171 

13  X  167 

2951 

18  X  227 

221 

13  Xl7 

39 

13  X  103 

73 

41  X53 

77 

.  13  X  229 

47 

13  X  19 

43 

17x79 

83 

37  X59 

83 

19  X  157 

89 

17  X  17 

49 

19  x71 

97 

13  X  13x13 

87 

29  X  108 

99 

13  X  23 

57 

23  x59 

2201 

31  X  71 

98 

41  X78 

323 

17  X  19 

63 

29  x47 

00 

47  X47 

3007 

31  X  97 

61 

19  X  19 

69 

37  x  37 

27 

17  X  131 

13 

23  X  181 

77 

13  x29 

87 

19x73 

31 

23  X  97 

29 

13  X  233 

91 

17  x23 

91 

13  X  407 

49 

13  X  173 

43 

17  X  179 

403 

13  X  31 

1403 

23  x«i 

57 

37  X  61 

53 

48  X71 

37 

19  x23 

11 

17  x83 

63 

81  X  73 

71 

37  X88 

81 

13  X  37 

17 

13  xl09 

79 

43  X53 

77 

17  X  181 

93 

17x29 

57 

31  x47 

91 

29  X79 

97 

19  X  163 

527 

17  x81 

69 

13  X  113 

2323 

23  X  101 

3103 

29  X  107 

29 

23  x23 

1501 

19  x79 

27 

13  X  179 

07 

13  X  239 

33 

13  x41 

13 

17  X  89 

29 

17  X  187 

27 

53  X59 

51 

19  X29 

17 

37x41 

53 

13  X  181 

31 

31  X  101 

59 

13  X43 

87 

29x53 

63 

17  X  139 

33 

13  X  241 

89 

19  X3I 

41 

23  x67 

69 

23  X  103 

39 

43  X73 

611 

13  X47 

77 

19  x83 

2407 

29  X  83 

49 

47  X  67 

29 

17  X  37 

91 

37  x« 

18 

19  X  127 

51 

23  X  187        1 

67 

23  X  29 

1633 

23;  71 

19 

41  X  59 

61 

29  X  109 

89 

13  X53 

43 

SI  x53 

49 

31  x79 

73 

19  X  167 

97 

17  X  41 

49 

17  x97 

61 

23  X  107 

93 

31  X  103 

703 

19  X37 

51 

13  X  1*7 

79 

37  X67 

97 

23  X  139 

18 

23  X  3! 

79 

23  x73 

83 

13  X  191 

3211 

13  X  13X19 

81 

17  X43 

81 

4i  x41 

89 

19  X  181 

33 

53  x6l 

67 

13  X  59 

91 

19x89 

91 

47  X  53 

39 

41  x79 

79 

19  X  41 

1703 

13  X  131 

2501 

4i  X  61 

47 

17  X  191 

93 

13  X61 

11 

29  X  59 

07 

23  X  109 

63 

13  X  251 

99 

17  X47 

17 

17  X  101 

09 

13  X  193 

77 

29  X  113 

817 

19  X43 

39 

37x47 

83 

17  X  149 

81 

17  X  193 

41 

29  X29 

51 

17  X  103 

37 

43  X59 

87 

19  X  173 

51 

23  X  37 

63 

41  x43 

61 

13  X  197 

93 

37  X89 

71 

13  X67 

69 

29  x61 

67 

17  X  151 

3317 

31  X  107 

93 

19  X47 

81 

13  X  137 

73 

31  X  83 

87 

47x71 

99 

29  X  31 

1807 

13  X  139 

81 

29  X89 

41 

13  X  257 

901 

17  X  53 

17 

23  x79 

87 

13  X  199 

49 

17  X  197 

23 

13  X71 

19 

17  X  107 

99 

23  X  113 

79 

81  X  109 

43 

23  X  41 

29 

31  X59 

2603 

10  X  137 

83 

17  X  199 

49 

13  X  73 

43 

19x97 

23 

43  X  61 

97 

43  X79 

61 

31  X  31 

49 

43x43 

27 

37  X71 

3401 

19  X  179 

89 

23  X43 

53 

17  X  109 

41 

19  X  139 

03 

41  X83 

1003 

17  X  59 

91 

81  x6d 

69 

17  X  157 

19 

13  X  «03 

07 

19  X  53 

1909 

23x83 

2701 

87  x73 

27 

23  X  149 

27 

13  X  79 

19 

19  X  101 

43 

13  xîll 

31 

47x73 

37 

17  X61 

21 

17  X  113 

47 

41  x«7 

39 

19  X  181 

73 

29  X  37 

27 

41  x47 

59 

31x89 

73 

Î3  X  151 

79 

13  X  83 

37 

13  X  149 

71 

17  X  1«3 

81 

59x59 

81 

23  X47 

43 

29  x67 

73 

47  x59 

97 

13  X  269 

1121 

19  X'59 

57 

19  X  103 

2809 

63x53 

3503 

31  xll3 

89 

17  X  67 

61 

37  x53 

13 

29  x97 

23 

13  X  271 

47 

31  X  37 

63 

13  X  151 

31 

19  X  149 

51 

53  x67 

57 

18  X89 

2021 

43  x47 

39 

17  X  167 

69 

43  x83 

59 

19  X  61 

33 

19  X  107 

67 

47x61 

87 

17xîtl 

89 

29  X4i 

41 

13  X  157 

69 

19  X  151 

89 

37x97 

1207 

17  X  71 

47 

28  x89 

73 

13  X  13X17 

99 

59  x61 

19 

23  X53 

59 

29  X  71 

81 

43  x67 

3601 

13  X  277 

41 

17  X  73 

71 

19  X  109 

99 

13  X  223 

11 

23  X  157 

47 

29  X43 

77 

«1  X67 

2911 

41  x71 

29 

19  X  191 

61 

13  X  97 

2117 

29  x73 

21 

23  X  127 

49 

41  x89 

71 

31  X  41 

19 

18  X  163 

23 

37  x79 

53 

13  X  281 

73 

19  X67 

47 

^    19  X  113 

29 

29  X  101 

67 

19  x  <93 

1  1313 

13  X  101 

59 

17  X  127 

41 

17  X  173 

79 

18  X  288 
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LIVRE   II.  —  PROPRIÉTÉS  DES  DIVISEURS  ENTIERS. 
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Kloal^w. 

Fiçîetirs* 

liBiru. 

Fieieart. 

Iflfcïrci. 

Facteurs. 

atkbfts. 

Picteatâ. 

R  3683 

29  X  127 

4453 

61  X  73 

5207 

41  X  127 

5947 

19  X  313 

3713 

47  X  79 

69 

41  X  109 

13 

13  X  401 

59 

59  X  101 

«1 

61  X61 

71 

17  X  263 

19 

17  X  307 

63 

67  X  89 

37 

37  X  101 

89 

67  X  67 

21 

23  X  227 

69 

47  X  127 

43 

19  X  197 

4511 

13  X  347 

39 

13  X  13x31 

77 

43  X  139 

49 

23  X  163 

31 

23  X  197 

49 

29  X  181 

83 

31  X  193 

57 

13  X  17X17 

37 

13  X  349 

51 

59  X89 

89 

53  X  113 

63 

53  X7I 

41 

19  X  239 

63 

19  X  277 

93 

13  x46l 

81 

19  X  199 

53 

29  X  157 

67 

23  X  229 

6001 

17  X  353 

91 

17  X  223 

•  59 

47  X  97. 

87 

17  X  811 

19 

13  X  463 

99 

29  X  131 

73 

17  X  269 

93 

67  X  79 

23 

19  X  317 

3809 

13  X  293 

77 

23  X  199 

5311 

47  X  113 

31 

37  X  163 

11 

37  X  103 

79 

19  X  241 

17 

13  X  409 

49 

23  X  263 

V 

43  X  89 

89 

13  X  353 

21 

17  X  313 

59 

73  x83 

41 

23  X  167 

4601 

43  X  107 

29 

73  X  73 

71 

13  X  467 

59 

17  X  227 

07 

17  X  271 

39 

19  X  231 

77 

59  X  103 

69 

53  X  73 

19 

31  X  149 

53 

53  X  101 

6103 

17  X  359 

87 

13  X  13X23 

33 

41  X  113 

59 

23  X  233 

07 

31  X  197 

93 

17  X  229 

61 

59  X79 

63 

31  X  173 

09 

41  X  149 

3901 

47  x83 

67 

13  X  359 

71 

41  X  131 

19 

29  x211 

37 

81  X  127 

81 

31  X  151 

77 

19  X  283 

37 

17  X  19X19 

53 

59  x67 

87 

43  X  109 

89 

17  X  317 

57 

47  X  131 

59 

37  X  107 

93 

13  X  19x19 

5429 

61  x89 

61 

61  X  101 

61 

17  X  233 

99 

37  X  127 

47 

13  X  4(9 

69 

31  X  199 

73 

29  X  137 

4709 

17  X  277 

59 

53  X  103 

79 

37  X  167 

77 

41  X  97 

17 

53  X  89 

61 

43  X  127 

87 

23  X  269 

79 

23  X  173 

27 

29  X  163 

73 

13  X  421 

91 

41  X  151 

91 

13  X  307 

47 

47  X  101 

91 

17  X  17X19 

6227 

13  X  479 

4009 

19  X  211 

57 

67  X71 

97 

23  X  239 

33 

23  X  271 

31 

29  X  139 

69 

19  X  251 

5513 

37  X  149 

39 

17  X  367 

33 

37  X  109 

71 

18  X  367 

39 

29  X  191 

41 

79  X  79 

43 

13  X  311 

77 

17  X  281 

43 

23  X  241 

53 

13  X  13X37 

61 

31  X  131 

4811 

17  X  283 

49 

31  X  179 

83 

61  X  103 

63 

17  X  239 

19 

61  X79 

61 

67  x83 

89 

19  X  331 

69 

13  X  313 

41 

47  X  103 

67 

19  X  293 

6313 

59  X  107 

87 

61  X  67 

43 

29  X  167 

87 

37  X  151 

19 

71  X  89 

97 

17  X  241 

47 

37  X  131 

97 

29  X  193 

31 

13  X  487 

4117 

23  X  179 

49 

13  X  373 

5603 

13  X  431 

41 

17  X  373 

21 

13  X  317 

53 

23  X211 

09 

71  x79 

71 

23  X  277 

41 

41  X  101 

59 

43  X  113 

11 

31  X  18fl 

83 

13  X  491 

63 

23  X  181 

67 

31  X  157 

17 

41  X  137 

6401 

37  X  173 

71 

43  X  97 

83 

19  X  257 

27 

17  X  331 

03 

19  X  337 

81 

37  X  113 

47  X  89 

91 

67  X73 

29 

13  X  433 

07 

43  X  149 

83 

97 

59  X  83 

33 

43  X  131 

09 

13  X  17x29 

87 

53  X  79 

4901 

13  X  13X29 

71 

53  X  107 

31 

59  X  109 

89 

59  X71 

13 

17  X  17X17 

81 

13  X  19x23 

37 

41  X  157 

99 

13  X  17X19 

27 

13  X  379 

99 

41  X  139 

39 

47  X  137 

4223 

41  X  <03 

79 

13  X  383 

5707 

13  X  439 

43 

17  X  379 

37 

19  X  223 

81 

17  X  293 

13 

29  X  107 

63 

23  X  281 

47 

31  X  137 

97 

19  X  263 

23 

59  x97 

67 

29  X  223 

67 

17  X  251 

5017 

29  X  173 

29 

17  X  337 

87 

13  X  499 

4303 

13  X  331 

29 

47  X  107 

59 

13  x443 

93 

43  X  151 

07 

59  X  73 

41 

71  X71 

67 

73  x79 

97 

73x89 

09 

31  X  139 

53 

31  X  163 

71 

29x100 

99 

67  x07 

13 

19  X  227 

57 

13  X  389 

73 

23x251 

6509 

23  X  283 

21 

29  X  149 

63 

61  x83 

77 

53  X  109 

11 

17  X  383 

31 

61  x71 

69 

37  X  137 

5809 

37  X  157 

27 

61  X  107 

43 

43  X  101 

83 

13  X  17x23 

33 

19  X  807 

83 

47  X  139 

!    »* 

19  X  229 

5111 

19  X  269 

37 

13  x449 

39 

13  X  503 

69 

17  X  257 

23 

47  X  109 

91 

43  X  137 

41 

31  x211 

1   79 

29  X  151 

29 

23  X223 

93 

71  X83 

57 

79  x83 

81 

13  X  337 

41 

53  x97 

99 

17  X  347 

83 

29  X  217 

1   87 

41  X  107 

43 

37  X  139 

5909 

19  X  311 

93 

19  X  347 

93 

23  X  191 

49 

19  X  271 

11 

23  X  257 

6613 

17  X  389 

99 

53  x83 

61 

13  X  897 

17 

61  x97 

*7 

13  X  609 

4427 

19  X  233 

77 

31  X  167 

21 

31  X  101 

23 

37  X  179 

29 

43  X  103 

83 

71  X73 

33 

17  X  349 

t   31 
1   41 

19  X  349 

l 

23  X  103 

91 

29  X  179 

41 

13  X  457 

29  X  229 

Digitized  by  VjOOQIC 


26 


prehière  partie.  —  arithmétique. 


Ibh^th. 

Factflnrs. 

iflfidim. 

f^utem-s- 

iMlni. 

Facteurs. 

iMkres. 

Facteurs. 

6047 

17  X  17x23 

7363 

37  X  199 

8033 

29  X  277 

8739 

19  X  461 

49 

61  X  109 

67 

53  X  139 

47 

13  X  619 

73 

31  X  283 

«7 

59  X  113 

73 

73  X  101 

51 

83  x97 

77 

67  X  131 

83 

41  X  163 

79 

47  X  157 

77 

41  X  197 

91 

97 

8801 

59  X  149 

97 

37  X  181 

87 

83  X  89 

83 

5y  X  137 

19  X  463 

6707 

19  X  353 

91 

19  X  389 

8119 

23  X  353 

13  X  677 

11 

53  X  127 

97 

13  X  569 

31 

47  X  173 

09 

23  X  183 

89 

23  X  293 

7409 

31  X  239 

37 

79  X  103 

43 

37  X  239 

49 

17  X  397 

21 

41  X  181 

43 

17  x479 

51 

53  X  167 

51 

43  X  157 

23 

13  X  571 

49 

29  X  281 

57 

.  17  X  521 

57 

29  X  233 

29 

17  X  19x23 

53 

31  X  263 

73 

19  X  467 

«7 

67  X  101 

39 

43  X  173 

59 

41  X  199 

79 

13  X  683 

73 

13  X  521 

53 

29  X  257 

77 

13  X  17x37 

81 

83  X  107 

«9 

13  X  523 

63 

17  X  439 

89 

19  X  431 

91 

17  X  523 

6817 

17  X  401 

71 

31  X241 

8201 

59  X  139 

8903 

29  X  307 

SI 

19  X  359 

93 

59  X  127 

03 

13  X  631 

09 

59  X  151 

47 

41  X  167 

7501 

13  X  577 

07 

29  X  283 

17 

37  X  241 

SI 

13  X  17x31 

19 

73  X  103 

13 

43  X  191 

27 

79  X  113 

59 

19  X  19x19 

31 

17  X  443 

27 

19  X  433   1   47 

23  X  389 

77 

13  X  23x23 

43 

19  X  397 

49 

73  X  113 

57 

13  X  13x53 

87 

71  X  97 

71 

67  X113 

51 

37  x223 

59 

17  X  17x31 

89 

83  X  83 

97 

71  X  107 

57 

23  X  359 

77 

47  X  191 

93 

61  X  118 

7613 

23  X  331 

79 

17  X  487 

83 

13  X  691 

6901 

67  X  103 

19 

19  X  401 

99 

43  X  193 

88 

89  X  101 

13 

31  X  223 

27 

29  x263 

8303 

19  X  19x23 

93 

17  X  23x23 

29 

13  X  13X41 

31 

13  X  587 

21 

53  X  157 

9017 

71  X  127 

31 

29  X  239 

33 

17  X  449 

33 

13  X  641 

19 

29  X  311 

43 

53  X  131 

57 

13  X  19x31 

39 

31  X  269 

47 

83  X  109 

53 

17  X  409 

61 

47  X  163 

41 

19  X  439 

61 

13  X  17x41 

73 

19  X  367 

63 

79  x97 

47 

17  X  491 

71 

47  X  193 

89 

29  X  241 

97 

43  X  179 

57 

61  X  137 

73 

43  X  21 1 

7003 

47  X  149 

7709 

13  X  593 

59 

13  X  643 

77 

29  X  313 

09 

43  X  163 

29 

59  X  131 

81 

17  X  17x29 

83 

31  X  293 

31 

79  X  89 

30 

71  X  109 

83 

83  X  101 

89 

61  X  149 

33 

13  X  541 

47 

61  X  127 

99 

37  X  227 

9101 

19  X  479 

37 

31  X  227 

51 

23  X  837 

8401 

31  X  271 

13 

31 

13  X  701 

61 

23  X  307 

69 

17  X  457 

11 

13  X  647 

23  X  397 

«7 

37  X  191 

71 

19  X  409 

13 

47  X  179 

39 

13  X  19x37 

81 

73  X  97 

81 

31  X  231 

17 

19  X443 

43 

41  X  223 

87 

19  X  373 
41  X  173 
47  X  151 

83 

43  X  181 

41 

23  X  367 

67 

89  X  103 

93 

87 

13  X  599 

53 

79  X  107 

69 

53  X  173 

97 

7801 

29  X  269 

71 

43  X  197 

79 

67  X  137 

99 

31  X  229 

07 

37  X2U 

73 

37  X  229 

93 

29  X  317 

7111 

13  X  547 

11 

73  X  107 

79 

61  X  139 

97 

17  X  541 

23 

17  X  419 

13 

13  X  601 

83 

17  X  499 

9211 

61  X  151 

41 

37  X  193 

31 

41  X  101 

89 

13  X  653 

17 

13  X  709 

53 

23  X  311 

37 

17  x4ôl 

97 

29  X  293 

23 

23  X401 

57 

17  X  421 

49 

47  X  «67 

8507 

47  X  181 

53 

19  X  487 

63 

13  X  19x29 

59 

29  X  «71 

00 

67  X  127 

59 

47  X  107 

69 

67  X  107 

71 

17  X  463 

31 

19  X  44» 

63 

59  X  137 

71 

71  X  101 

91 

13  X  607 

49 

83  X  103 

69 

13  X  23x31 

81 

43  X  167 

97 

53  X  149 

51 

17  X  503 

71 

73  X  127 

99 

23  X  313 

7913 

41  X  193 

57 

43  X  190 

87 

37  X  251 

7201 

19  X  379 

21 

89  X  89 

67 

13  X  659 

99 

17  X  547 

23 

SI  X  233 

39 

17  X  467 

79 

23  X  373 

9301 

71  X  131 

41 

13  X  557 

43 

13  X  13X47 

87 

31  X  277 

07 

41  X  227 

61 

53  X  137 

57 

73  X  109 

93 

13  X  661 

13 

67  X  139 

67 

13  X  13x43 

61 

19  x4I9 

8611 

79  X  109 

29 

19  X  491 

77 

19  X  383 

29  X  231 

67 

31  X  2n7 

21 

37  X233 

47 

13  X  719 

79 

69 

13  X  613 

33 

89  X97 

53 

47  X  199 

89 

37  X  197 

79 

79  X  101 

39 

53  X  163 

07 

17  X  19x29 

91 

23  X  317 

81 

23  X  347 

54 

41  X  211 

79 

83  X  113 

7303 

67  X  109 

91 

61  X  131 

53 

17  X  î>09 

89 

41  X  229 

13 

71  X  103 

99 

19  X  421 

71 

U  X  23x29 

9407 

23  X  409 

19 

13  X  563 

8003 

53  X  151 

83 

19  X  457 

09 

97  X  97 

Î7 

17  X  431 

21 

13  X617 

8711 

31  X  281 

51 

13  X  727 

S   3* 

41  X  179 

23 

71  X  113 

*7  , 

23  X  379 

60 

17  X  537 

8   61 

17  X  433 

27 

23  X  349 

49 

13  X  673 

81 

19  X  499 
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n 


— • 

Facteurs. 

u^ 

ftnlMrt. 

Hatm. 

Ftetean. 

iMbai. 

YBùkMTi. 

on? 

5Sxi79 

9(19» 

S9xa3t 

91731 

tl  X  268 

9898 

13  X  781 

KOZ 

13  X  17x43 

9607 

13  X  739 

61 

43  X  227 

99 

19  X  521 

•t 

17  X»7 

17 

59  x  163 

63 

10X791 

9913 

23  X  431 

il 

31  X  307 

37 

23  X  419 

73 

29  X  337 

17 

47  Xiil 

23 

89  X  107 

41 

31  X  311 

97 

97  X  101 

37 

19.x  523 

29 

13  X  733 

59 

13  X  743 

99 

41  X  239 

43 

61  K  163 

S3 

41  X  233 

71 

19  X  509 

98U9 

17  X  577 

53 

37  x  269 

57 

19  X  508 

73 

17  X  569 

27 

31  X  317 

59 

23  X  433 

63 

T3x  131 

83 

23x421 

41 

13  X  757      [      71 

13  X  13x59 

71 

17  X  563 

9701 

89  X  109 

47 

43  X229 

79 

17  X  587 

77 

61  X  157 

03 

31  X  313 

,      t»3 

59  X  167 

83 

67  X  149 

89 

43  X  223 

07 

17  X  571 

69 

71  X  139 

91 

97  X  «03 

93 

53  X  181 

27 

71  X  137 

.     81 

41  X  241      1      97 

13  X  769 

fSf.  La  règle  générale  pour  décomposer  un  Jiombre  en  ses  faciears 
premiers  plus  grands  que  V unité  consiste  à  le  diviser  successivement,  an- 
tant  de  fois  qne  cela  est  possible,  par  chacun  des  nom- 
bres premiers  12,  3,  5...,  quMl  admet  comme  divisevrs, 
jusgu'ï  ce  qu*on  obtienne  pour  quotient  un  nombre 
premier;  ce  dernier  quotient  et  tous  les  nombres  qui 
ont  servi  de  diviseur  sont  les  facteurs  premiers  du 
nombre  pnopové.  Pour  décomposer,  par  exemple,  le 
nombre  &40  en  ses  facteurs  premiers,  on  dispose  ainsi 
les  calculs,  ce  qui  fournit  les  facteurs  premiers  2,  2, 
3,  3,  3,  5. 


510 

î 

Î70 

2 

135 

3 

45 

3 

45 

3 

5 

5 

1 

Oo  a 


5iM^=:  1K>:  !it  X  3  X  a  K  3  X  5  =  2*  X  3*  X  5v 


La  taUe  de  la  i^a^  %k  permet  de  décomposer  facilement  un  nombre, 
ft(l31  fti^  par  esemple,  qui  ne  contient  que  les  facteurs  premiers  %  3, 
5,  7  et  il,  et  d^autres  Jeteurs  premiers  dont  le  produit  n'est  pas  &upé^ 
ikur  k  ia^NN),  ce  %ui  est  le  cas  la  plus  habituel  de  la  pratique. 

ÛB  teconaaii  immédiatement  que  le  nombre  proposé  contient  lesfae- 

ttoYs  2  et  &  (e?),  puiâ  le  facteur  3  (ftS),  puis  le  facteur  11.  Le  dernier 

faAtieat  6d57  se  trouvani  dans  la  tablé,  cela  indique  qu*iL  ne  contient 

plus  aucun  des  facteurs  2,  3,  5^  7  et  il, 

2031810     2x5  et  la  table  donne  ses  facteurs  premiers  47 

203181      3  et  131,  que  Ton  n'eût  trouvés  qu'après  avoir 

67727     11  vérifié  que  6157  n*est  divisible  par  aucun 

6 157     47  X  131        des  nombres  premiers  infériaurs  à  47.  On  a 

en  définitive 

2  031  810  =  2  X  3  X  5  X  1 1  X  47  X 13L 

Bemargue  1.  Quand  un  nombre  8100  est  le  produit  de  nombres  connus 
81  et  100»  on  abrège  sa  décomposition  en  facteurs  premiers  en  cberchant 
les  facteurs  premiers  de  81  et  de  100. 

81=3*^  400^tfx6^   aiao=.2»xâ*x&*. 

Biemarque  2.  Ce  dernier  exensple  montre  que  quand  un  nombre 
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8100  =90'  est  une  puissance  exacte,  les  exposants  de  ses  facteurs  pre- 
miers sont  divisibles  par  le  degré  de  la  puissance. 

182.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres  240,  i80, 
72  est  égal  au  produit  des  facteurs  premiers  communs  à  ces  nombres, 
chacun  de  ces  facteurs  étant  affecté  du  plus  petit  de  ses  exposants  dans 
les  nombres  proposés. 

Ainsi  ayant: 

240  =  2*x3x5,    i80  =  2«x3*x5,    72  =  2»x3% 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  nombres  est 

2«  X  3  =  12. 

De  là  un  autre  moyen  pour  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  plusieurs  nombres  (99  et  101). 

125.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  nombres  est  égal 
au  produit  des  facteurs  premiers  de  ces  nombres,  chacun  de  ces  fac- 
teurs étant  affecté  du  plus  grand  de  ses  exposante  dans  les  nombres 
proposés.  Ainsi  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  ci-des- 
sus 240,  180,  72  est 

2*  X  3*  X  5  =  720. 

De  là  un  autre  moyen  pour  déterminer  le  plus  petit  commun  multiple 
de  plusieurs  nombres  (111  et  116). 

124.  Poi^r  trouver  tous  les  diviseurs  d*un  nombre  180,  on  décompose 
ce  nombre  en  ses  facteurs  premiers  (121),  que  Ton  écrit  dans  une  pre- 
mière colonne  verticale  pour  faciliter  les  opérations;  on  multiplie  le 
premier  facteur  2  par  le  second  2,  les  deux  premiers  facteurs  et  leur 
produit  4  par  le  troisième  facteur,  en  omettant  les  multiplications  qai 
donneraient  des  produits  déjà  obtenus  ;  on  multiplie  de  même  les  trois 
premiers  facteurs  et  les  produits  obtenus  par  le  quatrième  facteur,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  employé  le  dernier  facteur  comme 
multiplicateur;  tous  les  facteurs  premiers  inégaux  du  nombre  proposé, 
et  les  produits  qu'on  a  obtenus  sont  les  diviseurs  demandés.  On  dispose 
les  opérations  comme  il  suit  : 


i 

180 

2 

90 

«, 

4 

45 

3, 

6, 

12 

15 

3, 

9, 

18,  36 

6 

5, 

10, 

20,  16 

12S.  Le  nombre  des  diviseurs  d!un  nombre  est  égal  au  produit  des 
sommes  qu'on  obtient  en  augmentant  d'une  unité  l'exposant  de  chaque 
facteur  premier  du  nombre  (121).  Ainsi,  ayant  180  =  2*x3*x5,  le 
nombre  des  diviseurs  de  180  est,  y  compris  1  et  180, 

(2+1)  (2  +  1)  (1+1)  =  18. 
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1S6.  Pcurjrovner  tous  les  diviseurs  communs  à  plusieurs  nombres^  on 
riiercbe  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  nombres,  puis  tous  les 
4iyiseur9  de  ce  plus  grand  commun  diviseur  (122  et  124). 


LIVRE  III. 

rriMCtona  et  Momkre»  «éeimanx. 


FRACTIONS. 

147.  Une  ou  plusieurs  parties  d*une  unité  divisée  en  parties  égales 
se  nomme  fraction  ou  nombre  fractionnaire.  Ainsi  Tunité  ayant  été 
divisée  en  9  parties  égales,  le  nombre  formé  de  5  de  ces  parties  est  une 
fraction. 

128.  Le  dénominateur  d'une  fraction  est  le  nombre  qui  indique  en 
combien  de  parties  Tunité  est  divisée.  Son  numérateur  est  le  nombre 
qui  indique  combien  elle  contient  de  parties  égales  de  Tunîté.  Ainsi, 
dans  Texemple  précédent,  9  est  le  dénominateur  et  5  le  numérateur. 
Le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  les  deux  termes  de  la  fraction. 

Bemarque,  On  conçoit  qu'une  fraction  peut  contenir  toutes  les  par- 
ties d'une  ou  de  plusieurs  unités,  et  même  toutes  les  parties  d'une  ou  de 
plusieurs  unités,  plus  des  parties  d'une  autre  unité  :  ces  unités  étant 
les  mêmes  et  étant  toutes  divisées  en  un  même  nombre  de  parties 
égales. 

Lorsque  la  fraction  ne  renferme  pas  toutes  les  parties  de  l'unité,  c'est* 
k-dîre  lorsque  son  numérateur  est  moindre  que  son  dénominateur,  elle 
est  plus  petite  que  l'unité.  Si  elle  contient  toutes  les  parties  de  l'unité, 
ses  deux  termes  sont  égaux,  et  elle  est  égale  k  l'unité.  Enfin,  si  le  nu- 
mérateur est  plus  grand  que  le  dénominateur,  la  fraction  est  plus 
grande  que  l'unité. 

129.  Pour  énoncer  une  fraction^  on  énonce  soh  numérateur,  puis  son 
dénominateur,  auquel  on  ajoute  la  terminaison  ièm£.  Ainsi  la  fraction 
dont  il  est  question  au  n*  127  s'énonce  cinq  neuvièmes.  Il  y  a  exception 
pour  les  dénominateurs  2,  3,  4;  ainsi  au  lieu  de  un  deuxième,  un 
troisième,  trois  quatrièmes,  on  dit  :  un  demi,  un  tiers^  trois  quarts. 

130.  Pour  écrire  en  chiffres  une  fraction^  on  écrit  en  chififres  le  déno- 
minateur sous  le  numérateur,  en  les  séparant  par  un  trait  horizontal. 

Ainsi  la  fraction  cinq  neuvièmes  s'écrit  ^ . 

131.  Une  fraction  représente  le  quotient  de  la  division  de  son  numé* 

5 
rateur  par  son  dénominateur  (48).  Ainsi  -  est  égal  au  quotient  de  5  di- 
visé par  9. 
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132.  Pour  mettre  une  fraction  p!4is  grande  que  Vumté  monts  iafefrme 
d^un  entier  joint, à  une  fraction  moindre  que  Vvniié^  on  divise  son  numé^ 
rateur  par  son  dénominateur,  et  Ton  ajoute  au  quotient  entier  unfte 
fraction  ayant  respectivement  pour  numérateur  et  pour  dénominateur 
le  reste  de  la  division  et  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée.  Ainsi 

63       -       .37       ^  ,  2 
^=7,    et     y^7  +  g. 

153.  Pour  convertir  un  nombre  entier  7  en  une  fraction  équivalente 
ayant  un  dénominateur  donné  9,  on  prend  pour  numérateur  de  Ja  frac- 
tion demandée  le  produit  63  de  son  dénominateur  9  par  le  nombre 
entier  7.  Ainsi 

„      7x9       63 

154.  En  ajoutant  terme  à  terme  plusieurs  fractions  égales  entre  elles^ 
on  obtient  une  fraction  égale  à  chacune  des  fractions  proposées  : 


3   3   3   3   12 

4   10   14   4  +  10  +  14   28 

7  *~  7  ^  7  "■  7   28' 

6  ~  15  ~  21  "~  6  +  15  +  21  ~"  42 

De  même,  en  retranchant  terme  à  terme  deux  fractions  égales  entre 
ellesy  et  qui  n'ont  pas  les  mêmes  termes^  on  obtient  une  fraction  égale  à 
chacune  des  fractions  proposées  : 

28  __  ia_28  — iO_  18 
42  ""IS"*  42  —  15  "^27' 

l5o.  Lorsqu'on  ajoute  ferme  à  terme  deux  et  en  général  un  nombre 
quelconque  de  fractions  inégales,  la  fraction  qui  en  résulte  est  intenaé^ 
diaire  k  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des  fractions  proposées  : 

4       4+8+9       9 
7  ^  7  +  5  +  5  ^  %' 

156.  Lorsqu'on  cloute  xtne  même  quantité  aux  deux  termes  dunefrao^ 
tion,  cette  fraction  augmente  ou  diminue  selon  qu'elle  est  plus  fietile 
ou  plus  grande  que  1.  ihuos  les  deux  cas  Tunité  est  la  limite  dont  elle 
s'approche  de  plus  en  plus  à  mesure  que  ses  tenues  deviennent  plus 
grands,  mais  qu'elle  ne  peut  atteindre,  puisque  ses  termes  ne  peuvent 
jamais  être  égaux  entre  eux.  On  a 

5       5  +  3  11       ll+3r 

9  <  9473»      «^     T  ^  T+J- 

Au  contraire,  si  Ton  retranche  une  même  quantité  de  chacun  des 
termes  d'une  fraction,  cette  fraction  diminue  ou  augmente  selon  qu*elle 
est  plus  petite  ou  plus  grande  que  i  ;  dsms  les  deux  cas  elle  s'éloigne  de 
l'unité.  On  a 

8         8  —  3  ,      13       13  —  2 

>  7S — 5.      et      -  < 


12       12  —  3'  6    ^   6  —  2  * 
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Lorsque  la  iraction  est  égale  à  Tunité,  elle  ne  ehange  pas  de  valeur, 
soit  qu'on  augmente,  soit  qu*on  diminue  ses  deux  termes  d'une  même 
quantité.  En  effet,  ses  deux  termes  restent  toujours  égaux  entre  eux. 

137.  Pour  multiplier  une  fraciiort  'par  un  nombre  entier^  on  multiplie 
son  numérateur  ou,  si  cela  est  possible  sans  reste,  on  divise  son  déno- 
minateur par  le  nombre  entier.  Ainsi 

^  3       ,       12         ,      3       ,       3 

=  X  4  =  — ,      et      -  X  4  =  -. 

7  7      .  8  2 

138.  Pofur  âieiser  «ne  fraction  par  un  nomère  entier j  on  nniltiplie 
son  dénominateur  ou,  si  cela  est  possible  sans  reste,  on  divise  son  mt- 
mérateur  par  ce  aonilKre  entier.  Ainsi 

?.4=.-^=i-       et      ?-4  =  iii  =  ? 
7  7x4       28'  7  7         7* 

159.  Une  fraction  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  multiplie  ou 
qu'on  divise  ses  deux  termes  par  un  même  nombre  : 

3  _  3X2_  6  8   _   8:4  ^2 

4~4x2~8'  12""  12:4       3* 

140.  Méduire  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur  ^  c'est  trouver 
des  fractions  égales  aux  fractions  proposées,  et  dont  les  dénominateurs 
soient  tous  égaux  entre  eux  (128). 

141.  Pour  réduire  deux  fractions  au  même  dénominateur,  on  mul- 
tiplie les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le  dénominateur  de 
l'autre.  Et,  en  général,  pour  réduire  plusieurs  fractions  au  même  déno- 
minateur, on  multiplie  chaque  numérateur  par  le  produit  des  dénomina- 
teurs des  autres,  et  Ton  donne  aux  numérateurs  qui  en  résultent  pour 
dénominateur  commun  le  produit  des  dénominateurs  des  fractions  : 


2 
3"" 

2X6 
"  3x6 

12 
""  18 

1  3x5x6            90 

2  2x3x5x6       180 

5 

5x3 
"     18 

15 
~"  18 

2       2x2x5x6       120 

6   ' 

3  ""           180           ""  180 

4  4x2x3x6       144 

5  "^           180                 180 

5  5x2x3x5       150 

6  180                180 

Quand  on  reconnaît  qu'un  nombre  est  divisible  par  tous  les  dénomi- 
nateurs des  fractions  proposées,  c'est-k-dire  qu'il  est  commun  multiple 
de  ces  dénominateurs  (123),  on  le  prend  pour  dénominateur  commun, 
et  on  multiplie  le  numérateur  de  chaque  fraction  par  le  quotient  obtenu 
en  divisant  ce  dénominateur  commun  par  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion. Ainsi,  pour  les  exemples  précédents,  on  reconnaît  de  suite  que  l'on 
peut  prendre  6  et  30  pour  dénominateurs  communs,  et  l'on  a  : 
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2  2x2       4 

3  ^     6      ~  6 

i         1X15         15 

2  "■      30     ""30 

5  5          5 

6  6      ~  6 

2'  2X10_20 
3  ""     30     "~  30 

4  4x6        24 

5  ""     30          30 

5  5x5        25 

6  30      "~  30 

On  peut  toujours  rechercher  le  plus  petit  commun  multiple  des  déno- 
minateurs (123),  et  le  prendre  pour  dénominateur  commun,  comme  on 
vient  de  le  faire;  mais  cette  recherche  conduit  quelquefois  à  des  calculs 
assez  longs.  Lorsque  les  dénominateurs  des  fractions  proposées  sont 
premiers  entre  eux,  leur  plus  petit  commun  multiple  est  égal  à  leur 
produit,  et  alors  pour  réduire  les  fractions  au  même  dénominateur  on 
suit  la  règle  générale  sans  simplification  possible  (162). 

ADDITION  DES  FRACTIONS. 

142.  Pour  additionner  des  fractions,  on  les  réduit,  si  cela  est  néces- 
saire, au  même  dénominateur  (141);  on  fait  la  somme  des  numérateurs 
qui  en  résultent,  et  Ton  prend  pour  résultat  la  fraction  qui  a  cette  somme 
pour  numérateur  et  pour  dénominateur  le  [dénominateur  commun. 
Exemples  : 


5 
12 

2  20 

3  "*  '30 

-k 

^5       30 

+11 

5       25 
■^  6"~  30 

~  5±-ti3  =  S 

87 
somme    ~ 

145.  Pour  ajouter  un  nombre  entier  à  une  fraction^  on  convertit  ce 
nombre  entier  en  une  fraction  équivalente  ayant  pour  dénominateur 
celui  de  la  fraction  (133),  et  Ton  continue  comme  dans  le  cas  précédent. 
Cela  revient  a  ajouter  au  numérateur  de  la  fraction  proposée  le  produit 
du  dénominateur  par  le  nombre  entier  : 

4  4-h5x7_39 

5  "^  5         ~  5  • 

144.  Pour  ajouter  plusieurs  fractions  et  plusieurs  myinbres  entiers,  on 
fait  séparément  la  somme  des  nombres  entiers  et  celle  des  fractions; 
puis  on  opère  sur  ces  sommes  comme  dans  le  cas  précédent  : 

^  +  5  +  3+3=(5+3)+(^j+3)=8  +  ^  =  — . 
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•      SOUSTRACTION  DES  FRACTIONS. 

14SS.  Pcfur  (xooir  la  différence  de  deux  fractions^  on  les  réduit,  si  cela 
est  nécessaire,  au  même  dénominateur  (141);  on  prend  la  difiérence 
des  numérateurs  qui  en  résultent,  et  le  résultat  cherché  a  pour  nu- 
mérateur cette  différence  et  pour  dénominateur  le  dénominateur  com- 
mun: 


7       3       7  —  3       4 

3       1       21        4        17 

8       8"      8      ~8' 

4       7  -  28       28  "^  28 

146.  Powr  soustraire  une  fraction  Sun  nombre  entier  ou  réciproque- 
ment^ on  convertit  ce  nombre  entier  en  une  fraction  équivalente  ayant 
pour  dénominateur  celui  de  la  fraction  (133),  et  Ton  rentre  dans  le  cas 
précédent.  Ainsi  : 

4_56_4  _  56  —  4  _  62  lË— q  — 15_1?-? 

7""7        7""      7      "",7'  4       ^""4         4~4* 

147.  Fout  soustraire  un  nombre  entier  joint  à  une  fraction  d^un 

1  3 

wmifre  entier  joint  à  une  fraction ,  4  4-  r  de  7  +  -  par  exemple,  on 

o  O 

peut  convertir  chacune  de  ces  quantités  en  une  fraction  équiva- 
lente (143),  puis  prendre  la  différence  des  fractions  obtenues  (145 
et  146).   Mais  il  est  plus  simple    de  prendre   d'abord  la  différence 

3      19         5         4 

-  —  r  =  —  —  r="=r="dcs  fractions,  puis  celle  7  —  4  =  3  des  nombres 

5       3        15        15        15 

4 

entiers;  ce  qui  donne  le  résultat  3  +  Tm  • 

Dans  le  cas  où  la  fraction  dont  on  soustrait  serait  la  plus  petite,  on 
Taugmenterait  d*une  unité,  ce  qui  reviendrait  à  augmenter  son  numé- 
rateur d*un  nombre  égal  à  son  dénominateur,  et,  par  compensation, 
on  diminuerait  d'une  unité  le  nombre  entier  dont  on  soustrait.  Comme 
cas  particulier,  la  fraction  dont  on  soustrait  peut  être  nulle.  Exemples  : 

'+I     '^-h  '+5     '+1     «+il  «  '+1 

Différence  3+75  Différence    2  +  ~       Différence  4  + 1 

15  15  5 

Pour  soustraire  plusieurs  nombres  entiers  joints  à  des  fractions,  de 
plusieurs  nombres  entiers  joints  à  des  fractions,  on  convertirait  en  un 
nombre  entier  joint  à  une  fraction  toutes  les  quantités  dont  on  ve.ut 
soustraire  (144);  on  en  ferait  autant  de  toutes  les  quantités  à  soustraire, 
et  Ton  retomberait  dans  le  cas  précédent. 

8 
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MULTIPUGATION    DES  FRACTIONS 

148.  Pour  multiplier  une  quantité  par  une  fraciion^  on  la  multiplie 
par  le  numérateur  de  la  fraction,  pais  ob  divise  le  produit  par  son  dé- 
nominateur. 

Bemarque.  Le  pîoduît  dHine  qfuantilé  par  une  fraction  est  égal  an 
nultipiicande,  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  multiplicande,  sefam 
que  la  fraction  multiplicateur  est  égale  à  Tunité,  plus  petite  ou  ptaa 
grande  que  Tunité. 

149.  Deux  nombres  sont  inverses  Fun  de  Tautre,  lorsque  leur  pr<f- 

duit  est  égal  à  Funité.  Ainsi  Tinverse  du  nombre  7  est  la  fraction  -. 

150.  Le  produit  d'un  rumibre  entier  par  une  fraction  s*obtient  comme 
celui  d'une  fraction  par  un  nombre  entier  (137).  Ainsi 

^^4"~      4     -4'       '*^9'"9:3""3' 

151.  Le  produit  d'une  fraction  par  une  autre  a  pour  numérateur  le 
produit  des  numérateurs  des  fractions  proposées,  et  pour  dénomina- 
teur celui  des  dénominateurs. 

3       7  _  3  X  7  __  21 
4^6""4x5"'20' 

iK2*  Le  produit  de  tant  de  ivombres  qu'on  voudra^  entiers  etfraciionr 
naireSj  est  une  fraction  dont  le  numérateur  a  pour  facteurs  les  nom.- 
bres  entiers  et  les  numérateurs  des  fractions  proposées,  et  dont  le  dé- 
nominateur est  égal  au  produit  des  dénominateurs  de  ces  mômes 
fractions. 

B,    3  2_5x3x2x2_60 

5X^xyx^-         4X7         ""28- 

4tt5.  Prendre  des  fractions  de  fractions  d\aie  quantiéé  quelcon^iue'^ 
c*e8t  multiplier  cette  quantité  par  le  produit  des  fractions  (f  S2).  Ainsi 

les  |de   5  sont  5  x  |=  —î 
o  3         3 

le   Îdes|de5vaut5x|xj  =  j^; 

-3,1,2,^,,^      2       1       3       30 
les  -  du  V  des  ô  de  5  valent  ^^^o^^jX^^^- 

Reynarque.  Prendre  d*une  quantité  une  fraction  qui  a  Funité  pour 
numérateur,  c'est  diviser  cette  quantité  par  le  dénominataur  de  la  frac- 

tion.  Ainsi  le  ^  de  15  vaut  ~  (62). 

itt4.  Les  numéros  32,  33,  40,  41,  4S  sont  encore  vrais  lorsqu'il  s*agit 
de  nombres  entiers  et  fractionnaires. 
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DIVISION   DES  FRACTIONS. 

iïSS,  Pour  dwiser  une  quantité  par  une  fraction,  on  multiplie  cette 
qniDtité  par  la  fraction  diTiseur  reiiYersée  (150  et  151). 

Bemarque.  Le  quotient  est  égal  au  dividende,  plus  petit  ou  plus 
fraud  que  le  dividende,  selon  que  la  fraction  diviseur  est  égale  à  Fu- 
oité,  plus  grande  ou  plus  petite  que  Tumté. 

IS6.  Les  propositions  53s  56,  57,  58,  59,  60,  64,  65,  66,  67,  68,  69,  70, 
et  quelques-unes  de  leurs  conséquences  immédiates,  étant  fondées  sur 
des  principes  applicables  aux  nombres  fractionnaires  comme  aux  nom- 
Ivres  entiers,  s'étendeoft  elles-mêmes  k  ces  deux  espèces  de  nombres. 

IW.  Pour  diviser  des  nombres  entiers  joints  à  des  fractions  par  des 
nombres  entiers  joints  à  des  fractions^  on  convertitle  dividende  en  une 
seule  fraction  (144  et  147),  ainsi  que  le  diviseur,  ce  qui  ramène  le  calcul 
a  diviser  une  quantité  par  une  fraction  (155). 

\        5/  •  V        V  -  6  •  4  ""  5  ^  9  -  45* 


FRACTIONS  IRRÉDUCTIBLES. 

188.  Simplifier  ime  fractûm  on  la  réduire  à  une  plus  simple  eapres" 
non,  c'est  rendre  ses  deux  termes  plus  petits  sans  changer  sa  valeur. 

f  SU.  Une  fraction  est  irréductible  ou  réduite  à  sa  plus  simple  ex- 
pression^  lorsqu'elle  ne  peut  être  simplifiée.  Telles  sont  les  fractions 

7 
100.  Les  deux  termes  d'une  traction  irréductible ,  -  par  exemple, 

o 

«mt  premiers  entre  eux  (77). 

30 
161.  Pour  réduire  unefracàùm  ^  à  une  plus  simple  expression^  il 

safflt de  diviser  ses  detrxvtermes  partm  commun  diviseur  (139) : 


30 
Pour  réduire  une  fraction  rz  à  sa  plus  simple  expression^  on  divise 


«a  deux  termes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  15  (99). 
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OU  encore  on  supprime  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  ses  deux 
termes  (122).  $ 

30  _  2x3x5  _  2 

45"^3x3x5"~3' 

162.  Le  plus  petit  commun  multiple  36  des  dénominateurs  de  plti» 
sieurs  fractions  irréductibles  h,  ô»  ïô  ®®*  ^®  P^"s  P^^i*  dénominateur 

commun  auquel  on  puisse  réduire  ces  fractions  (141). 

165.  2^  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  fractions  irréduo 

<2'6/ej^,-,y  est  la  fraction  -rjr,   qui   a  pour  numérateur  le  plus 

grand  commun  diviseur  3  des  numérateurs  (101),  et  pour  dénominateur 
le  plus  petit  commun  multiple  140  de  leurs  dénominateurs  (116). 
164.  />  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  fractions  irréduc- 

iibles  ^»  Q»  75  est  la  fraction  irréductible  —,  qui  a  pour  numéra- 
teur le  plus  petit  commun  multiple  140  des  numérateurs  des  fractions 
proposées,  et  pour  dénominateur  le  plus  grand  commun  diviseur  3  de 
leurs  dénominateurs.      ^ 

NOMBRES  DÉCIMAUX. 

168.  Une  fraction  décimale  est  une  fraction  qui  a  pour  dénominateur 

3        378 
une  puissance  de  10  (82  et  83).  Telles  sont  les  fractions  —  et  yrrr, 

10      jlOO 

166.  Un  nombre  décimal  est  un  nombre  composé  d*un  nombre  en- 
tier, qui  peut  être  nul,  et  d'une  ou  de  plusieurs  fractions  décimales 
dont  les  numérateurs  sont  moindres  que  la  base  10  et  dont  les  déno- 
minateurs sont  des  puissances  différentes  de  cette  base.  Tels  sont  les 
nombres  : 


(^^  +  è  +  T^)'     ^*     (Â-^îra  + 


lOOOJ 


1 67 .  Numération  des  nombres  décimaux.  Pour  simplifier  récriture  d'un 
nombre  décimal,  on  est  convenu  que  lorsque  plusieurs  chiffres  seraient 
écrits  les  uns  à  la  suite  des  autres  sur  une  même  ligne  horizontale,  et 
séparés  en  deux  parties  par  une  virgule,  la  partie  à  gauche  exprimerait 
les  unités;  le  premier  chiffre  h  droite  de  la  virgule,  des  dixièmes  ou  des 
unités  décimales  de  premier  ordre;  le  second,  des  centièmes  ou  des 
unités  décimales  de  second  ordre ,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  dans 
un  nombre  décimal,  comme  dans  un  nombre  entier,  un  chiffre  quel- 
conque placé  à  la  gauche  d'un  autre  exprime  des  unités  dix  fois  plus 
grandes  que  celui-ci  (7). 

(5  8    ^ 

37  +  j^  +  7^  j  s'écrit  37,508, 
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Pour  énoncer  un  nombre  décimal  écrit  en  chiffreSy  on  énonce  succes- 
sivement la  partie  entière  et  la  partie  décimale,  en  ajoutant  k  chaque 
énoncé  le  nom  des  unités  qu'exprime  le  premier  chiffre  à  droite  de 
chaque  partie.  Ainsi  le  nombre  37,508  s'énonce  trente-sept  unités  cinq 
cent  huit  millièmes^  et  celui  0,357  s'énonce  zéro  unité  trois  cent  cin- 
quante-sept millièmes^  ou  simplement,  en  négligeant  le  zéro,  trois  cent 
cinquante-sept  millièmes. 

Lorsque  la  partie  décimale  contient  plus  de  5  ou  6  chifires,  pour  l'é- 
noncer, il  convient  de  la  partager  en  tranches  de  trois  chiffres  à  partir 
de  la  virgule,  sauf  à  ne  laisser  qu'un  ou  deux  chiffres  k  la  dernière 
tranche  k  droite;  puis,  en  commençant  par  la  gauche,  d'énoncer  succes- 
sivement chaque  tranche,  en  désignant  le  nom  des  unités  qu*exprime 
son  premier  chiffre  k  droite.  Ainsi  le  nombre 

37,32504645769 

s'énoncera  :  37  unités ,  325  millièmes,  46  millionièmes^  457  billionièmeSy 
69  ceni-billionièmes  ou  690  trillionièmes,  en  complétant  par  un  zéro  le 
nombre  3  des  chiffres  de  la  dernière  tranche. 

Réciproquement,  pour  écrire  en  chiffres  un  nombre  décimal  énoncé,  on 
écrit  successivement  la  partie  entière,  que  l'on  remplace  par  un  0  quand 
elle  est  nulle,  la  virgule,  et  la  partie  décimale,  que  l'on  écrit  comme  un 
nombre  entier,  mais  de  manière  que  son  premier  chiffre  k  droite  exprime 
des  unités  décimales  de  l'ordre  énoncé.  Ainsi  le  nombre  décimal  dix-huit 
imités  deux  cent  sept  dix-^millièmes  s'écrit  48,0207,  et  celui  trois  cent  cin- 
quante-sept millièmes  s'écrit  0,357. 

De  même,  le  nombre  décimal  9ib  unités^  427  millièmes^  8  millionièmes, 
35  billionièmes^  9  dix-billionièmes  s'écrit 

25,4270080359. 

168.  Chacun  des  chiffres  placés  k  la  droite  de  la  virgule  est  une  déci- 
rruUe  ou  un  chiffre  décimal  du  nombre  proposé.  Sa  forme  indique  sa  va- 
leur absolue,  et  la  position  qu'il  occupe  sa  valeur  relative  (8). 

169.  Un  nombre  décimal  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  écrit  ou 
quand  on  supprime  un  ou  plusieurs  zéros  k  sa  droite. 

32,45  =  32,4500,  et  3,12500  =  3,125. 

170.  VovT  mettre  un  nombre  décimal  sous  la  forme  d^une  fraction  dé- 
cimale (165),  on  prend  pour  numérateur  de  la  fraction  demandée  le 
nombre  proposé,  abstraction  faite  de  la  virgule,  et  pour  dénominateur, 
Funité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  décimaux. 

^^ ._       27347 

171 .  Réciproquement,  pour  mettre  unefractioii  décimale  sous  la  forme 
d*un  nombre  décimal^  il  suffit  d'écrire  son  numérateur  et  de  séparer  sur 
sa  droite  autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  y  a  de  zéros  au  dénomina- 
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teur.  Dans  le  cas  où  le  nombre  des  chiffres  du  numérateur  serait  moindre 
que  celui  des  zéros  du  dénominateur,  on  y  suppléerait. en  écrivant  des 
zéros  à  la  gauche  du. numérateur. 

172.  Une  quantité  est  une  valeur  d'une  autre  quantité,  «pproehée  à 
moins  d*une  troisième  quantité,  lorsque  la  différence  des  deux  premières 
quantités  est  moindre  que  la  troisième.  Ainsi  34,37  est  une  valenr  ap- 
prochée de  S4,376  k  moins  de  un  centième,  parce  que  la  différenee 
0,006  des  deux  premiers  nombres  est  moindre  que  0,01. 

475.  Une  valeur  d'une  quantité  est  dite  approchée  par  ékfdvi  ou  par 
exces^  suivant  qu'elle  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  cette  quantité. 
Ainsi  8,7  est  une  valeur  de  8,76  approchée  par  défaut,  8,8  est  une  valeur 
approchée  par  excès  (496  et  suivants). 

i74.  La  valeur  la  plus  approchée  d^un  nombre  décimal^  à  moins  d'wm 
unité  décimale  â^un  ordre  déterminé^  est  le  résultat  qu'on  obtient  en  sup^ 
primant  dans  le  nombre  proposé  toutes  les  décimales  écrites  à  la  droits 
du  chiffre  qui  exprime  des  unités  de  Tordre  indiqu4  Ainsi  la  Yalisur  du 
nombre  7,46537,  approchée  à  moins  d'un  millième,  est  7,465. 

175.  Pour  approcher  le  plus  possible  de  la  valeur  dun  nombre  dé^ 
dmal  en  ne  conservant  qu'un  nombre  déterminé  de  chiffres  ({étnmatia;,  on 
distingue  trois  cas:  1*  si  le  premier  chiffre' qui  suit  le  dernier  que  Toii 
veut  conserver  est  moindre  que  5.  on  le  supprime  avec  ceux  qui  sui- 
vent; 2*"  s'il  est  plus  grand  que  5,  ou  si,  étant  5,  il  est  suivi  d'autres 
chiffres  significatifs,  on  le  supprime  avec  ceux  qui  suivent,  et  l'on  aug- 
mente d'une  unité  le  dernier  chiffre  conservé;  3*  enfin,  s'il  est  5  sans 
être  suivi  d'autres  chiffres,  on  le  supprime  encore,  et  l'on  augmente  ou 
non  le  dernier  chiffre  conservé.  Dans  tous  les  cas,  l'erreur  ne  peut  ex- 
céder une  demi-unité  du  dernier  ordre  conservé.  En  ne  conservant 
qu'un  chiffre  décimal,  la  valeur  la  plus  approchée  de  4,8365  est  4*3;  en 
en  conservant  deux,  elle  est  4,84  ;  en  en  conservant  trois,  elle  est  4,836 
ou  4,837. 

176.  Pour  multplier  ou  pour  diviser  un  nombre  décimal  par  l'unité 
suivie  d'un  ou  plusieurs  zéros,  il  suffit  d'avancer  la  virgule  d'autant  de 
rangs  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche  qu'il  y  a  de  zéros  après  l'unité. 

3,127  X  100  =  312,7;    25,83  :  1000  =  0,02583. 

Remarque.  La  même  règle  est  applicable  au  cas  oii  le  dividende  est 
un  nombre  entier,  453  :  iOO  =  4,53. 


DES  QUATRE  OPÉRATIONS  SUR  LES  NOMBRES  DÉCIMAUX 

177.  Pour  additionner  des  nombres  démmaux^  on  les  dispose  et  on 
Opère  comme  pour  l'addition  des  nombres  entiers  (24;,  en  plaçant  la 
Tirgule  au  résultat  sur  la  même  ligne  verticale  que  dans  les  nombres 
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proposés.  (Cette  règle  «st  également  applicable  au  cas  où  qtielques-uas 
des  nombres  proposés  sont  entiers.) 

37,lâ5 

8^72 
436 

0,54 
((8,034 


650,719 


178.  Pour  trouver  la  différence  de  deux  nombres  décimaux^  ou  d*un 
nombre  décimal  et  d'un  nombre  entier,  on  les  dispose  et  on  opère 
comme  pour  les  nombres  entiers  (28),  en  plaçant  la  virgule  au  résultat 
sur  la  môme  ligne  verticale  que  dans  les  nombres  proposés.  (Lorsqu'il 
y  a  plus  de  chiffres  décimaux  dans  Tun  des  nombres  que  dans  l'autre, 

on  écrit  ou  Ton  suppose  écrits  à  la 
68,740  837  droite  de  ce  dernier  nombre  autant 

53,83T  73,534         de  téros   qu'il  est  nécessaire  pour 

14,903  763,466         qu'il  contienne  autant  de  chiffres  dé- 

cimaux que  le  premier.) 
479.  Ptrur  effectuer  fe  produii  de  plusieurs  nombres  décimauXy  ou  de 
plusieurs  nombres  les  uns  décimaux  et  les  autres  entiers^  on  opère 
comme  pour  les  nombres  entiers  (46),  en  faisant  abstraction  de  la  vir- 
gule, et  l'on  sépare  sur  la  droite  du  résultat  autant  de  chîfl^s  déci- 
maux qull  y  en  a  dans  tous  les  facteurs. 

3,27  0,«  8,75x4x6,3  =220,600=;  220,5. 

4,005  0,3 


1635  0,06 

43  0800 


13,09635 


Bemarque.  Tout  nombre  décimal  pouvant  être  mis  sous  la  forme 
d'une  fraction  décimale  (170),  les  principes  applicables  aux  fractions 
s'étendent  aux  nombres  décimaux  (154).  Ainsi,  par  exemple,  le  produit 
de  plusieurs  nombres  décimaux  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  in- 
tervertit l'ordre  des  facteurs. 

480.  Pour  diviser  un  nombre  décimal  par  un  nombre  entier^  on  dis- 
pose les  opérations  comme  pour  les  nombres  entiers  (62).  Puis  on  di- 
vise la  partie  entière  du  dividende  par  le  diviseur,  ce  qui  donne  la 
partie  entière  du  quotient;  on  convertit  le  reste  en  dixièmes,  auxquels 
on  ajoute  les  dixièmes  du  dividende,  ee  qui  se  feit  en  écrivant  simple*- 
ment  le  chiffre  des  dixièmes  du  dividende  à  la  droHe  du  reste  ;  on  dî- 
▼ise  le  nombre  qui  en  résulte  parle  diviseur,  ce  qui  denne  le  chiffre 
des  dixièmes  du  quotient;  on  convertit  le  nouveau  reste  en  centièmes, 
auxquels  on  ajoute  les  centièmes  du  dividende,  c'est-èndire  qu'on  écrit 
k  oÂiiffre  des  centièmes  du  dividende  à  la  droHe  du  nouveau  reste; 
on  divise  le  nombre  qui  en  résulte  par  le  dArœour,  ee  qui  donne  te 
chiffre  des  centièmes  du  quotient,  et  l'on  continue  ainsi  de  suite,  jus- 
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qu'à  ce  qu'on  ait  un  reste  nul,  ou  au  quotient  un  chiffre  qui  exprime 
des  unités  d'un  ordre  indiqué.  Bans  ce  dernier  cas,  on  a  la  valeur  du 
quotient  à  moins  d'une  unité  décimale  de  cet  ordre.  Si  Ton  voulait 
avoir  la  valeur  la  plus  approchée  du  quotient  en  ne  conservant  qu'un 
nombre  déterminé  de  chiffres  décimaux,  il  faudrait,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  n«  175,  calculer  le  chiffre  qui  suit  le  dernier  que  l'on  veut  conserver. 
Cette  règle  est  encore  applicable  au  cas  où  le  dividende  étant  ud 
nombre  entier,  on  se  propose  d'obtenir  le  quotient  avec  des  décimales. 


35,427 

12 

135   12 

114 

2,95226 

15   11,25 

62 

30 

27 

60 

30 

0 

60  . 

0 

Si  l'on  avait  demandé  le  quotient  à  moins  d'un  millième,  on  aurait 
arrêté  l'opération  après  avoir  obtenu  2,952  au  quotient. 

181.  Pour  diviser  un  nombre  entier  ou  décimal  par  un  nombre  déci-- 
maly  on  prend  pour  diviseur  le  diviseur  proposé,  abstraction  faite  de  la 
virgule,  et  pour  dividende  le  nombre  qu'on  obtient  en  multipliant  le 
dividende  proposé  par  l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il  y  avait  de 
décimales  au  diviseur  (176),  ce  qui  ramène  l'opération  à  la  division 
d'un  nombre  entier  ou  décimal  par  un  nombre  entier  (180).  Ainsi  pour 
diviser  3,3756  par  0,45,  on  opère  de  cette  manière  : 

337,56    I  45 


22  5      I  7,501 
060 
15 

Remarque  1.  Les  propositions  du  n*  156  sont  encore  applicables  aux 
nombres  décimaux. 

Remarque  2.  Les  preuves  des  opérations  s'effectuent  pour  les  nom- 
bres décimaux  comme  pour  les  nombres  entiers  (25,  29,  47, 63).  Pour 
les  preuves  par  9  et  par  11,  on  néglige  la  virgule  (94,  95,  96,  97,  98). 

RÉDUCTION  DES  FRACTIONS  EN  DÉCIMALES. 

182.  Un  nombre  décimal  est  périodique,  lorsqu'un  ou  plusieurs  de 
ses  chiffres  décimaux  se  reproduisent  dans  le  même  ordre  et  indéfini- 
ment: tel  est  le  nombre  2,37474...  Le  nombre  74,  formé  par  les  chiffres 
7  et  4  qui  se  reproduisent  dans  le  même  ordre  et  indéfiniment,  est  la 
période  du  nombre  décimal. 

185.  Un  nombre  décimal  est  périodique  simple  ou  périodique  mixte 
selon  que  la  période  commence  ou  non  au  chiffre  des  dixièmes.  Ainsi 
le  nombre  décimal  3,4545...  est  périodique  simple,  et  celui  2,37474... 
est  périodique  mixte. 
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184.  Une  quantité  constante  est  limite  d'une  quantité  variable^  lorsque 
la  différence  de  ces  quantités  peut  devenir  aussi  petite  que  Ton  veut  sans 
être  nulle.  Ainsi  Funîté  est  la  limite  du  nombre  décimal  0,999...  Car  on 
peut  prendre  assez  de  chiffres  9  pour  que  Texcès  de  Tunité  sur  le  nombre 
qui  en  résulte  soit  moindre  qu^une  partie  altquote  ou  sous-multiple  de 
Tunité  aussi  petit  que  Ton  veut  (37  et  136). 

Remarque.  Une  quantité  variable  0,999...  ne  peut  avoir  qu'une  limite; 
ou,  autrement,  deux  quantités  variables  dont  les  valeurs  sont  constam- 
ment égales  entre  eOes  ont  la  même  limite. 

185.  Réduire  une  fraction  en  décimales^  c'est  mettre  cette  fraction 
sous  la  forme  d'un  nombre  décimal. 

186.  Pour  réduire  une  fraction  en  décimales)  on  divise  son  numéra* 
teur  par  son  dénominateur,  en  opérant  comme  dans  la  division  d'un 
nombre  décimal  par  un  nombre  entier  (180). 

87 

~  =  3,375. 

187.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible  (159)  ne 
contient  que  les  facteurs  premiers  2  et  5,  la  réduction  de  cette  fraction 
en  décimales  conduit  à  un  quotient  exact,  dans  lequel  le  nombre  des 
chiffres  décimaux  est  égal  au  plus  grand  des  exposants  des  facteurs  2  et 
5  au  dénominateur. 

127         127 

488.  Toute  fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  contient  un 
ou  plusieurs  facteurs  premiers  autres  que  2  et  5  ne  peut  pas  se  réduire 
exactement  en  décimales,  et  la  division  de  son  numérateur  par  son  dé- 
nominateur conduit  à  un  quotient  périodique  (182). 

127  127 

127 

189.  Toute  fraction  —  est  la  limite  (184)  du  quotient  périodique 

4,2333. . .  auquel  conduit  sa  réduction  en  décimales  (185). 

7 

190.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible  -  ne  con- 

o 

tient  aucun  des  facteurs  2  et  5,  la  réduction  de  cette  fraction  en  déci- 
males conduit  à  un  quotient  périodique  simple  (183). 

^  =  2,333... 

191.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible  contient  un 
ou  plusieurs  des  facteurs  2  et  5  avec  d'autres  facteurs  premiers,  la  ré- 
duction de  cette  fraction  en  décimales  conduit  à  un  quotient  périodique 
mixte,  dans  lequel  le  nombre  des  chiffres  décimaux  non  périodiques  est 
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é^al  au  plus  g^nd  des  exposaats  des  facteurs  ^  et  5  au  dënomiiMiteiir. 
Ainsi  la  fraction  irréductible  ^r  =   ,       — «  conduira  à  deux  chiffres 

décimaux  nmi  périodiques. 

492.  Le  Tiombre  des  chiffres  contenus  dans  la  période  ne  peut  excéder 
le  produit  moins  un  des  facteurs  premiers  autres  que  8  et  5  qui  entrent 
au  dénominateur  de  la  fraction  proposée;  ainsi  dans  Texemple  précé- 
dent il  ne  peut  excéder  3x7  —  1  ou  20. 

195.  Tout  nombre  décimal  0,9727...,  ^^éfioâiique svmrpîe^  moindre  que 

Punitéy  et  dont  la  période  n'est  pas  9,  a  pwar  génératrice  la  fraction  j- , 

qui  a  pour  numérateur  la  période  et  pour  dénominateur  le  nombre 
formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  période.  Ainsi, 

Q7 

—  =0,2727...  [i%k,  Bemarque.) 

194.  Tout  nombre  décimal  4,2727...,  périodique  simple, plus  grand 
que  l'unité,  et  dont  îa  période  n'est  pas  9,  provient  de  la  réduction  d*une 
fraction  en  décimales.  Il  en  est  de  même  de  toute  fraction  périodique 
mixte  4,342727. . .  dont  la  période  n'est  pas  9. 

Pour  obtenir  la  fraction  génératrice  d*un  nombre  décimal  4,2727..., 
périodique  simple  et  plus  grand  que  F  unité,  il  suffit  de  prendre  pour  nu- 
mérateur la  partie  entière  suivie  de  la  période,  moins  la  partie  entière, 
et  pour  dénominateur  un  nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chif- 
fres dans  la  période.  Elle  est  donc 

427  — 4  _  428 
99      ""99* 

Pour  obtenir  la  fraction  génératrice  d'un  nombre  décimal  15,273434. . ., 
périodique  mixte,  il  suffit  de  prendre  pour  numérateur  la  partie  entière 
suivie  de  la  partie  décimale  non  périodique  et  de  la  première  période, 
moins  la  partie  entière  suivie  de  la  partie  décimale  non  périodique,  et 
pour  dénominateur  un  nombre  formé  d'autant  de  9  qui!  y  a  do  chiffres 
dans  la  période  et  suivi  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la 
partie  décimale  non  périodique.  Elle  est  par  conséquent. 

152734  —  1527       151207 


9900  9900 

Bemarque.  Lorsque  la  période  est  le  chiffre  9,  le  nombre  décimal  n'a 
pas  de  génératrice  ;  on  obtient  sa  limite  en  supprimant  les  périodes  et  en 
augmentant  d'une  unité  le  dernier  chiffre  à  droite  du  nombre  qui  en 
résulte. 'Ob  a  en  effet 

«  «wt«>         9      .,«*«.         49—4     .^     ,.»,**.*         4349  —  434      ,  ^^ 
0,999...  =  j=:l;  4,999...=— ^='5;  4,34999...= — =  4,3Î5, 
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OPÉBATIONS  SUR  lES  NOMBRES  rRACTlOIlHAlABS  ET  AÉCIMAUX  GOMBiNÉS. 

i9^.  Ptmr  additionner  des  nombres  fractionnaires  et  décimaux  ^  on 
met  chaque  nombre  décimal  sous  la  forme  d'une  fraction  (170);  ce  qui 
ramène  Fopératîon  à  une  addition  de  fractions  (142). 

Remarque,  Lorsque  les  nombres  décimaux  proposés  ont  un  nombre 
limité  de  chiffres  et  que  les  fractions  sont  exactement  réductibles  en  déci- 
males (1S6),  on  peut,  en  effectuant  cette  réduction,  ramener  l'opération 
h  une  addition  de  nombres  décimaux. 

On  trouvera  de  même  la  différence  de  deux  nombres^  Tun  fractionnaire 
et  T autre  décimal. 

Quant  à'ia  multiplication  et  à  la  division  d^une  fraction  par  un  nombre 
décimal,  elles  se  ramènent  aux  mêmes  opérations  sur  des  fractions,  en 
mettant  chaque  nombre  décimal  sous  la  forme  d'une  fraction  (f70),  sauf 
il  convertir  ensuite  la  fraction  résultante  en  décimales  (186). 

▲PPROXiHATIONa  KCHARIQUBS.   0»ilUTiONS  ABIIÉ6ÉBA* 

*l  W.  Lorsqu'on  remplace  une  quantité  par  une  valeur  approchée  par 
défaut  ou  par  excès  (173),  la  différence  entre  la  valeur  exacte  et  la  valeur 
approchée  se  nomme  erreur  absolue^  et  le  quotient  de  Terreur  absolue 
par  la  valeur  exacte  est  appelée  erreur  relative. 

Ainsi  la  distance  de  deux  points  étant  de  40  mètres,  si  on  la  sup^ 

pose  égale  à  42  mètres  on  k  38  mètres.  Terreur  absolue  sera  de  42  —  40 

2  4 

OU  40  — S8  =  2  mètres,  et  Terreur  relative  sera  Tq  =  sa- 

L'erreur  relative  exprime  quelle  fraction  Terreur  absolue. commise 
est  de  la  quantité  considérée,  ou  encore  le  rapport  de  Terreur  absolue  à 
cette  quantité  (205). 

497.  Lorsqu'on  remplace  un  nombre  entier  314  loO  par  314 100,  ou  un 
nombre  décimal  3,14159  par  3,141,  ou  encore  0,031415  9  par  0,03141, 
c'est-à-dire  lorsqu'on  supprime  des  chiffres  sur  la  droite  du  nombre,  en 
les  remplaçant  par  des  zéros  si  le  nombre  est  entier  ou  s'ils  se  trouvent 
k  gauche  de  la  virgule  dans  le  nombre  décimal.  Terreur  absolue  est  res- 
peetivement  59,  0,00059,  0^0000059,  nombres  formés  par  les  chiffres 
supprimés  ;  et  Terreur  relative  est 

59      _  0,00059  _  0,0000059 
314159  ""  3,14159  ~"  0,0314159* 

Ces  exemples  font  voir  que,  pour  des  nombres  qui  ne  dîff&rent  que 
par  la  position  de  la  virgule.  Terreur  relative  ne  dépend  que  des  chiffres 
supprimés,  et  non  de  la  position  de  la  virgule;  mais  que  quant  k  Terreur 
absolue,  elle  dépend  k  la  fois  des  chiffres  supprimés  et  de  la  position  de 
la  virgule. 

Verreur  absolue  est  respectivement  moindre  que  100,  0,001  et  0,000  t)l> 
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c'est-à-dire  qu'une  unité  de  Vordre  du  dernier  chiffre  conservé^  et  Ter- 

,   ..         .        .    ,  100  •0,001  0,000  01        .,      , 

reur  relative  est  mmndre  que  ^^^^  =  3-^^  =  ^^^^3^^^^^,  et  a  plua 

forte  raison  que  5^  =  3^  ^t  surtout  que -±^  =0,001,  c'est-k-dire 

qu'une  unité  décimale  d'un  ordre  marqué  par  le  nombre  moins  un  des 
chijfres  conservés^  ce  nombre  ne  comprenant  pas  les  zéros  qui  peuvent 
se  trouver  à  gauche  du  premier  chiffre  significatif  conservé. 

II  en  résulte  que  pour  avoir  une  valeur  approchée  par  défaut  ^un 
nombre  entier  ou  décimal  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,1,  0,01, 
0,001,  0,0001...  il  suffit  de  conserver  respectivement  sur  la  gauche  du 
nombre  2,  3,  4, 5. . .  chiffres,  à  partir  du  premier  chiffre  significatif.  Ainsi 
la  valeur  approchée  par  défaut  des  nombres  314159,  31415,9,  3,14159 
et  0,031 4159,  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,001  est  respective- 
ment 314  100,  31  410,  3,141  et  0,031  41. 

Remarque  1.  Lorsque  le  premier  chiffre  significatif  à  gauche  du  nombre 
est  plus  grand  que  1,  Terreur  relative  fournie  par  la  règle  précédente 
est  moindre  qu'une  demi-unité  décimale  de  l'ordre  marqué  par  le  nombre 
moins  un  des  chiffres  conservés.  En  effet,  pour  le  nombre  0,031  4159 

remplacé  par  0,031 41,  Terreur  relative  étant  moindre  que  -^rr^,  elle  est 

k  plus  forte  raison  moindre  que  ^rr^rz:  ou  qu'un  demi-millième. 

Bemarque  2.  Lorsque  le  premier  chiffre  significatif  k  gauche  de  la 
partie  conservée  est  1,  et  que  le  premier  chiffre  k  gauche  de  la  partie 
supprimée  est  plus  petit  que  5  ou  5  non  suivi  d'autres  chiffres  signifi- 
catifs, Terreur  relative  est  encore  moindre  qu'une  demi-unité  de  Tordre 
marqué  par  le  nombre  moins  un  des  chiffres  conservés.  En  effet,  le 
nombre  1,141  37  étant  remplacé  par  1,141,  Terreur  absolue  0,000  37  est 
moindre  qu'un  demi-millième,  et  le  nombre  proposé  excédant  1000  mil- 
lièmes. Terreur  relative  est  moindre  qu'un  demi-millième  divisé  par 
1000  millièmes  ou  par  1,  c'est-k-dire  que  un  demi-millième. 

Bemarque  3.  Des  deux  remarques  précédentes,  il  résulte  que  dans  la 
plupart  des  cas  (17  environ  sur  18),  la  valeur  relative  d'un  nombre  entier 
ou  décimal,  k  la  droite  duquel  on  supprime  un  ou  plusieurs  chiffres, 
est  moindre  qu'une  demi-unité  décimale  de  Tordre  marqué  par  le 
nombre  moins  1  des  chiffres  conservés  k  partir  du  premier  chiffre 
significatif  k  gauche. 

Remarque  4,  Lorsqu'on  prend  une  valeur  approchée  par  excès  d'un 
nombre  entier  ou  décimal,  en  supprimant  des  chiffres  k  sa  droite  et  en 
augmentant  d'une  unité  le  dernier  conservé,  tout  ce  qui  précède  est  en- 
core applicable.  Ainsi  pour  approcher  par  excès  du  nombre  1,141 59  avec 
une  erreur  relative  moindre  que  0,001,  on  le  remplacera  par  1,142.  Le 
nombre  3,141 59  étant  remplacé  par  3,142,  Terreur  relative  sera  moindre 
que  un  demi-millième  [Remarque  1). 

Remarque  5.  En  ne  conservant  qu'un  nombre  déterminé  de  chiffres, 
il  est  évident  que  Terreur  relative  sera  d'autant  plus  petite  que  Terreur 
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absolue  sera  moindre  ;  il  y  aura  donc  lieu  de  prendre  celle  des  valeurs 
approchées  par  défaut  ou  par  excès  qui  donnera  la  plus  petite  erreur 
absolue  (475). 

198.  Addition,  V erreur  absolue  de  la  somme  de  plusieurs  nombres 
dont  toutes  les  valeurs  sont  approchées  par  défaut  ou  par  excès  est  égale 
à  la  somme  des  erreurs  absolues  de  ces  nombres. 

Lorsque  des  nombres  ont  des  valeurs  approchées  par  défaut  et  d'autres 
des  valeurs  approchées  par  excès,  on  fait  la  somme  des  erreurs  par 
défaut  et  celle  des  erreurs  par  excès,  et  la  différence  des  deux  résultats 
obtenus  est  Terreur  absolue  de  la  somme  des  nombres  proposés.  Le 
sens  des  erreurs  qui  ont  fourni  la  plus  grande  somme  est  celui  de  Ter- 
reur absolue  du  résultat  de  Taddition. 

U erreur  relative  de  la  somme  de  plusieurs  nombres  est  égale  à  Terreur 
absolue  divisée  par  cette  somme. 

Pour  calculer,  avec  une  erreur  absolue  moindre  qu'une  unité  d'un 
ordre  déterminé,  la  somme  de  moins  de  11  nombres,  on  fait  la  somme 
à  partir  des  chiffres  qui  expriment  des  unités  d'un  ordre  immédiatement 
inférieur  à  celui  désigné,  en  négligeant  tous  les  chiff^res  à  droite.  Ainsi 
pour  calculer^  avec  une  erreur  absolue  moindre  que  0,1,  la  somme 

6,347  +  8,7537  +  0,0425=  14,1432 

on  fait  simplement  la  somme 

5,34 +  8,75 +  0,04  =  14,13. 

En  effet,  Terreur  absolue  sur  chaque  nombre  étant  plus  petite  que  0,01, 
comme  il  y  a  moins  de  11  nombres,  Terreur  absolue  de  la  somme  sera 
plus  petite  que  0,01  x  10  =  0,1. 

S'il  y  avait  plus  de  10  nombres  et  moins  de  101,  on  prendrait  un  chiffre 
décimal  de  plus  en  faisant  la  somme. 

Soit  maintenant  à  calculer  y  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,01  > 
la  somme 

75,347  +  8,7537  +  0,6425  =  84,7432. 

On  fait  la  somme 

70  +  8  +  0,6  =  78,6 

des  nombres  formés  par  les  premiers  chiffres  à  gauche  des  nombres  pro- 
posés; on  divise  cette  somme  par  100,  formé  de  l'unité  suivie  d'autant  de 
zéros  que  l'indique  Tordre  de  l'unité  énoncé  (0,01),  ce  qui  donne  0,786; 
on  divise  cette  somme  par  le  nombre  3  des  nombres  à  ajouter,  et  le  pre- 
mier chiffre  a  gauche  du  quotient  0,262  exprimant  des  dixièmes,  cela 
indique  qu'il  suffit  de  prendre  chacun  des  nombres  proposés  avec  un 
chiffre  décimal  seulement.  Si  ce  premier  chiffre  à  gauche  avait  exprimé 
des  centièmes,  on  aurait  pris  les  nombres  avec  deux  chiffres  décimaux  ; 
s'il  avait  exprimé  des  millièmes,  on  en  aurait  pris  trois...  Ainsi  la  somme 
cherchée  est 

75,3  +  8,7  +  0,6=84,6. 
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Eu  effet.  Terreur  relative  de  la  somme  des  nombres  proposés  deventMUit 

moindre  que  0,01  dès  que  Ferrear  absolue  est  moindre  que  la  Cfsntîèine 

partie  de  cette  somme  (497),  comme  la  somme  des  nombres  proposés 

est  plus  grande  que  70  +  9+  0,6  =  7M»  &t  que,  par  suite,  sa  cenlième 

partie  est  plus  grande  que  78,6x0,01^0,786,  en  prenant  càaentiida» 

Q  786 
nombres  proposés  avec  une  erreur  absolue  moindre  que  -^r—  =  0,26^, 

et  moindre  surtout  que  0,1,  cequ*on  fait  en. les  prêtant  avec  uiiichiAn# 
décimal,  on  eet  sûr  que  Terreur  absolue  de  leur  somme  sera  moîiiclpe 
que  0,786  et  à  plus  forte  raison  que  la  centième  partie  de  la  somme  des 
nombres  proposés  :  la  somme  ainsi  calculée  satisfait  donc  kla  questMaa* 
199.  Soustraction,  Le  plus  grand  nombre  étant  la  somme  dn  pins 
petit  et  de  la  diff^érence,  selon  que  les  erreurs  absolues  des  deux  mxmhres 
proposés  ont  un  même  sens,  c'est-k-dire  sont  toutes  les  deux  par  défiant 
ou  par  excès,  ou  que  ces  erreurs  sont  de-sens  contraires.  Terreur  abso- 
lue du  résultat  est  égale  à  la  différeace  ou  à  la  somme  des  erreurs  i 
lues  de  ces  nombres  : 

8,67  8,6  0,07  8,7  0,03 

3,24  3,2  0,04  3,2  0,04 


5,43  5,4  0^03  5^5  0,07 

D'après  ce  qui  a  été  dit  pour  Taddition  (108),  il  résnlte  qne  pour  coEf- 
culer  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,01,  par  exemple,  la  àiffé^ 
rence 

75,3478  —  26,5363  =:r  48,81 46, 

on  prend  la  différence 

70  —  20  =  50 

des  nombres  formés  par  les  premiers  chiffres  à  gauche  de  ces  nom- 
bres; on  multiplie  cette  différence  par  Tunité  indiquée  0,01,  ce  qui 
donne  0,5;  on  prend  la  moitié  0,25  de  ce  produit,  et  le  premier  chiffre 
2  à  gauche  de  cette  moitié  exprimant  des  dixièmes,  cela  indique  qu'il 
suffit  de  prendre  chacun  des  nombres  proposés  avec  un  chiffre  décimal  ; 
ce  qui  donne  pour  le  résultat  demandé 

75,3  —  26,5  =  48,8. 

200.  Multiplication. 

r  L'erreur  absolue  d'un  produit  de  deux  facteurs^  dont  Vun  est  ap- 
proché par  dÀfoid  ou  par  excès  à  moins  d'une  quantité^  est  égale  au  pro-- 
duit  de  Terreur  absolue  du  facteur  modifié  par  Tautre  facteur.  Quant  à 
Terreur  relative  du  produit^  elle  est  égale  à  Terreur  relative  du  facteur 
modifié  (197). 

Soit  à  calculer  à  moins  de  Oi,01  le  produit 

3,1415926...  X  271,8. 
L'erreur  absolue  du  produit  étant  égale  k  Terreur  absolue  du  multiplî- 
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caifeée  multipliée  par  271^8,  il  suffit  de  prendre  le  multiplicande  avec 
une  erreur  absolue  moindre  que     *      et  à  plus  forte  raison  plus  petite 

0  04 

que  r^  =  0,000  Oi  ;  ce  qui  donne  3,lil  59. 

Cela  revient  à  prendre  le  facteur  modifié  avec  un  nombre  2  +  3  =  5 
de  chiffres  décimaux  égal  a  celui  2  que  Ton  veut  avoir  au  produit,  plus 
celui  3  des  chiffres  de  la  partie  entière  du  facteur  non  modifié. 

Pcfur  calculer  le  même  prodmt  cBoec  une  erreur  relative  moindre  que 
0,01,  il  suffit  de  prendre  le  facteur  modifié  avec  une  erreur  relative 
moindre  que  0,01,  c'est-à-dire  avec  trois  chiffres  décimaux  (197},  ce  qui 
donne  3,141  x  291,8. 

2*  Lorsque  les  deux  facéeÊgrs  d'un  produU  sont  remplacés  par  des  va- 
leurs approchées^  dont  Vwie  au  moins  par  défaut^  Verreur  absolue  du 
produit  est  moindre  que  la  somnae  des  produits  de  chacun  des  facteurs 
par  Terreur  absolue  de  Fautre  facteur,  d'une  quantité  égale  au  produit' 
des  erreurs  absolues  des  deux  facteurs.  L'erreur  relative  du  prodmt  est 
moindre  que  la  somme  des  erreurs  relatives  des  deux  facteurs. 
Soit  k  calculer  y  avec  une  erreur  absolue  moindre  que  0,01,  le  produit 

314,159  26...  X  27,182  818  28.^ 

L'errenr  absolue  du  produit  répondra  à  la  question  dès  qu'elle  sera 
moindre  que 


0,005     OjOqft 

28     ^    315  ' 


et  à  plus  forte  raison  que 


condition  qui  sera  satisfaite  en  prenant  le  premier  facteur  avec  4  cbif^ 
1res  décimaux  et  le  second  avec  & 

Au  lieu  de  diviser  en  deux  parties  égales  Terreur  absolue  0^01,  oa 
peut  la  diviser  d'une  manière  quelconque  pourvu  que  la  somme  des 
deux  parties  soit  égale  à  0,01. 

Four  aeoir  le  produit  précéUeni  avec  une  erreur  relaOee  momdiv  que 
0,01,  il  suffit  que  l'ejrreur  relative  de  chaque  tasteur  soÂt  miiiuire  que 
0,005,  et  à  plus  forte  raison:  que  0,001;  ce  qui  conduit là  prendre  lee 
i chiffîres  àgaucJie deichacun  d^  faeteura,  et roa« 

314,1x27,18. 

L erreur  reiatiee  d^wt  produit  de  plusieurs  fadewrt  remplajcès  par  deê 
faUurs  approcàées  par  défcait  est  moindre  que  la  somme  des  erreurs 
relative» de  tous  les  facteurs;  et  Verreur  relaHee  d'une  puissance  d^un 
nombre  rempi^cépar  une  valeur  appmchée  par  défaut  est  nreiiidre  que 
le  produit  de  Terreur  relative  de  ce  nombre  par  1«  de^é  de  la  puis*- 
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Soit  k  calculer  y  avec  une  erreur  relative  moindre, que  0,01,  le  produit 

314,459  26...  X  27,182  818  28...  X  2,342  467  35... 

Il  suffit  que  la  somme  des  erreurs  relatives  des  facteurs  soit  moindre 
que  0,01  ;  par  conséquent,  en  prenant  chacun  des  facteurs  avec  une 

erreur  relative  moindre  que  —^  et  surtout  que  0,001,  ce  qui  conduit 

au  produit 

314,1  X  27,18x2,342, 

on  est  sûr  de  satisfaire  k  la  question  (197). 
Pour  un  produit  de  valeurs  approchées, 

314,15x27,18x2,34, 

les  erreurs  relatives  des  facteurs  étant  respectivement  moindres  que 
0,0001,  0,001  et  0,01,  dont  la  somme  est  0,011 1,  on  en  conclut  que 
Terreur  relative  du  produit  est  moindre  que  0,1,  et  probablement  même 
que  0,01. 
Si  Ton  demandait,  avec  une  erreur  absolue  moindre  que  0,1,  le  produit 

314,159  26 X  27,182  818  28 x  2,342  467  35 , 

on  remarquerait  qu'il  suffit  que  Terreur  relative  soit  moindre  que 
0,1  divisé  par  un  nombre  320  x  30  x  3  =  28  800  plus  grand  que  le  pro- 
duit; ce  qui  fait  pour  chaque  facteur  une  erreur  relative  moindre  que 

ce  qui  indique  qu'il  faut  prendre  chaque  facteur  avec  ses  7  premiers 
chiffres  k  gauche  : 

314,159  2  X  27,182  81  X  2,342  467. 

Remarque,  I^ erreur  relative  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  rem- 
placés par  des  valeurs  approchées  par  excès  est  plus  grande  que  la 
somme  des  erreurs  relatives  de  tous  les  facteurs;  et  Terreur  relative  d^une 
puissance  d*un  nombre  remplacé  par  une  valeur  approchée  par  excès  est 
plus  grande  que  le  produit  de  Terreur  relative  de  ce  nombre  par  le  degré 
de  la  puissance. 

201.  Multiplication  abrégée  d*Oughtred.  Pour  calculer,  k  moins  d*une 
unité  entière  ou  décimale,  0,1  par  exemple,  le  produit  de  deux  nombres 
entiers  ou  décimaux,  3,141  5926...  x  32,186  42...  (suivre  sur  Topération 
suivante)  on  écrit,  dans  un  ordre  inverse,  les  chiffres  du  multiplicateur 
sous  le  multiplicande,  de  manière  que  le  chiffre  2  des  unités  simples 
corresponde  k  celui  1  du  multiplicande,  qui  exprime  des  (0,001)  unités 
cent  fois  plus  petites  que  celles  de  Tordre  énoncé  (0,1);  puis,  k  partir 
de  la  droite,  on  multiplie  successivement  le  multiplicande  par  chaque 
chiffre  du  multiplicateur,  en  négligeant  les  chiffres  du  multiplicande 
qui  se  trouvent  k  la  droite  de  celui  qui  sert  de  multiplicateur  (Pour 
le  chiffre  3,  par  exemple,  on  néglige  926...);  ce  qui  conduit  k  ne  pas 
employer  les  chiffres  du  multiplicateur  qui  se  trouvent  k  gauche  du  der- 
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nier  chiffre  3  du  multiplicande.  On  écrit  les  produits  partiels  sous  le 
multiplicateur,  en  plaçant  leurs  premiers  chiffres  à  droite  dans  une  même 
colonne  verticale,  et  on  en  fait  la  somme  en  les  considérant  comme 
exprimant  des  unités  cent  fois  plus  petites  que  celle  de  Tordre  énoncé 
(0,1);  enfin  on  supprime  deux  chiffres  (07)  sur  la  droite  du  résultat,  et 
on  augmente  d*une  unité  le  dernier  chiffre  conservé.  On  obtient  ainsi 
101,2  pour  le  produit  cherché. 


3,1  4  159  26... 

...46  8  1  23 

94  2  45 

6  2  82 

3  14 

2  48 

18 

10  1,1  07 

10  1,2 

*  Remarque.  La  règle  précédente  suppose  le  cas  le  plus  général,  celui 
où  la  somme  des  chiffres  employés  au  multiplicateur,  augmentée  du 
premier  chiffre  négligé  4,  est  plus  grande  que  10  et  moindre  que  101. 
Dans  le  cas  où  cette  somme  ne  dépasserait  pas  10,  et  dans  celui  où  elle 
serait  comprise  entre  100  et  1001,  on  opérerait  encore  de  la  même  ma- 
nière, mais  en  écrivant  le  chiffre  des  unités  du  multiplicateur  respecti- 
vement sous  le  chiffre  du  multiplicande  qui  exprime  des  unités  dix  fois 
ou  mille  fois  plus  petites  que  celles  de  Tordre  énoncé. 

202.  Division. 

Qiumd  on  rempltzce  le  dividende  par  une  valeur  approchée  par  défaut 
ou  par  excès  (196),  Terreur  absolue  du  quotient  est  égale  à  Terreur  ab- 
solue du  dividende  divisée  par  le  diviseur,  et  son  erreur  relative  est 
égale  a  celle  du  dividende.  Ainsi,  remplaçant 

3,141  59  3,14 

-38-     P"*    IT' 

Terreur  absolue  et  Terreur  relative  du  quotient  sont  respectivement  : 

0,001  59  0,001  59 

38      '  3,14159* 

Quand  on  remplace  le  diviseur  par  une  valeur  approchée  par  défaut  ou 
par  excès.  Terreur  absolue  du  quotient  est  égale  k  ce  quotient  lùultiplié 
par  Terreur  absolue  du  diviseur  divisée  par  sa  valeur  approchée,  et  son 
erreur  relative  est  égale  k  Terreur  absolue  du  diviseur  divisée  par  sa 
valeur  approchée.  Ainsi,  remplaçant 

38  38 

3,14159     P*^     3,14' 

Terreur  absolue  et  Terreur  relative  du  quotient  sont  respectivement  : 

38            0,00159       .     0,00159 
X  ■  \  ,,       et    — 


3,141 59  3,14  3,14    ' 

4 
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De  Texpression  de  Terreur  relative  il  découle  que,  suivant  que  le  di- 
viseur est  approché  par  défaut  ou  par  ejccès.  Terreur  relative  du  quotient 
est  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  du  diviseur;  et  de  celle  de  Ter- 
reur absolue,  il  résulte  que  quand  la  partie  entière  du  diviseur  est  plus 
grande  que  le  quotient  multiplié  par  un  nombre  a,  si  Ton  remplace  ce 
diviseur  par  sa  partie  entière.  Terreur  absolue  du  quotient  est  moindre 

1  8  8  8 

que  -.  Ainsi,  remplaçant  —  par  -,  comme  on  a  6>—  x5,   Ter- 
reur absolue  sera  moindre  que  -, 

Le  dividende  étant  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient.  Ter- 
reur relative  du  quotient  pourra  être  considérée  comme  étant  égale  à  la 
différence  des  erreurs  relatives  du  dimdende  et  du  diviseur  {%"  200),  c/, 
par  suite ^  moindre  que  Vune  d^ elles  au  moins.  Par  conséquent,  pour 
rendre  Terreur  relative  du  quotient  de  deux  nombres  moindre  que  0,1, 
0,01,  0,001...,  on  rendra  les  erreurs  relatives  de  ces  deux  nombres 
moindres  que  ces  mêmes  quantitt^s,  c'est-à-dire  qu'on  prendra  respec- 
tivement les  2,  3,  4...  premiers  chiffres  à  gauche  du  dividende  et  du 
diviseur.  Ainsi  pour  calculer,  avec  une  erreur  relative  moindre  que 
0,001,  le  quotient  de  3,1415926...  pai*  32,186  4...  on  divisera  3,i4i 
par  32,18. 

205.  Divisiçn  abrégée.  Pour  calculer  à  moins  d'une  unité  entière  ou 
décimale,  0,QP1  par  exemple,  le  quotient  d'un-  nombre  entier  ou  déci- 
mal par  un  nombre  enjicr  ou  décimal,  3,141  592  65...  par  0,3^  864  18... 
par  exemple,  on  commence  par  déterminer  le  nombre  1  des  cbifires 
qu'il  y  aura  à  la  partie  entière  du  quotient  (62),  et,  par  suite,  le  nom- 
bre total  71=  1  4-3  =  4  des  chiffres  qu'il  y  aura  au  quotient  cherché.  Si 
la  partie  entière  était  nulle,  on  ai^rajt  7i  =  3;  si  de  plus  le  chiffre  des 
dixièmes  du  quotient  était  égal  à  0,  on  aurait  n  =  2;  et  si  le  chiffre  des 
centièmes  était  encore  nul,  on  aurait  7i=l;  (Tinspection  du  dividende 
et  du  diviseur  fait  facilement  reconnaître  de  quel  ordre  seront  les  plus 
hautes  unités  du  quotient,  et,  par  suite,  quelle  sera  la  valeur  de  n). 
Puis,  (suivre  sur  l'opération  suivante)  faisant  abstraction  des  virgules 
du  dividende  et  du  diviseur,  on  prend  sur  la  gauche  du  diviseur  juste 
assez  de  chiffres  pour  que  le  nombre  32  qui  en  résulte  soit  au  moins 
égal  à  n~  4;  à  la  droite  de  32  on  écrit  les  7i  =  4  chiffres  suivants  du 
diviseur,  et  le  nombre  321  864  qui  en  résulte  est  le  premier  diviseur 
partiel.  Pour  former  le  premier  dividende  partiel,  on  sépare  sur  la 
gauche  du  dividende  juste  assez  de  chiffres  pour  que  le  nombre  déci- 
mal 3  141  592,65...  qui  en  résulte  soit  au  moins  égal  au  nombre  déci- 
mal 321  864,18...  formé  en  plaçant  dans  le  diviseur  donné  une  virgule 
à  la  droite  du  premier  diviseur  partiel,  et  la  partie  3  141  592  séparée  à 
gauche  du  dividende  est  le  premier  dividende  partiel.  Le  quotient  9  de 
la  division  du  premier  dividende  partiel  par  le  premier  diviseur  par- 
tiel est  le  premier  chiffre  à  gauche  du  quotient  cherché.  On  prend  le 
reste  obtenu  244  816  pour  second  dividende  partiel,  et  en  négligeant  le 
premier  chiffre  4  k  la  droite  du  premier  diviseur,  partiel ,  le  nombre 
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32  186  ainsi  formé  est  le  second  diviseur  partiel;  le  quotient  7  de  244  816 
par  32  186  est  le  second  chiffre  du  quotient  demandé.  Prenant  le  nou- 
veau reste  19  514  pour  troisième  dividende  partiel,  et  le  nombre  3218, 
obtenu  en  supprimant  le  premier  chiffre  6  à  droite  du  second  diviseur 
partiel,  pour  troisième  diviseur  partiel,  et  continuant  ainsi  de  suite- 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  les  n  =  4  chiffres  du  quotient,  en  séparant- 
sur  la  droite  assez  de  chiffres  pour  que  le  premier  à  droite  exprime  des 
unités  de  Tordre  énoncé  (des  0,001),  le  nombre  9,760  qu'on  obtient  est  le 
quotient  cherché. 


3,141  582  65... 


0,32186418.. 


3141592 

244  816 

19  514 

206 


321'8'e'4 


9,760 


Il  peut  arriver  qu'un  dividende  partiel  contienne  10  fois  le  diviseur 
partiel  correspondant,  alors  on  prend  10  pour  quotient  partiel,  c'est-à- 
dire  qu'on  écrit  0  au  quotient  et  on  augmente  d'une  unité  le  dernier 
chiffre  précédemment  obtenu  ;  en  continuant  la  règle,  on  arrive  à  des  0 
pour  tous  les  chiffres  suivants.  Le  quotient  que  Ton  obtient  dans  ce  cas 
est  toujours  approché  par  excès  à  moins  d'une  unité  de  Tordre  énoncé. 
Un  exemple  qui  est  dans  ce  cas  est  celui  où  Ton  a  à  calculer,  à  moins 
de  0,001,  le  quotient  de  26,389  292...  par  3,141  5926... 


2^638  929 

125  657 

ai  412 

2 


314'1.'5'9 


83 
iO 


8,400 


204.  L'erreur  relative  e*  d'une  puissance  d'un  nombre  approché  par 
excès  étant  plus  grande  que  le  prodtiit  ex.n  de  Terreur  relative  e  de  ce 
nombre  parle  degré  n  delà  puissance  (200.  Mèmarque),  il  en  résulté 
que  r erreur  relative  e  de  la  racine  d'un  nombre  approché  par  excès  est 

moindre  que  le  quotient  —  de  Verreur  relative  e'  de  ce  jiombre  par  Vin- 

dice  n  de  la  racine. 

Application.  Soit  à  extraire  \/6^,368  74... 

Si  Ton  prend  4  chiffres  sur  la  gauche  du  nombre  proposé,  ©n  for^aot 
le  dernier  chiffre,  ce  qui  donne  65,37,  on  a  pour  ce  nombre 


e'< 


et  pour  la  racine 


^3  "^  6  000x3 


6000' 


1 


10  000 


ou  0,0001. 


Ainsi,  en  prenant,  pour  cet  exemple,  le  nombre  proposé  avec  2  chif- 
fres déeimaux  exacts,  on  obtiendra  4  chiffres  exatts  à  la  raeioe,  c'es4-à- 
dire  le  chiffre  de  la  partie  entière  et  3  <±iffres  décimaux. 
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DÉFINITIONS  RELATIVES  AUX  MESURES  USITÉES. 

20i$.  Le  rapport  de  deux  quantités  de  même  espèce  est  un  nombre 
tel,  qu'en  multipliant  la  seconde  des  deux  quantités  par  ce  nombre,  on 
reproduit  la  première.  Ainsi,  par  exemple,  lorsqu'une  longueur  contient 
5  fois  exactement  une  autre  longueur,  le  rapport  de  la  première  lon- 
gueur a  la  seconde  est  égal  à  5,  et  le  rapport  de  la  seconde  à  la  première 
est  égal  a  1/5. 

Remarque,  Le  rapport  d'un  nombre  k  un  ^utre  est  égal  au  quotient 
de  la  division  du  premier  par  le  second,  ou  encore  à  une  fraction  qui 
a  le  premier  nombre  pour  numérateur  et  le  second  pour  dénomina* 
teur  (13i). 

206.  Rapporter  une  quantité  à  une  auire^  c'est  chercher  le  rapport  de 
la  première  à  la  seconde. 

207.  On  nomme  unité  ou  mesure^  toute  quantité  à  laquelle  on  rap- 
porte d'autres  quantités  de  même  espèce  pour  se  former  une  idée  de 
leur  grandeur.  Le  nombre  un,  qu'il  est  inutile  et  d'ailleurs  impossible 
de  déjQnir,  est  Vunité  numérique  (1  et  5). 

208.  Mesurer  une  quantité^  c'est  la  rapporter  à  l'unité  de  son  espèce. 

209.  Le  rapport  d'une  quantité  à  l'unité  de  son  espèce  est  la  mesure 
de  cette  quantité. 

210.  Une  quantité  est  une  commune  mesure  de  plusieurs  autres  quan- 
tités, lorsqu'elle  est  contenue  une  ou  plusieurs  fois  exactement  dans 
chacune  d'elles. 

211.  Deux  quantités  sont  commensurables  ou  incommensurables^ 
selon  qu'elles  ont  une  commune  mesure  ou  qu'elles  n'en  ont  pas.  On 
dit  aussi,  dans  les  mêmes  cas,  que  le  rapport  de  ces  deux  quantités  est 
commensurable  ou  incommensurable. 

212.  /xz  moyenne  arithmétique  de  plusieurs  quantités  de  même  espèce 

«st  le  quotient  de  la  somme  de  ces  quantités  par  leur  nombre  :  ainsi  la 

3  +  7  +  5 
moyenne  arithmétique  des  nombres  3, 7  et  5  est r =  5. 

SYSTÈME  MÉTRIQUE. 

215.  On  désigne  sous  le  nom  dfi  système  métrique,  l'ensemble  des 
unités  ou  mesures  qui  ont  pour  base  le  mètre,  qui  est  la  dix-millionième 
partie  du  quart  du  méridien  terrestre  (207). 

Les  résultats  des  opérations  exécutées  par  Méchain,  Delanibre  et 
Borda,  pour  déterminer,  avec  toute  la  précision  possible,  la  longueur 
du  mètre,  furent  approuves  par  le  corps  législatif  le  4  messidor  an  VII 
(22  juin  1799),  et  le  mètre  et  le  kilogramme  étalons  furent  déposés  aux 
archives.  Le  mètre  étalon  est  en  platine,  et  il  donne  la  longueur  légale 
k  la  température  de  la  glace  fondante.  Le  kilogramme  étalon  est  un  cy- 
lindre en  platine  d'une  longueur  égale  k  son  diamètre. 

Les  opérations  géodésiques  et  les  calculs  auxiliaires  donnèrent 
5 130  740  toises  pour  la  longueur  du  quart  du  méridien  terrestre  elliptique 
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passant  par  Paris,  en  allant  de  Dunkerque  à  Barcelone,  ce  qui  fait  pour 
la  longueur  légale  du  mètre  0*«'^,5i3  0740  ou  AiS'^'^^jîge.  Des  calculs 
plus  récents  ayant  donné  513iSl76  toises  pour  la  longueur  du  quart 
du  méridien  terrestre,  il  en  résulte  que  sa  dii-millionième  partie 
0»»»^,513 127  6  ou  443"«»««,342  est  un  peu  supérieure  au  mètre  légal  ;  mais 
seulement  de  0"«»«,046. 

214.  Le  système  métrique  comprend  cinq  principales  unités,  qui  sont: 
Tunité  linéaire  ou  de  longueur;  Funité  de  superficie  ou  de  surface; 
Funité  de  volume  ou  de  capacité;  Tunité  de  poids ^  et  Tunité  monétaire. 

1**  L'unité  linéaire  est  le  mètre  (243). 

2'  L'unité  de  surface  est  le  mètre  carrée  ou  le  carré  qui  a  un  mètre  de 
côté. 

Les  surfaces  des  terrains  s'évaluent  en  ares  :  l'are  est  un  carré  dont  le 
côté  a  10  mètres;  il  équivaut  à  100  mètres  carrés. 

3*  L'unité  de  volume  est  le  mètre  cube^  ou  le  cube  qui  a  un  mètre  de  côté. 

Le  mètre  cube  se  désigne  sous  le  nom  de  stère  lorsqu'il  s'agit  de  la 
mesure  des  bois. 

Pour  mesurer  les  grains  et  les  liquides  on  emploie  le  lUre^  qui  est  un 
cylindre  creux  dont  la  capacité  est  un  décimètre  cube,  ou  un  cube  qui  a 
pour  côté  la  dixième  partie  du  mètre;  il  équivaut  à  la  millième  partie 
d'un  mètre  cube. 

4*  L'unité  de  poids  est  le  gramme^  ou  le  poids  dans  le  vide  d'un  cen- 
timètre cube  d'eau  distillée,  prise  à  son  maximum  de  densité,  qui  cor- 
respond à  la  température  de  4  degrés  centigrades  au-dessus  de  zéro  (213). 
Le  centimètre  cube  est  un  cube  qui  a  pour  côté  la  centième  partie  du 
mètre  ;  il  équivaut  k  la  millième  partie  d'un  décimètre  cube  ou  à  la  mil- 
lionième partie  d'un  mètre  cube. 

5*  L'unité  monétaire  est  le  yra/ic;  le  franc  est  une  pièce  qui  se  com- 
pose de  quatre  grammes  et  demi  d'argent  alliés  avec  un  demi-gramme 
de  cuivre  (219). 

2iJ$.  Four  exprimer  dans  le  système  métrique  les  multiples  d'wfie 
unités  on  fait  précéder  le  nom  de  cette  unité  des  mots  déca,  hecto^  kilo^ 
myria^  qui  signifient  respectivement  10,  100,  1000,  10000.  Ainsi  pour 
exprimer  1000  grammes,  on  dit  un  kilogramme  y  et  pour  exprimer 
10000  mètres,  on  dit  un  myriamètre.  Ces  mots  ne  sont  pas  employés  pour 
désigner  les  multiples  de  l'unité  monétaire. 

Pour  exprimer  les  sous-multiples  d'une  unité  (37),  on  fait  précéder  le 

nom  de  cette  unité  des  mots  déci^  centiy  milli^  qui  signifient  respecti- 

111 
veraent— ,—,  jj—.  Ainsi,   pour  exprimer  la  centième  partie  du 

gramme,  on  dit  un  centigramme,  et  pour  exprimer  la  millième  partie  du 
mètre,  on  dit  un  milHiràtre, 

Lorsqu'il  s'agit  de  l'unité  monétaire,  on  remplace  le  mot  franc  par  la 
terminaison  me  :  ainsi,  au  lieu  de  dire  un  décifranc,  un  centifranc,  un 
millifranc,  on  dit  un  décime^  un  centime,  un  millime, 

816.  Dans  le  système  métrique,  les  unités  multiples  de  l'unité  prin- 
cipale étant,  comme  dans  les  nombres  décimaux,  de  dix  fois  en  dix  fois 
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plus  grandes,  et  les  unités  sous-multiplcs  étant  de  dix  Ibis  en  dix  fois 
plus  petites,  il  en  résulte  : 

i'  Qu'un  nombre  décimal  concret  {i%)  s'énonce  comme  un  nombre  dé- 
cimal abstrait  (167),  mais  en  remplaçant  le  nom  de  runité  abstraite  par 
celui  de  Tunité  concrète  qu'elle  représente.  Ainsi  le  nombre  325,87, 
considéré  comme  exprimant  des  mètres,  s'énonce  325  mètres  87  centi- 
mètres. 

T  Qu'un  nombre  décimal  concret  s'écrit  comme  un  iMunbre  décimal 
abstrait,  mais  en  mettant  à  la  droite  et  un  peu  au-dessus  du  chiffre  dos 
unités  la  lettre  initiale  du  mot  qui  cx{Hime  Funilë  co&crèÉe.  Ainsi  le 
nombre  précédent  s'écrit  325",87. 

217.  Les  m£sures  dœit  on  fait  principalement  u^age  sont  : 

f*  Pour  les  longueurs  : 

myrtamètre,  kilomètre,  décamètre,  mètre,  décimètre,  centimètre,  millimètre, 
4|ui  valent  respectivement  eu  mètres  : 

10000-  1000-  10-  1-  0-,l  0-,01  0»,«#l 

Dans  rindustrie  on  se  sert  ordinairement  du  mètre;  en  arpentage  on  mesure  les  dis- 
tances avec  une  chaîne  qui  a  1  décamètre  de  longueur;  les  distances  géographiques 
s'évaluent  en  myriamètres  oa  en  kilomètres,  «t  quelqueloig  «n  lieues  de  poste.  La  liane 
de  poste  vaut  i  kilomètres  ou  4000  mètres.  On  se  sert  encore  de  la  lieue  de  25  ai 
degré,  qui  vaut  iiU"'^i4;  de  la  lieue  marine  ou  de  20  au  degré^  qui  est  de  55&5",56; 
du  mille  marin  de  60  au  degré  ou  de  1  minute^  contenant  ISSl^^Sd.  L'unité  de  viteâSA 
des  navires  est  le  ncsud,  qui  est  égal  au  mille  marin,  ou  à  peu  près  à  1852". 

2«  Pour  les  surfaces  : 

mètre  carré,      décimètre  carré, 
qui  valent  en  mètres  carrés  : 

l«i  0-1,01 


centimètre  carré,      millimètre  carré. 


0-«,00Ol 


0-1^000001 


F 

- 

_[_ 

j__;_ 

j  1 

_.._ 

1 

_j 

_ 

i 

1  M 

On  voit,  conme  le  montre  ta  figure,  que  le  déci- 
mètre carré  n'est  que  le  0,01  d'an  mètre  tàtté, 
que  le  centimètre  carré  est  le  0,01  da  décinètre 
carré,  et  ainsi  de  suite. 

hectare^     are^     dédare,     centiare, 

dont  les  valeurs  reepectÎTes  en  ares  de  100  nMres 
canéasofit: 


iOO* 


1» 


0-,!* 


©•,01« 


)•  Poar  les  volumes  : 

mètre  cube,     décimètre  cube,     centimètre  cube,     millimètre  cube^ 

qui  valent  en  mètres  cubes  : 

l-«  0-«,001  0-*,000001  0-«,  000  000  001 

On  voit  que  le  décimètre  cube  n'est  que  le  0|001  du  mètre  cnbe;  le  ceutimèOe  cabo, 
le  0,001  du  décimètre  cube,  etc. 

hectolitre,     décalitre,     litre,     décilitre,     eentilitrt, 
q«i  Tftleat  ea  Utjree  : 

100»  10»  1«  0»,1  0',01 
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PMur  mesurer  les  liquides  on  se  sert  de  tases  d'étain  cylindriques,  d'une  liautcur 
devble  du  diamètre  intérieur,  et  dont  les  contenances  sont  :  V,  O^S  0\2,  0^1,  0',05, 
0»,0î,  0»,01. 

Pour  mesurer  les  grains,  on  se  sert  de  vases  cylindriques  en  bois,  d'une  hauteur 
égale  à  leur  diamètre,  et  dont  les  contenances  sont  :  1  hectolitt^e,  5  décalitres,  2  dé- 
calitresj  1  décalitre,  2  litres  et  1  litre. 

décastère,      stère,      décisière,      centistère,      tnillistère, 

qui  Talent  en  mètres  cubes  ou  en  stères  : 

10"  1"  e",i  O'soi  0'»,ooi 

Dans  les  chantiers  de  Paris,  le  bois  de  chauffage  se  mesure  encore  quelquefois  à  la 
wrie,  qui  yaot  a  stères. 
4*  Pour  les  poids  : 

mynayramme,   kilog,,    hedog,,    déca§.,   gramme,  décig*,    centig.,    miHig., 

qui  valent  en  grammes  : 

10000»  1000»  iOO«  10»  1»  0«,1  05,01        0«^001 

Dans  Tindustrie,  pour  évaluer  des  poids  considérables,  on  fait  quelquefois  usago  du 
guintal  métrique,  qui  vaut  100  kilogrammes,  et  du  fniiiier,  qui  vaut  10  quintaux  mé- 
triques ou  1000  kilogrammes.  Dans  la  marine  on  emploie  le  tonneau,  qui  est  de 
1000  kilogrammes.  Pour  le  transport  des  marchandises  sur  routes,  chemins  de  fer  et 
canaux,  on  fait  usage  de  la  tonne,  qui  vaut  1000  kilogrammes. 

Les  poids  usités  dans  le  commerce  se  divisent  en  gros  j)oids,(!^\  dépassent  1  kilog.; 
eta  poids  moyens,  qui  vont  de  1  kilog.  à  1  gramme;  en  petits  poids,  qui  sont  comptés 
à  partir  de  1  gramme.  On  les  fait  en  fonte  de  fer  ou  en  cuivre  jaune. 

Ceux  en  fonte  sont  de  :  50  kilog.,  20  kilog.,  10  kilog.,  5  kilug.,  2  kilog.,  1  kilog., 
5  hectog.,  2  heclog.,  1  hectog.,  5  décag.  ; 

Ceux  en  cuivre  sont  de  :  20  kilog.,  10  kilog.,  5  kilog.,  2  kilog.,  1  kilog.,  2  hectog., 
1  hectog.,  5  dècag.,  2  décag.,  1  décag.,  5  gram.,  2  gram  ,  1  gram.,  5  décig.,  2  décig., 
1  décigr.,  5  centig.,  2  ccntig.,  1  centig.,  5  millig.,  2  millig.,  1  millig. 

Les  poids  inférieurs  au  gramme  sont  des  petites  plaques  de  cuivre  carrées,  dont  l'un 
des  angles  est  ordinairement  relevé  pour  qu'on  puisse  les  saisir  avec  une  petite  pince. 
On  les  emploie  surtout  pour  les  pesées  pharmaceutiques,  dans  les  analyses  chimiques, 
et  dans  les  expériences  de  physique. 

Le  poids  des  diamants,  des  perles  fines  et  des  pierres  précieuses  s'évalue  en  karats  ou 

carats  Le  carat  se  divise  en  -,  -,  -,  —,—,—»  et  il  varie  si  peu  d'un  pays  à  un 
2     4     8     16    32    64 

autre,  qu'on  peut  le  considérer  comme  universel. 

En  France,  les  diamants  se  pèsent  à  l'once  de  29«,592  milligrammes.  Celle  once  vaut 
144  karats  et  chaque  karat  se  divise  en  4  grains. 

Les  poids  en  karats  étant  : 

11.1  11  1 

i  j  i  ou  gram     .  -  5-  -, 

les  poids  en  milligraounes  sont  respectivement  : 

205,5000    102,7500    51,3750  25,0875        12,8438      6,4219  8,2109 

La  valeur  approximative  des  diamants  bruts  s'obtient  en  multipliant  50  francs  par  le 
carré  de  leur  poids  karat.  Ainsi  un  diamant  brut  de  3  karats  vaut  00x3x3=450  francs. 

Les  diamants  travaillés  sont  supposés  avoir  perdu  la  moitié  de  leur  poids  quand  ils  sor- 
tant à  l'état  de  perfection  des  mains  du  lapidaire,  et  pour  en  connaître  la  valeur,  on  est 
dans  l'usage  de  multiplier  50  francs  par  le  carré  du  double  de  leur  poids  karat;  ce  qui 
donne,  pour  un  diamant  travaillé  pesant  3  karats,  50x(3x2}*=:50x36=1800  franco. 

On  eoDçoit  que  la  valeur  réelle  ne  peut  s'obtenir  que  par  le  cours  commercial.  Si  le 
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prix  courant  d'un  diamant  de  1  karat  est  de  185  francs,  la  valeur  d'un  diamant  de  même 
eau  pesant  3  karats  s'obtient  en  multipliant  125  francs  par  le  carré  9  du  poids  9  karats, 
ce  qui  donne  11S5  francs. 
5*  Pour  les  monnaies  : 


fraiiCy     décime,     centime, 


dont  la  valeur  en  francs  est  : 


0',1 


O*,©! 


218.  En  faisant  fondre  ensemble  plusieurs  métaux  on  obtient  un 
alliage.  ^ 

Le  titre  de  Talliage  par  rapport  à  Tun  des  métaux  qui  le  composent 
est  le  rapport  du  poids  de  ce'métal  à  celui  de  Talliage.  Ainsi  en  faisant 
fondre  ensemble  9  grammes  d'argent  et  i  gramme  de  cuivre,  par  rap- 
port à  l'argent  le  titre  de  Talliage  est  9/10. 

Les  métaux  précieux,  comme  For  et  l'argent,  sont  appelés  métaux 
fins^  et  l'alliage  précédent  est  dit  à  9/10  de  fin. 

219.  Le  système  monétaire  français  se  compose  de  pièces  d'or,  d'ar- 
gent et  de  bronze.  Les  pièces  d'or  et  d'argent  sont  au  titre  de  0,9  de  fin 
avec  une  tolérance  de  0,002  en  plus  ou  en  moins,  et  elles  contiennent  0,4 
de  cuivre;  celles  en  bronze  se  composent  en  poids  de  95  de  cuivre, 
4  d'étain  et  1  de  zinc. 

Les  difficultés  d'exécution  ont  fait  admettre  une  tolérance  en  plus  ou 
en  moins  sur  les  poids  des  pièces  comme  sur  les  titres. 


Tableau  des  valeurs  nominales,  des  poids,  des  tolérances  en  millièmes  du  poids, 
et  des  diamètres  des  pièces  de  monnaie. 


VALEURS  SBS  PIÈCES. 

POIDS. 

TOLÉRANCES 

en  millièmes 
da  poids. 

DIAMÈTRES. 

OR. 

100  francs , 

grammes. 

32,25800 

10,12900 

G.451G1 

3,22580 

1,61290 

25 

10 

5 

2,5 

1 

10 
5 

2 

1 

millièmes. 
1 
2 
2 

2,5 
3 

3 
3 
5 

7 
10 

10 
10 
15 
15 

millimètres. 
35 
28 
21 
19 
17 

37 
27 
23 
18 
15 

80 
25 
20 
15 

50    id 

20     id 

10     id 

5     id 

ARGENT. 

5  fraDcs. ............... 

2    id 

1     id 

50  centimes.  .   ..> 

20      id 

CUIVRE. 

10  centimee 

5      id 

2      id 

1      id 
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De  ce  tableau,  il  résulte  que  1  kilogramme  de  monnaie  vaut  : 

1*  Pour  l'argent,  200'  (40  pièces  de  5'). 

2-  Pour  l'or,  3 100'  (34  pièces  de  iOO',  ou  155  pièces  de  20'). 

3'  Pour  le  cuivre,  iO'  (iOO  pièces  de  10. centimes). 

Ainsi,  à  poids  égal,  la  monnaie  d'or  vaut  15  fois  et  demie  celle  de 
l'argent,  et  celle  de  cuivre  vaut  20  fois  moins. 

La  retenue  au  Change  des  Monnaies  pour  ft*ais  de  fabrication,  déchets 
compris,  ou  la  différence  entre  la  valeur  intrinsèque  et  la  valeur  nomi- 
nale, est  de  6',70  par  kilogramme  d'or  et  de  l',50  par  kilogramme  d'ar- 
gent. Il  en  résulte  que  1  kilogramme,  selon  qu'il  est  en  : 

or  à  0,9  de  fin.  or  pur.       arg.  à  0,9  de  fin.        argent  pur 

vaut  : 

3093',30       3093,30x  y  =  3437'       198',50       198,50  Xy  =  220',55. 

Une  loi  du  25  mai  1864  a  baissé  le  titre  k  0,835  de  fin  pour  les  pièces 
d'argent  de  50  et  de  20  centimes. 

220.  Unités  de  temps.  Les  diverses  unités  de  temps  ne  sont  pas  liées 
entre  elles  par  la  loi  décimale,  et  elles  sont  indépendantes  du  système 
métrique  (213). 

Le  jour  vrai  ou  jour  solaire  est  le  temps  qui  s'écoule  entre  deux  pas- 
sages consécutifs  du  centre  du  soleil  au  même  méridien  terrestre,  d'un 
même  côté  de  l'axe  de  la  terre. 

L'année  solaire  est  le  temps  que  met  la  terre  k  faire  une  révolution 
entière  autour  du  soleil;  elle  se  compose  d'un  nombre  de  jours  vrais 
compris  entre  365  et  366. 

L'année  solaire  est  constante,  mais  les  jours  vrais  dont  elle  se  compose 
n'ont  pas  tous  la  même  durée,  et  cela  pour  deux  causes  :  r  l'inégale 
vitesse  de  la  terre  dans  son  orbite,  par  suite  de  laquelle  le  mouvement 
diurne  apparent  du  soleil  est  plus  rapide  en  hiver  qu'en  été;  2*  l'obli- 
quité de  l'écliptique,  qui  fait  que  le  mouvement  diurne  apparent  du 
soleil  en  ascension  droite,  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  l'équateur  ter- 
restre, est  plus  lent  aux  équinoxes  qu'aux  solstices. 

Vunité  principale  de  temps  est  le  jour  moyen  ou  la  valeur  moyenne 
des  365  jours  vrais  qui  font  partie  de  l'année  solaire.  Le  jour  moyen  se 
divise  en  24  portions  égales  appelées  heures^  l'heure  en  60  parties  égales 
qu'on  appelle  minutes,  la  minute  en  60  secondes,  la  seconde  en  60  tierces 
ou  le  plus  souvent  en  dixièmes  et  centièmes  de  secondes. 

Pour  qu'un  nombre  écrit  en  chiffres  exprime  des  minutes  ou  des 
secondes,  on  écrit  un  ou  deux  accents  ou  mieux  les  initiale  des  mots 
minutes  et  secondes  a  la  droite  et  un  peu  au-dessus  du  nombre  pro- 
posé. Ainsi  31  8*  35'  45"  ou  3^  S"  35"  45'  représente  3  jours  8  heures^ 
35  minutes  45  secondes. 

Le  jour  sidéral  est  le  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages  consé- 
cutifs d'une  étoile  quelconque  au  même  méridien  terrestre,  d'un  même 
c6té  de  l'axe  de  la  terre,  c'est  le  temps  que  met  la  terre  a  faire  une 
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révolution  complète  autour  de  son  axe;  sa  durée  est  constante  et  égale 
k  23"  56'  4"  du  temps  moyen. 

Eemarqîies  Le  rapport  de  Tannée  solaire  au  jour  moyen  est  environ 
365,24225. 

Vamiée  civile  est  Tannée  solaire  appropriée  aux  usages  civils,  c'est- 
à-dire  diminuée  ou  augmentée  de  manière  que  le  temps  qui  en  résulte 
ae  compose  toujours  d'un  nombre  entier  365  ou  366  jours  moyens. 

Cent  années  consécutives  forment  un  siècle. 

L'année  civile  se  divise  en  i2  parties  qu'on  appelle  mois^  et  qui  se 
désignent  sous  les  noms  de  janvier^  février^  mars,  avril,  wwi,  juifu, 
juillet,  août,  septembre,  octobre,  novembre,  décembre.  Avril,  juin,  sep- 
tembre et  novembre  se  composent  chacun  de  30  jours  moyens;  Février 
en  contient  ordinairement  28,  et  chacun  des  7  autres  mois  se  composa 
de  31  jours,  ce  qui  reproduit  les  365  jours  qui  forment  la  durée  ordi- 
naire de  Tannée  civile. 

L'excès  de  Tannée  solaire  sur  Tannée  civile  ordinaire  étant  0^,24225, 
on  voit  que  si  Tannée  civile  se  composait  constamment  de  365  Jours, 
elle  serait,  au  bout  de  4  ans,  en  avance  sur  Tannée  solaire  de  (M,9«9  : 
c'est  pourquoi  tous  les  4  ans  on  ajoute  un  jour  à  Tannée  civile,  qui  alors 
ae  compose  de  366  jours,  et  qu'on  nomme  année  bissextile.  Cette  aug- 
mentation porte  sur  le  mois  de  février,  qui  contient  alors  29  jours  au 
lieu  de  28.  il  résulte  de  cette  première  correction,  que  tous  les  4  ans 
Tannée  civile  est  en  retard  sur  Tannée  solaire  de  1— <),969=(P,03i  :  cette 
diflërencc  produit  au  bout  de  100  ans  ou  d'un  siècle  0^031  x  25=0^,775; 
c'est  pourquoi  la  dernière  année  de  chaque  siècle  n'est  pas  bissextile. 
Ainsi  Tannée  civile  est  tous  les  siècles  en  avance  sur  Tannée  solaire 
de  11—0^,775=0^,225,  et  tous  les  4  siècles  de  0^226  x  4  =  0^9  =  4'— 0»,1  ; 
ce  qui  conduit  à  rétablir,  tous  les  4  siècles,  une  année  bissextile.  Après 
cette  3*  correction.  Tannée  civile  est  en  retard  sur  Tannée  sdaira 
de  0^,1  tous  les  400  ans  ou  d'un  jour  tous  les  4000  ans;  de  sorte  qu'en 
supprimant  tous  les  4000  ans  une  année  bissextile,  Tannée  civile  se 
termine  au  même  instant  que  Tannée  solaire,  en  admettant  comme 
exacte  la  valeur  365^,24225,  qui  n'est  en  réalité  qu'une  valeur  apprtw 
chée  de  Tannée  solaire.  On  peut  se  représenter  ces  quatre  corrections 
successives  en  mettant  le  rapport  de  Tannée  solaire  au  jour  moyen 

sous  la  forme  365  +  t  —  77^;  +    *  * 


4      iOO  '  400      4000* 

Vère,  ou  la  manière  de  compter  les  années,  se  rattache  ordinairement 
à  un  événement  remarquable;  Vère  vulgaire  remonte  h  la  naissance  de 
Jésus-Christ 

Le  calendrier  Julien,  institué  46  ans  avant  notre  ère,  par  Jules  Césttf , 
devenu  maître  du  monde  romain,  fut  en  usage  dans  l'ancien  monde 
romain  jusqu'en  1582,  époque  k  laquelle  le  pape  Grégoire  XHI  institua 
le  calendrier  grégorien,  en  us^e  aujourd'hui  chez  presque  tous  les 
peuples. 

Le  gouvernement  républicain  français  de  1789,  k  qui  Ton  doit  le 
système  métrique  des  poids  et  mesures,  Tune  des  plus  beUes  créations 
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du  siècle,  voulut  appliquer  ce  système  a  la  division  du  temps,  tout  en 
créant  une  ère  nouvelle,  dite  ère  républicaine.  Cette  nouvelle  ère  com- 
mençait à  réquînoxe  d'automne,  le  22  septembre  à  minuit,  de  Tannée  1792, 
première  année  de  la  liberté. 

L'année  fut  divisée  en  12  mois  de  chacun  30  jours,  et  chaque  année 
terminée  par  5  jours  complémentaires^  par  6  pour  les  années  bissextiles, 
afin  d'établir  la  concordance  entre  Tannée  civile  et  Tannée  solaire. 
Chaque  mois,  fut  divisé  en  3  décades  de  chacune  10  jours,  le  10*  jour 
étant  celui  de  repos  et  devant  remplacer  le  dimanche. 

Les  noms  des  mois  furent  tirés  de  phénomènes  propres  au  dimat 
particulier  de  la  France.  Ils  sont  :  pour  Tautomne  :  vendémiaire  (mois 
des  vendanges),  brumaire  (mois  des  brouillards),  frimaire  (mois  des 
frimas);  pour  Thiver:  nivôse  (mois  de  la  neige),  pluoiôse  (ifioî«  de  la 
pluie),  ventôse  (mois  du  vent);  pour  le  printemps  :  germinal  (mois  de  la 
germination), ^oréaZ  (mois  des  fleurs),  prairial  (mois  des  prairies)  ;  pour 
Tété  :  messidor  (mois  de  la  moisson),  thermidor  (moi&  de  la  chaleur) , 
fructidor  (mois  des  fruits). 

Les  jours  complémentaires  n'appartenaient  a  aucun  mois.  Ils  termi- 
naient Tannée,  et  étaient  réservés  pour  les  fôtes  nationales,  désignées 
sous  le  nom  de  sans-culottides,  La  1**  sans-culottidé  fut  consacrée  au 
génie;  la  2',  au  travail;  la  3*,  aux  belles  actions;  la  4*,  aux  récompenses; 
la  5*,  à  Vopinion^  espèce  de  carnaval  politique  de  24  heures,  pendant 
lequel  il  était  permis  de  dire  et  d'écrire  impunément  sur  tout  honime 
publie,  tout  ce  qu'il  plaisait  au  peuple  et  aux  écrivains  d'imaginer; 
enfin  hi  6*  sans-culottidé^  qui  arrivait  à  chaque  année  bissscxtile,  c'est- 
à-dire  à  peu  près  tous  les  4  ans,  était  consacrée  a  la  révolution. 

Un  sénatus-consulte  du  22  fructidor  an  XIII  ordonna  qu'à  compter 
du  11  nivôse  an  XIV  (1*' janvier  1806),  le  calendrier  grégorien  serait  de 
nouveau  seul  mis  en  usage  en  France. 

Le  1»' jour  de  Tannée  russe  correspond  à  notre  13  janvier;  il  en  ré- 
sulte que  les  dates  russes  sont  en  retard  de  12  jours  sur  celles  du  ca- 
lendrier grégorien.     , 
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221.  La  circonférence  se  divise  en  360  parties  égales  qu*on  nomme 
degrés;  le  degré  en  60  parties  égales  appelées  minutes^  et  la  minute 
en  60  parties  égales  dites  secondes. 

Le  degré,  la  minute  et  la  seconde  sont  des  unités  qui  servent  à  évaluer 
les  arcs  ou  les  angles  correspondants.  [Voir  Géométrie.) 

Ces  mesures  échappent,  comme  celles  du  temps,  k  la  loi  décimale  et 
au  système  métrique  (213). 

Quelquefois  on  divise  la  circonférence  en  400  degrés,  le  degré  en 
iOO  minutes  et  la  minutes  en  iOO  secondes. 

Pour  qu'un  nombre  écrit  en  chiffres  exprime  des  degrés,  on  place  le 
signe  *  k  la  droite  et  un  peu  au-dessus  du  nombre  proposé;  ainsi  248* 
représente  248  degrés.  La  minute  et  la  seconde  s'indiquent  par  un  et  par 
deux  accents,  comme  on  le  fait  quelquefois  pour  les  sous-multiples  de 
rheure  (220)  ;  ainsi  3'17'28"  signifie  3  degrés  M  minutes  28  secondes. 

222.  On  nomme  qvxmtité  complexe^  une  quantité  composée  de  plu- 
sieurs parties  rapportées  k  différentes  unités  de  son  espèce.  Telles  sont 
les  quantités  7i  16^  34-  et  42*  21'  15". 

ANCIENNES  MESURES. 

223.  Anciennes  mesures.  Le  système  des  nouvelles  mesures  est  obli- 
gatoire en  France  depuis  le  !•'  janvier  1840.  Cependant,  comme  des 
praticiens  font  quelquefois  usage  des  anciennes  mesures,  et  qu'on  les 
rencontre  dans  des  ouvrages  anciens  bons  k  consulter,  nous  allons 
énumérer  celles  dont  on  peut  avoir  besoin. 

i"  L'unité  de  longueur  était  la  toise^  qui  se  subdivisait  en  6  pieds^  le 
pied  en  i2  pouces,  le  pouce  en  12  lignes  et  la  ligne  en  i2  points. 

Un  nombre  composé,  par  exemple,  de  25  toises,  3  pieds,  5  pouces, 
7  lignes,  2  points,  s'écrit  25'  3^»  5^  T  2^ 

La  toise  yaut  l-,9i904;  le  pied,  0-,32484;  \e  pouce,  0-,02707,  et  la  ligne^  0-^002256. 

La  perche  des  eaux  et  forêts  avait  S2p'  =  7"',li647  de  longueur. 

La  perche  de  Paris  avait  18'*  =  5-,8i7 11  de  longueur. 

Les  mesures  itinéraires  étaient  la  lieue  et  le  mille. 

La  lieue  terrestre,  de  25  au  degré,  vaut  %l80S3â888. 

La  lieue  marine,  de  20  au  degré,  vaut  2850*,411 1. 

La  lieue  de  poste  valait  2000  toises  et  le  mille  1000  toises. 

2<»  Les  mesures  de  surface  étaient  la  toise  carrée^  le  pied  carré,  le 
pouce  carrée  la  ligne  carrée  et  le  point  carré,  qui  sont  des  carrés  ayant 
respectivement  pour  côté  une  toise,  un  pied,  un  pouce,  une  ligne  et  un 
point. 

La  toise  carrée  vaut  36  pieds  carrés  ou  3*^,  7987,  et  le  pied  carré,  14i  pouces  car- 
rés ou  O'^ïjlOôS. 

Les  mesures  agraires  étaient  : 

La  perche  des  eaux  et  forêts,  carré  de  22  pieds  de  côté;  ce  qui  fait  484»*  =  13',it 
=  51",072  carrés  de  surface. 

la  arpent  des  eaux  et  forêts,  qui  vaut  100  perches  ou  5 107,20  mètres  carrés,  ou  en- 
core 0,51072  hectare. 
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La  peixhe  de  Paris,  carr6  de  ta  pied»  de  cM,  ce  qui  fait  dâi*^  =:  9»  =  94-^1887  car- 
rés de  surface. 

Varpent  de  Paris,  qui  vaut  100  perches  ou  3il8,d7  mètres  carrés,  ou  encore 
0,3il  887  hectare. 

L'on  Yoit  que  i  hectare  yait  à  p«n  prèe  9  arpt ots  dee  eoax  et  fbrtts  et  t  arpenfe  de 
Paris. 

3*  Les  mesures  de  volume  étaient  la  toise  cube^  le  pied  cube^  le  pouce 
cube^  etc.,  cubes  qui  ont  respectivement  une  toise,  un  pied,  un 
pouce,  etc:,  de  côté. 

La  toise  cube  vaut  216p>  =  7",Ma89e  cubes^  et  i»pied  cube,  17a8P*  =  9<-^(k3iZr7 
cube. 

On  mesurait  les  liquides  à  Faide  du  muid,  qui  valait  2  feuillettes;  la  feuillette 
8  quartattfs;}^  quartant,  9  veltes;  la  velte,  9  pintes,  La  pinte  était  d'une  contenance 
de  0,95i  litre» 

Pour  Ib&  matières  sèches»  on  se  servait  d«  muid;  ]»  nraid  de  Paris  valait  ta  setters; 
un  setier,  13  boisseaux;  un  boisseau,  16  litrons.  Le  litren  valait  0,813  litre. 

Pour  les  bois  de  chauffage,  on  employait  la  voie,  de  56  pieds  cubes  ou  1"*%9195S,  ot 
\à  corde  des  eaux  et  forêts,  qui  valait  deux  voies.  Les  bois  de  charpente  se  mesuraient 
à  la  solivCy  qui  valait  3  pieds  cubes  ou  O^^lOi  838. 

4"  Les  mesures  c?e  poids  étaient  le  quintal,  qui  vaut  100  livres;  la  livre, 
qui  vaut  2  marcs  ou  16  onces;  Fonce,  8  gros,  et  le  gros,  72  grains. 

La  livre  vaut  Qh,éS9b;  Vûê»c0  30,59  gramnes;  le  gros  3,82  grammes;  le  grmin 
0,053  gramme. 
Le  kilogramme  vaut  9,0429  livres. 

5*  (iCS  unUés  Tnonétaires  étaient  la  livre  tournois,  qui  vaut  20*  souf: 
le  sou,  qui  vaut  4  liards,  et  le  liard,  3  deniers, 

80 
81  livres  valent  80  francs,  o»  une  livre  --  =  0^,98765,  soit  0',99: 

oit 


PROBLÈMES    RELATIFS  AUX    MESURES. 

224.  En  général,  les  opérations  s'effectuent  sur  les  nombres  décimoAx 
concrets  comme  sur  les  nombres  décimaux  abstraits  (177  k  181), 

228.  Application  au  payement  des  ouvriers.  Un  ouvrier  gagne  4',75 
par  jour;  pour  un  mois  de  26  jours  travail  efifectif  il  lui  sera  dû 

4',75  X  26  =  123',50. 

Le  tableau  suivant  donne  directement  ce  qui  est  dû  à  un  ouvrier 
d'après  son  gain  journalier  et  le  nombre  de  jours  de  travail  effectif. 

Admettant  que  la  journée  est  de  10  heures  de  travail  efifectif,  pour 
avoir  ce  qui  est  dû  pour  7  heures,  par  exemple,  a  un  ouvrier  qui  gagne 
4',75  par  jour,  il  suffira  de  chercher  dans  le  tableau  le  gain  33%25  de 
cet  ouvrier  pour  7  jours,  et  de  le  diviser  par  10,  ce  qui  donnera  3S33. 

Pour  26  jours  et  7  heures  de  travail  efifectif,  U  sera  donc  dû  à  cot  ou- 
vrier 


123',50  +  3',33  =  126',83. 
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h7',S5 

2i7S59 

h,  7'.75 

k8',99 

k8M5 

k8'.59 

h,  8^,79 

à  9^,99 

à  9^.59 

àl9',9e 

7,25 

7,50 

7,75 

8,00 

8,25 

8,50 

8,75 

9,00 

9,50 

10,00 

14,50 

15,00 

15,50 

16,00 

16,50 

17,00 

17.50 

18.00 

19,00 

20,00 

21,73 

22,50 

23,25 

24,00 

24,75 

25,50 

26,25 

27,00 

28,50 

30,00 

29,00 

30,00 

31.00 

32,00 

33,00 

34,00 

35,00 

36,00 

38.00 

40,00 

36,25 

37,50 

38,75 

40,00 

41,25 

42,50 

43,75 

45,00 

47,50 

50,00 

43,50 

45,00 

46,60 

48,00 

49,50 

51,00 

52,50 

54,00 

57,00 

60,00 

50,75 

51,50 

54,25 

56.00 

57175 

59,50 

61,25 

63,00 

66,50 

70,00 

58,00 

60.00 

62,00 

64,00 

66,00 

68,00 

70.00 

72,00 

76,00, 

80,00 

65,25 

67,50 

69,75 

72,00 

74,25 

76,50 

78,75 

81,00 

85,50 

90,00 

10 

72,50 

75,00 

77,50 

80,00 

82,50 

85,00 

87,50 

90,00 

95,00 

100,00 

11 

79,75 

82,50 

85,25 

88,00 

90,75 

93,50 

96,25 

99,00 

104,50 

110,00 

IS 

87,00 

90.00 

03.00 

96,00 

99,00 

102,00 

105,00 

108,00 

114,00 

120,00 

IS 

•a.îs 

97.50 

100,75 

104,00 

107,25 

110,50 

113,75 

117,00 

123,50 

130.00 

U 

101,50 

105,00 

108,50 

112,00 

115,50 

119,00 

122,50 

126,00 

133,00 

140,00 

15 

108,75 

112,50 

116,25 

120,00 

123,75 

127,50 

131,23 

135,00 

142,50 

150,00 

16 

116.00 

120.00 

124,00 

12S,00 

132,00 

136,00 

140,00 

144,00 

152,00 

160,00 

17 

123,25 

127,50 

131,75 

136,00 

140,25 

144,50 

148,75 

153,00 

161,50 

170,00 

18 

130,.H0 

135,00 

139,50 

l.U,00 

148,50 

153,00 

157,50 

162,00 

171,00 

180,00 

19 

137,75 

142,50 

147,25 

152,00 

156,75 

161,50 

166,25 

171,00 

180,50 

190,00 

S9 

145,00 

150,00 

155,00 

160,00 

165,00 

170,00 

175,00 

180,00 

190,00 

200,00 

SI 

152,25 

157,50 

162,75 

10^,00 

173,25 

178,50 

183,75 

189,00 

199,50 

210,00 

ss 

159,50 

165,00 

170,50 

176.00 

181,50 

187,00 

102,50 

198,00 

209,00 

220,00 

ss 

166.75 

172,50 

178,25 

184,00 

189,75 

195,50 

201.25 

207,00 

218,50 

230,00 

ni 

174,00 

180,00 

186,00 

192,00 

198,00 

204,00 

210,00 

216,00 

228,00 

240,00 

S5 

181,25 

187,50 

193,75 

200,00 

206,25 

212,50 

218,75 

225,00 

237.50 

230.00 

S9 

188,r.O 

195,00 

201.50 

208.00 

214,50 

221,00 

227,50 

234,00 

247,00 

260,00 

S7 

195,75 

202,;.0 

209.25 

216,00 

222.75 

229,50 

230.25 

243,00 

250,50 

270,00 

S8 

203,00 

210,00 

217,00 

224,00 

231.00 

238,00 

245,00 

Ï52,00 

266,00 

280.00 

19 

210,25 

217,50 

QQ*  7;> 

232,00 

239,25 

246,50 

253,75 

261,00 

275,50 

290,00 

99 

217,50 

225,00 

252i50 

240,00 

247,50 

255,00 

262,50 

270,00 

285,00 

300,00 
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tt6.  Pour  rapporter  une  quantité  exprimée  par  un  nombre  décimal 
concret  à  Tune  des  unités  de  son  espèce^  il  suffit  de  placer  la  virgule  a  la 
droite  du  chiffre  qui  représente  d6s  unités  de  cette  grandeur.  Ainsi , 
pour  rapporter  la  quantité  365°>,867  au  centimètre,  on  avance  la  vir- 
gule de  deux  rangs  vers  la  droite,  et  Ton  a  36  586'",7,  c'est-k-dire  un 
nombre  cent  fois  plus  grand  qui  exprime  des  unités  cent  fois  plus  pe- 
tites que  le  nombre  proposé. 

tî7.  Rapporter  la  quantité  complexe  5  ans  7  mois  8  jours  à  Ftme  de 
ses  unités. 

Soit  à  rapporter  cette  quantité  k  Tannée,  par  exemple,  ce  qui  revient 
a  trouver  le  rapport  de  5'  7"  8^  k  Tannée.  L'année  valant  18  mois, 
6'  +  T  valent  6xi2-f  7  =  67",  et  comme  un  mois  vaut  30  jours, 
67-  +  8»  valent    67  x  30  +  8  =  2048^.  Mais    !•  =  12  x  30  =  360i,    donc 

SOIS 
5- +  7-+  81=  ^21  a7W=  5',60555...  (180). 

Le  mois  valant  30^,  on  trouverait  de  même  que 

5'  +  7-  +  8J  =  ~  mois  =  67-,2666... 

ti8.  Problème  inverse  du  précédent.  Transformer  -^^g-  années  en 

«iiiiées,mois,  jours,  etc. 
Cela  revient  à  diviser  2018  ans  par  360  : 

2188'   I     360 

218    Igr^rgr 

"436 
218 

2616 
96 
30 

2880 

00 

La  division  de  2018  par  360  donnant  5  pour  quotient  et  218  pour 
reste,  c'est  qu'on  a  : 

2018  ^.  ,    218  „.  ,    218  X  12  ^.  ,   2616 

W^'^=^  -^  36Ô«-=^  +  -360-^"  =  ^  +W  ^• 

=  5-  +  7-+  ^  maw  =  6'  +  7-  +  25^ jcm«  =  5-  +  7"  +  8i. 

229.  Même  problème^  le  nombre  d^années  5%60555...  étant  exprimé 
en  décimales. 
Mettant  le  nombre  décimal  sous  la  forme  d'une  fraction  décimale 

jTTT^,  on  ramène  Topération  k  la  précédente;  seulement  la  facilité 

d'effectuer  la  division  par  Tunité  suivie  de  zéros  rend  Topération  plu.s 

5 
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simple  dans  ce  cas  que  dans  le  pr^ce'dent,  en  la  ramonant  seulement 
à  une  série  de  multiplications  (176). 

On  .a         6%60555=5=5'4-0%60o.>':==5*H-0,60555^.427naw. 
=  5'  +  7",2666  =  5'  +  7-  +  0,2666  X  30  jours  =:  5*i  +  7"  -KfiJ. 

250.  Les  4  opérations  sur  les  nombres  complexes  s'oifecluent  en  sui- 
vant la  même  marche  que  pour  les  nombres  cixticrs  et  que  pour  les 
nombres  décimaux,  en  observant  que  les  unités  de  chaque  grandeur 
n'étant  plus  égales  à  10  unités  de  la  grandeur  ÂPijnc^édi^tçment  infé- 
rieure, il  faudra  avoir  égard. h  ce  rapport  soit  lors,  .de  la  conversion,  de 
chaque  résultat  partiel. çn  unitçs  dç.la  grandeur  ijoumédiatewient^supé- 
ricure  (addition  et  multiplication)  ou  inférieure  (division),  soit  pour 
rendre  une  soustraction  partielle  possible,  quand  on  augmente  le  nom- 
bre partiel  dont  on  soustrait  d'une  unité  de  la  grandeur  immédiatement 
supérieure.  Il  est  à  remarquer  aussi  que  les  nombres  d'unités  de  chaque 
grandeur  peuvent  avoir  plus  d'un  chiffre. 


Addition, 

Soustraction, 

T  5-54',8 
2  10  40,4 
5,18  47,6 

14''35-22-,8 

9''25-14*,8 
•     3  31  30  ,4 

5^53-44%4 

Multiplication. 

Division  (228). 

5i  8''19"16',3 

7M8«13*,5      4 

7 
37^10"  14- 54%1 

g^                     1^49'»33',375 

180 
18 

198 

38 

2 

60 

120 
13,j5 

133,5 
13 
15 
30 
20 
0 

Si  le  multiplicateur  était  une  fraction^  on  multiplierait  le  nombre 
complexe  par  son  numérateur,  et  on  diviserait  le  produit  obtenu  par 
son  dénominateur. 

Si  le  diviseur  était  une  fraction^  on  multiplierait  le  dividende  com- 
plexe par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Quand  un  problème  conduit  à  multiplier  ou  à  diviser  un  nombre  com- 
plexe par  un  autre  nombre  complexe,  on  peut  toujours  rapporter  ce  der- 
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nier  à  Tune  de  ses  unités  (227)  qui  est  déterminée  dans  renoncé,  et  l'o- 
pération est  ramenée  à  multiplier  ou  à  diviser  un  nombre  complexe  par 
une  fraction. 

Exemple  de  divisioTié  Un  mobile  met  5*  10"  3'  pour  parcourir  2*  18' 15" 
d'une  circonférence;  en  combien  de  temps  a-t-il  parcouru  1%  sa  vitesse 
étant  constante?  L'énoncé  indique  que  l'on  doit  rapporter  2*  18' 15"  au 

degré;  ce  qui  donne  —r  =  ^  en  divisant  par  les  facteurs  conmiuns 

3  et  5.  Le  temps  demandé  est  alors 

(6^t(r3-) X  fg  =  i^^  =  8M4-83S63. 


LIVRE  IV. 


DÉFINITIONS. 

1RM.  Ce  que  nous  aivons  dit' n**  82,  83,  84,  85,  relativement  aux  puis- 
sances des  nombres  entiers,  s'applique  à  un  nombre  quelconque,  frac- 
tionnaire, décimal  ou  complexe. 

252.  Tout  nombre  qui  a  pour  puissance  un  nombre  donné  est  une 
racine  de  ce  nombre. 

255.  Deux  nombres  qui  sont  tels  que  Ihin  est  la  puissance  d'un  degré 
quelconque  de  l'autre,  celui-ci  est  la  racine  du  même  degré  ou  i-ndice  dti 
premier.  Ainsi  3  ayaiit  3,  9,  2T,  81...  pour  1'*,  2*,  3*;  4*...  puissances, 
ces  nombres  respectifs  ont  3  pour  racines  l**,  2*,  3%  4*.... 

254.  L'esTBcincs  deuxième  et  troisième  prennent  respectivement  lés 
noms  de  racine  carrée  et  racinecubique, 

255.  Potir  indiquer  une. racine  d^rni  nombre,  on  écrit  ce  nombre  smis 
le  signe  \/  ,  appelé  radical^  entre  les  branches  duquel  on  écrit  Tin- 
dice  de  la  racine.  Ainsi 

V^,       V/27X3,       V^4  +  16,       y/?!, 

expriment  respectivement  les  racines  carrée^  cubique,  quaitrième'  et 

cinquième  des  quantités  9,  27 x  3,  4  +  16  et  =7. 

Remarque,  La  racine  première  d'un  nombre  étant  égale  à  ce  nombre^ 
on  supprime  le  radical  et  l'indice.  Pour  la  racine  carrée,  on  a  l'habitude 
de  supprimer  l'indice;  ainsi,  au  lieu  d'écrire  v9,  on  écrit  simple- 
ment v^9. 
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CARRÉS  ET  RACINES  CARRÉES. 

256.  Four  former  le  carrée  et  en  général  une  puissance  quelconque 
d'une  quantité,  on  n'éprouve  pas  d'autres  difficultés  que  celles  provenant 
de  la  multiplication  de  ces  quantités.  Ainsi  pour  obtenir,  par  exemple,  le 

3 
carré  de  la  fraction  7    il  suffira  (151)  de  faire  le  produit 

*i 

3  3  _  3x3  _  3^_^ 

4  ^  4~  4x4""  4«~  16' 

237.  Usage  de  la  table  des  carrés  et  des  cubes  des  nombres  entiers  con- 
sécutifs de  \  à  1000  pour  élever  un  nombre  entier^  décimal  ou  fractixm" 
naire  au  carré  ou  au  cube  (291). 

La  table  donne  directement  le  carré  et  le  cube  d'un  nombre  entier 
qui  n'est  pas  supérieur  à  1000,  ce  qui  satisfait  aux  cas  les  plus  habi- 
tuels de  la  pi'atique. 

Pour  un  nombre  décimal,  abstrait  ou  concret,  si,  en  négligeant  la 
virgule,  le  nombre  entier  qui  en  résulte  n'est  pas  supérieur  à  1000,  on 
cherche  dans  la  table  le  carré  ou  le  cube,  de  ce  nombre  entier,  et  l'on 
sépare  sur  sa  droite  deux  ou  trois  fois  plus  de  chifiFres  décimaux  qu'il 
n'y  en  a  dans  le  nombre  proposé. 

!•'  Exemple,  Soit  à  déterminer  la  surface  d'un  carré  de  7",96  de 
côté.  Adoptant  le  centimètre  pour  unité,  on  a  pour  le  côté  du  carré 
796*",  et  la  table  donne  pour  la  surface  6336  lô""'  =  63"',36 16. 

2*  Exemple.  Volume  d'un  cube  de  0",796  de  côté.  Adoptant  le  milli- 
mètre pour  unité,  le  côté  du  cube  est  796'"",  et  la  table  donne  pour  le 
volume  504  358  336—  =  0"%504  358  336. 

Si  le  nombre  proposé,  abstraction  faite  de  la  virgule  s'il  est  décimal, 
était  supérieur  à  1000,  on  le  convertirait  en  unités  telles,  que  la  partie 
entière  fût  la  plus  grande  possible  sans  être  supérieure  à  1000,  et  le 
carré  ou  le  cube  de  cette  partie  entière,  que  donnerait  la  table,  pourrait 
être  pris  pour  le  carré  ou  le  cube  demandé,  avec  une  approximation 
ordinairement  suffisante  pour  la  pratique. 

Ainsi  le  côté  du  carré  du  1"  exemple  étant  7^,963,  on  adopterait  le 
centimètre  pour  unité,  ce  qui  donnerait  796*",3  pour  le  côté  ;  et  négli- 
geant les  3  millimètres,  on  chercherait,  comme  ci-dessus,  dans  la  table, 
la  surface  63  36 16*"  =  63"%36 16  du  carré  de  796'"  de  côté,  et  on  l'adop- 
terait pour  la  surface  du  carré  de  7",963  de  côté. 

Si  le  côté  était  7",96  8,  au  lieu'  de  prendre  796*^",  on  adopterait  797**, 
afin  d'avoir  un  résultat  plus  approché. 

Pour  une  fraction,  la  table  en  donne  le  carré  ou  le  cube  en  donnant 
les  carrés  et  les  cubes  de  ses  deux  termes  (236). 

238.  Tableau  des  carrés  et  des  cubes  des  nombres  entiers  non  supé- 
rieurs  à  10. 

Racines  012345  6  7  8  9  10 
Carrés  0  14  9  16  25  36  49  64  81  100 
Cubes       0     1     8    27    64     125    216    343    512    729     1000 
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S59.  Le  carré  d'un  nombre  entier  d'un  seul  chiffre  n'a  qu'un  ou  deux 
chiffres;  celui  de  deux  en  a  trois  ou  quatre;  celui  de  trois  en  a  cinq 
ou  six,  etc.  De  là  il  résulte  que  pour  avoir  le  nombre  des  chiffres  de  la 
racine  carrée  d'un  nombre  entier  donné,  il  suflSt  de  séparer  ce  nombre 
en  tranch'es  de  deux  chiffres,  sauf  à  n'en  laisser  qu'un  à  la  dernière 
tranche.  Le  nombre  des  tranches  indique  le  nombre  des  chiffres. 

240.  Le  carré  d'une  quantité  formée  de  deux  parties  se  compose  : 
l*du  carré  de  la  première  partie;  2*  du  double  produit  de  la  première 
partie  par  la  seconde  ;  3*  du  carré  de  la  seconde. 

Ainsi       (3  +  5)«  =  3*  +  2  X  3  X  5  +  5«  =  9  +  30  +  25  =  64. 

Comme  cas  particulier,  le  carré  d'un  nombre  composé  de  dizaines  et 
d'unités  se  compose:  4*  du  carré  dès  dizaines;  2*  du  double  produit  des 
dizaines  par  les  unités  ;  3*  du  carré  des  unités  : 

54*  =  50*  +  2  X  50  X  4  +  4»  =  2500  +  400  +  16  =  2916; 
273*  =  270*  +  2  X  270  X  3  +  3*  =  72900  +  1620  +  9  =  74529. 

241 .  La  différence  des  carrés  de  deux  nombres  entiers  consécutifs  est 
égale  au  double  du  plus  petit  de  ces  nombres^  plus  un, 

(26  +  !)•  — 26«  =  26  X  2  -f  1=  53. 

842.  Pour  extraire  la  racine  carrée  dun  nombre  entier^  74529  par 
exemple,  on  le  sépare  en  tranches  de  deux  chiffres  à  partir  de  la  droite, 
sauf  à  ne  laisser  qu'un  ou  deux  chiffres  à  la  dernière  tranche  à  gauche 
(le  nombre  des  tranches  est  celui  des  chiffres  de  la  racine)  (239),  et  l'on 
tire  un  trait  vertical  à  sa  droite  pour  le  séparer  de  la  racine.  On  prend 
la  racine  carrée  2  du  plus  grand  carré  4  contenu  dans  la  première 
tranche  à  gauche  7;  cette  racine  2,  qui  ne  peut  avoir  qu'un  seul  chiffre 
(239),  est  le  premier  chiffre  à  gauche  de  la  racine.  On  retranche  le  carré 
du  chiffre  trouvé  de  là  première  tranche  a  gauche  ;  à  la  droite  du  reste 
3  on  écrit  la  tranche  suivante  45;  on  sépare  le  premier  chiffre  5  k  droite 

7.4  5.29 
3  4.5 
i 

162.9 
162.9  0 

162  9 


7.45.29 

273 

4 

48 
8 

47 

7 

543 

34.5 

3 

32  9 

384 

329 

1629 

du  nombre  qui  en  résulte;  on  divise  la  partie  k  gauche  34,  considérée 
comme  exprimant  des  unités  simples,  par  le  double  4  de  la  partie  ob- 
tenue de  la  racine,  ce  qui  donne  pour  quotient  le  chiffre  8,  qui  est  le 
chiffre  suirant  de  la  racine,  ou  un  chiffre  trop  fort.  Pour  le  vérifier,  on 
l'écrit  à  la  droite  du  double  de  la  partie  obtenue  de  la  racine;  on  multi- 
plie le  nombre  48  qui  en  résulte  par  8,  et  le  produit  384  étant  plus  fort 
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\ue  le  nombre  345,  c'est  qu^  le  chiffre  8  est  trop  fort.  Opérant  sur  le 
chiffre  7  comme  sur  te  chiffre  >8,  le  prodiiitâS9  du  double  de  la  partie 
de  racine  obtenue  parlée  chiffre  étant  moindre  que  345,  7  est  le  chiffra 
suivjuiit  de  la  racine.  On  retnanohe  le  double  produit  329  de  345;  à  la 
droite  du  reste  16  on  écrit  la  tranche  suivante i^;  on  sépare. le  chiffra 
9  à  droite'du  nombre  «qui  en  résulte;  on  divise  la  partie  à  gauche  162,  con- 
sidérée comme  exprimant  des  unités  simples,  par  le  double  27  x  19  =  54 
de  la  partie  ^  racine  ohienue,  ce  qui  donne  poin*  quottent  le  chiffre 
suivant  de  la  racine  ou  un  chiffre  trop  fort;  on  le  v«rifte  conme  dass 
le  cas  précédent,  et  Ton  continue  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
opéré  sur  toutes  les  tranches. 

En  générai,  on  se  dispense  d'écrire  1^  produits  par  las  chiffras  de  la 
racine,  et  Ton  retranche  ces  produite  au.ûir  et  à  mesure  qu'on  en  ob- 
tient les  chiffres  ;  c'est  ce.qui  a  été  fait  dans  la  seconde  manière  d'opérar 
ci-dessus. 

245.  Quand,  pendant  l'extraction  de  la  racine  carrée,  le  reste  qui 
correspond  à  la  partie  de  racine  obtenue  n'est  pas  moindre  que  le 
double  plus  1  de  cette  partie  de  racine,  la  partie  de  racine  obtenue  est 
trop  petite  au  moins  d'une  unité;  etlnrsque.Ie  reste  est  moindre qne  le 
double  plus  i  de  la  partie  de  racine  obtenue,  cette  partie  de  racine  ne 
peut  être  augmentée  de.l. 

Ainsi,  le  dernier  reste  doit  toujours  être  moindre  que  le  double  de  la 
racine  plus!.  Lorsqu'il  est  moindre  que  la  racine,  cette  racine  est  ap- 
prochée par  défaut  k  moins  d'une  demi-unité.  Dans  le  cas  contraire, 
cette  racine  augmentée  d'une  unité  est  approchée  par  excès  à  moins 
â'une  demi-unité  (SK)4). 

244.  Si,  comme  dans  l'exemple  précédent,  on  obtient  undernier  reste 
nul,  c'est  que  le  nombre  proposé  est  un  carré  parfaiL 

Si  au  contraire  le  dernier  reste  n'est  pas  nul,  c'est  que  Lr  nombre 
proposé  n'est  pas  un  carré  parfait.  La  racine  obtenue  est  alors  sa  racine 
à  moins  d'une  unité  par  défaut  (243),  c'cst-à-dijYî  la. partie  entière  de  la 
racine  exacte  (174).  Elle  est  la  racine  exacte  du  plus  grand  carré  parfait 
contenu  dans  le  nombre  proposé,  et  le  reste  est  la  différence  entre  le 
nombre  proposé  et  ce  plus  grand  carré.  La  racine  exacte  du  nombre 
proposé,  quoiqu'elle  existp,  ne  peut  être  exprimée  exactement  par  au- 
cun nombre,  entier,  fractionnaire  ou  décimal;  elle  est  incommensu- 
rable (211),  et  ne  peut  par  conséquent  non  plus  être  exprimée  par  un 
nombre  décimal  périodique  (193,  194  et  204). 

245.  Un  nombre  entier  n'est  pas  un  carré  parfait  : 

1*  Quand  il  ne  contient  pas  tous  ses  facteurs  premiers  à  une  puis- 
sanoe  d'un  degré  pair  (121,  270); 

2®  Quand,  étant  un  nombre  pair,  il.n'est^pas  divisible  par  2^=4; 

3^  Quand  les  séros  qui  peuvent  le  terminer  ne  sont  pae  en  nombre 
pair  (44); 

4*  Quand  il  est  terminé  par  un  des.4  chlffre8'2, 3, 7,  6; 

«*  Quand,  étant  terminé  parun  5,  sonichlfifre  des  disaines  n'est  pas-S, 
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CUBES  ET   RACINES    GUBIQCES. 

446.  Le  cube  d'un  nombre  entier  d'un  seul  chiffre  n'ayant  pas  plus 
de  trois  chiffres;  celui  d'un  nombre  de  deux  chiffres  n'en  renfermant 
que  4,  5  ou  6,  etc.,  il  en  résulte  que  pour  avoir  le  nombre  des  chères 
de  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier^  il  suffit  de  diviser  ce  nombrt 
en  tranches  de  trois  chiffres,  sauf  à  n'en  laisser  qu'un  ou  deux  à  la  der- 
nière tranche.  Le  nombre  des  tranches  est  celui  des  chiffres  de  la  ra- 
cine (239). 

ËD  général,  pour  avoir  le  nombre  des  chiffres  de  la  racine  m*  d'un 
nombre  entier^  on  divise  ce  nombre  en  tranches  de  m  chiffres,  sauf  k 
laisser  moins  de  m  chiffres  à  la  dernière  tranche,  et  le  nombre  des 
tranches  est  celui  des  chiffres  de  la  racine. 

247.  Le  cube  d'une  quantité  formée  de  deux  parties  se  compose  :  1*  du 
cube  de  la  première  partie;  ^'  du  triple  produit  du  carré  do  la  pre- 
mière partie  par  la  seconde;  3-  du  triple  produit  de  la  première  partie 
par  le  carré  de  la  seconde;  4*  du  cube  de  la  seconde.  Ainsi 

(4  +  5)»=4«-l-3x4*x5  +  3x4x5*  +  5«  =  64  +  240  + 300  +  125  «=729. 

Comme  cas  particulier,  le  cube  d'un  nombre  renfermant  des  dizaines 
et  des  unités  se  compose  des  i' parties:  V  le  cube  des  dizaines;  T  \e 
triple  produit  du  carré  des  dizaines  par  les  unités;  3"  le  triple  produit 
des  dizaines  par  le  carré  des  unités;  4*  le  cube  dos  unités.  Ainsi 

145»  =  140»        +  3  X  140*  X  5  +  3  x  140  x  5«  +  5« 

=  8744000+294000  +10500  +125=3048625. 

248.  La  différence  des  cubes  de  deux  nombres  entiers  consécutifs  est 
égale  au.  triple  carré  du  plus  petit  de  ces  nombres^  plus  le  triple  de  ce 
plus  petit  nombre^  plus  1  : 

(26  +  1)»  — 26«  =  26«  X  3  +  26  X  3  +  1. 

249.  Pour  extraire  l(t  racine  cubique  d'un  nombre  entier,  3  048  625 
par  exemple,  on  le  sépare  en  tranches  de  trois  chiffres  à  partir  de  la 
droite,  sauf  à  ne  laisser  qu'un  ou  deux  chiffres  à  la  dernière  tranche  à 
gauche  (le  nombre  des  tranches  indique  le  nombre  des  chiffres  de  Ja 
racine)  (246). 

On  prend  la  racine  cubique  1  du  plus  grand  cube  1  contenu  dans  la 
première  tranche  à  gauche  3;  cette  racine  1,  qui  ne  peut  avoir  qu'un 
seul  chiffre  (246),  est  le  premier  chiffre  il  gauche  de  la  racine.  On  re* 
tranche  le  cube  du  chiffre  trouvé  de  la  première  tranche  à  gauche  ;  à  la 
droite  du  reste  2  on  écrit  la  tranche  suivante  048;  on  sépare  les  deux 
chiffres  à  droite  du  nombre  qui  en  résulte;  on  divise  la  partie  à  gauche 
2  ,  considérée  comme  des  unités  simples,  par  le  triple  carré  3  x  ^=i?  3 
de  la  partie  obtenue  de  la  racine,  ce  qui  donne  pour  quotient  le  chiffn» 
6,  qui  est  le  chiffre  suivant  de  la  racine  ou  un  chiffre  trop  fort.  Pour 
e  vérifier,    on  forme  les  trois  autres  parties  qui,  outre  le  cube  des 
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dizaines,  qui  a  été  retranché,  entrent  dans  le  cube  3048,  c'est-k-dire  le 
triple  carré  des  dizaines  par  les  unités  3  x  10'  x  6  =  1800,  le  triple  des 


3.048.625 

145 

1 

3X    1«  =  3 

3x    1«  =  3 

3x    14»  =  588 

20.48 

17  44 
3  04  6.25 
3  04  6  25 

3xl0»x6  =1800 

3x10  x6*  =  1080 

6»=   216 

3096 

3  X  10*  X  4  =  1200 

3X10  X4*=    480 

4»=     64 

1744 

3xl40*x5=29400a 

3x140  X5»=    10500 

5»=       125 

304625 

0 

dizaines  par  le  carré  des  unités  3x  10x6'= 1080,  et  le  cube  des  unités 
6't=216;  on  fait  la  somme  3096  de  ces  trois  parties,  et  cette  somme 
étant  plus  forte  que  2048,  c'est  que  le  chifiFre  6  est  trop  fort.  On  ver- 
rait de  même  que  le  chiffre  5  est  trop  grand.  Essayant  4,  la  somme  1744 
des  trois  autres  parties  qui  entrent  dans  3048  étant  moindre  que  2048, 
c'est  que  ce  chiffre  est  le  suivant  de  la  racine.  On  retranche  la  somme 
1744  de  2048;  à  la  droite  du  reste  304  on  écrit  la  tranche  suivante  625; 
on  sépare  deux  chiffres  sur  la  droite  du  nombre  qui  en  résulte;  on  di- 
vise la  partie  à  gauche  3046,  considérée  comme  des  unités  simples, 
par  le  triple  carré  3x14*=  588  de  la  partie  obtenue  de  la  racine,  ce 
qui  donne  pour  quotient  le  chiffre  5,  qui  est  le  chiffre  suivant  de  la  ra- 
cine ou  un  chiffre  trop  fort.  Pour  le  vérifier,  comme  pour  le  précédent, 
on  forme  les  trois  autres  parties  qui,  avec  le  cube  des  dizaines,  qui  a 
été  retranché,  entrent  dans  le  cube  3048625,  c'est-à-dire  le  triple  carré 
des  dizaines  par  les  unités  3  x  1 40*  x  5  =  294000,  le  triple  des  di- 
zaines par  le  carré  des  unités  3x  140  x  5'=  10500,  et  le  cube  des 
unités  5'=  125;  on  fait  la  somme  304625  de  ces  trois  parties,  et  cette 
somme  n'étant  pas  supérieure  au  nombre  304625,  duquel  on  doit  la  re- 
trancher, c'est  que  le  chiffre  5  est  le  suivant  de  la  racine.  On  conti- 
nuerait ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  opéré  sur  toutes  les  tranches. 

2l>0.  Le  plus  grand  reste  qu'il  est  possible  d'obtenir  dans  l'extraction 
do  la  racine  cubique  ne  peut  atteindre  le  triple  carré  de  la  racine  déjà 
obtenue,  plus  le  triple  de  cette  même  racine,  plus  un.  Si  le  reste  attei- 
gnait ou  dépassait  cette  limite,  c'est  que  le  chiffre  de  la  racine  serait 
trop  faible  ;  il  faudrait  alors  l'augmenter. 

Î8I .  Dans  tout  le  cours  des  opérations  relatives  à  l'extraction  de  la 
racine  cubique,  chaque  reste,  suivi  de  toutes  les  tranches  sur  lesquelles 
on  n'a  pas  encore  opéré,  est  égal  au  nombre  dont  on  cherche  la  racine, 
diminué  du  cube  de  la  partie  de  racine  déjà  obtenue. 

Comme  pour  la  racine  carrée  (244),  si  la  racine  cubique  d'un  nombre 
entier  tombe  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs,  cette  racine, 
quoiqu'elle  existe,  ne  peut  être  exprimée  par  aucun  nombre,  entier, 
fractionnaire  ou  décimal  ;  elle  est  incommensurable. 

2S2.  Un  nombre  pair  ne  peut  être  un  cube  parfait  que  lorsqu'il  est 
divisible  par  2' =  8.  Un  nombre  terminé  par  dos  zéros  ne  peut  être 
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un  cube  parfait  que  quand  le  nombre  de  ces  zéros  est  un  multiple 
de  3  (245). 

255.  Preuve  par  9.  Une  puissance  d*un  nombre  étant  le  résultat  de 
la  multiplication  de  ce  nombre  pris  plusieurs  fois  comme  facteur,  la 
preuve  par  9  jde  Télévation  d'un  nombre  à  une  puissance  se  fait  d'après 
la  marche  suivie  pour  la  preuve  par  9  de  la  multiplication  (96). 

Pour  faire  la  preuve  par  9  de  l'extraction  d'une  racine,  le  nombre 
proposé  étant  égal  h  une  puissance  de  la  racine  d'un  degré  égal  à  l'in- 
dice, plus  le  reste,  on  suivra  une  marche  analogue  à  celle  suivie  pour 
la  division  (97).  Ainsi  pour  faire  la  preuve  par  9  de  l'exemple  du  n*  249» 
on  cherche  le  reste  i  de  la  racine  145  par  9,  on  prend  le  cube  1  de  ce 
reste,  et  le  reste  i  de  ce  cube  par  9,  ajouté  au  reste  0  par  9  du  reste  de 
l'extraction  donne  une  somme  1,  dont  le  reste  1  par  9  doit  être  égal  au 
resté  par  9  du  nombre  proposé  3048625. 

Les  preuves  par  il  des  puissances  et  des  racines  s'effectuent  en  sui* 
vant  les  mêmes  marches  que  pour  les  preuves  par  9  (98). 

CARRÉS,  COBSS,  RACINES  CARRÉES  ET  RACINES  CUBIQUES  DES  FRACTIONS 
ET  DES  NOUBRES  DÉCIMAUX. 

284.  Le  carré  d'une  fraction  étant  le  produit  de  cette  fraction  par 
elle-même,  on  l'obtient  en  élevant  chacun  de  ses  termes  au  carré  (151 
et  237). 

i6 

49' 

258.  De  même,  le  cube  d'une  fraction  étant  le  produit  de  cette  frac* 
tion  prise  trois  fois  comme  facteur,  on  l'obtient  en  élevant  chacun  de 
ses  termes  au  cube  (237). 


[v-v- 


V5J   ~"  5»""  125' 


256.  De  la  manière  dont  se  forment  le  carré  et  le  cube  d'une  frac- 
tion  (254,  255),  il  résulte  que  pour  obtenir  la  racine  carrée  ou  la  racine 
cubique  d'une  fraction,  il  suffit  d'extraire  la  racine  carrée  ou  la  racine 
cubique  de  ses  deux  termes  (233).  Ainsi 

4  /Î6  _  v(Î6  _  4  VIT  _  y/ 64  _  4 

Vi»"'  V^49""7'      ^'       Vl25-»/7^-5- 

257.  On  peut  ramener  le  calcul  de  V extraction  de  la  racine  carrée  ou 
cubique  dune  fraction  à  VextractUm  de  la  racine  dun  seul  nombre. 
Pour  cela,  il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  proposée 
par  le  dénominateur  de  cette  fraction,  s'il  s'agit  d'extraire  la  racine 
carrée,  ou  par  le  carré  de  ce  dénominateur,  s'il  s'agit  d'extraire  la  ra- 
cine cubique.  En  effet, 

4  /4_4  /rx7  _  v^28  ___  v/28 
V7~  V7x7""  ^'"     7   ' 
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et  

On  voit  que,  par  cette  manière  d'opérer,  le  dénominateur  de  la  ra- 
cine obtenue  est  égal  au  dénominateur  de  la  fraction  proposée  (266)'. 

288.  Le  carré  d\in  nombre  décimal  étant  le  produit  de  ce  nombre 
par  lui-même,  et  le  cube  d'un  nombre  décimal  étant  le  produft  ie  cfe 
nombre  pris  trois  fois  comme  facteur,  on  obtiendfa  le  carré  et  ïe  cube 
d'un  nombre  décimal  d'après  la  règle  de  la  muHîpliCatron  des  nombre» 
décimaux  {Îl9):  .  ' 

3,546*  =  3,546x3,546  =  12,574116;  ,.. ,   l' 

23,7»  =  23,7  X  23,7  x  23,7  =  13312,053. 

289.  La  règle  de  la  formation  du  carré  d'un  nombre  décimal  reve- 
nant à  multiplier  ce  nombre  décimai  par  lui-môme,  abstraction  faite 
de  la  virgule,  et  à  séparer  sur  la  droite  du  produit  deux  fois  autant  de 
chiffres  décimaux  qu'il  y  en  a  dans  le  nombre  proposé,  on  voit  que  le 
carré  d'un  nombre  décimal  contient  toujours  un  nombre  pair  de  chif- 
fres décimaux,  et  que  ce  nombre  est  double  de  celui  des  chiffres  déci- 
maux du  nombre  proposé. 

De  la  règle  semblable  de  la  formation  du  cube  d'un  nombre  décimal, 
il  résulte  de  même  que  ce  cube  contient  trois  fois  autant  de  chiffres  dé- 
cimaux qu'il  y  en  a  dans  le  nombre  proposé. 

260.  Des  règles  de  la  formation  du  carré  et  du  cube  d'un  nombre  dé- 
cimal (258),  on  coïMîlut  : 

1*  Que  pour  revenir  du  carré  d'un  nombre  décimal  à  la  racine^  on  en 
extrait  la  racine  carrée  comme  si  c'était  un  nombre  entier,  abstraction 
faite  de  la  virgule,  et  l'on  sépare  sur  la  droite  de  la  racine  trouvée  moitié 
moins  de  chiffres  décimaux  qu'il  n'y  en  a  dans  le  nombre  décimal  pro- 
posé : 

V^4J6  =  )L^^  =  2i  =  7,4  (170  et  256) 

2*  Que  'pour  revenir  du  cube  d'un  nombre  décimal  à  la  racine  cubique^ 
on  extrait  la  racine  cubique  du  nombre  donné  comme  si  c'était  un  nom- 
bre entier,  abstraction  faite  de  la  virgule,  et  l'on  sépare  sur  la  droite  de 
la  racine  trouvée  trois  fois  moins  de  chiffres  décimaux  qu'il  n'y  en  a 
dans  le  nombre  proposé  : 


î/5:5Ii^=V304SJ25^m 
VI  000  000       *"" 

261.  Pour  obtenir  la  racine  carrée  d'un  nombre  quelconque  à  moins 
d\uie  unité  décimale  d'un  ordre  déterminé  (174),  on  prépare  ce  nombre 
de  manière  qu'il  contienne  deux  fois  autant  de  décimales  qu'on  en  de- 
mande à  la  racine,  en  écrivant,  si  cela  est  nécessaire,  des  zéros  k  la 
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droite  .du  nombre  proposé,  réduit  au  besoin  en  décimales;  ainsi  lors* 
qu'on  veutnbtenir  la  racine  carrée  à  moins  d'une  unité,  ou  d*un  dixième, 
ou  d'un  centiième,  ou  d'un  millième,  etc.,  on.préparele  nombre  proposé 
de  manière  qu'il  contienne  zéro,  ou  deux,  ou  quatre,  ou  six,  etc.»  chif- 
fres décimaux.  Puis^  faisant  abstraction  de  la  virgule,  on  calcule  la 
partie  entière  de  la  racine  du  nombre  qui  en  résulte  (24â},  et  l'oa  sépara 
sur  sa  droite  assez  de  chiffreapour  que  le  dernier  exprime  des  unités  de 
Tiordre  déterminé. 

On  trouve  ainsi  que  la  racine  carrée  de  247  à  moins  d'une  unité 
est  15; 

Que  celle  de  Qe:méme  nombre  à  moins  d'un  centième  est  fournie 

par  ^947^0000,  et  qu'elle  eat  16,71  ; 
Que  cellerde  2»5.à  moinsd^un  centième  est  fournie  par 

V^  =  v/s»5000,  ce  qui  donne  i«58; 

Que  celle  de  r^  à  moins  d'un  millième  d'unité  est 

*y  ^  =  V0,4S4545...,  ce  qui  donne  0,674. 

%<n.  £xjtraire  la^racÂne  carrée  deD,46454fi...  à  moins  de  0,001  reve- 
nant k  extraire  la  racine  carrée  de  454545  à  moins  d'une  unité  (261),  et  à 
séparer  trois  chiffres  décimaux  sur  ladroite  du  résultat,  on  peut  appli- 
quer la  règle  du  n*  287;  ainsi  Ton  calcule  v/0,4o4500,  ce  qui  donne  0,674 
k  la  racine  et  0,224  pour  reste;  et  la  racine  cherchée,  approchée  à  moins 
de  0,001  par  excès,  est  0,675. 

•On  ¥oit  qu'il  suffisait  de  calculer  4  cfaifibes décimaux  du  quotient  dé 
5  divisé  par  H. 

265.  Pour  obtenir  la  racine  cubique  d'un  nombre  quelconque  à  mjonès 
d'une  unité  décimale  d'un  ordre  déterminé,  on  opère  comme  pour  la 
racine  carrée  (281);  seulement,  au  lieu  de  préparer  le  nombre  proposé 
de  manière  qu'il  contienne  deux  fois  plus  de  décimales  qu'on  n'en  de^- 
mande  à  la  racine,  on  le  prépare  de  manière  qu'il  en  contienne  trois 
fois  autant.  Ainsi  la  racine  cîibique  de  12,5ii  moins  d'un  centième  est 
donnée  par 

\/l8,500000,  ce  qui  fournît -2,32; 
Celle  de  0,000012755427  k  moins  d'un  millième  est  donnée  par 

V/0,000012755,  et  l'on  trouve  0,023; 

71 
Celle  de  2ô  ^  moins  d'un  centième  est  donnée  par 


V22 


—  =  V3,227272,  ce  qui  fournit  1,47. 


264.  Comme  pour  la  racine  ^jarrée  (262),  la  règle  du  n»  287  est  encore 
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applicable  aux  nombres  décimaux.  Ainsi  la  racine  cubique,  approchée 
à  moins  de  0,004,  du  nombre  0,000012755,  s'obtient  en  extrayant  la 
racine  cubique  0,023,  approchée  par  excès  à  moins  de  0,00i ,  du  nom- 
bre 0,000012000. 

De  même,  pour  obtenir  la  racine  cubique,  à  moins  de  0,01,  du  nom- 
bre 3,227272...,  il  suffit  d'extraire  la  racine  cubique  1,48,  approchée  à 
moins  de  0,01  par  excès,  du  nombre  3,220000. 

268.  Bemarque.  Les  racines  carrées  et  cubiques  qu'on  a  obtenues 
aux  numéros  261  et  263  pèchent  par  défaut;  en  augmentant  d'un  leur 
dernier  chiffre  à  droite,  on  aurait  encore,  mais  avec  excès,  les  racines 
demandées  à  moins  d'une  unité  décimale  de  Tordre  déterminé. 

Pour  obtenir  la  racine  la  plus  approchée^  carrée  ou  cubique^  Sun  nom- 
bre  quelconque  en  ne  conservant  qu'un  nombre  déterminé  de  chères  déci- 
maux^ on  calcule  une  décimale  de  plus  qu'on  n'en  veut  conserver  à  la 
racine,  et  l'on  supprime  cette  décimale  d'après  la  règle  du  n*  175. 

266.  Pour  déterminer  la  racine  carrée  ou  la  racine  cubique  d'un  nombre 
entier  à  moins  d'une  fraction  donnée  dont  le  numérateur  e^t  Vunité^  on 
transforme  ce  nombre  en  une  fraction  équivalente  ayant  pour  dénomi- 
nateur le  carré  ou  le  cube  du  dénominateur  de  la  fraction  donnée,  et 
on  en  extrait  la  racine  (133  et  257). 

Ainsi  la  racine  carrée  de  8  k  moins  de  -  s'obtient  en  observant  que 


^=V^ 


8  X  7*  __  v/392 


La  racine  carrée  de  392  étant  comprise  entre  19  et  20,  celle  de  8 
tombe  entre  -=-  ^*  "7  >  ®*  chacune  de  ces  fractions  exprime  v^  à  moins 

de  -  d'unité. 

\ 

De  même,' la  racine  cubique  de  5  k  moins  de  -  d'unité  s'obtient  en 

observant  que 

7S3<1»       \/1715 


j;=^5 


et  que  ^1715  étant  comprise  entre  il  et  12,  celle  de  5  k  moins  de 


1      ,  11    ,  12 
-  est  y  et  y. 


PUISSANCES  ET  RACINES  DE  DEGRÉS  OU  INDICES  QUELCONQUES. 

267.  Le  produit  de  plusieurs  puissances  d'un  même  nombre  est  une 
puissance  de  ce  nombre,  d'un  degré  égal  k  la  somme  des  degrés  des 
puissances  des  facteurs  : 

3«X3«  =  3*=81;    3*X3»>^3*=3*==19683. 
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268.  Toute  puissance  d'une  puissance  d'un  nombre  est  une  puissance 
de  ce  nombre,  d*un  degré  égal  au  produit  des  degrés  désignés.  Ainsi 

(3«)*=3*  =  84,     (3V=3*=729,     [(2«)»]»=2**  =  262U4. 

269.  Du  numéro  précédent,  il  résulte  que  pour  extraire  d'un  nombre 
une  racine  dont  Vindice  ne  renferme  que  les  facteurs  2  e<  3,  il  suffit, 
d'extraire  successivement,  dans  un  ordre  quelconque,  autant  de  racines 
carrées  et  cubiques  que  les  iacteurs  respectifs  2  et  3  entrent  de  fois 
dans  rindice  de  la  racine.  Ainsi  : 

\/8Ï=  V^=v/9=3; 

^262144  =  V^V^v'2i62Ï44  =  v/v542  =  V^8  =:  2. 

270.  Pour  élever  au  carré  ou  au  cube^  et  en  général  à  une  puissance 
quelconque^  le  produit  de  plusieurs  facteurs^  on  élève  cbacun  de  ses  fac- 
teurs à  la  puissance  indiquée  : 

(3  X  4)»  =  3»  X  4«  =  144,    (2«  X  5)«  =  2«  X  5«  =  8000. 

271.  Puissance  d'un  quotient.  On  a  de  même 

/2y_2^_^ 

\3;  "*"  3»  ""243" 

272.  Pour  extraire  une  racine  d'un  prcduity  on  extrait  cette  racine  de 
chacun  des  facteurs  de  ce  produit.  Ainsi  : 


vTx9=:v^X  ^=2x3  =  6; 

275.  Badne  d^un  quotient.  On  a  aussi 

* /Î6  _  y/Jl  _  2 
\m       ^i7-3- 

274.  Pour  élever  la  somme  ou  la  différence  de  plusieurs  nombres  à  une 
puissance^  on  effectue  la  somme  ou  la  différenœ,  et  on  relève  à  la  puis- 
sance indiquée  : 

(3  + 4 +  5)*  =  12»  =  444;    (9  +  2  — 5)«  =  6«==36; 
g  +  1,4  +  3y=  (0,^i  +  1,4  -fSj»  =  {4,9;»=  117,649. 

1116.  De  même,  pour  extraire  une  racine  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence  de  plusieurs  nompres^  en  effectue  la  somme  ou  la  différence  de  ces 

Digitized  by  VjOOQIC 


78  ^REMIÈIIE  PAmrTE.  —  ARITRMETIQ0K. 

nombres,  et  on  eictrait  la  racine  dn  résultat.  Ainsi  : 

V87  +  57  =  v/Î44  =  i2;     v^25  — 9=  v/l6  =  4; 


V2o,17  +  49,745  +  42,764  =  Vil7,649  =  4,9. 

276.  Le  quotient  d^une  puissance  d'un  nombre  divisée  par  une  puis- 
sance de  ce  nombre  est  égal  à  ce  même  nombre  élevé  à  une  puissance  d'un 
degré  égal  au  degré  de  la  puissance  dividende^  moins  le  degré  de  iapms- 
sance  diviseur. 

Ainsi  ~  =  3«-«  =  3*, 

et  ?!  =  3«-«  =  3-*. 


Comme 


3« 

?!  —  _ë!_  —  1 

3«  ""  3«x3*~"  3*' 


1 
on  8  donc  ^  =  3-^. 

3* 
Cas  particulier  ^    ou    1  =  3*-*  =  3<>; 

ce  qui  montre  qu'un  nombre  élevé  à  la  puissance  0  est^|«l  à  t. 

|î     ou    3  =  3»-*  =  3^ 

ce  qui  fait  voir  que  la  puissance  du  degré  1  d'un  nombre  est  égale  à  ce 
nombre. 

3»  I 

On  a  de  même  3»    ^^    3  "^  ^*"'  "^  ^''** 

277.  Une  racine  dune  puissance  dwn  nombre  est  égale  à  ce  nombrf 
élevé  à  une  puissance  dan  degré  fractionnaire  dont  le  numérateur  est 
le  degré  de  la  puissance  primitive^  et  le  dénominateur  Vindice  de  la  ra- 
cine. Ainsi 

V/3«  =  3*  =  3«, 

•T  »"■        I  i 

V3«    OU    V3  =  3«  =  3», 

Vf    ou    \/3^  =  3-*. 


<j\ 


MACe    DE    LA    TABLE    DES    GARKÉS    ET    DES    CUBES    DES    NOBOWES    EHTaRS 
CONSÉCUTIFS    DE    i    A    1000    POUR    EXTRAIRE    LA    RACINE    GARRÉB    1BX  LA 
.  RACINE  CUBIQUE  D'UN  NOMBRE. 

278.  Remarque.  Les  règles  exposées  dans  les  chapitres  précédente 
montrent  que  Textractibn  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique 
d'un  nombre  quelconque,  entier,  décimal  ou  fractionnaire,  se  ramène 
toujours  à  Textraction  de  la  racine  carrée  ou  de  la  racine  cubique,  à 
moins  d*une  unité,  d'un  nombre  entier  (242,  249,  26i  et  263). 
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'579.  Vea^e  de  la  table  des  carrés  des  nombres  entiers  consécatifs  de 
{  à  1000  pour  abréger  P exfraction  de  la  racine  carrée  ;  r  d  môifis  d'une 
unité  entière;  V  à  moins  d'une  unité  décimale  d'un  ordre  déterminé,  d'un 
nombre  quelconque,  entier^  décimal  ou  fractionnaire, 

1'  Extraire  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité,  d'un  nombre  quel- 
conque.  L'opération  consistant  à  extraire  la  racine  carrée,  à  moins 
d'une  unité,  d'un  nombre  entier,  ou  de  la  partie  entière  d'un  nombre 
décimal,  ou  encore  de  la  partie  entière  d'tfne  fraction  réduite  en  déci- 
males (261),  on  n'a  besoin,  dans  ce  r,  que  de  considérer  les  nombres 
entiers,  et  l'on  a  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  le  nombre  entier 
dont  on  a  à  extraire  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité,  n'est  pas 
supérieur  au  carré  1  00  00  00  du  plus  grand  nombre  1000  contenu  dans 
la  table,  ou  qu'il  est  supérieur  a  ce  carré. 

1*'  cas.  Extraire  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité,  du  nombre 
entier  78  65  45. 

Cherchant  dans  la  colonne  des  carrés  de  la  table,  le  carré  78  49  96 
qui  approche  le  plu£  du  nombre  proposé  78  65  45  sans  le  surpasser,  ce 
carré  est  le  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  ce  nombre  ;  donc  sa 
racine  carrée  •  806,- qui  se  trouve  en  regard  dans  la  première  colonne 
verticale,  est  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité,  du  nombre  pro- 
posé. Cette  racine  pèche  par  défaut;  887  est  la  racine  carrée,  par  excès 
à  moins  d'une  unité,  du  nombre  proposé.  L'excès  1549  du  nombre  pro- 
posé sur  le  plus  grand  carré  entier  qu'il  contient  est  le  reste  que  four- 
nirait l'extraction  de  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité,  du  nombre 
proposé  :  78  65  45  —  78  49  96  =  15  49. 

Tout  nombre  décimal,  786  545,273  par  exemple,  ayant  pour  partie 
entière  78  65  45,  aurait  également  886  pour  racine  carrée,  à  moins  d'une 
unité;  le  reste  serait  1549,273. 

2*  cas.  Extraire  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité,  du  nombre 
entier  78  75 12  74  37. 

Séparant  sur  la  droite  de  ce  nombre  un  nombre  pair  4  de  chiffres, 
tel  que  la  partie  à  gauche  78  75 12  soit  la  plus  grande  possible,  mais 
inférieure  au  carré  de  1000,  cette  partie  a  gauche  rentrant  dans  les  nom- 
bres du  1"  cas,  la  table  donne  887  pour  sa  racine  carrée  à  moins  d'une 
unité,  c'est-à-dire  pour  la  racine  carrée  du  plus  grand  carré  quelle 
contient,  et  78  75 12  —  78  67  69  =  743  est  le  reste  ;  donc  le  nombre  887 
est  formé  de  3  premiers  chiffres  à  gauche  de  la  racine  cherchée  (242;. 
Pour  obtenir  les  suivants,  on  continue  l'opération  conformément  à  la 
règle  du  n*"  242  : 

88741 


78  7512.74.3  7 
78  67  69 

7  43  7.4 
7  0976 

33  9  83.7 
17  7  48  1 

16  2  35  6 


17744 
4 


70  976 


177481 

1 


177481 
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Ainsi,  à  la  droite  du  reste  743  on  écrit  la  tranche  suivante  74,  on  sé- 
pare le  chiffre  4  sur  la  droite  du  nombre  qui  en  résulte,  et  on  divise  la 
partie  à  gauche  par  le  double  4774  de  la  partie  887  de  racine  obtenue; 
ce  qui  donne  au  quotient  le  chiffre  4,  qui  est  le  chiffre  suivant  de  la 
racine  ou  un  chiffre  trop  fort.  On  le  vérifie  et  on  continue  Topération 
comme  au  n*  242.  On  trouve  ainsi  que  la  racine  carrée,  k  moins  d^une 
unité,  du  n'ombre  proposé  est  8  8741,  et  que  le  reste  est  422356. 

On  voit  que  la*  table  donne  directement  les  3  premiers  chiffres  k 
gauche  de  la  racine. 

Tout  nombre  décimal,  7875 127437,45  par  exemple,  ayant  pour  par- 
tie entière  le  nombre  de  Texcmple  précédent,  aurait  la  même  racine 
carrée;  le  reste  serait  1223  56,45. 

2**  Extraire  la  racine  carrée ,  à  moins  d'une  unité  décimale,  d'un  nombre 
quelconque. 

De  la  règle  du  n*  261 ,  il  résulte  que  les  calculs  se  ramènent  k  ceux  du 
1%  et  qu^on  a  encore  k  distinguer  deux  cas  analogues  k  ceux  de  ce  1*. 

i**  cas.  Extraire  la  racine  carrée,  k  moins  d'un  centième,  du  nombre 
78,6545273.    * 

Préparant  ce  nombre  de  manière  qu'il  contienne  4  chiffres  décimaux, 
il  devient  78,6545;  faisant  abstraction  de  la  virgule,  et  extrayant  la  ra- 
cine carrée,  k  moins  d'une  unité,  comme  au  1*'  cas  du  1",  la  table 
donne  886  pour  racine  et  15  49  pour  reste;  donc  8,86  est  la  racine  cher- 
chée, et  0,1549273  le  reste. 

2*  cas.  Extraire  la  racine  carrée,  k  moins  d'un  millième,  du  nombre 
7875,1274. 

Préparant  ce  nombre  de  manière  qu'il  contienne  6  chiffres  décimaux, 
et  négligeant  la  virgule,  on  obtient  le  nombre  7875127400,  dont  la  ra- 
cine carrée,  k  moins  d'une  unité,  se  calcule  comme  au  2*  cas  du  4*.  Ce 
qui  donne  8  8741  pour  racine  et  162319  pour  reste,  donc  88,741  est  la 
racine  cherchée  et  0,1623 19  le  reste. 

280.  Usage  de  la  table  des  cubes  des  nombres  entiers  consécutifs  dei  à 
1000  pour  abréger  V extraction  de  la  racine  cubique:  i*  à  moins  dtme 
unité  entière  ;  2*  à  moins  dune  unité  décimale  dun  ordre  déterminé^  dun 
nombre  quelconque^  entier,  décimal  ou  fractionnaire. 

Ce  qui  suit,  relativement  k  la  racine  cubique,  est  identique  k  ce  qui 
a  été  exposé  au  numéro  précédent  pour  la  racine  carrée. 

1*  Extraire  la  racine  cubique,  à  moins  dune  unité,  dun  nombre  quel- 
tionque. 

L'opération  consistant  k  extraire  la  racine  cubique,  k  moins  d'une 
unité,  d'un  nombre  entier,  ou  de  la  partie  entière  d'un  nombre  déci- 
mal, ou  encore  de  la  partie  entière  d'un  nombre  fractionnaire  réduit 
€n  décimales  (263),  on  n'a  besoin,  dans  ce  r,  que  de  considérer  les 
nombres  entiers,  et  l'on  a  deux  cas  k  distinguer,  selon  que  le  nombre 
entier  dont  on  a  k  extraire  la  racine  cubique,  k  moins  d'une  unité,  n'est 
pas  supérieur  au  cube  1 000000000  du  plus  grand  nombre  1 000  contenu 
dans  la  table,  ou  qu'il  est  supérieur  k  ce  cube. 
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!•'  cas.  Extraire  la  racine  cubique,  à  moins  d'une  unité,  du  nombre 
97062526. 

Cherchant,  dans  la  colonne  des  cubes  de  la  table,  le  cube  96702579 
qui  approche  le  plus  du  nombre  proposé  sans  le  surpasser,  ce  cube  est 
le  plus  grand  cube  entier  contenu  dans  ce  nombre  ;  donc  sa  racine  459, 
qui  se  trouve  en  regard  dans  la  première  colonne  verticale,  est  la  ra- 
cine cubique,  à  moins  d'une  unité,  du  nombre  proposé.  Cette  racine 
pèche  par  défaut;  460  est  la  racine  cubique,  par  excès  à  moins  d'une 
unité,  du  nombre  proposé.  L'excès 

97  062  526  —  96  702  579  =  359  947, 

du  nombre  proposé  sur  le  plus  grand  cube  entier  qu'il  contient,  est  le 
reste  que  fournirait  l'extraction  de  la  racine  cubique,  à  moins  d'une 
unité,  du  nombre  proposé. 

Tout  nombre  décimal,  97062526,38  par  exemple,  ayant  pour  partie 
entière  97062526  aurait  également  459  pour  racine  cubique,  à  moins 
d'une  unité;  le  reste  serait  359947,38. 

2*  cas.  Extraire  la  racine  cubique,  k  moins  d'une  unité ,  du  nombre 
entier  97062526  893127. 

Séparant  sur  la  droite  de  ce  nombre  un  nombre  6,  multiple  de  3,  de 
chiffres,  tel  que  la  partie  à  gauche  97  062  526  soit  la  plus  grande  pos- 
sible, mais  inférieure  au  cube  de  4000,  cette  partie  à  gauche  rentrant 
dans  les  nombres  du  i*^  cas,  la  table  donne  459  pour  sa  racine  cubique, 
à  moins  d'une  unité,  c'est-à-dire  pour  la  racine  cubique  du  plus  grand 
cube  entier  qu'elle  contient,  et  359  947  est  le  reste  ;  donc  459  est  formé 
des  3  premiers  chiffres  à  gauche  de  la  racine  cherchée  (249).  Pour  ob- 
tenir les  suivants,  on  n'a  qu'à  continuer  l'extraction  de  la  racine  cu- 
bique conformément  à  la  règle  du  n*"  249,  comme  on  l'a  fait  au  2*  cas  du 
!•  du  numéro  précédent  pour  la  racine  carrée  : 

97062526.8  93.127 
96702579 


45  956 

63  204300X5 

68  850X5 

25x5 

6334207500x6 

827100x6 

36x6 

63273175x5 

6335034636X6 

316365875 

38010207816 

359  947  8.93 
316  365  8  75 

43  582  0  18  1.27 
38010  2  07  8  16 

5571  8  10  3  11 

On  trouve  ainsi  que  la  racine  cubique,  k  mojns  d'une  unité,  du  nombre 
proposé  est  45956,  et  que  le  reste  est  5  571  810  311. 

On  voit  que,  comme  pour  la  racine  carrée  (279),  la  table  donne  immé- 
diatement les  3  premiers  chiffres  k  gauche  de  la  racine.  Comme  au  !•' 
cas,  tout  nombre  décimal  ayant  pour  partie  entière  le  nombre  de  l'exem- 
ple précédent  aurait  encore  45  956  pour  racine  cubique,  k  moins  d'une 
unité,  et  le  reste  serait  également  celui  obtenu  dans  cet  exemple,  suivi 
de  la  partie  décimale  du  nombre  proposé. 

2*  Extraire  la  racine  cubique^  à  moins  d'une  unité  décimale  d'un  ordre 
déterminé^  dun  nombre  quelconque, 
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De  la  règle  du  n**  263,  il  résulte  qu«  les  calculs  se  ramènent  à  ceux 
du  1-,  et  que  comme  au  2'  du  numéro  précédent  on  a  encore  à  dîstin^er 
deux  cas  analogues  à  ceux  de  ce  i'. 

i**  cas.  Extraire  la  racine  cubique,  à  moins  d'un  centième,  du  nombrr 
Sr7,06252632l. 

Préparant  ce  nombre  de  manière  qu'il  contienne  6  chiffres  décimaux, 
il  dévient  97,062526;  Msant  abstraction  de  la  virgule,  et  extrayant  ïa 
racine  cubique,  k  moins  d'une  unité,  comme  au  !•'  cas  du  1",  la  taW(» 
donne  459  pour  racine  et  359  947  pour  reste;  donc  4,59  est  la  racino 
cherchée,  et  0,359  94732  le  reste. 

2*  cas.  Extraire  la  racine  cubique,  V  moins  d'un  millième,  du  nombre 
97062,526  89.  Préparant  ce  nombre  de  manière  qu'il  contienne  9  chiffres 
décimaux,  et  négligeant  la  virgule,  on  obtient  le  nombre  97062526890000, 
dont  la  racine  cubique,  à  moins  d'une  unité,  se  calcule  comme  au  2*  cas 
du  1*.  Ce  qui  donne  45956  pour  racine  et  5571*807184  pour  reste;  donc 
45,956  est  la  racine  cherchée,  et  5,571 807184  le  reste. 


EXTRACTION    DES    RACINES    CARRÉES    ET    CCBIQUES    ÀC    MOYEN     D*ADDITIOKS 

SUCCESSIVES. 

281.  De  quelques  propriétés  des  carrés  des  nombres  entiers,  Posaat,  de 
manière  que  les  termes  se  correspondent,  tes  trois  suites:  l"*  celle  des 
nombres  impairs  successift  en  commençant  par  l'unité,  2*  celle  des 
nombres  entiers  successifs,  3*  celle  des  carrés  de  ces  nombres  entiers 
successifs  : 

13  5  7  9  li  13  15  17  19  21  23  25  .... 
1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  .... 
1     4     9     16     25     36     49     64     81     100     121     144     169  .... 

r  Le  carré  c,  porté  dans  la  3*  série,  d'un  nombre  entier  quelconque  n, 
qui  se  trouve  en  regard  dans  la  seconde,  est  égal  à  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  de  la  première  série  (3").  Ainsi,  le  carré  c=  25  de  n  =  5 
est  égal  à  la  somme  des  cinq  premiers  termes  de  la  première  série  ;  ce 
qu'il  est  facile  de  vérifier. 

2*  La  première  série  formant  une  progression  arithmétique  commen- 
çant par  l'unité,  et  dout  la  raison  est  2,  le  n*  ternie  t  donne 

/  =  H.2(7i  — l)=r2n  — 1. 

Ainsi  le  carré  entier  49  ayant  7  pour  racine  carrée,  il  est  la  somme 
des  7  premiers  termes  de  la  première  série,  et  ie  7*  terme  de  cette  série 
iist 

<  =2x7  —  1  =13. 

3*  La  somme  c,  des  n  premiers  termes  de  la  première  série  considérer 
comme  une  progression  arithmétique,  étant  égale  à  la  moitié  du  produit 
de  la  somme  du  premier  terme  1  et  du  7i«*»>«  t  par  le  nombre  n  des 
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termes,  on  a 

En  remplaçant,  dans  eette  expression,  t  par  sa  valeur  du  2',  il  vient 
bien  c  =  n*,  comme  on  Fa  annoncé  au  1*. 

La  somme  s  des  n  premiers  termes  de  la  S*  série  donne,  par  la  méHit 
raison, 

,=  (t^;    pour«=5.    ,  =  li±^^  =  i5. 

La  somme  S  des  n  premiers  termes  de  la  3*  série,  c'est-à-dire  des 
carrés  des  n  premiers  nombres  entiers  consécutifs,  est  é^ale  au  produit 
du  double  ^  de  la  racine  n  du  plus  grand  carré,  plus  Funité,  par  te 
tiers  de  la  somme  s  des  racines  de  cette  suite.  Ainsi  Fon  a 

On  a  encore,  en  remplaçant  s  par  sa  valeur  précédente, 

S  =  in(n  +  1)  (271+  1). 

Soit  à  calculer  la  somme  S  des  carrés  des  n  =  13  premiers  nombres 
entiers  consécutifs.  Suivant  qa*on  aura  ou  non  calculé  la  somme 

s  =  ' — ^-^—  =  ' T-^ —  =  91  des  racmes,  on  fera  usage  de  la  l"  ou 

de  la  2*  expression  de  la  valeur  de  S,  et  Fon  aura 

S  =  (2  X  13  +  1)  X  Y  =  819,     ou     S  =  I  X  13  x  14  x  27  =  819. 

4*  Lorsqu'une  suite  de  carrés  entiers  consécutifs  ne  commence  pas 
par  Funité,  que,  par  exemple,  son  premier  carré  est  7i'*=c'  et  son  der- 
nier n*=c,  la  somme  s^  des  racines  correspondantes  est  égale  à  la  diff<v 
rence  c — &  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  carré,  plus  la  somme 
n  4-  n'  de  ces  deux  carrés,  et  le  tout  divisé  par  2.  Ainsi  Fon  a 

*'"  2  ' 

En  effet,  la  deuxième  suite  posée  ci-dessus,  considérée  comme  une 
progression  arithmétique  dont  le  !••  terme  est  n'  et  le  dernier  n,  et 
àaniy  par  suite,  le  nombre  des  termes  ^est  n—n'-\-\^  donne  comme 
au.  3* 

_  {n'  +  n){n—n'+\) 

*i- g  ; 

ce  que  fournit  bien  Fexpression  précédente,  en  effectuant  les  calculs, 
simplifiant  et  remplaçant  n»  par  c  et  r#  par  <f. 
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Si  le  premier  carré  de  la  suite  est  c'  =  9  et  le  dernier  c  =  64,  d'où 
n'  =  3  et  n  =  8,  la  somme  de  la  suite  de  racines  est 

_  64-9  +  8  +  3  _,, 
*,-  ^  -33. 

Ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

5"  Pour  avoir  la  somme  des  carrés  des  nombres  entiers  consécutifs 
dont  le  plus  petit  est  n'  et  le  plus  grand  n,  on  calcule,  comme  au  3*"  ,ia 
somme  S  des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers  consécutifs,  k  partir 
de  i,  et  la  somme  S'  des  carrés  des  n' — 1  premiers  nombres  entiers 
consécutifs,  aussi  k  partir  de  1,  et  retranchant  S'  de  S  on  a  la  somme 
cherchée. 

282.  De  quelques  propriétés  des  cubes  des  nombres  entiers  (281). 
Posant,  de  manière  que  les  termes  se  correspondent,  les  quatre  suites  : 
i'*  celle  des  nombres  successifs  formant  une  progression  arithmétique 
dont  le  1"  terme  est  3  et  la  raison  6,  2*  celle  des  nombres  entiers  suc- 
cessifs, 3*  celle  des  cubes  de  ces  nombres  entiers  successifs,  4*  celle  des 
sommes  des  nombres  entiers  successifs  : 

.   3     9     15    21  27  33  39  45  51  57  .... 

1234  5  '6  7  8  9  10.... 

1     8    27    64  125  216  343  512  729  1000  .... 

1     3      6     10  15  21  28  36  45  55  .... 

r  Le  cube  C,  porté  dans  la  3*  série,  d'un  nombre  entier  quelconque  «, 
qui  se  trouve  en  regard  dans  la  seconde,  est  égal  au  tiers  de  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  première  série,  multiplié  par  le  nombre  n 
des  ternies  (3*).  Ainsi,  le  cube  C  =  125  de  n  =  5  est  égal  au  tiers  25, 
de  la  somme  *'  =  75  des  5  premiers  termes  de  la  première  série,  mul- 
tiplié par  5  ;  c'est  ce  que  Ton  vérifie  facilement. 

2"  La  première  série  formant  une  progression  arithmétique  dont  le 
!•'  terme  est  3  et  la  raison  6,  le  7i'*»«  terme  i  donne 

<  =  3  +  6(n— l)  =  6n  — 3.| 

Ainsi,  le  cube  entier  343  ayant  7  pour  racine  cubique,  il  est  le  tiers 
de  la  somme  des  7  premiers  termes  de  la  première  série,  multiplié  par 
7  ;  et  le  7*  terme  de  cette  série  est 

^=6x7  —  3  =  39. 

3*  La  somme  s'  des  n  premiers  termes  de  la  première  série  considé- 
rée comme  une  progression  arithmétique,  étant  égale  k  la  moitié  du  pro- 
duit de  la  somme  de  son  premier  terme  3  et  de  son  n**»»  t  par  le  nombre 
n  des  termes,  on  a 
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En  remplaçant,  dans  cette  expression,  t  par  sa  valeur  du  2%  il  vient 
j'=3n«,       d'où      ^'=v 
et,  par  suite,  en  multipliant  les  deux  termes  par  n, 

n'  =  C=  — . 

Résultat  annoncé  au  1**. 

4"  Un  cube  quelconque  C  d'un  nombre  entier  n  est  encore  égal  à  six 
fois  la  somme  des  {n  —  i)  premiers  termes  de  la  quatrième  série,  plus 
le  nombre  n  des  termes.  Aiilsi  Ton  a 

n»  =  8«  =  6  (1  +  3  +  6  +  10  +  15  -h  SI!  +  28)  -h  8  =  6  X  84  +  8  =  512. 

5"  La  somme  S  des  cubes  des  n  nombres  entiers  consécutifs  à  partir 
de  Funité,  ou  des  n  premiers  termes  de  la  troisième  série  est  égale  au 
carré  de  la  demi-somme  du  carré  n*  et  de  n.  Ainsi  Ton  a 

s=("-^)'. 

Ce  qui  donne,  pour  n  =  8, 

S  =  (?l±^y  =  36*=1296. 

6*  Pour  avoir  la  somme  des  cubes  des  nombres  entiers  consécutifs 
dont  le  plus  petit  est  n'  et  le  plus  grand  w,  on  calcule,  comme  au  5%  la 
somme  S  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers  consécutifs  à  partir 
de  1 ,  et  la  somme  S'  des  cubes  des  n'  —  1  premiers  nombres  entiers 
consécutifs  aussi  à  partir  de  1,  et  retranchant  S'  de  S,  on  a  la  somme 
cherchée. 

283.  Extraction  de  la  racijie  carrée  par  des  additions  successives. 
Cette  manière  d'opérer  repose  sur  ce  que  le  carré  d'un  nombre  entier 
n,  augmenté  du  double  de  ce  nonibre  et  d'une  unité,  donne  le  carré 
du  nombre  entier  (n  + 1)  immédiatement  supérieur  (244). 

Nous  allons  déterminer  les  3  premiers  chiffres  a  gauche  de  la  racine 
en  faisant  usage  de  la  table,  comme  au  n"  279,  et  nous  suivrons  la  mé- 
thode par  additions  successives  pour  obtenir  les  chiffres  suivants,  ce 
qui  suffira  pour  faire  bien  comprendre  comment  on  opérerait  pour 
extraire  la  racine  uniquement  par  cette  méthode. 

Soit  à  extraire  la  racine  carrée,  a  moins  d'un  centième,  du  nombre 
787512,74.  L'opération  se  ramène  (279,  2"  cas  du  2")  h  extraire  la  racine 
carrée,  à  moins  d'une  unité,  du  nombre  78751274  00,  et  à  séparer 
2  chiffres  décimaux  sur  la  droite  du  résultat. 

La  table  donne,  pour  les  trois  premiers  chiffres  à  gauche  de  la  ra- 
cine, le  nombre  887,  dont  le  carré,  qui  est  le  plus  grand  carré  entier 
contenu  dans  le  nombre  787512  formé  par  les  3  premières  tranches 
à  gauche  du  nombre  proposé,  est  786769. 
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Gela  établi,  posant  : 

Carré  de  8870 78676900 

Double  de  la  racine  8870,  plus  1 17741 

La  somme  ou  le  carré  de  8871  est 78694641 

Double  de  la  racine  8871,  plus  1 17743 

La  somme  ou  le  carré  de  8872  est 78712384 

Double  de  la  racine  8872,  plus  1 17745 

La  somme  ou  le  carré  de  8873  est 78730129 

Double  de  la  racine  8873,  plus  1 17747 

La  somme  ou  le  carré  de  8874  est 78747876 

Double  de  la  racine  8874,  plus  1 17749 

La  somme  ou  le  carré  de  8875  est 78765625 

Ce  dernier  carré  étant  supérieur  au  nombre  formé  par  les  4  pre- 
mières trancbes  k  gauche  du  nombre  proposé,  c'est  celui  de  8874  qui 
c«t  le  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  ce  nombre;  donc  i  est  le 
4*  chiffre  de  la  racine. 

Pour  calculer  le  5*  chiffre,  on  opère  comme  pour  le  précédent  : 

Carré  de  88740 7874787600 

Double  de  la  racine  88740,  plus  1 17Ttat 

La  sonune  ou  le  carré  de  88741  est 7874965081 

Double  de  la  racine  88741,  plus  1 177483 

La  somme  ou  le  carré  de  88742  est 7875142564 

Ce  dernier  carré  étant  supérieur  au  nombre  proposé,  c'est  que  1  est 
le  5*  chiffre  de  la  racine,  et  que,  par  conséquent,  la  racine  demandée 
est  887,41. 

Quant  au  reste,  on  Tobtient  en  retranchant  du  nombre  formé  par 
toutes  les  tranches  le  plus  grand  carré  trouvé  qui  y  est  contenu,  et  en 
séparant  sur  la  droite  de  la  différence  deux  fois  plus  de  chiffres  déci- 
maux qu'il  n'y  en  a  à  la  racine;  on  trouve  ainsi  que,  dans  Fexemple 
choisi,  ce  reste  est  16,2319. 

Remarquant  que  les  doubles  de  racines,  plus  1,  que  Ton  ajoute  suc- 
cessivement, augmentent  de  deux  unités,  on  voit  que  Textraction  de  la 
racine  se  réduit  ainsi  uniquement  k  une  série  d'additions  fort  simples; 
et  comme,  pour  chaque  chiffre  de  la  racine,  le  nombre  de  ces  addi- 
tions est  5  en  moyenne,  sans  jamais  dépasser  9,  il  en  résulte  que  Ton 
peut,  en  moins  d'une  heure,  calculer  la  racine  d'un  nombre  de  plus 
de  60  chiffres,  ce  qu'on  aurait  de  la  peine  k  faire  en  une  demi-journée 
en  suivant  la  règle  ordinaire  (242). 

284.  Étant  donné  le  cube  d'un  nombre  entier  n,  trouver  celui  de 
(n-f  4).  Ona  (247) 

[n  4- 1  ;»  =  n*  -f  3n«  +  3w  -f  ^ . 

Comme  3n'  est  éi^l  k  la  somme  s  dos  n  premiers  termes  de  la  pre- 
mière série  'T  n*  282;,  pour  obtenir,  par  exemple,  le  cube  de  21,  con- 
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Baissant  celui  de  20,  on  posera  : 

Cube  de  n  =  aO SOOO 

Somme  des  termes  *'  =  3««  ou  —  =3x«0*  ou  —rr— . .  .  .  lîOO 
n                             «u 

•  feis  la  FacÎDe  n=iO • •  •  •  <S0 

Lufliti i 


Faisant  la  somme^  elle  sera  le  cube  de  31,  qui  est  bien 926t 

28i$.  Étant  donnés  les  cubes  de  deux  nombres  «ntiers  «onsécutifs 
n  et  n  +  4,  irouver  celui  du  nombre  entier  immédiatement  supérieur 

On  a  d^ord  (SS4),  en  désignant  par  d  la  diffërenee  des  cubes  (ti  +  1)' 
et  n», 

d=:3n«  +  3n  +  i. 

Posant  ensuite  (284) 

(n  +  2)»  =  (n  +  4)»  +  3 (n  +  1)«  +  3  (71  +  1)  +  i  ; 
d'où,  en  effectuant  les  calculs, 

(n  +  2)»  =  (n  +  4)*  +  3n«  +  6n  +  3  +  3n  +  3  tjhd, 
et,  par  «aite. 


(n  +  2)»  =  (n  +  4  )»  +  (3n«  +  3n .+  4  )  +  6  (n  +  1  ) 

=  (n+l)»  +  d-f  6(n  +  4). 

r^près  cela,  ayant, :par  exemple,  20>=:8(Me  [et  âi'^i)iS164^  pour  dé- 
tarniiner  le  <mbe  de  âS,,  puis  aeiui  de  id,  .elc,  on  poaara.: 

Cube  de  31  (*»4) 9201 

TMflôronce  <£=1Ï>— K)« IMl 

•S  (m  +1),  ««  •  <oiB  la  ranM'tl liS 

Faisant  la  sonmie,  elle  donne  le  cube  de  2S,  qui  est lOSiS 

Différence  de  ce  cube  au  précédent i  387 

6  fois  la  racine  JIS.  .  ^  • ..  ^  -  «  .  •  ...  .  « US 


n  «ubo'fc  «3 19167 

286.  Extraction  de  la  racine  cubique  par  des  additions  successives. 
En  s*iqipD3aBnt  sur  ce  .qui  a. été  éA  an  >dbuK  nnnwros  précédents,  on 
peut,  cvHnnie  pour  la  racine  carrée  (288),  extraire  la  racine  cubique  au 
moyen  d'additions  successives. 

ïfioit,  par  exemple,  à  extraire  la  racine  cubrqtic,  \  moins  d'un  millième, 
te  membre  97002,1^1669.  LV»pératron  se  ramène  (280,  2%  2*  cas)  à  extraire 
hi*«a«ne  calHqiie,  à  moins  d'une  nnité,  du  nombre  97062526^90000, 
ét>k  sépiarcr  3  chiffres  •décimauKSur  la  droite  du  rcsuttat. 

tba  table  donne,  pour  les  3  premiers  diiffires  it-gattche  de  la  racine,  le 
nombre  459,  dont  le  *eube,  qui  est  le  plus  grand  cube  entier  contenu 
ans  %e  nombre  97  062  526  formé  par  les  '3  premières'  tranches  k  gauche 
du  nombre  dont  on  a  été  amené  à  extraire  la  racine,  est  96702579. 
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Cela  établi,  on  pose,  en  remarquant  que  la  table  donnant  210681 
pour  le  carré  de  459,  trois  fois  le  carré  de  4590,  c'est-a-dire  la  somme  *' 
des  termes  de  la  progression,  est  21  068 100  x  3  =  63  204  300. 

Cube  de  iSOO 96702579000 

Triple  carré  de  la  racioe  4590 63104300 

3  fois  la  racine  4590 13770 

L'unité 1 


Somme  ou  cube  de  4591  (S84) 96765797071 

Différence  entre  ce  cube  et  le  précédent 63218071 

6  fois  la  racine  4591 27546 


Somme  ou  cube  de  4592  (285) 96829042688 

Différence  entre  ce  cube  et  le  précédent 63245617 

6  fois  la  racine  4592 27552 


Cube  de  4593 96892315857 

Différence  entre  ce  cube  et  le  précédent 63273169 

6  fois  la  racine  4593 27558 


Cube  de  4594 96955616584 

Différence  entre  ce  cube  et  le  précédent 63300727 

6  fois  la  racine  4594 27564 


Cube  de  4595 970189U875 

Différence  entre  ce  cube  et  le  précédent 63328291 

6  fois  la  racine  4595 27570 


Cube  de  4596 97082300736 

Ce  dernier  cube  étant  supérieur  au  nombre  formé  par  les  4  premières 
tranches  à  gauche  du  nombre  proposé,  c'est  celui  de  4  595  qui  est  le 
plus  grand  cube  entier  contenu  dans  ce  nombre;  donc  5  est  le  4"  chiffre. 

Pour  calculer  le  5*  chiffre,  on  opère  comme  pour  le  précédent;  mais 
on  remarque  d'abord  que,  pour  obtenir  le  triple  carré  de  45950,  on 
pourra  simplifier  les  calculs  en  décomposant  ce  nombre  en  45  900  et 
50,  et  en  posant  (240)  : 

Carré  de  45  900,  qui  s'obtient  en  écriyant  4  léros  à  la 

droite  du  carré  de  459,  que  donne  directement  la  table.  2106810000 

45900X50X2 4590000 

Carré  de  50 2500 


Somme  de  ces  trois  parties  ou  carré  de  45950 2111402500 

Multipliant  par  3,  on  a  pour  le  triple  carré 6334207500 

Cette  manière  de  calculer  le  carré  ou  le  triple  carré  d'un  nombre 
formé  en  écrivant  un  et  même  plusieurs  chiffres  à  la  droite  d'un  autre 
nombre,  dont  on  connaît  le  carré,  peut  souvent  permettre  d'abréger 
des  calculs  pénibles  ;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  l'extraction 
de  la  racine  cubique,  où  l'on  a  besoin  de  calculer  successivement  le 
triple  carré  de  la  partie  de  racine  obtenue  {%k%  et  280). 

Cela  établi,  on  calculera  le  5*  chiffre  cherché  en  formant  le  tableau, 
suivant  d'opérations  : 
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Cube  de  45950 97018944875000 

Triple  carré  de  la  racine  45950 6334907500 

8  fois  la  racine  45950 137850 

L'unité 1 


Ck^  i2e  45951 97 0S5 279 820 351 

Différence  entre  ce  cnbe  et  le  précédent 6  834845351 

6  fois  la  racine  45951 875706 


Cu^^e  45958 97031613841408 

Différence 6334681057 

6  lois  la  racine 875718 


Cube  de  45953 -    97037948738177 

Différence 6334896769 

6  fois  la  racine 875718 


Cube  de  45954 97044883910664 

Différence 6335178487 

6  fois  la  racine 875784 


CttÂerfe  45955 97050619358875 

Différence 6335448311 

6  fois  la  racine 875780 

Cube  de  45956 97056955088816 

En  continuant,  on  trouverait  que  le  cube  de  45  957  est  plus  grand 
que  le  nombre  97062586  890  000  formé  par  les  5  premières  tranches; 
donc  6  est  le  6*  chiffre  cherché,  et,  par  suite,  la  racine  demandée  est 
45,956.  Quant  au  reste,  on  l'obtient  en  retranchant  du  nombre  formé 
par  toutes  les  tranches  le  plus  grand  cube  trouvé  qui  y  est  contenu, 
et  en  séparant  sur  la  droite  de  la  différence  trois  fois  plus  de  chiffres 
décimaux  qu'il  y  en  a  à  la  racine.  On  trouve  ainsi  que,  dans  l'exemple 
qui  nous  occupe,  le  reste  est  5,571 807184. 

Quel  que  soit  le  nombre  des  chiffres,  on  les  calculerait  comme  les 
chiffres  5  et  6  de  l'exemple  précédent. 

Il  est  k  remarquer  que  les  opérations  précédentes  se  réduisent  à  des 
additions;  en  effet,  la  différence  de  deux  cubes  consécutifs  est  égale  et 
la  somme  des  deux  nombres  écrits  entre  ces  cubes,  et  6  fois  la  racine 
s'obtient  en  ajoutant  simplement  6  au  dernier  de  ces  deux  nombres. 


MOYENS    d'ABRÉOER    LES    CALCULS    RELATIFS    A    l'EXTRAGTION    DE    LA    RACINE 
CARRÉE   ET  DE  LA  RACINE  CUBIQUE. 

287.  Pour  extraire  la  racine  m»*»«  d'un  nombre  entier  A  avec  une 
erreur  moindre  que  l'unité,  il  suffit  de  connaître  plus  de  la  m**»«  partie 
du  nombre  des  chiffres  de  A,  à  partir  de  la  gauche;  c'est  plus  de  la 
moitié  pour  la  racine  carrée,  et  plus  du  tiers  pour  la  racine  cubique. 

Comme  l'erreur  tend  à  diminuer  la  racine,  puisqu'on  a  diminué  le 
nombre  dont  on  l'extrait,  il  en  résulte  que  pour  extraire  la  racine 
wi»*»*,  k  moins  d'une  unité,  d'un  nombre  entier  composé  de  n  chiffres, 

il  suffit  de  prendre  sur  la  gauche  de  ce  nombre  au  moins chiffres, 

et  de  remplacer  tous  les  autres  par  des  zéros;  puis* d'extraire  du  nom- 
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bre  qai*en  résulte  la  racine  m»^"»«,  approchée  par  excès  .ù  mobue  d'une 
unité.  Ainsi  : 

1*  La  racine  carrée  274,  approchée  par  excès  k  nroins  d'une  unité, 
du  nombre  74600,  est  la  racine  carrée,  k  moins  d'une  unité,  du  nombre 
7  46  73,  et  en  général  de  tous  les  nombres  entiers  de  5  chiffres  4ont  les 
3  premiers  k  gauche  forment  le  nombre  746.  De  même,  la  racine  car- 
rée 8  874^  approchée  par  excès  k  moins  d'uhe  unité»  du  nombre 
7875!a*000  est  la  racine  carrée,  k  moins  d'une  unité,  4u  «nombre 
78751^7400  (279). 

2**  Ija  racine  cu^bique  460,  approchée  par  excès  k  inoitts  d'nme  unité, 
du  nombre  97  000  000,  est  la  racine  cubique,  k  moins  «d'une  unhé,  du 
nombre  97062526.  De  même,  la  racine  cubique  45957,  approchée  par 
excès  k  jnoins  d'une  unité,  du  nombre  97062000000000,  est  la  racine 
cubique,  k  moins  d'une  unité,  du  nombre  97062526^93127  (280). 

Bemarque  1".  Ce  qui  précède  est  encore  applicable  k  l'extraction  de 
la  racine  carrée,  de  la  racine  cubique  et  en  général  d'une  racine 
m»*»«  d'un  nombre,  k  moins  d'une  unité  décimale  d'un  ordre  déter- 
minée (264,  263,  279  et  280).  Ainsi  : 

i*  La  racine  carrée  2,74,  approchée  par  excès  k  moins  d'un  centième, 
du  nombre  7,4600,  est  la  racine  carrée,  k  moins  d'un  centième,  flu 
nombre  7,4673  42. 

2*  La  racine  cubique  45,957,  approchée  par'  excès  k  moins  d'un  mil- 
ïîème,  du  nombre  97062,0000f00'000,  est  la  rticine  tubique,  k  moms 
d*un  millième,  du  nombre  970e2;526'89. 

Bemarque  2.  De  ce  quî  précède,  il  i-ésulte  <ïue  (fuanfl  on  srra  bbfigé 
de  calculer  le  nombre  dont  on  aura  k  eltraSrt  une  racine,  commp,  par 
exemple,  lorsqu'il  s'agira  d'extraire  une  racine  ^*une  fraction  f261  et 
Î63),  on  pourra  ne  calculer  que  le  nombre  con-venable  des  premiers 
chiffres  k  gauche  de  ce  nombre. 

288  Lorsqu'en  extrayant  la  racine  carrée,  k  moins  d'une  unité,  d'un 
nombre  entier,  on  a  obtenu  plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  cette  ra- 
cine, on  peut  obtenir  tous  les  autres  en  divisant  sitnplement  le  nombre 
proposé  moins  le  carré  de  la  partie  de  racine  obtenue,  c^est-k^ire  le 
nombre  formé  par  le  dernier  reste  obtenu  suivi  des  tranches  sur  Ics- 
quoiles  on  n'a  p«8  encore  opéré,  iparle  double  de.  la  jpartie  de  racine 
obtenue. 

Ainsi  dans  l'exemple  de  la  page  79,  ayant  calculé,  soit  par  la  règle 
'génèmYe,  soit  au  moyen  de  la  table,1e6  trois  premiers  chiffres  à  gaodie 
de  la  racine,  Hes  deux  chiffres  suivants  'de  la  Tacine  seront  donnés, 
«»omme  le  montre  l'opération  suivante,  par  le  quotient  de  la  dmsioo 
du  nombre  7  43 74  37,  obtenu  en  écrivsoit.k  la  «droite  du  dernier  reste 
743  les  tranches  sur  lesquelles  on  n'a  pas  encori^  opéré,  «par  le  double 
'Î77400  de  la  partie  de  racine  obtenue  8«700  : 

7437437  |  177400 
03414 


464037 


41 
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La  raciiie  carrée,  à  moîiis  d*ane  unité,  ainsi  obtenne,  est  exacte,  ou 
pèche  par  défaut  ou  par  excès,  selon  que  le  carré  du  quotient  ki  est 
ivaipectivenient  égal  au  mste  16  4ê37  de  la  division,  ou  qu*il  est  plus 
.j^t  ou  plus  grand  que  ce  reste.  Ainsi,  dans  rexon^|)le  qui  nous  oc- 
4mpcw  ayant  41<  uni  16  «I  <  16  4037,  la  racine  6  87  41  pècbe  par  défaut. 

fin  appliquant  siiniâtanément  cette  rè^e  et  c^le  du  numéno  précé- 
dait, «in  est  amené  à  laîre  la  •division  suivante  : 


7430000 
33  40 
156600 


177400 


41 


qui  donne  encore,  pour  la  racine  carrée,  k  moins  d'une  unité  par 
excès,  88742. 

289.  Lorsqu  en  extrayant  la  racine  cubique,  k  moins  d*une  unité, 
d'un  nombre  entier,  on  a  obtenu  au  moins  la  moitié  plus  un  des  chif- 
fres de  cette  racine,  on  peut  obtenir  tous  les  autres  en  divisant  sim- 
plement le  nombre  proposé  moins  le  cube  de  la  partie  de  racine  ob- 
tenue, c'est-k-dirc  le  nombre  formé  par  le  dernier  reste  obtenu  suivi 
des  tranches  sur  lesquelles  on  n'a  pas  encore  opéré,  par  le  triple  carré 
de  la  partie  de  racine  obtenue. 

Ainsi,  dans  Fexemple  de  la  page  81,  ayant  calculé,  soit  par  la  règle 
générale,  soit  au  moyen  de  la  table,  les  4  premiers  chiffres  k  gauche 
de  la  racine,  le  chiffre  suivant  (ce  serait  les  2  chiffres  suivants  si  la  ra- 
cine devait  avoir  6  chiffres)  de  la  racine  s'obtiendra,  comme  le  montre 
l'opération  suivante,  en  divisant  le  nombre  43582018127  par  le  triple 
carré  6334207500  de  la  partie  de  racine  obtenue  45950 

43  582  018127  |  6  334207500 
5576  773  127 


La  racine  cubique,  k  moins  d'une  unité,  ainsi  obtenue,  est  exacte, 
ou  pèche  par  défaut  ou  par  excès,  selon  que  le  produit  de  la  somme  de 
3  fois  la  partie  de  racine  obtenue  45  950,  et  du  quotient  6,  par  le  carré 
de  ce  quotient,  est  respectivement  égal  au  reste  5  576  773 127  de  la  divi- 
sion, ou  qu'il  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  ce  reste.  Ainsi,  dans 
l'exemple  qui  nous  occupe,  ayant 

(3  X  45  950  +  6)  X  6*  =  4  962  816  <  5  576  773  127, 

la  racine  45956  pèche  par  défaut,  k  moins  d'une  unité. 

En  appliquant  simultanément  cette  règle  et  celle  du  n"  287,  on  est 
amené  d'abord  k  déterminer,  soit  par  la  règle  générale,  soit  en  s'ai- 
dant  de  la  table,  les  4  premiers  chiffres  4595  k  gauche  de  la  racine  du 
nombre  97062000000000,  ce  qui  donne  le  reste  43  055125  000;  puis  k 
faire  la  division  suivante  : 

43055125000  1  6  334207500 


5049  880000  |"g 
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Ce  qui  donne  encore,  pour  la  racine  cubique,  à  moins  d'une  unité 
par  excès,  45957. 

Si  la  racine  devait  avoir  6  chiffres,  après  avoir  déterminé  les  4  pre- 
miers 4595,  on  aurait  obtenu  les  deux  autres  par  la  marche  précédente. 

290.  Remarque,  Les  règles  des  deux  numéros  précédents  [s^appli- 
qneni  encore  à  Fextraction  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique, 
à  moins  d'une  unité  décimale  d'un  ordre  déterminé,  d'un  nombre 
quelconque,  préparé  de  manière  qu'il  contienne  2  ou  3  fois  plus  de 
chiffres  décimaux  qu'on  n'en  demande  à  la  racine  (287.  Remarques), 

891 .  Table  des  carrés  et  des^cubes  des  nojnbres  entiers  consécutifs  de 
\  à  1000,  et  des  longueurs  des  circonférences  et  des  surfaces  des  cercles 
dont  les  diamètres  sont  exprimés  par  les  mêmes  nombres  entiers  consé- 
cutifs de  1  à  4000. 
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113 

12769 

1442897 

355.00 

10028.75 

16a 

26569 

4330747 

512.08 

20887 

lU 

12996 

1481544 

358.14 

10207.03 

164 

26896 

4410944 

515.22 

11224 

115 

13225 

1520875 

361.28 

10386.89 

165 

27225 

4492125 

518.36 

Î1381 

116 

13456 

1560896 

364.42 

10566.32 

166 

27556 

4.574296 

521.50 

t1842 

117 

13689 

1601613 

367.57 

10751.32 

167 

27889 

4657463 

524.65 

11904 

118 

13924 

1643032 

370.71 

10935.88 

168 

28224 

4741632 

527.70 

11167 

119 

14161 

1685159 

373.85 

11122.02 

169 

28561 

4826809 

530.93 

11482 

no 

14400 

1728000 

376.99 

m09.73 

170 

28900 

4913000 

534.07 

11898' 

Itl 

14641 

1771561 

380.18 

11499.01 

171 

29241 

5006211 

537.21 

11988 

1S2 

14884 

1815848 

383.27 

11689.87 

172 

29584 

5088  448 

540.35 

23135 

123 

15129 

1860867 

386.42 

11882.29 

173 

29929 

5177  717 

543.50 

13506 

124 

15376 

1906624 

389.56 

12076.28 

174 

30276 

5268  024 

546.64 

23779 

125 

15625 

1953125 

392.70 

12271.85 

175 

306  25 

5359  375 

549.78 

24053     1 

120 

15876 

2000376 

395.84 

12468.98 

176 

30976 

5451776 

552.92 

24818 

127 

16129 

2048383 

398.98 

12667.69 

m 

81329 

5545233 

556.06 

14886 

128 

16384 

2097152 

402.12 

12867.96 

178 

31684 

5639752 

559.20 

24885 

120 

16641 

2146689 

405.27 

13069.81 

179 

32041 

5735339 

562.35 

25185 

130 

16900 

2197000 

408.41 

13273.23 

180 

32400 

5832000 

565.49 

25447 

181 

17161 

2248091 

411.55 

1«78.22 

181 

32761 

5929741 

568.63 

15780 

132 

17424 

2299968 

414.69 

13684.78 

182' 

331  ?4 

6028568 

571.77 

26816 

188 

17689 

2352637 

417.83 

13892.91 

183 

33489 

6123487 

574.91 

26881   ^ 

134 

17956 

2406104 

420.97 

14402.61 

184 

3  38  56 

6229504 

578.05 

26590 

185 

18225 

2460375 

424.12 

14313.88 

185 

34225 

6331625 

581.19 

16880 

13< 

18496 

2515456 

427.26 

14626.72 

186 

34596 

6434856 

584.34 

17171 

137 

18769 

2571  3S3 

430.40 

14741.14 

187 

34969 

6  539203 

587.48 

17465 

138 

19044 

2628  072 

433.54 

14957.12 

188 

35344 

6644672 

590.62 

27759 

139 

19321 

26^3619 

436.6S 

15174.68 

189 

3  5721 

6751269 

593.76 

1803J 

140 

19000 

2744000 

439.82 

15393.80 

190 

36100 

6859000 

596.90 

18353 

141 

19881 

2803221 

442.96 

15814.50 

191 

36481 

6967871 

600.04 

18651 

142 

20164 

2  863288 

446.11 

1  .'3836  77 

192 

36864 

7  077888 

603.19 

18953 

143 

20449 

2924207 

449.25 

1  GOGO.  01 

193 

37249 

7189057 

606.33 

19255 

144 

20736 

2985  984 

452.39 

16286.02 

194 

37636 

7  301384 

609.47 

29559 

145 

21025 

3048625 

455.53 

16513.00 

195 

38025 

7414875 

612.61 

19885 

140 

21316 

3112136 

458.67 

16741.55 

106 

38416 

7  529536 

615.75 

80171 

147 

21609 

3176523 

461.81 

16971.67 

197 

388  09 

7645373 

618.89 

30481 

148 

21904 

3241792 

464.96 

17203.36 

198 

39204 

7762392 

622.04 

30791 

149 

22201 

3307940 

468.10 

17436.62 

199 

39601 

7880590 

625.18 

31103 

150 

22500 

3375000 

471.24 

17671.46 

too 

40000 

8  000000 

028.32 

31818 

1.10 


soo 
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Gsxés. 

Gobei. 

Gireon- 
lésences. 

Gardât. 

l| 

Carrés. 

Cubes. 

Circon- 
féieaces. 

Gsndes. 

20i 

40401 

8120601 

631.16 

31731 

251 

68001 

15813251 

78S.;S4 

4948^ 

202 

408  04 

8242408 

634.60 

32047 

252 

63504 

16003008 

791.68 

49876 

203 

41209 

8365427 

637.74 

32365 

253 

64009 

16194277 

794.82 

50273 

204 

41016 

8489664 

640.83 

32685 

254 

64516 

16387064 

797.96 

50671 

205 

42025 

8615125 

644.03 

33006 

255 

65025 

18581375 

801.11 

51071 

206 

4U36 

8741816 

647.17 

83329 

256 

65536 

16777216 

804.25 

S1479 

207 

42849 

8869743 

650.31 

33654 

257 

66049 

16974593 

807,39 

51875 

208 

43264 

8998912 

653.45 

33979 

258 

66564 

17173512 

810.53 

52279 

209 

43681 

91293S9 

656.59 

34307 

259 

67081 

17373979 

813.67 

52685 

2tO 

441^0 

9281000 

659.73 

34636 

260 

67600 

17576000 

816.81 

53093 

ftl 

445«1 

9398981 

662.88' 

3496T 

261 

68121 

17779581 

819.96 

53509 

212 

44944 

9528128 

666.02 

35299 

202 

68644 

'  17984728 

823.10 

53913 

»3 

45309 

9663597 

669.16 

35633 

263 

69169 

18 191 447 

826.24 

54325 

2f4 

45796 

9800344 

672.30 

35968 

264 

69696 

18399744 

829.38 

54739 

215 

46225 

9938875 

675.44 

36305 

265 

70225 

18609625 

832.52 

5515» 

US 

466«6 

iaorr696 

10218313 

678.58 

86644 

266 

70756 

18821096 

835.66 

55979 

917 

47089 

631.73 

36984 

267 

71289 

19034163 

838.81 

55990 

318 

47524 

10360232 

684.87 

37325 

268 

71824 

19248832 

841.95 

56410 

219 

47961 

10563439 

688.01 

37668 

269 

72301 

19465109 

845.09 

56832 

2S0 

48400 

10648000 

691.15 

3S0I3 

270 

72900 

19683000 

848.23 

57256 

221 

48841 

10793861 

694.29 

38360 

271 

73441 

19902511 

851.37 

57680 

222 

49284 

10941048 

697.43 

38708 

272 

73984 

20123648 

854.51 

58107 

223 

49729 

11089567 

700.58 

39037 

273 

74529 

20346417 

857.65 

58535 

224 

5  0176 

11239424 

703.72 

39408 

274 

75076 

20570824 

860.80 

58965 

2t» 

50625 

11390625 

706.86 

39761 

275 

756*25 

20796875 

863.94 

59396 

228 

51076 

11543176 

710.00 

40115 

276 

76176 

21024576 

867.08 

59898 

287 

51529 

11697083 

713.14 

40471 

277 

76T29 

21253933 

870.22 

60263 

228 

51984 

118S2352 

716.28 

40828 

278 

7  7284 

21484952 

873.36 

60699 

22» 

52441 

12008089 

719.42 

41187 

279 

77841 

21717639 

876.50 

61136 

U» 

52900 

11167000 

722.57 

41548 

280 

78400 

21952000 

870.65 

61575 

28t 

53361 

12398891 

725.71 

41910 

281 

78061 

22188041 

882.79 

69016 

282 

53824 

12487168 

728.85 

42273 

282 

79524 

22425768 

885.93 

62458 

283 

54289 

12640337 

731.99 

42638 

283 

80089 

22665187 

839.07 

62909 

284 

54756 

12812904 

735.13 

43005 

284 

80656 

22906304 

892.21 

63.U7 

285 

85125 

1297T875 

738.27 

43874 

285 

81225 

23149125 

895.35 

63794 

236 

55606 

13144256 

741.42 

437U 

286 

81796 

23393656 

898.50 

64249 

237 

56169 

13312053 

744.56 

44115 

287 

82369 

23639903 

901.64 

64692 

238 

56644 

18481272 

747.70 

44438 

288 

82944 

23887872 

904.78 

65144 

239 

57121 

13651919 

750.84 

44863 

289 

83521 

24137569 

907.92 

65597 

240 

57600 

18824000 

753.98 

45239 

290 

84100. 

24389000 

911.06 

66059 

241 

580N 

13997521 

757.12 

45617 

291 

84681 

24642171 

914.20 

66508 

242 

58564 

14172488 

760.27 

4^996 

292 

85264 

24897  088 

917.35 

66966 

248 

59049 

14348  907 

763.41 

46377 

293 

85849 

25153757 

920.49 

07496 

244 

59536 

14526784 

766.55 

46759 

294 

86436 

25412184 

023.63 

67887 

24» 

6002S 

14706125 

769.69 

47144 

295 

87025 

25672375 

926.77 

68348 

246 

60516 

14886936 

772.83 

47529 

296 

87616 

25934338 

929.91 

68818 

247 

61009 

15  069  223 

775.97 

47916 

297 

88209 

26198  073 

933.05 

69278 

248 

61504 

15  21)2  902 

779.12 

48305 

298 

88804 

264635^2 

936.19 

69746 

249 

62001 

15438249 

782.26 

48695 

299 

89401 

26730899 

939.34 

70219 

25» 

62500 

15625000 

785.40 

40087 

aoo 

90000 

97000000 

942.48 

70688 

fi^O 


500 
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«al 

Gnrés. 

Gnl)6S. 

Circon- 
férences. 

Geieles. 

Ganét. 

Gnbek 

Gtrcon- 
fënncfis. 

Gerdes. 

301 

90601 

27276901 

945.62 

7U58 

351 

123201 

43243551 

1162.70 

96762 

30t 

91204 

27  543608 

948.76 

71631 

352 

123904 

43614208 

1105.84 

97314 

303 

918  09 

27818127 

951.90 

72107 

353 

124609 

43986977 

1108.98 

97S68 

304 

92416 

28094464 

955.04 

72583 

354 

125316 

44361864 

1112.12 

98423 

305 

93025 

28372625 

958.19 

73062 

355 

126025 

44738875 

1115.27 

989âO 

306 

93636 

28652616 

961.33 

73542 

356 

126736 

451J80I6 

1118.41 

99538 

307 

94249 

28934443 

964.47 

74023 

357 

127449 

45499293 

1121.55 

100098 

308 

94864 

29218112 

967.61 

74506 

358 

128164 

45  882712 

1124.60 

100660 

309 

95481 

29503629 

970.75 

74991 

359 

128881 

46268279 

1127.83 

lOlSîi 

310 

96100 

29791000 

973.89 

75477 

360 

129600 

46656000 

1130.97 

1017S8 

311 

96721 

30080231 

977.04 

75964 

361 

130321 

47045881 

1134.11 

10Î354 

31S 

97344 

30371328 

980.18 

76454 

362 

131044 

47437928 

1137.26 

1029!£ 

313 

97969 

30664297 

983.32 

76945 

363 

131769 

47832147 

1 140.40 

103491 

314 

98596 

30959144 

986.46 

77437 

364 

132496 

48228544 

1143.54 

104061 

315 

99225 

31255875 

989.60 

77931 

365 

133225 

48627125 

1146.68 

104635 

316 

99866 

31554496 

992.74 

78427 

366 

133956 

49027896 

1149.81 

105209 

317 

100489 

31855013 

995.88 

78924 

367 

1346  89 

4943086ar 

1152.96 

105784 

318 

101124 

32157432 

999.03 

79423 

368 

135424 

49836032 

1156.11 

106341 

319 

101761 

32461759 

1002,17 

79U3i3 

369 

136161 

50243409 

1159.25 

106941 

320 

lOUOO 

32768000 

1005.31 

80425 

370 

136900 

50653000 

1162.89 

1075Î1 

321 

103041 

33076161 

1008.45 

80928 

371 

137641 

51064811 

1165.53 

108103 

322 

103684 

33386248 

1011.59 

81433 

372 

138384 

51478848 

1161«.67 

108687 

323 

104329 

33698  267 

1014.73 

81940 

373 

139129 

51895117 

1171.81 

109Î7Î 

324 

104976 

34012224 

1017.88 

82448 

374 

139876 

52313624 

1174.96 

109858 

325 

105625 

34328125 

1021.02 

82958 

375 

140625 

52734375 

1178.10 

110447 

326 

106276 

34645976 

10)4.16 

83469 

376 

141376 

53157376 

1181.24 

111036 

327 

106929 

34965783 

1027.30 

83982 

377 

142129 

53582633 

1184.38 

lll«tt 

328 

107584 

35  287  552 

1030.44 

84496 

378 

142884 

54010152 

1187.52 

112221 

329 

108241 

35611289 

1033.58 

85012 

379 

143641 

54439939 

1190.66 

11281S 

330 

108900 

35937000 

1036.73 

85530 

380 

144400 

54872000 

1193.81 

113411 

331 

109561 

36264691 

1039.87 

86049 

381 

145161 

55306341 

1 196.95 

114009 

332 

110224 

36594368 

1043.01 

86570 

382 

145924 

55742968 

1200.09 

114608 

333 

1108  89 

36926037 

1046.15 

87092 

383 

146689 

56 181 887 

1203.23 

115209 

334 

111556 

37259704 

1040.29 

87616 

384 

147456 

56623104 

1206.37 

115811 

335 

112225 

37595375 

1052.43 

88141 

385 

148225 

57066625 

1209.51 

116416 

336 

112896 

37933056 

1055.58 

88668 

386 

148996 

57512456 

1212.65 

117021 

337 

113569 

38272753 

1058.72 

89197 

387 

149769 

57960603 

1215.80 

1176M 

338 

114244 

38  614472 

1061.86 

89727 

388 

15  0544 

58411072 

1218.94 

118237 

339 

114921 

38958  219 

1065.00 

90259 

389 

151321 

58863869 

1222.08 

118847 

340 

1156  00 

39304000 

1068.14 

90792 

390 

152100 

59319000 

1225.22 

119459 

341 

116281 

39651821 

1071.28 

91327 

391 

152881 

59776471 

1228.36 

12007* 

342 

116964 

40001688 

1074.42 

91863 

392 

153664 

60236288 

1231.50 

120687 

343 

117649 

40353607 

1077.57 

92401 

393 

154449 

60698457 

1234.65 

121304 

344 

118336 

40707  584 

1080.71 

92941 

394 

155236 

61162984 

1237.79 

121922 

345 

119025 

41063625 

1083.85 

93482 

395 

156025 

61629875 

1240.93 

122542 

346 

119716 

41421736 

1086.99 

04025 

396 

156816 

62099136 

1244.07 

123163 

347 

120409 

41 781  023 

1090.13 

94569 

397 

157669 

62570773 

1247.21 

123786 

348 

121104 

42144192 

1093.27 

05115   t 

398 

158404 

63044792 

1250.35 

124410 

349 

121801 

42  508  549 

1096.42 

95662 

399 

159201 

63521199 

1253.50 

125036 

350 

122500 

42875000 

1099.56 

96211 

400 

160000 

64000000 

1256.64 

125664 

SJSO 


400 
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Gairés. 

Gobes. 

Circon- 
férences. 

Gardes. 

M  JS 

II 

Carrés. 

Gobes. 

Circoo- 
ferences. 

Cercles. 

401 

16  08  01 

64431201 

1259.78 

126293 

451 

203401 

91733851^ 

1416.86 

159751 

402 

161601 

6496*808 

1262.92 

126923 

452 

204304 

92345408 

1420.00 

160460 

403 

16  2409 

654:30827 

1260.00 

127o06 

453 

205209 

92959677 

1423.14 

161171 

404 

163216 

6o0392f>i 

12fi9.20 

128190 

454 

206116 

93576664 

1426.28 

161883 

40S 

1640  25 

66430123 

12:i.3o 

128823 

455 

207025 

94196375 

1429.42 

162597 

406 

164836 

66923416 

1275.49 

129462 

456 

207936 

94818816 

1432.57 

163313 

407 

165649 

6/419143 

1278.63 

130100 

457 

2088  49 

95443993 

1435.71 

164030 

408 

166464 

67917312 

1281.77 

130741 

458 

209764 

96071912 

1433.85 

164748 

409 

157281 

68417929 

1284.91 

131382 

459 

210681 

96702579 

1441.99 

165468 

410 

168100 

68921000 

1288.05 

132025 

460 

211600 

97  336000 

1445.13 

166190 

411 

168921 

69426531 

1291.19 

132670 

461 

212521 

97972181 

1448.27 

166914 

41f 

169744 

69934528 

1294.34 

133317 

462 

213444 

98611128 

1451.42 

167639 

413 

170569 

70444997 

1297.48 

133965 

463 

214369 

99252847 

1454.56 

168365 

414 

171396 

70957  944 

1300.62 

134614 

464 

215296 

99897344 

1457.70 

169093 

415 

172225 

71473375 

1303.76 

13j265 

465 

216225 

100544625 

1460.84 

169823 

419 

173056 

71 991  296 

1306.90 

135918 

466 

217156 

101 11)4696 

1463.98 

170554 

417 

173889 

72511713 

1310  04 

136572 

467 

218089 

101847  563 

1467.12 

171287 

418 

174724 

73034032 

1313.19 

137228 

468 

219024 

102503232 

1470.27 

172021 

419 

175561 

73560  059 

1316.33 

137885 

469 

219961 

103161709 

1473.41 

172757 

4S0 

176400 

74088000 

1319.47 

138544 

470 

220900 

103823000 

1476.55 

173494 

4tl 

177241 

74618461 

1322.61 

139205 

471 

221841 

104487111 

1479.69 

174234 

42S 

178084 

75151448 

1325.75 

139867 

472 

2227  84 

105154018 

1482.83 

174974 

4t3 

178929 

75  686  967 

1323.89 

140531 

473 

2237  29 

105823817 

1485.97 

175716 

424 

17  97  76 

76225024 

1332.04 

141196 

474 

224676 

106496424 

1489.11 

176460 

425 

180625 

76765625 

1333.18 

141863 

475 

225625 

107171875 

1492.26 

177205 

426 

181476 

77308776 

1338.32 

142531 

476 

226576 

107850176 

1495.40 

177952 

427 

182329 

77834483 

1341.46 

143201 

477 

227529 

108531333 

1498.54 

178701 

428 

183184 

78402752 

1344.60 

143872 

478 

228484 

109215352 

1501.68 

179451 

420 

184041 

78  953589 

1347.74 

144545 

479 

229441 

109902239 

1504.82 

180203 

430 

184900 

79507000 

1350.88 

145220 

480 

230400 

110592000 

1507  96 

180956 

431 

185761 

80062991 

1354.03 

145896 

481 

231361 

111284641 

1511.11 

181711 

432 

186624 

80621568 

1357.17 

140574 

482 

232324 

111980168 

1514.25 

182467 

433 

167489 

8U82737 

1360.31 

147254 

483 

233289 

112678587 

1517.39 

183225 

434 

188356 

'81746  504 

1363.45 

147934 

484 

234256 

113  379904 

1520.53 

183984 

435 

189225 

82312875 

1366.59 

148617 

485 

235225 

114064125 

1523.67 

184745 

436 

190096 

82881856 

1369.73 

149301 

486 

236196 

114791256 

1526.81 

185508 

437 

190969 

83453453 

1372.88 

149987 

487 

237169 

115501303 

1529.96 

186272 

438 

191844 

81027  672 

1376.02 

150674 

488 

238144 

116214272 

1533  10 

137038 

439 

192721 

84604519 

1379.16 

151363 

489 

239121 

116930169 

1536.24 

187805 

440 

193600 

85184000 

1382.30 

152053 

490 

240100 

117649000 

1539.38 

188574 

441 

194481 

85766121 

1385.44 

152745 

491 

241081 

118370771 

1542.52 

189345 

442 

i9K3  64 

863308S8 

133S.!i8 

153139 

492 

242064 

119095488 

154:i.66 

190117 

443 

196249 

86938  307 

1391.73 

154134 

493 

243049 

119823157 

1548  81 

190390 

444 

197136 

87  528  334 

1394.87 

154830 

494 

244036 

120553784 

1551.95 

191665 

445 

M8025 

88121125 

1398.0; 

155528 

495 

245025 

121287375 

1555.09 

192442 

446 

198916 

88716536 

1401.15 

156228 

496 

246016 

122023938 

1558.23 

198221 

447 

1998  09 

89314623 

1404  29 

156930 

497 

247009 

122763473 

1561.37 

194000 

448 

200704 

89915392 

1407  43 

157633 

493 

248004 

123  505992 

1564.51 

194782 

449 

201601 

90518  849 

1410.58 

158337 

499 

249001 

124251499 

1567.65 

195565 

450 

202500 

91125000 

1413.72 

159043 

500 

250000 

125000000 

1570.80 

196350 

i^SB 

SSSSS^^B 

1 

450 
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CARIIÉS,  €UB£g,  CIRGQNFÉB1BMCE8  ET  CKECLEfi. 


^1 

Gftirts. 

Cobea. 

Circon- 
féceoees. 

•1 

Girx^i. 

Cubes. 

Circoii- 
féiencas. 

Cêidm. 

fiM 

2SI001 

1^751501 

1573.04 

II 
197136   !  551 

303601 

167284151 

1731.02 

238448 

MS 

25  20  04 

126  506  00s 

1577.08 

197923  !:  552 

3047  04 

1G81966U8 

1734.16 

239314 

503 

25  30  09 

127263527 

lî>80.22 

19S713  ;    553 

30  56  09 

/69H2  377 

1737.30 

240182 

504 

2r>4016 

128  024064 

1583.36 

109504  ;;  554 

30G916 

1701131464 

174J.44 

211951 

505 

235023 

138  767625 

1586.50 

200296  '   555 

308025 

170953  875 

1743.58 

241 9S2 

506 

256086 

130  554216 

1589-65 

SOI 090  ;;  sso 

309136 

171879  616 

1746.73 

24±79*i 

J)07 

257049 

130323843 

1592.79 

2'ù\Hh6    ]  557 

310249 

172  SOS  693' 

1740.87 

243069 

508 

25  80C4 

13109Got2 

1595.03 

2U2683  il  558 

811364 

173  741112 

1753.01 

244^5 

BOO 

259081 

131872229 

1599.07 

203  482    .   559 

312481 

174Û7GS79 

175G.15 

245422 

510 

260100 

132661000 

1602.21 

204i82   1  560 

313600 

175616  000 

1759.29 

246301 

511 

201121 

133432831 

1605.85 

2050S4  :!  561 

314721 

176  558481 

1762.43 

247181 

512 

262Ui 

134  217  72S 

IGOS.bO 

2(J.i>S7    ,   "'t»2 

3158  44 

177  504328 

1765.58 

24^063 

513 

:!631Û9 

13u003697, 

1611.64 

£0(»Gy2    i  563 

ai  69 00 

178  4:13  547 

176S.72 

24S«H7 

514 

264196 

135796744 

1614.78 

2U7499  i 

564 

31  8006 

175  400144 

1771.86 

2W.S32 

515 

265225 

130590875 

1617.92 

208307  { 

565 

310225 

1SÛ3'j2125 

1775.0U 

2J0719 

5M 

266256 

137  338096 

1621.06 

209U7  "'  566 

320356 

IS 1321496 

1778.14 

231607 

517 

26  72S9 

1381S8413 

1024.20 

ÏUl)y28  ,;  567 
210741  ';  566 

3^1489 

Itiîi-iii');} 

17S1.2S 

S-,2107 

518 

26  8324 

138  991832 

1627.84 

322624 

183  2:1»  43  i 

17S4.42 

2.iCi-SS 

51« 

269361 

139  798  359 

1630.49 

211556    !   569 

323761 

1 S  4220 009 

1787.57 

2:^2î»i 

5M 

270400 

140606  000 

1633.63 

212372  . 

1 

570 

32  60  00 

185L93000 

1790.71 

255176 

9tl 

271441 

141420761 

1636.77 

213f«9  i 

571 

326041 

lsaiG941il 

1793.83 

•MOTl 

52» 

tmu 

142 236 GIS 

1639.91  , 

214003  {.  572 

3i7is4 

l.>7l4Miîi'< 

179t>.tf:) 

2.6970 

523 

27  3;j29 

143  055.667 

1643.05 

214S29    .   573 

3i83  29 

i^Si:j2..l7 

1SÛ0.13 

257369 

5S4 

2745  76 

148877824 

1646.19 

215051   .•:   574 

3::i'4  76 

Is9liy-2i4 

1SU3JÎ7 

25«770 

525 

275625 

144703125 

t649.»4 

216475  ; 

575 

330625 

19010»>375 

1 S  06.42 

2»671 

596 

276676 

145531576 

1052.48 

217301 

576 

331776 

191102976 

iS09.56 

260576 

517 

27  77  29 

U6  363 163 

io:;:..C2 

21V12S  '!  577 

33  2921» 

tîJii  00  033 

1812.70 

201482 

528 

27  8784 

147197  9:i2 

16 -.s.  76 

2l{j:i..6    '  578 

33 4084 

193  I0UÎ.;)2 

1SI5.84 

2623d9 

529 

27  9841 

148  035^69 

1G61.9U 

219787  ;.  579 

33  Si  41 

19il<*ri39 

181H.9S 

203298 

530 

26  0900 

148  877  000 

1665.04 

220018 

580 

336460 

195112  000 

1822.12 

264206 

53tl 

281961 

149721291 

1608.19 

221452 

581 

337561 

196128941 

1825.27 

265120 

532 

28  8024 

150568  768 

1671.33 

222267 

582 

33  87  24 

|y7  137  36S 

1S2S.41 

266033    !} 

533 

284089 

131419437 

1674.47 

223123 

583 

33  98  89 

198  155  287 

1S31.55 

2ÔG94S 

534 

285156 

152273304 

1677.61 

223961 

584 

3410  56 

199176704 

1834.69 

26736( 

535 

286225 

153130375 

1630.75 

224801 

565 

342225 

2u020t625 

1837.83 

2Ô67«S 

SM 

2872M 

t«3  990656 

1683.89 

225642 

586 

34  3396 

201230056 

1840.97 

269703 

537 

288369 

154854153 

1687.04 

226484 

587 

344569 

202262<J03 

1844.11 

270624 

538 

28  9444 

15:1 720872 

1690.18 

227329 

588 

345744 

203  297  472 

1847.26 

271547 

539 

29  0521 

15C:>90819 

1693.32 

22S175 

580 

346921 

204  336469 

lS:i0.40 

272471 

540 

291600 

157464000 

1696.46 

229022 

590 

348100 

205  370.000 

1853.54 

27B397 

541 

292681 

158340421 

1699.60 

229871 

591 

349281 

20642-i071 

is:;o.68 

274325 

542 

29  3764 

159220088 

1702.74 

230722 

592 

35  0464 

207  474t)6S 

1859.82 

275254 

543 

294849 

160103  007 

1705.88 

231574 

593 

351649 

2us:.iTsj7 

1862.96 

276164 

n44 

2;)  59  36 

160989184 

1709.03 

232428 

594 

35  28  36 

209  5»4  584 

1860.11 

277117 

545 

297025 

161 876625 

1712.17 

233283 

505 

354025 

2d0G44875 

1869.25 

278(04 

546 

298146 

162771336 

1715.31 

234140 

596 

35  5216 

211708  736 

1872.39 

278986    . 

Î.47 

299209 

163667  323 

1718.45 

234998 

597 

35  6409 

212776173 

1875.53 

279923 

548 

300304 

164566592 

1721.59 

235S58 

598 

35  76  04 

213^47^^►2 

1878.67 

2303tâ 

540 

aouoi 

165469149 

1724.73 

236720 

599 

3588  01 

214921799 

1881.81 

281802 

500 

30  2500 

166375000 

1727.88 

237583 

600 

36  0000 

216000000 

1884.96 

282743 

M 

»0 

— . 

\        C 

m 
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11 

Gairài. 

Gobes. 

Circon- 
iéreuoes. 

Racines 
ou  dUmèt. 

GttHs. 

G(il)es. 

Circon- 
férenoes. 

GerelM. 

601 

361201 

217081801 

1S8S.10 

2ft3687 

651 

418801 

275894451 

2045.18 

332853 

eo2 

362*04 

21S167  208 

1.S91.21 

284631 

652 

425104 

277167803 

2048.32 

333876 

603 

3636  09 

219256227 

1S04.38 

283578 

653 

426409 

278443  077 

2051.46 

334901 

604 

364S16 

220348864 

1897.52 

286526 

654 

427716 

279726264 

2034.60 

333927 

605 

•366025 

221 U5 125 

1900.66 

287475   1  655 

429025 

281011375 

2057.74 

336955 

606 

367236 

222545016 

1903.81 

288426 

656 

430336 

282300416 

2060.88 

337985 

607 

36844'J 

223648543 

1906.95 

289379 

657 

431649 

283393393 

2064.03 

339016 

603 

369664 

224700712 

1910.09 

290333 

658 

432964 

234890312 

2067.17 

340049 

609 

370881 

225866529 

1913.23 

291289 

650 

434281 

286191179 

2070.31 

341084 

610 

37tl00 

226981000 

1M6.37 

292247 

660 

435600 

287406000 

2073.45 

342119 

611 

376321 

S28099I31 

I9I0.51 

293200- 

661 

436921 

288804781 

2076.59 

343157 

612 

374544 

229220 92S 

1022.65 

294166 

662 

4382  U 

29011732S 

4079.73 

344196 

613 

37  57  69 

230346397 

1925.80 

2'J3I2S 

663 

439369 

291434247 

20S2.88 

345237 

614 

3769  00 

231475544 

1928.94 

296092 

664 

4V08  96 

292  734  944 

2086.02 

346279 

61 3 

378225 

232608375 

19S2.0S 

2^7057 

665 

442225 

294079025 

2089.16 

347323    H 

616 

3764  56 

23374*896 

1935.22 

298024 

666 

443556 

205408296 

2092.30 

348368 

617 

33  60  89 

234S'»5M3 

193«i.36 

298992 

067 

4448  89 

296740963 

2095.44 

349413 

618 

3819  24 

236  050032 

1941.50 

21)9962 

068 

446224 

298077632 

209  S. 38 

330464 

619 

3â3161 

23717G0IJ9 

1944.65 

300934 

669 

417361 

299418  309 

2101.73 

351314    U 

620 

384400 

238323000 

1947.79 

301907 

670 

448900 

300763000 

2104.87 

352363   fl 

621 

386641 

2394S30ei 

1950.93 

3028^2 

671 

430241 

302111711 

2108.01 

333018    1 

622 

386884 

240641848 

1954.07 

303^58 

672 

431584 

303464448 

2111.15 

334073    n 

623 

388129 

241804367 

19o7.21 

30i8o6 

673 

432929 

304821217 

2114.29 

335730    H 

624 

3S9376 

242970624 

1960.35 

30S815 

674 

'434276 

305 182024 

2117.43 

356788 

625 

39^625 

244140625 

1963.50 

30Ô796 

675 

455623 

307  546875 

2120.38 

357847     1 

626 

391876 

245314876 

1966.64 

307779 

676 

456976 

303915776 

2123.72 

358903    1 

627 

393129 

246491883 

1969.78 

308763 

677 

438329 

310238733 

212Ù.8G 

350971 

628 

394384 

247673152 

1972.92 

309748 

678 

4396  84 

311665732 

2130.UU 

861033 

629 

395641 

248858189 

1976.00 

310736 

679 

461041 

313046839 

2133.14 

362101 

630 

396900 

250047000 

1979.20 

311723 

680 

462400 

314432000 

2136.28 

363163 

631 

396161 

251239591 

1982.31 

312713 

681 

463761 

315821241 

2139.42 

364237 

632 

399424 

2:->243596S 

1985.49 

313707 

0.'}2 

465124 

317214568 

2142.37 

363308 

633 

400689 

253636137 

19S8.63 

314700 

683 

4064  89 

318611987 

2143.71 

3663b0 

634 

401956 

2:4840104 

1991.77 

313696 

C84 

4678  56 

320  013504 

2148.S3 

367433    U 

633 

408225 

256047875 

1994.91 

316692 

685 

469225 

321419125 

2151.99 

368328 

636 

404496 

257239456 

1998.65 

317690 

636 

47  0396 

322828836 

2155.13 

300605 

637 

405769 

258474853 

2001.19 

318690 

687 

471969 

324242703 

2158.27 

37U684 

638 

407044 

25969407a 

2004.34 

319692 

688 

473344 

323660672 

2161.42 

371764 

639 

408321 

260917119 

2007.48 

320693 

689 

4747  21 

327  0S2769 

2164.56 

372^43    U 

•40 

409600 

262144000 

2010.62 

321699 

690 

476100 

328  309000 

2167.70 

373928 

641 

410881 

263374721 

2013.76 

322705 

691 

477481 

329939  371 

2170.84 

37S013 

642 

412164 

264609288 

2016.90 

323713 

692 

478S64 

3313738S8 

2173.9S 

376099   fl 

6^13 

413449 

265847707 

2020.04 

324722 

693 

48  0249 

332812337 

2177.12 

377187    U 

644 

4147  36 

267089984 

2023.19 

323733 

694 

431636 

3342i3384 

2180.27 

378273    S 

043 

416025 

268336125 

2026.33 

326745 

695 

483023 

335702375 

2183.41 

379367 

M6 

417316 

260586136 

2029.47 

3Î7739 

696 

484416 

337133536 

2186.55 

380159 

«47 

4186  09 

270840023 

2032.61 

328775 

697 

4858  09 

33S60S873 

2189.69 

381554 

&t8 

4199  04 

272097  792 

2035.73 

319792 

693 

48  72U* 

340  OflS  392 

2192.83 

382649 

649 

421201 

273359449 

2033.89 

330filO 

699 

488001 

311332099 

2193.97 

383746 

650 

422500 

274625000 

2042.04 

331831 

700 

490000 

343000000 

2199.11 

384843 

wo 


700 
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Carr^. 

Ctihea. 

CircOD- 
Krences. 

Cerelu. 

il 

fi 

Carrés. 

Gobes. 

Gircon- 
féreoces. 

Cercles. 

701 

491401 

344472101 

2202.26 

385945 

751 

564001 

423564751 

2359.34 

442965 

702 

4928  04 

345048408 

2205.40 

387047      752 

565504 

425259008 

2362.48 

444146 

703 

494201) 

347428927 

2508.54 

3S8151 

753 

567009 

426957777 

2365.62 

445328 

704 

49  5616 

343  913664 

2211.68 

389256 

754 

568516 

428661064 

2363.76 

446511 

705 

497023 

350402625 

2214.82 

390363 

755 

670025 

430368875 

2371.90 

447697 

706 

498436 

351895816 

2217.96 

391471 

756 

571536 

432081216 

2375.04 

44886) 

707 

499à.49 

353  393243 

2221.11 

392580 

757 

573049 

433  798  093 

2378.19 

450072 

708 

501264 

354894912 

2224.25 

393692 

758 

574564 

435519512 

2381.33 

451262 

709 

5026  81 

356400829 

2227.39 

304S03 

759 

576081 

437245479 

2384.47 

45Î453 

740 

504100 

357911000 

2230.53 

395919 

760 

577600 

438976000 

2387.61 

453646 

711 

505521 

359425431 

2233.67 

397035 

761 

579121 

440711081 

2390.75 

454841 

7t2 

506944 

360944128 

2236.81 

398153 

762 

53  0644 

442450728 

2393.89 

456037 

713 

508369 

362407  05)7 

2?39.96 

399272 

763 

58  2169 

444194947 

2397.04 

457251 

714 

5097  96 

363  994  341 

2213.10 

400393 

764 

58  3696 

445943  744 

2400.18 

458434 

715 

51 1225 

365525875 

2246.24 

401515 

765 

585285 

447697125 

2403.32 

45M35 

716 

512656 

367  061C96 

2249.38 

402639 

766 

5867  56 

449455096 

2406.46 

460S37 

717 

5140  89 

368601  813 

22:i2.52 

4037GS 

767 

58  8289 

451217663 

2409.60 

462041 

718 

515524 

370146232 

22:>3.66 

404S92 

768' 

58  98  24 

452984832 

2412.74 

463247 

719 

5169  61 

371694959 

22j8.81 

400020 

769 

591361 

454756609 

2415.88 

^44.>4 

720 

518400 

373248000 

2261.93 

407150 

770 

592900 

456533000 

2419.03 

721 

519841 

374805  361 

2205.09 

408282 

771 

594441 

458314011 
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DÉFINITIONS. 

292.  On  nomme  rapport  le  résultat  de  la  comparaison  de  deux  quan- 
tités de  même  espèce.  Cette  comparaison  se  fait  en  prenant  la  différence 
des  deux  quantités  ou  en  cherchant  le  quotient  de  Tune  parTautrc. 

Le  rapport  arithmétique  ou  par  différence  des  deux  quantités  18  et  6 
est  la  différence  12  de  ces  quantités.  On  récrit 

ia-6    ou    18—6, 

et  on  renonce  18  est  a  6  ou  18  moins  6. 

Dans  le  cas  où  le  second  nombre  est  plus  grand  que  le  premrer,  la  dif- 
férence ou  rapport  s'affecte  du  signe  —,  qui  indique  une  quantité  qui 
n*a  pu  être  retranchée  (30).  Ainsi 

6  ^18  = -.12. 

Le  rapport  géùméérique  ou  par  quotient  d'une  quantité  18  à  une  autre 
*  6  eat  le  quotieot  3>  de  la.  prexnière  par  la  seconde  (205).  On  récrit 

18:6    ©u    -I, 

et  on  renonce  18  esta  6,   ou  18  ditdsé  par  6,  ou  encore  le  rappoHde 
18  d  6. 

Remarque.  Lorsqu'on  emploie  le  mot  rapport  sans  aucune  indkatifkii, 
OA  entend  toujours  parler  d'us  rapfiert  géométrique. 

293.  Dans  les  rapports  aEiÉhmétiqii&  et  géométrique  porécédents  (29^), 
18  et  6  sont  les  deux  termes  du  rapport;  le  premier,  terme  18  en  e&t  FûB»r 
técédent^  et  le  deuxième  6  en  est  le  conséquent. 

204.  Un  rapport  arithmétique  étant  la  différence  de  deux  quantités, 
les  propriétés  posées  n"  27,  33  et  60  se  répètent  ici.  Ainsi,  par  example, 
un  rapport  arithmétique  ne  change  pas  lorsqu'on  augmente  avi  qu'on  di- 
tnimie  ses  deux  termes  d'une  ynême  quantité. 

De  même,  un  rapport  géométrique  étant  le  quotient  d'une  quantité 
par  une  autre*  les  propriétés  posées  n"'  68,  69,  70,  71  et  74  sa  répètent 
ici.  Ainsi,  par  exemple,  un  rapport  géométrique  ne  change  pas  (jfltand  on 
multiplie  ou  quxind  on  divise  ses  deux  termes  par  un  même  nombre. 

298.  L*ensemble  de  deux  rapports  arithmétiques  égaux  forme  une 
proportion  arUhméHque.  Ainsi  le  rapfport  de  8  à  4  étant  égal  à  celui  de 
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13  à  9,  ces  quatre  nombres  forment  une  proportion,  que  Ton  écrit 

8-4:13-9,    ou    8  —  4  =  13  —  9, 

et  que  Ton  énonce  8  ^^  à  4  comme  13  est  à  9,  ou  8  moins  4  égale  13 
mmns  9. 

296.  De  même,  Fensemble  de  deux  rapports  géométriques  égaux  forme 
une  proportion  géométrique.  Ainsi  le  rapport  géométrique  de  8  k  4  étant 
égal  k  celui  de  12  k  6,  ces  quatre  nombres  forment  une  proportion 
géométrique,  que  Ton  écrit 

8       12 
8:4::  12:6,    ou    8:4=12:6,    ou  encore    r  =  Ty 

4         o 

et  que  Ton  énonce  S  esta  k  comme  12  e^^  à  6,  ou  8  divisé  ^b.t  4  égale 
12  divisé  par  6,  ou  encore  le  rapport  de  S  à  i  égale  le  rapport  de  12 
à  6. 

Remarque  1.  Deux  rapports  incommensurables  sont  égaux  y  lorsque 
l'antécédent  du  premier  rapport  contient  une  fraction  de  son  consé- 
quent, aussi  petite  que  Ton  veut,  autant  de  fois  qae  Tantécédcnt  du  se- 
cond rapport  contient  la  même  fraction  de  son  conséquent  (153  et  211). 

Bemarque  2.  L'expression  proportion^  sans  aucune  autre  indication, 
désigne  toujours  une  proportion  géométrique. 

207.  La  raison  d'une  proportion  est  Tun  des  deux  rapports  égaux  qui 
forment  cette  proportion  (292). 

898.  On  dit  que  quatre  quantités  8,  4,  12,  6  soni  proportionnelles  on 
en  proportion^  lorsque  le  rapport  8 : 4  de  la  première  k  la  seconde  est 
égal  k  celui  12:6  de  la  troisième  k  la  quatrième.  On  dit  aussi,  dans  ce 
cas,  que  les  deux  premières  ou  les  deux  dernières  quantités  sont  dans 
un  rapport  direct  ou  en  raison  directe  avec  les  deux  autres. 

Si  les  quatre  quantités  8,  4,  6,  12  sont  telles  que  le  rapport  4:8  de 
la  seconde  k  la  première  soit  égal  au  rapport  6:12  de  la  troisième  k  la 
quatrième,  on  dit  qu'elles  sont  réciproquement  proportionnelles ^  inver* 
sèment  proportionnelles ^  dans  un  rapport  inverse  ou  encore  en  raison 
inverse. 

Deux  quantités  8  et  4  variant  de  telle  manière,  qu'k  une  nouvelle 
valeur  quelconque  12  de  la  première  corresponde  une  valeur  6  de  la 
seconde  telle  que  l'on  ait 

8:4  =  12:6    ou    8:12  =  4:6, 

on  dît  que  ces  deux  quantités  varient  proportionnellement  ou  dans  un 
rapport  direct  ou  encore  en  raison  directe. 

On  dit,  au  contraire,  que  deux  quantités  8  et  4  varient  dans  un  rap- 
port  inverse  ou  en  raison  inverse ,  lorsqu'à  une  nouvelle  valeur  quel- 
conque 6  de  la  première  correspond  une  valeur  12  de  la  seconde  telle 
que  l'on  a 

8:4  =  12:6    ou    8:12  =  4:6. 
299.  Dans  toute  proportion  arithmétique  ou  géométrique,  on  i^ipelle 
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respectivement  premier  antécédent^  deuxième  antécédent^  premier  consé- 
quent et  deuxième  conséquent^  rantécédent  du  premier  rapport,  Fanté- 
cédent  du  second,  le  conséquent  du  premier  rapport  et  le  conséquent 
du  second.  Le  premier  et  le  quatrième  terme  d'une  proportion  sont  les 
extrêmes^  le  deuxième  et  le  troisième  sont  les  moyens, 

500.  Le  quatrième  terme  d'une  proportion  est  ce  qu'on  nomme  une 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  autres  termes  (298).  C'est  une  qua- 
trième arithmétique  ou  une  quatrième  géométrique  suivant  que  la  pro- 
portion est  arithmétique  ou  géométrique. 

soi.  Dans  une  proportion  arithmétique  telle  que 

5-7:7-9, 

dont  les  moyens  sont  égaux,  le  terme  moyen  7  est  une  moyenne  arithn 
métique  entre  les  deux  autres  5  et  9,  et  le  ternie  9  est  une  troisième 
arithmétique  aux  deux  autres  5  et  7. 

Une  telle  proportion  est  dite  continue^  et  on  peut  l'écrire  f5  •7-9. 

308.  De  même,  dans  une  proportion  géométrique 

4:12::  12:36, 

dont  les  moyens  sont  égaux,  le  terme  moyen  12  est  une  moyenne  pro^ 
portûmnelle  entre  les  deux  autres  4  et  36,  et  36  est  une  troisième  pro^ 
portionnelle  à  4  et  12. 
Une  telle  proportion  est  encore  dite  continue,  et  on  peut  l'écrire 

H4: 12:36. 

305.  Remarque,  1*  Lorsque  les  antécédents  ou  les  conséquents 
d'une  proportion  arithmétique  ou  géométrique  sont  égaux  entre  eux,  les 
conséquents  ou  les  antécédents  sont  égaux;  2*  lorsque  deux  propor- 
tions arithmétiques  ou  géométriques  ont  un  rapport  commun,  les  rap- 
ports non  communs  forment  une  proportion,  c'est-à-dire  sont  égaux. 

PROPORTIONS  ARITHMÉTIQUES. 

304.  Dans  toute  proportion  arithmétique  la  somme  des  extrêmes  est 
égale  à  celle  des  moyens.  Ainsi  ayant 

9  —  4  =  13  —  8,      on  a      9  +  8  =  4  +  13. 

30tt.  Lorsque  la  somme  9  +  8  de  deux  nombres  est  égale  à  la  somme 
4  + 13  de  deux  autres,  les  quatre  nombres  forment  une  proportion  arith- 
métique dans  laqueUe  les  deux  nombres  qui  composent  une  des  sommes 
sont  les  extrêmes  ou  les  moyens,  et  les  deux  autres  sont  respectivement 
les  moyens  ou  les  extrêmes. 

306.  Lorsque  quatre  nombres  ne  sont  pas  en  proportion  arithmé- 
métique,  la  somme  des  extrêmes  n'est  pas  égale  à  la  somme  des  moyens. 

307.  On  n'altère  pas  une  proportion  arithmétique:  r  lorsqu'on  aug- 
mente ou  qu'on  diminue  un  extrême  et  un  moyen  d'une  même  quan- 
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tité;  V  lorsqu'on  mult^lie  (m  qu'^n  divise  tous  se»  termeapnr  an  nième 
Dontbre.  Ainsi  la  proportion  précédente  donne  : 

(9  +  2)— (4 +  2)  =  13—8,     (9+2;— 4  =  (13  4- 2)— 8,  etc., 

fît  (9  X  2)  — (4  X  2]  =  (13  X  2)  —(8  X  2),  etc. 

508.  Dan9  toute  proporticn'aTUhTnétique,  charpie  extrême  est  égal  à  la 
somme  des  moyens  àimmuée  de  fautre  extr&mey  et  chaque  moyen  est  égal 
à  la  soTnme  des  extrêmes  diminuée  de  Vautre  moyen.  Ainsi  la  proportion 
8—4  =  13—9  donne 

8  =  4  +  13  —  9,  et  13  =  8  +  9  —  4. 

De  là  il  résulte  que  connaissant  trois  ternies  d'une  proportion  arith- 
métique on  peut  toujours  en  déduire  le  quatrième. 

309.  La  moyenne  arithmétique  entre  deux  nombres  5  et  9  est  la  moitié  7 
de  la  somme  14  de  ces  nombres.  On  a  en  eifet 

5—7  =  7  —  9.  (242) 

310.  On  peut  faire  subir  à  une  proportion  arithmétique  toutes  les 
transformations  qui  n'altèrent  pas  Tégalité  entre  la  somme  des  extrêmes 
et  celle  des  moyens  (305).  Ainsi,  ayant  9  +  8  =  4  + 13,  ces  quatre  nom- 
bres fournissent  les  huit  proportions  suivantes  : 

9  —  4  =  13  —  8,      9  —  13  =  4  —  8,      8  —  4  =  13  —  9,      8  —  13=4—9, 
4  —  9  =  8  —  13,       4  —  8  =  9  —  13,       13  —  9  =  8  —  4,       13  —  8  =  9  —  4. 

Les  remarques  du  n'  317  sont  applicables  aux  proportions  arithmé- 
tiques comme  aux  proportions  géométriques. 

PROPORTIONS     #.01IÉTRIQLES. 

51  \ .  Dans  toute  proportion  géométrique,  le  produit  des  extrêmes  est 
égal  au  produit  des  7noyens.  Ainsi  la  proportion 

8 : 4  =  12  : 6  donne  8x6=4x12. 

512.  Quand  le  produit  8  x  6  de  deux  nombres  est  égal  au  produit 
4  X  12  de  deux  autres  nombres,  ces  quatre  nombres  forment  une  pro- 
portion, dans  laquelle  les  deux  facteurs  d'un  des  produits  sont  les  ex- 
trêmes ou  les  moyens,  et  les  deux  autres  sont  respectivement  les  moyens 
ou  les  extrêmes. 

313.  Lorsque  quatre  nombres  ne  sont  pas  en  proportion,  le  produit 
des  cxtrôraes  n'est  pas  égal  à  celui  des  moyens. 

314.  On  n'altère  pas  une  proportion  géométrique  lorsqu'on  multiplie 
ou  qu'on  divise  un  extrême  et  un  moyen  par  un  même  nombre.  Ainsi 
la  proportion  précédente  donne 

8x2  _  12       8  X  2  _  12  X  2 
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51o.  Dans  toute  proportiùn^  chaque  extrême  est  égal  au  produit  des 
moyens  divisé  par  Tautre  extrême,  et  chaque  moyen  est  égal  au  produit 
des  extrêmes  divisé  par  Tautre  moyen. 

De  là  résulte  que,  par  exemple,  le  quatrième  terme  x  de  la  pro- 
portion 

6:2=:1i4:x,  est  x=i4-^  =8. 

0 

516.  La  moyenne  géométrique  x  entre  deux  nombres  4  et  36  est' la 
racine  carrée  du  produit  de  ces  deux  nombres  (302).  En  effet,  la  pro- 
portion 

4  :  X  =  rc  :  36  donne  x'  =  4  x  36,  ou  x  =  y^i  x  36  =  42. 
On  4L  bien  4 :  12  =  12  :  36.  « 

M7.  On  peut  faire  subir  à  une  proportion  toutes  les  traosCormations 
qui  n'altèrent  pas  régalité  entre  le  produit  des  extrêmes  et  .celui  des 
moyens.  Ainsi  ayant  8  x  3  =  2  x  12,  ces  quatre  nombres  CournîMent  les 
huit  proportions  suivantes  ; 

8:2=12:3,      8:12  =  2:3,      3:2  =  12:8,      8:12  =  2:8, 
2:8=3:12,      2:3  =  8:12,       12:8  =  3:2,       12:3  =  8:2. 

Remarques:  \^  Les  quatre  premières  de  ces  proportions  font  voir  que 
si  quatre  nombres  sont  en  proportion,  ils  y  seront  encore  lorsqu*on 
transposera  les  moyens  ou  les  extrêmes  (312). 

2'  Los  quatre  dernières  de  ces  proportions  montrent  qu'une  propor- 
tion n'est  pas  troublée  quand  on  met  les  extrêmes  a  la  place  des  moyens 
et  les  moyens  à  la  place  des  extrêmes. 

3*  La  première  proportion  8:2=12:3  donnant  8 :  12  =  2 :3,  il  en  ré- 
sulte que  dans  toute  piroportion>  le  premier  antécédent  est  au  deuxième 
antécédent  comme  le  premier  conséquent  est  au  deuxième  conséquent. 

518.  On  peut  multiplier  ou  diviser  les  quatre  termes  d'une  proportion, 
ou  seulement  un  extrême  et  un  moyen,  par  un  même  nombre  sans  que 
la  proportion  cesse  d'exister  (294).  Ainsi  ayant 

8:2=12:3,  on  a  aussi  8x3:2x3  =  12x3:3x3. 

519.  De  là  il  résulte  que  Von  peut  faire  disparaître  les  ternies  frac- 
tionnaires dHune  proportion.  On  réduit  les  termes  de  la  proportion  an 
même  dénominateur  et  l'on  supprime  ce  dénominateur  : 

*     ^       a    2  ,  3    1       12    4       _    ,       .^    . 

-  :  -  =  2  :  -  donne     :-  =  --:-:  ou  3 : 1  =  12  :  4. 
2     6  3  6     6         6      6 

Lorsqu'il  n'y  a  de  fractionnaire  qu'un  extrême  ou  qu'un  moyen,  ou  un 
extrême  et  un  moyen,  on  peut  ne  réduire  au  même  dénominateur  que 
dteus  termes  de  la  proportion  (294  et  312)  : 
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|:4  =  3:i8  donne  |  :  -- =  3  :i8  ou  2: 12  =  3:18; 

7:18  =  ^:8  donne  -jl  :  18  =  ~  :  8  ou  9 :  18  =  4 : 8. 

On  petit  aussi  simplifier  les  termes  d'une  proportion  en  divisant  ses 
quatre  termes,  ou  seulement  un  extrême  et  un  moyen  par  un  même 
nombre  : 

9:3  =  36:12  donne  3:1=12:4. 

320.  Lorsque  deux  proportions  ont  les  mêmes  antécédents  ou  les 
mêmes  conséquents,  leurs  conséquents  ou  leurs  antécédents  sont  pro^ 
portionnels  (303  et  317)  : 

3:9  =  15:45  et  3:6  =  15:30  donnent  9:45  =  6:30. 

521.  Dans  toute  proportion,  8:4  =  6:3  par  exemple  : 

1*  La  somme  ou  la  différence  des  deux  premiers  termes  est  au  second 
ou  au  premier  terme  comme  la  somme  ou  la  différence  des  deux  der- 
jiiers  est  au  quatrième  ou  au  troisième.  On  a  : 

(8 +  4):  4=  (6 +3):  3  et  (8  +  4)  :  8  =  (6  +  3)  :6; 
(8  — 4):4  =  (6  — 3):3  et  (8--4):8  =  (6  — 3):6. 

2"  La  somme  des  deux  premiers  termes  est  à  la  somme  des  deux  der- 
niers comme  la  différence  des  deux  premiers  est  à  la  différence  des  deux 
derniers  : 

(8  +  4):(6  +  3)=(8-.4):(6-3); 

ou  en  changeant  les  moyens  de  place  : 

(84.4):(8  — 4)  =  (6  +  3):(6-.3). 

3"*  La  somme  ou  la  différence  des  antécédents  est  au  second  ou  au 
premier  antécédent  comme  la  somme  ou  la  différence  des  conséquents 
«st  au  second  ou  au  premier  conséquent  : 

(8  +  6)  :  6  =  (4  4-  3)  :  3  et  (8  +  6)  :  8  =  (4  -f  3)  :  4; 
(8  — 6):6  =  (4  — 3):3  et  (8  — 6):8  =  (4  — 3):4. 

4*  La  somme  des  antécédents  est  k  celle  des  conséquents  comme  la 
4lifférence  des  antécédents  est  a  celle  des  conséquents  : 

(8  +  6):(4  +  3)  =  (8-6):(4-3). 

5*  La  somme  ou  la  différence  des  antécédents  est  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  conséquents  comme  un  antécédent  quelconque  est  à  son 
«conséquent  : 

{8  +  6):(4  +  3)  =  8:4  =  6:3, 
(8  — 6):(4  — 3)  =  8:4  =  6:3. 

522.  Lorsqu'on  multiplie  les  termes  de  plusieurs  proportions  les  uns 
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par  les  autres  et  par  ordre,  les  quatre  produits  forment  une  propor- 
(ion.  Ainsi,  ayant 

4:2  =  6:3,      7:5  =  U:10,      3:9  =  6:18, 

on  a  4x7x3:2x5x9  =  6xUx6:3x  10x18. 

325.  Les  quotients  que  l'on  obtient  en  divisant  par  ordre  les  terme* 
d'une  proportion  par  ceux  d'une  autre  proportion  sont  en  proportion  :: 

4.2_^.^ 
7'5~14"10* 

>  324.  Les  puissances  et  les  racines  semblables  des  quatre  termes^ 
d'une  proportion  forment  une  proportion.  Ainsi,  ayant  3 :7  =  6 :  14,  on 
a  aussi 

3»  :  7»  =  6»  :  14»,    et    v^  :  V7  =  ^  :  V^-       v 

325.  Dans  une  suite  de  rapports  égaux,  la  somme  d'un  nombre? 
quelconque  d'antécédents  est  à  la  somme  de  leurs  conséquents  commet 
un  antécédent  quelconque  est  à  son  conséquent.  Ainsi,  ayant 

3:6  =  4:8  =  7:14  =  5:10, 

on  a  (3  +  4  +  7)  :  (6  +  8  +  14)  =  3 : 6  =  5 :  10. 

326.  Dans  toute  proportion,  le  produit  des  antécédents  est  au  pro- 
duit des  conséquents  comme  le  carré  d*un  antécédent  est  au  [carré  der 

on  conséquent  : 

3:7  =  6:14    donne    3x6:7x  14  ::  3*:7*. 

527.  Dans  une  suite  de  rapports  égaux,  le  produit  d'un  certaiu 
nombre  d^antécédents  est  au  produit  de  leurs  conséquents,  comme  un. 
antécédent  quelconque  élevé  à  une  puissance  d*un  degré  égal  au 
nombre  des  facteurs  antécédents  est  k  son  conséquent  élevé  à  la  même 
puissance  : 

3:6  =  4:8  =  7:14  =  5:10 
donne  3  x4x  7:6x8x  14  =  3»:6»  =  5»:10». 

PROGRESSIONS    ARITHMÉTIQUES. 

528.  Une  suite  de  nombres  croissants  ou  décroissants,  tels  que  le  rap- 
port arithmétique  de  chacun  d'eux  à  celui  qui  le  précède  immédiate- 
ment est  constant  (292),  forme  une  progression  arithmétique  ou  par  dif- 
férence. Ces  nombres  sont  les  termes  de  la  progression,  et  le  rapport 
constant  de  chaque  terme  à  celui  qui  le  précède  immédiatement  en  est' 
la  rawon.  Ainsi  les  nombres  4,  7,  10,  13,  16  forment  une  progression, 
arithmétique  croissante  dont  la  raison  est  7  —  4  ou  3.  On  récrit  : 

f  4. 7. 10. 13. 16,  (a) 

et  on  rénonce  :  comme  i  est  àl  est  à  10  est  à  13,  etc. 
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Bêtnaf^que.  Les  mômes  nombres  écrits  dans  un  ordre  inverse  don- 
nent la  progression  arithmétique  décroissante 

Tl6.i3.i0.7.4.  {b} 

320.  On  n*altèrc  pas  une  progression  arithmétique  lorsqu*on  aug- 
mente ou  qu'on  diminue  tous  ses  termes  d'une  môme  quantité  (4%  27)  ; 
on  ne  Faltère  pas  non  plus  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise 
tous  ses  termes  par  un  môme  nombre,  mais  la  raison  est  multipliée  ou 
divisée  par  ce  nombre  (33  et  60). 

530.  Suivant  qu'une  progression  arithmétique  est  croissante  ou  dé- 
croissante, chaque  terme  est  égal  au  premier  plus  ou  moins  la  raison 
prise  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  fermes  avant  celui  que  Von  considère. 
Ainsi,  dans  la  progression  (a)  le  5*  terme  est  4  +  3  x  4  =  16,  et  dans  la 
progression  (6)  le  3*  terme  est  16  —  3  x  2  =  10. 

331.  La  somme  de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est 
égale  à  la  somme  des  extrêmes  dans  une  progression  arithmétique 
Ainsi,  T  4 .  7 .  10  .  13  .  16  donne 

4  +  16  =  7  +  13  =  10  +  10, 

332.  La  somme  s  des  termes  d*une  progression  arithmétique  est  égaie 
au  produit  de  la  demi-somme  des  extrêmes  par  le  nombre  des  termes  de 
la  progression.  La  progression  ci-dessus  donne 

4  +  16       ^       „^ 
s  =  --^ —  X  5  =  50. 

z 

533.  Pour  insérer  un  certain  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre 
deux  nombres  donnés^  on  détermine  la  raison  de  la  progression  qui  doit 
en  résulter,  ce  qui  se  fait  en  prenant  la  différence  entre  les  deux  nom- 
bres donnés  et  en  divisant  cette  différence  par  le  nombre  de  moyens 
augmenté  de  1.  Ajoutant  successivement  cette  raison  au  petit  nombre 
donné  et  aux  sommes  obtenues,  on  obtient  les  divers  moyens. 

Soit  a  insérer  3  moyens  entre  4  et  28. 

,         .  ,  28  — 4       24       ^ 

La  raison  est  .,  ,  ^    =  -—  =  6, 

o  +  1  4 

et  ajoutant  6  à  4  et  successivement  aux  sommes  obtenues,  on  a 
f4. 10. 16. 22. 28. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  retranchant  la  raison  6  du  grand 
nombre  28  et  successivement  des  restes  obtenus. 

334.  Quand  le  nombre  des  moyens  arithmétiques  à  insérer  est  une 
puissance  de  2  diminuée  de  1,  on  peut  trouver  directement  ces  moyens 
arithmétiques  en  prenant  une  moyenne  arithmétique  entre  les  deux 
nombres  donnés  (309);  puis  une  moyenne  arithmétique  entre  chacun 
des  nombres  donnés  et  le  terme  trouvé,  et  ainsi  de  suite. 
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Soit  à  insérer  2*— 1  =3  moyens  entre  0  et  i.  Prenant  la  moyenne 
arithmétique  0,5,  entre  0  et  1,  on  a  d'abord  la  progression  tO  .  0,5  . 1  ; 
insérant  ensuite  une  moyenne  arithmétique  entre  chacun  des  tcrnios 
cunséeulilB  de  eelte  progrewion,  on  o¥ti««t  la  progression  demandée 

f  0.0,25.  0,50. 0,75.  l! 

33».  En  insérant  un  mémo  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre 
les  termes  consécutifs  d'une  progression  ariûimétique,  l'ensemble  de 
tous  les  termes  forme  une  nouvelle  progression  arithmétique. 

Insérant  troié  moyens  entra  les  lermes  consécutifs  de  la  progression 
t2 .  14.26,  on  obtitai  la  nourrelle  progression 

t2.  5.  8. 11. 14. 17.  20.  23.  26. 

536.  2>*  sommes  des  termes  œrrespondanis  de  plusieurs  progressimis 
arithmétiques  forment  une  progression  arithmétique^  dont  la  raison  est 
la  somme  des  raisons  des  progressions  dont  on  a  ajouté  les  termes. 

En  retranchant  les  termes  â^une  progression  arithmétique  des  termes 
correipondanis  d^wie  antre  progression  ccrithmétique,  les  restes  forment 
une  progres9ion  arUkméiique^  dont  la  raison  est  la  différence  des  raisons 
des  progressions  proposées. 

PnOGRESSiOtNS  GÉOMÉTRIQUES. 

557.  Une  suite  de  nombres  croissants  oii  décroissants,  tels  que  le 
rapport  géométrique  de  chacun  d'eux  à  celui  qui  le  précède  immédia- 
tement est  constant,  forme  uite  progression  géométrique  ou  par  quo^ 
tient.  Ces  nombres  sent  les  termes  de  la.  progression,  et  le  rapport 
coDSiant  de  chaque  terme  k  celui  qui  le  précède  en  est  la  raisoti  (^2). 

Ainsi  les  nombres  2,  6,  18,  54,  462  forment  une  progression  géomé- 
trique croiesanie  dont  la  raison  est  3.  Om  récrit  : 

H2:6:!«:54:162, 

et  on  rémonee  :  comme  testât  est  à  i%  est  d  54,  etc. 
Memarque.  Les  mêmes  nombres  écrits  dans  un  ordre  inverse  donnent 

1 
une  procession  géométrique  décroissante^  dont  la  raison  est  ^. 

558.  On  n'altère  pas  une  progression  en  multipliant  ou  en  divisant 
tous  ses  termes  par  un  même  nombre  (294). 

559.  Dans  une  progression  géométrique  croissante  ou  décroissante, 
lat  terme  quelconque  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison  élevée 
à  une  puissance  d'un  degré  égal  au  -nombre  des  termes  qui  précèdent 
celui  que  fort  eonsidère.  Ainsi,  dans  la  progression  précédente,  le  cin- 
quième  ti»rme  est  égal  a 

2  X  3*  =  2  X  81  =  162. 
540.  Le  produit  de  deux  termes  égalemeni  distants  des  extrêmes  est 
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égal  au  produit  des  extrêmes.  L'exemple  du  n«  337  donne 
2x162  =  6x54  =  18x18. 

541.  Le  produit  p  des  termes  d'une  progression  géométrique  est  égal  à 
la  racine  carrée  du  produit  des  extrêmes  élevé  à  une  puissance  mar- 
quée par  le  nombre  des  termes  de  la  progression.  Ainsi  Texemple  ci- 
dessus  donne 

p  =  v^(2  X  162)»  =  1  889  568. 

542.  La  somme  s  des  termes  d'une  progression  géométrique  s'obtient 
en  retranchant  le  premier  terme  du  produit  du  dernier  terme  par  la 
raison,  et  en  divisant  la  difiTérence  par  la  raison  moins  1.  La  progres- 
sion du  n®  337  donne 

^^(162x3)-^2^ 
3  —  1 

Si  la  progression  était  décroissante^  la  somme  des  termes  s'obtiendrait 
en  divisant  par  Tunité  moins  la  raison  le  premier  terme  diminué  du 
produit  du  dernier  par  la  raison.  Ainsi  la  progression  ff  162  :  54  :  18  : 6 : 2 
donne 

*^^-^^?       *««-!       162x3-8      ,„ 

*-3  3 

545.  Pour  insérer  un  certain  nombre  de  moycTis  géométriques  entre 
deux  nombres  donnés^  on  détermine  la  raison  de  la  progression  qui  doit 
en  résulter,  ce  qui  se  fait  en  divisant  le  second  des  nombres  donnés 
par  le  premier,  et  en  extrayant  du  quotient  la  racine  de  l'indice  indi- 
qué par  le  nombre  de  moyens  géométriques  à  insérer  augmenté  de  1. 
Multipliant  par  cette  raison  le  premier  nombre  donné,  on  a  le  premier 
moyen  ou  le  deuxième  terme  de  la  progression,  lequel  multiplié  par  la 
raison  donne  le  deuxième  moyen,  et  ainsi  de  suite. 

Soit  à  insérer  trois  moyens  géométriques  entre  2  et  162.  La  raison 
est 


^l|?  =  ;87  =  v^V^8Ï  =  v^  =  3. 


(269) 


Multipliant  par  3  le  premier  terme  2  et  successivement  les  produits 
obtenus,  on  obtient  la  progression  ff2  : 6 :  18  :  54  :  162. 

544.  Quand,  comme  dans  l'exemple  précédent,  le  nombre  des  moyens 
géométriques  a  insérer  est  une  puissance  de  2  diminuée  de  1,  on  peut 
trouver  ces  moyens  en  prenant  une  moyenne  géométrique  entrt;  les 
deux  nombres  donnés  (316);  puis  une  moyenne  géométrique  entre 
chacun  des  nombres  donnés  et  le  terme  trouvé,  et  ainsi  de  suite.  Soit 
à  insérer  2* —  1=3  moyens  géométriques  entre  2  et  162.  Prenant  la 
moyenne  géométrique  ^9i  x  162  =  18,  entre  2  et  162,  on  obtient  d'a- 
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bord  la  progression  fr2:i8:i62.  Insérant  ensuite  une  moyenne  géo- 
métrique entre  chacun  des  termes  consécutifs  2  et  18, 18  et  162  de  celte 
progression,  on  obtient  la  progression  demandée 

ff2:6:18:54:162. 

54»  En  insérant  un  même  nombre  de  moyens  géométriques  entre 
les  termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique,  Tensemble  de 
tous  les  termes  forme  une  nouvelle  progression  géométrique. 

Ainsi,  en  insérant  trois  moyens  entre  chacun  des  termes  consécutifs 
de  la  progression  ffl  ^81 :6561,  on  obtient  la  nouvelle  progression 

Hl  :  3 : 9 :  27  :  81  :  243  :  729: 2187: 6561. 

346.  Les  produits  des  termes  correspondants  de  plusieurs  progressions 
géométriques  forment  une  progression  géométrique ,  dont  la  raison  est 
égale  au  produit  des  raisons  des  progressions  dont  on  a  multiplié  les 
termes. 

En  divisant  les  termes  d^une  progression  géométrique  par  les  termes 
correspo7idants  d'une  autre  progression  géométrique^  les  quotients  forment 
une  progression,  géométrique^  dont  la  raison  est  égale  à  la  raison  de  la 
première  progression  divisée  par  la  raison  de  la  seconde. 

En  élevant  tous  les  termes  d^une  progression  à  une  même  puissance^ 
on  obtient  une  nouvelle  progression  géométrique ^  dont  la  raison  est 
égale  à  la  même  puissance  de  la  raison  de  la  progression  proposée. 

En  extrayant  une  même  racirœ  de  tous  les  termes  dune  progression  géO' 
métrique^  on  obtient  une  nouvelle  progression  ^  dont  la  raison  est  égale 
à  la  même  racine  de  la  raison  de  la  progression  proposée. 


LIVRE   VI. 


RÈGLES  DE  TROIS. 

547.  t'ne  règle  de  trois  est  une  règle  par  laquelle  on  résout  un  pro- 
blème, c  est-à-dire  détermine  la  valeur  d*unc  inconnue,  au  moyen 
d'une  ou  de  plu.sieurs  proportions  (296). 

548.  La  règle  de  trois  est  simple,  lorsqu'elle  consiste  dans  la  déter- 
mination du  quatrième  terme  d'une  propoition,  dont  les  trois  autres 
sont  donnés  dans  l'énoncé  du  problème  (315).  Si,  au  contraire,  ces 
trois  termes  ne  sont  pas  donnés  directement,  et  que  leur  détermination 
f'xige  quelques  opérations  préalables,  ou  que  la  solution  du  problème 

8 
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exige  renaplei  de  plif5»ieurs  réglée  de  trois  simpie»  do  proportions^  la 
règle  prend  lo  no»!  de  règle  de  irois  composée. 

549.  L*énoncé  de  to^t  pirohlème  qm  se  rédotrt  MC  moyen  de  la  règle 
do  trois  simple  contient  deux  quantités  connues  de  même  espèce,  et 
deux  autres  quantités  de  même  espèce  dont  une  seule  est  connue. 

On  ne  peut  établir  de  rappo^rt  qu'entre  les  quantités  de  ntèxae  espèce, 
et,  selon  que  le  rapport  des  quantités  de  mèiue  espèce  dont  uue  seule 
est  connue  est  direct  ou  inverse  de  celui  des  deux  autres  .(298),  ce  que 
Ton  reconnaît  facilement  a  renoncé  du  problème^  Ja  règle  de  trois 
simple  est  dite  directe  ou  inverse,  ^ 

5150.  Règle  de  (rois  simple  directe. 

5  ouvriei's  ont  fadt  ÎS  fnètres  d'oucrage^  eombien  7  ouvriers  en  feront- 
ils  dans  le  même  temps? 

Il  est  évident  que  les  nombres  de  mètres  d'ouvrage  sont  en  raison 
directe  des  nombres  d'ouvriers  qui  les  font;  donc,  en  désignant  par  7 
le  nombre  des  mètres  d'ouvrage  faits  par  les  7  ouvriers,  on  aura  (298) 

7  X  Î5 
5 : 7  =  2")  :  a: ,      d'où      x  =  — - —  =  3o  mètres. 

5 

On  peut  résoudre  ce  problème,  ainsi  que  tous  ceux  relatifs  aux  règles 
de  trois  simples  ou  composées,  par  la  méthode  suivante,  dite  méthode 
de  réduction  à  Vunité,  dans  laquelle  on  ne  fait  pas  usage  djes  propor- 
tions. 

'  25 
5  ouvriers  ayant  feit  2&  mètres  d'ouvrage,  4  ouvrier  en  fera  —  dans 

o 

le  niômo  temps,  et  7  ouvriers  en  feront 

— z —  =  35  mètres. 
5 

581.  Règle  de  trois  simple  inverse  (349). 

i"  Problème.  4  ouvriers  ont  mis  20  heures  pour  faire  un  owyrage; 
trouver  en  combien  d'heures  40  ouvriers  ferord  le  même  ouvrage. 

Les  nombres  d'heures  employées  étant  en  raison  inverse  des  nombres 
d'ouvriers,  x  étant  le  nombre  d'heures  de  travail  des  40  ouvriers,  on 
a  (298). 

r         .«  ^«  •..      ^  ^0   X    4'  „    , 

4: 40  =  0;:  20,      d  ou      a-= — j^r — =  8  heures. 

lu 

Méthode  de  réduction  à  V unité.  Puisque  4  ouvriers  ont  mis  20  heures 
pour  faire  l'ouvrage,  4  ouvrier  mettra  20x4  heures,  et  40  ouvriers 
mettront 

20x4 


40 


=  8  heures. 


3 
V  Problème.  Combien  doit'on  employer  de  mètres  Je  toile  à-zde  large 


pmcr  doubler  45  mètres  à^T 
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Les  longueurs  étant  en  raison  inverse  des  largeurs,  on  a 

.        7 

3    7,^  ,,  ,  ^^6       45x7x4      ^      ^     ^      „^ 

^:-  =  45:x,      dou      x= -^— = -j^^^- =  5  x  7  x2  ==70-. 

4 

7  7 

Méthode  de  réduction  à  Vtaiité:  45  mètres  à  -  de  large  Talent  45  x  - 

O  0 

3 
mètres  de  i  mètre  de  largeur,  et  à  -r  de  large  ils  valent 

4 

45x  - 

— r —  =  70  mètres. 

4 

5S2.  Exemples  de  règles  de  trois  composées  (348)  : 

4'  2  aumers^tnïïoailkmt  3  heures  par  Jour  ^  ont  fait  en  bj&m-s  96  mè- 
tres dkowrage;  combien  3  ouvriers,  travaillant  7  heures  par  jour ,  feront- 
ils  de  mètres  du  même  ouvrage  en  i  jours? 
Ayant  disposé  les  données  et  l'inconnue  de  la  manière  suivante  : 

2«    3"    5^    90- 
3»    7*    2*      X-, 

on  peut  arriver  a  la  solution  du  problème  à  Taide  d'une  série  de  règles 
de  trois  simples  ou  proportions  ;  mais  il  est  plus  commode  de  rame- 
ner le  problème  au  cas  d'une  règle  de  trois  simple,  en  opérant  comme 
il  suit: 

2  ouvriers,  travaillant  3  heures  par  jour,  font  autant  d'ouvrage  que 
2x3  ouvriers  travaillant  pendant  1  heure,  et  2  x  3  ouvriers  qui  tra- 
vaillent i  heure  par  jour  pendant  5  jours  équivalent  à  2x3x5  ou- 
vriers qui  travaillent  pendant  une  heure. 

De  même,  3  ouvriers,  travaillant  7  heures  par  jour  pendant  2  jours, 
font  autant  d'ouvrage  que  3x7x2  ouvriers  qui  travailleraient  pen- 
dant i  heure. 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

2x3x5  ouvriers  ont  fait  90  mètres  dVmvrage,  combien  3x7x2 
ouvriers  feront-ils  de  mètres  du  même  ouvrage  dans  le  môme  temps? 

La  solution  de  ce  problème  est  donnée  par  une  règle  de  trois  simple 
directe,  et  Von  a  (350) 

2x3x5:  3x7x2  =  90  :a;,    d'où    rc==  ??ggZp  =.i8.x7==126aièt 

Il  convient  d'écrire  les  termes  de  la  proportiorfavec  tous  leurs  facteurs, 
afin  de  profiter  des  réductions  qui  peuvent  se  présenter  (161). 

Méthode  de  réduction  à  Vuniié.  Puisque  2  ouvriers,  travaillant  3  heures 
par  jour  pendant  5  jours,  ont  fait  90  mètres  d'ouvrage,  1  ouvrier,  tra- 
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90 
vaillant  1  heure  par  jour  pendant  1  jour,  en  fera  -r — 5 mètres,  et, 

par  suite,  3  ouvriers,  travaillant  7  heures  par  jour  pendant  2  jours,  en 
feront 

90  X  3  X  7  X  2 


2x3x5 


=  426  mètres. 


2*  2  ouvriers^  travaillant  3  heures  par  jour,  font  en  $  jours  90  mètres 
d'ouvrage;  combien  faudrait-il  de  jours  à  3  ouvriers  y  qui  travaillent  7 
heures  par  jour  y  pour  faire  le  même  ouvrage? 

r    3-    51    90- 
3*    7"    x^    90-. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  ramène  le  problème 
au  suivant,  dont  la  solution  dépend  d'une  règle  de  trois  simple  in- 
verse  : 

2x3  ouvriers  ont  mis  5  jours  pour  faire  un  ouvrage,  combien  3x7 
ouvriers  mettront-ils  de  jours  à  faire  le  même  ouvrage? 

On  a  (351) 

2x3:3x7=x:5,    dou    a:=-— — =— jours. 

o  ^<   i 

Méthode  de  réduction  à  Vunité.  D'après  l'énoncé,  1  ouvrier  travaillant 
4  heure  par  jour  mettra  5x2x3  jours  pour  faire  90  mètres  d'ouvrage; 
donc  3  ouvriers  travaillant  7  heures  par  jour  mettront 

5x2x3. 
-330-J""'*^- 

3*  Si  les  3  ouvriers^  travaillant  7  heures  par  jour  y  avaient  dû  faire 
non  pas  90  mitres  d^ouvrage,  comme  les  premiers,  mais  426  mètres^  par 
exemple , 

2*    3'*    51    90- 

3-    T    xi    426-, 

on  aurait  divisé  l'opération  en  deux  parties  en  cherchant  d'al)ord  le 

5x2x3 
nombre  — 5 — = —  jours  qu'ils  mettent  à  faire  90  mètres  d'ouvrage,  en 

o  X  I 

opérant  comme  ci-dessus  ;  et  le  problème  étant  ramené  à  celui-ci  : 

5x2x3 
Des  ouvriers  mettent  — r — =-^  jours  à  faire  90  mètres  d^ovxrage, 

combien  mettront-ils  de  jours  pour  en  faire  126  mètres? 
On  aurait  eu  (350) 

«A    joi*      5x2x3 
90;i86::      3^^     ;x, 

B  X  2  X  3  X  126         126         lia- 
<»°"  '=       3X7X90       =77^  =  T=^J°""- 


Digitized  by  VjOOQIC 


LIVRE  VI.   —  REGLES   DIVERSES.  il7 

Méthode  de  réduction  à  Vunité.  \  ouvrier,  travaillant  1  heure  par  jour, 

5  ^  â  X  3 
mettra  ^jj jours  pour  faire  1  mètre  d'ouvrage;  donc  3  ouvriers, 

travaillant  7  heures  par  jour,  mettront  pour  faire  126  mètres  d'ouvrage 

5  X  2  X  3  X  426 


3  X  7  X  90 


=  2  jours. 


5Ô5.  Règle  générale  pour  résoudre  une  règle  de  trois  simple  ou  com- 
posée (350,  351  et  352). 

Les  quantités  qui  entrent  dans  renoncé  d'une  règle  de  trois  sont 
deux  à  deux  de  même  espèce,  et  le  rapport  de  l'inconnue  à  la  quantité 
conziue  de  môme  espèce  est  égal  au  produit  des  rapports  directs  ou  in- 
verses des  autres  quantités;  ainsi,  dans  le  problème  du  3*  n"  352,  le 
rapport  des  nombres  d'ouvriers  et  celui  des  nombres  d'heures  étant 
inverses  de  celui  des  nombres  de  jours,  et  celui  des  nombres  de  mètres 
d'ouvrage  étant  direct,  on  a 

X       2       3       126       ,,  ,  ^       2x3x126      ^. 

RÈGLES  d'intérêts. 

'  o6\.  On  nomme  intérêt  ce  que  rapporte  une  somme  d'argent  prêtée 
pendant  un  certain  temps.  La  somme  prêtée  est  appelée  capital, 

SS&,  L'intérêt  de  100  francs  placés  pendant  un  an  est  le  taux  de 
rintérêt  ou  le  taux  de  l'argent.  Ainsi,  lorsque  100  francs  rapportent 
5  francs  par  an,  on  dit  que  le  taux  de  l'argent  est  à  5  pour  100  par  an, 
ou  simplement  que  l'argent  est  à  5  p.  100;  c'est  ce  qu'on  écrit  ainsi 
d'une  manière  abrégée,  5  p.  Vo»  ou  même  5  %• 

Le  taux  légal  est  de  5  */o  dans  les  transactions  ordinaires,  et  de  6  °/o 
en  matière  commerciale. 

SM.  L'intérêt  est  simple  quand  le  capital  reste  le  même  pendant 
loate  la  durée  du  prêt 

SST .' Vintérêt  est  composé  lorsqu'il  se  joint  au  capital  k  la  fin  de 
chaque  année  pour  porter  lui-même  intérêt,  c'est-a-dire  quand  on  a 
égard  aux  intérêts  des  intérêts.  Les  caisses  d'épargne  offrent  une  appli- 
cation de  cette  règle. 

WS.  Les  solutions  des  questions  sur  les  intérêts  se  déduisent  des 
deux  principes  suivants  : 

1*  Uintérêt  simple  d'un  capital  est  proportionnel  au  temps  pendant 
lequel  ce  capital  est  prêté  (298). 

2"  Deux  capitaux  placés  pendant  le  même  temps  et  au  même  taux 
sont  en  raison  directe  de  leurs  intérêts  (298). 

5S9.  Problèmes  sur  les  intérêts  simples  : 

V  Combien  45000  francs^  argent  comptant,  vaudront-ils  dans  4  ans 
a57.T 

iOO  francs  rapportant  5  fr.  en  un  an,  ils  rapportent  5x4  francs  en 
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4  ans  (1%  n"  358),  et,  désignant  par  x  rintéret  du  caiûtal  46Ma  fraacs 
pour  4  ans,  on  a  (2"*,  n**  358} 

i00:45000s=5x4:x,    doù    «= rrr =^0OO  fr. 

Ce  qui  montre  que  foivar  woovr  rintéret  d'un  capital  prêté  pendant  un 
nombre  détermina  d'années ^  il  suffit  de  multiplier  le  oapital  par  le  taux 
et  par  le  nombre  données^  et  de  diviser  le  produit  par  106. 

On  peut  encore  arriver  k  ce  résultat  sans  faire  u^age  de  proportion, 
en  employant  la  méthode  de  réduction  a  Funité  (350  à  35S).  Ainsi, 
puisque  100  francs  rapportent  5  francs  en  un  an,  1  franc  rappariera 
O',05;  pour  4  ans  Tintérôt  de  1  franc  sera  alors  0,05  x  4  fr.,  et  ceLoi  de 
45000û*ancs6era 

45000  X  0,65  X  4  =  9600  fr. 

Les  règles  d'intérêts  n'étant  autre  chose  que  des  règles  de  trois,  on 
peut  en  général  leur  appliquer  la  méthode  de  réduction  k  Tunité. 
Le  capital  45  000  francs  devient  donc  après  4  ans 

X  =  45  000  +  9000  =  54  000  fr. 

Résultat  qu'on  obtient  directement  k  Taide  de  la  proportion 

100:45000  =  (100  +  5x4):X,    d'où    X  =  =^!^~^-î^  ==  54  000  fr. 

Ou  encore  en  disant  :  puisque  1  fr.  vaut  1  +  0,05  x  4  fr.  après  4  ans, 
4B000fr.  valent 

45  000  X  (1  +  0,05  X  4)  =  54  060  fr. 

2"  Combien  i^OOO  francs  comptant  vaudront-ils  dans  4  ans  3  jnoisy 

d5*/o? 

Comme  dans  le  cas  précédent,  1  franc  rapportant  0',05  en  im  an,  en 

51  51 

4  ans  3  mois  ou  51  mois  ou  —  ans  il  rapportera  0,05  x  —  franco; 

l'intérêt  de  45  000  francs  pour  le  même  temps  est  alors 

45  000  X  0,05  X  -^  =  9  562',50. 

Le  capital  devient  donc  après  4  ans  3  mois 

45  000  +  9  562,50  =  54  562',50. 

Résultat  qu'on  obtient  directement  en  remarquant  qu'après  4  ans 

51 
3  mois  1  fr.  devenant.l  +0,05  x  --  =  l',2125,   45000  francs  devien- 

12 
nent 

45  000  (i  +  0,05  X  ~^^  =  45  000  X  1,2125  =  54  562',50. 
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a*  Zambien  46009  fra^icf  compiant  vOfudront^^ls  dans  48  jours  à 

i 
De  même  que  Ton  considère  le  mois  comme  étant  le  —  de  Tannée  (2*), 

on  considère  le  jour  comme  étant  le  trentième  du  mois,  et  par  suite  le 

^— r  de  1  année. 

48  48 

Alors  l'intérêt  de  1  fr.  pour  48  jours,  ou  ^—  an,  est  0,05  x  ^- ■  fr., 

et  eeiitt  de  45  000  francs, 

45000  X  48  X  ^  =  45.0«0  x  48  X  ;^  =  300  fr. 

De  cette  yaleur  de  x  on  déduit  la  règle  générale  suivante  : 

^wr  obtenir  Vintérêt  d'un  capital  prêté  à  5  •/©  pendant  un  certain 
nombre  de  Jours^  on  multiplie  le  capital  par  le  nombre  de  jours ,  et  on 
divise  le  produit  par  7200. 

Ajoutant  Tintérôt  a  la  somme  prêtée,  on  a  la  valeur  45300  francs  du 
capital  après  48  jours. 

On  peut  encore  obtenir  directement  cette  valeur  en  opérant  comme 
au  2*,  ce  qui  donne 

45000  X  A  -f  0,05  X  ^  ==  45300  fr. 

Lorsque  le  taux  de  Targent  est  à  6  7ot  les  opérations  ci-dessus  con- 
duisent à 

45000  X  48  X  ~:^  =  45000  X  48  X  ^  =  360  fr. 

D'où  il  résulte  qu'alors,  pour  obtenir  Vintérêt,  on  multiplie  le  capital 
par  le  nombre  dejours^  et  on  divise  le  produit  par  6000.  On  trouverait  de 
même  que  le  diviseur  prend  les  valeurs  .du  tableau  suivant  pour  les 
taux  les  plus  usités. 


TAUX. 

jttTiscnas* 

TADJU 

AiTismus. 

TAïa. 

UYUSDaS* 

TAUX. 

■Diviaou. 

TABX. 

DfvmuAS.  H 

1 

3C0OO 

3,25 

11077 

5,50 

6545 

7,75 

4045 

10 

3600 

\;ts 

28800 

3,50 

10280 

6,75 

C26Ï 

K 

4500 

10,25 

3512 

1,50 

24000 

3,75 

9600 

6 

6000 

8,25 

4364 

10,50 

3429 

1.76 

20571 

4 

9000 

6,25 

5760 

8,50 

4235 

10,75 

8349 

2 

18000 

4,25 

8470 

6,50 

5538 

8,75 

4114 

11 

3273 

2,26 

16000 

4,50 

8000 

6,75 

5333 

9 

4000 

11,25 

3200 

2,60 

l'HOO 

4,75 

7  579 

7 

5143 

9,25 

3892 

11,50 

3130    U 

2,76 

IdOOl 

5 

7200 

7,25 

4065 

9.50 

3789 

11,75 

3064 

a 

12000 

5,25 

6857 

7,50 

4  800 

9,75 

3692 

12 

3^00    Jl 

4*  Combien  5456S',50,  payables  dans  4  ans  3  mois^  valent-ils  argent 
cmnptanty  le  taux  étant  de  S  7o^ 
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Ayant  trouvé,  en  opérant  comme  au  2',  que  1  fr.  devient  l',2i25  après 
4  ans  3  mois,  puisque  1%2125  payables  après  4  ans  3  mois  valent  1  franc 
argent  comptant,  54  56SI',50  valent 

En  général,  quand  on  divise  une  somme  payable  après  un  certain  temps 
par  la  valeur  de  1  franc  après  ce  temps ,  le  quotient  est  le  capital  pri- 
mitif. 

5*  li-ouvér  dans  combien  â^ années  le  capital  45000  fr.,  prêté  à  5Vo» 
vaudra  54  562',50.' 

Le  capital  45  000  fr.  rapporte  en  un  an 

45000  X  0,05  =  2250  fr.  (1") 

Le  temps  pendant  lequel  il  faut  le  prêter  pour  qu*il  rapporte 
54  562',50  —  45  000  =  9  562',50  est  alors 

?  ^t^^l     =  4,25  années  ou  4  ans  3  mois  (229). 

ZZ5U 

560.  Problèmes  sur  les  intérêts  composés  (357  et  361). 
V  Combien  le  capital  45  000 /r.,  prêté  à  intérêt  composé  à  5  Vot  *'^^" 
dra-t-il  dans  4  ans? 
i  fr.  devenant  4',05  après  la  première  année,  45  000  fr.  deviennent 

45  000  X  1,05  fr. 

Ce  nouveau  capital,  prêté  pendant  une  seconde  année,  devient  à  la 
lin  de  cette  année 

4<S  000  X  1 ,05  X  1 ,05  =  45  000  x  1 ,05»  fr. 

Cet  autre  capital  vaudra  à  la  fin  de  la  troisième  année 

45  000  X  i  ,05»  X  i  ,05  =  45  000  x  i  ,05'  fr. 

et  ainsi  de  suite.  Ce  qui  montre  qu'un  capital  prêté  à  intérêt  composé 
vaut^  après  un  nombre  entier  quelconque  d'années  ^  sa  première  valeur 
multipliée  par  le  nombre  1,05  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  égal  au 
nombre  des  années.  Ainsi,  après  4  années,  le  capital  45000  fr.  vaudra 

45  000  X  1,05*  =  45  000  x  1,215  506  =  54  697',77. 

Si  le  taux  avait  une  autre  valeur,  4,5  par  exemple,  la  règle  serait  tou- 
jours la  même;  seulement  le  nombre  1,05  deviendrait  1,045. 

La  table  suivante  contient,  dans  la  colonne  a,  pour  les  taux  les  plus 
usités,  les  puissances  successives  de  ces  nombres  jusqu'à  la  60**"^,  c'est- 
k-dire  la  valeur  de  1  fr.  après  1,  2,  3...  60  ans  de  prêt. 

A  l'aide  de  cette  table,  pour  résoudre  le  problème  précédent,  il  suf- 
fira de  chercher  dans  la  colonne  a  du  taux  5  ^o  la  valeur  l',215506  d« 
1  fr.  après  4  ans,  et  de  la  multiplier  par  le  capital  prêté  45000  fr. 
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5r  Quel  capital  faul-il  placer  à  intérêt  composé,  à  5  Vo»  P^**^  valoir 
54697',77  après  i  ans? 

i'  valant  4,05*  =  4S215 506  après  4  ans,  54697',77  ^rès  4  ans  valent 
argent  comptant 

^X  54697,77=  5-^  =  45000  fr. 

La  table  suivante  contient,  dans  la  colonne  6,  la  valeur  actuelle  do 
1  fr.  après  4,  2,  3...  60  ans.  On  y  trouve,  qu'à  5  <^/o,  1  fr.  après  4  an» 
vaut  comptant  0',822703.  Alors  le  capital  34697,77  après  4  ans  vaut 
argent  comptant 

54  697,77  X  0,822  703  =  45  000  fr. 

3*  Combien  le  capital  45  000  fr,  prêté  à  intérêt  composé^  à  5  •/q,  vav^ 
drort^il  dans  4  ans  3  mois? 

On  cherche  d*abord  ce  que  devient  le  capital  après  les  4  années  en- 
tières, en  opérant  comme  au  r.  Puis  on  détermine  ce  que  vaut  le 
capital  trouvé  54  697,77,  prêté  à  intérêt  simple  pendant  3  mois,  ce  qui 
donne  (359) 

54697,77  X  (i  +  0,05  X  ^)  =  55  384',49. 

4*  Quel  capital  faut-il  placer  à  intérêt  composé^  à  5  7o»  P^"^  valoir 
55384',49  après  4  ans  3  mois? 
i  fr.  après  4  ans  vaut  4,05^,  et  après  4  ans  3  mois, 


;i,05*  (i  +  0,05  X  ^)  =  4',2307. 


Puisque  4',2307  placés  pendant  4  ans  3  mois  valent  4  fr.  argent 
comptant,  55384',49  valent  donc 

1;Sr  =  •"»»"■        ■ 

On  peut  encore  suivre  la  marche  suivante,  en  faisant  usage  de  la 
table.  Appelant  x  le  capital  qui  vaut  4  fr.  après  3  mois,  on  a 

4'=a;  +  xx0,05x  ^=xri  +  0,05x  ^^  =  a;  x  4,0425, 


d'où  1= 


4,0425 


D'après  la  table,  colonne  6,  5^0  ^  fi*.  après  4  ans  valant  O',822703r 
argent  comptant,  4  fr.   après  4  ans   3   mois  vaut  argent  comptant 

O'^SlKlOa  X  T-ÂSi»  et  par  conséquent  55384',49  valent 


5*Hi4^»i??a213=  45000  fr. 

1,0x5 
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5**  Dans  combien  de  temps  le  capital  4d000/r.,  prêté  à  intérêt  corn-- 
posé,  à  5  <^/o,  vaudra-t'il  55  381',49  ? 

Le  proUème  revient  à  trouver  dans  coanfoien  de  temps  i  fr.,  prêté  à 
intérêt  composé,  à  5  ^o»  vaudra 

55381,49       ^^^^„ 
-4505^=^'^^^^- 

Calculant,  comme  au  1%  ce  que  vaut  1  fr.  après  la  l'',  2*,  3%  etc. 
année,  on  reconnaîtrait  que  la  durée  totale  du  prêt  est  comprise  cajre 
4  et  5  ans.  C*est  ce  qu'indique  de  suite  la  colonne  a,  5  7a»  de  la  table, 
qui  contient  ces  diverses  valeurs  de  1  fr. 

1  fr.  après  4  ans  valant  r,215  506,  il  s'agit  de  trouver  en  combien  de 
moia  4',215506  rapportera  4,2307  — 1,215 50€  =  0',01S 4 94,  ce  qaï  se 
fait  en  opérant  comme  au  5*  du  n"  359. 

£n  42  mois  le  capital '4^,21 5 506  rapporte  i',215506  x  0,05,  et  en  un 

.    4,245506x0,05 
mois j^— ^. 

Le  nombre  de  mois  pendant  lequel  il  rapportera  0',015  494  est  alors 

AAiiîinf    4,245506x0,05         0,045494x42 
0,045494:.^ 42— ^  =  4,245506x0,05  =  ^"^"^^- 

La  durée  totale  du  prêt  est  donc  de  4  ans  3  mois. 

561.  La  table  suivante  contient,  jusqu'à  60  ans,  Tintérêt  étaat  com- 
posé : 

4*  Colonne  a,  la  valeur  acquise  par  4  fr.  après  chaque  année  du  prêt 
Chaque  valeur  est  égale  à  la  valeur  de  4  fr.  après  un  an,  élevée  à 
une  puissance  d'un  exposant  égal  à  la  durée  du  prêt.  Ainsi,  après  4  ans, 
à  5  •/„  la  valeur  est  4,05*  =  4',2i5  506  (4"  du  n*  360). 

T  Colonne  6,  la  valeur  actuelle  de  4  fr.  payable  dans  4,2,3,... 
60  ans.  La  valeur  actuelle  de  4  fr.  payable  dans  7  ans,  par  exemple,  le 

_4^ 
1,03"^ 

divisé  par  la  7*  puissance  de  la  valeur  4,05  de  4  fr.  après  un  an  {?•  du 
n"  360). 

3"  Colonne  c,  le  capital  acquis  après  chaque  année,  pour  un  place- 
ment annuel  de  4  fr.  Il  est  à  remarquer  que  le  capital  acquis  après 
6  ans,  par  exemple,  à  5  7o»  est  égal  à  la  somme  5,804  943  des  valeurs 
des  3  premières  années  de  la  colonne  a. 

4*  Colonne  d,  la  valeur  actuelle  d'une  rente  annuelle  de  4  fr.  payable 
pendant  1,  2,  3,  ...60  ans.  Ainsi,  a  S^/o»  "»«  rente  annuelle  de  4  fr. 
payable  pendant  6  ans,  par  exemple,  vaut  au  oomniencement  de  la 
4'*  année  5',075692,  et  il  est  à  remarquer  que  cette  valeur  est  égale  à  la 
somme  des  valeurs  des  6  premières  années  de  la  colonne  6. 


taux  étant  à  5  7^,  est  égale  a  ^j-^.;^  =  0,710684,  c'est-à-dire  à  4   fr. 
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llf. 

• 

4 
b 

0/0. 

ant. 

2 

0/0.                    1 

e 

d 

a 

b 

c 

d 

1 

l.«! 

0,»t0099 

1.01 

0,990099 

1 

1,02 

0,980392 

1,02 

0,980392 

! 

l.ttiOlM 

980296 

2.030100 

1.970395 

2 

1,040400 

961 16<| 

2,060400 

1,941561 

3 

1,130301 

970  590 

3,060401 

2,940985 

3 

1,061208 

942322 

3,121608 

2,883883 

4 

t,l406M 

060  980 

4,101005 

3,9»! 966 

4 

1,082432 

923845 

4,204040 

3,807729 

5 

i,«:ioiû 

951 466 

ii,l5âOl5 

4,853431 

5 

1,104081 

905731 

5,308121 

4,713460 

ô 

l^tSiO 

94» 043 

6,213535 

5,795477 

6 

1,126162 

887  971 

6,434283 

5,601  431 

7 

1,172  I3i 

93f71« 

7,235671 

6,728195 

7 

1.148GS6 

870 560 

7,582969 

6,471991 

1 

l,«i»7 

923483 

8,368  )iï7 

7,651678 

8 

1,171 6:.î» 

853490 

8,754628 

7.325481 

9 

1.093685 

914340 

9,4622)3 

b,5ft60l8 

9 

1,195093 

836755 

9.949721 

•8,162237 

10 

IJMISi 

905  i87 

10,5t>6835 

9,471  305 

10 

1,218991 

820348 

11,168715 

8,982585 

il 

tliîJM 

896324 

II, €82503 

10  367  628 

tl 

1,243374 

804263 

12,413090 

9,786  848 

1! 

i,l»SS5 

687  449 

12,609326 

11,255078 

12 

1,268241 

788  493 

13.GS0332 

10.575341 

n 

M3âOs3 

876663 

13,9474*1 

12,133749 

13 

1,293607 

773033 

14.973  938 

1I,34S374 

14  1  M49  V4 1 

869963 

15,096896 

13.003703 

14 

1,319  479 

757  875 

16,293417 

12.iu6249 

ts 

l,l«0W9 

661 350 

16,257864 

13,865053 

15 

1,345  808 

743015 

17,639285 

12.849ÎC4 

)« 

M7Î579 

85S8tl 

17,430443 

14.717  874 

16 

1,372  786 

728446 

19,012071 

13,577709 

17 

l,iM304 

844378 

18,614748 

15,562251 

17 

1,400  i!41 

714163 

20,412312 

14,291872 

ts 

U9ô  147 

836017 

19,81089S 

16,398  369 

18 

1,128216 

700150 

21,840559 

14,992031 

li,  i,:MSid» 

8i7  740 

21,019004 

17,226  000 

19 

l,4r>i)8M 

085  131 

23,297370 

15,078462 

ttl   i,S201M 

819545 

22^39194 

18,045553 

20 

1,485947 

672971 

24,783  317 

16,351433 

!l  1   1,ÎJÎ398 

811430 

23,471586 

1».856983 

21 

1,5!  5  060 

059 77C 

26,293034 

17.011209 

îi     1,U4716 

803396 

24.716302 

19,660379 

22 

1,545  980 

646  830 

27,844963 

17,658048 

iî     i.iSÎ  l«3 

795442 

254»7346ô 

20.455821 

23 

1,576  S09 

634150 

29,421  862 

18,292204 

U     â.&»7a5 

787566 

27,243200 

21,213387 

24 

1,608  437 

621722 

31,030  300 

18,913  926 

Î5     I,ï»î43î 

779768 

28.525631 

22,023 156 

25 

1,640606 

609531 

32.670906 

19,523457 

!6 

1.29r,S5C 

77t048 

29,820 'J88 

S2,795204 

26 

1,673418 

H97579 

34,344324 

20,121036 

r 

1,30SS0« 

764404 

31,129097 

23,559  608 

27 

1,706886 

585  S62 

36,051210 

20,706898 

•s 

l,3fJÎ8J 

756  836 

32,450388 

24,316443 

28 

1,741024 

574  375 

37,792235 

21,281272 

!6 

1.334504 

74ft342 

33,7S4892 

2»  .065  785 

29 

1.775845 

5G3I12 

39,568  079 

21.844385 

k 

1,347849 

741 923 

35,132740 

25,807708 

30 

1,811362 

552071 

41,379441 

22,396456 

3t 

1,361 3» 

734577 

36.49107 

26,542285 

31 

1,847589 

541246 

43,22703 

22.937702 

li 

1,374941 

7J7  304 

37,86901 

27,269590 

32 

1,884  541 

53U633 

45,11157 

23,468335 

3j 

1,3»8690 

7801 03 

39,2^770 

27,989693 

33 

1,922231 

520229 

47,03380 

23,088564 

U 

l,««577 

71«973 

40,66028 

28,702666 

34 

1,960676 

510028 

48.99448 

24.49S592 

Z' 

l,4t«603 

705914 

42,07688 

29,403580 

35 

1,91«9  890 

500028 

50,99437 

24,998619 

» 

1,430769 

69«  92:i 

43.50765 

30,107505 

36 

2,039  887 

490  223 

53,03426 

25,488843 

r. 

l,44i076 

692005 

44,95272 

30,799510 

37 

2,080685 

4S06I1 

55,11494 

25,969453 

:« 

1.4M527 

695153 

46,41225 

31,484663 

38 

2,122299 

471  187 

57,23724 

26,44064! 

s» 

I»474I23 

67S370 

47,88637 

32.163033 

39 

2,164745 

461918 

59,401  98 

26,902589 

4i) 

1,4«S864 

«71 653 

49,37524 

32,834686 

40 

2,208040 

452890 

61,61002 

27,355479 

4i 

1.503755 

665003 

50.S7S99 

33,409689 

41 

2.252200 

444010 

63,862  22 

27,799490 

u 

1,518790 

«59419 

52,39778 

34.158108 

42 

2,297  244 

435  304 

66,15947 

28,234794 

»à 

1,S33978 

651900 

53,93176 

34,810000 

43 

2,313189 

426769 

68,50266 

2S,661562 

U 

l,S4tf3t8 

«45446 

55.48108 

35,455454 

44 

2,390053 

418  401 

70,89271 

29,079963 

_  il 

i,S«4«M 

639055 

57,045  89 

36,094508 

45 

2,437854 

410197 

73,33056 

29,400160 

U 

r!>8«459 

«32728 

58,626  34 

3«,727  236 

46 

2.486611 

402154 

75.81718 

29,892314 

i' 

U5Mt63 

«2«4i>3 

60,22261 

37,353699 

47 

2,536344 

394268 

78,35352 

30,286582 

4$ 

1/.H220 

«3OSG0 

61,83483 

37,973960 

48 

2,587070 

386538 

80.94059 

30,673120 

4} 

i,fii$348 

«14119 

63,46318 

36,588079 

49 

2.638812 

378958 

83,57940 

31,052078 

id 

l,«US3i 

bOi»039 

65,10781 

39,196118 

50 

2,691  588 

371  528 

86,27099 

31,423606 

:i 

l,6ftl  078 

«02019 

66,76889 

39,798136 

51 

2,745420 

364213 

89,01641 

31,787849 

'• 

1,677689 

596058 

68,41658 

40,394194 

52 

2,800328 

357101 

91,81674 

32,144950 

•i 

i,6»4466 

590157 

70,14103 

40,984351 

53 

2.856  335 

350099 

94,67307 

32.495049 

u 

1«7H410 

584313 

71.85246 

41,508  664 

54 

2,913461 

343234 

97,58653 

32,838283 

ô 

1,728555 

578528 

73,58098 

42.147192 

55 

2,971731 

336504 

100,55826 

33,174788 

:•; 

I.74S8I0 

572800 

75,32679 

42,719992 

56 

3.031165 

329906 

103,58'J43 

33.504694 

•• 

1,763  Î68 

567129 

77,09006 

43,287121 

57 

3,091789 

323437 

106.6S1  22 

33,828131 

5 

1,780901 

S«t514 

78,87096 

43,848035 

58 

3.153624 

317096 

109,83484 

34,145227 

'A 

1.798710 

555954 

80.66967 

44,404589 

59 

3.216697 

310878 

113,05154 

34,456104 

1,810697 

550450 

82,48637 

44,955038 

60 

3,281031 

304782 

116,33257 

34,760887 
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PREUIËRE  PARTIE.  —  ARITHMÉTIQOE. 


3  0/0. 


1 
t 

3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
H 
15 

IC 
17 
18 
10 

;o 

il 
ti 
ia 
îi 

•5 

26 

a- 

h 

29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 


n 

b 

1,03 

0,970  87-i 

1,000900 

912W6 

1,0027'i: 

915142 

i,i2nî;o9 

«88  487 

1.159274 

862609 

1,194052 

837481 

1,229874 

SI 3  092 

1,266770 

789409 

1,301773 

766417 

1,343  916 

"A  1094 

1,3S4234 

722421 

1,425  761 

701380 

1.468  534 

680  951 

1,512590 

60IHS 

1,557967 

641802 

1.60i706 

Gi3167 

1.652848 

605016 

1,702433 

587395 

1.753  506 

570  2S6 

1,806111 

5^3  676 

1,860  295 

537  H49 

1,916  103 

521893 

1, '-173  587 

506  692 

2.032794 

491934 

2,0-j:j778 

477  606 

2.ire:i9i 

463695 

2,221 2S9 

450189 

2,2S7  928 

437  077 

2,3o6  566 

424  346 

2,427  262 

411987 

2,b000S0 

399987 

2,57:.  083 

338  337 

2,652335 

377  026 

2,731905 

366  045 

2,813862 

355 3S3 

2.898278 

345 U32 

2,985227 

334983 

3,074783 

32-,  226 

3,167  027 

315754 

3,262  U33 

306b:i7 

3,359899 

297  628 

8,460696 

288  959 

3,561517 

280543 

3,671452 

272372 

3,781  596 

264439 

3,895014 

256737 

4,011895 

249239 

4,132252 

241  999 

4,256219 

234950 

4,383906 

228107 

4,515423 

221463 

4,650886 

215013 

4,790412 

208750 

4,934125 

202670 

5,082 140 

196767 

5,234613 

191036 

5,391651 

185472 

5,553401 

180070 

5,720003 

174825 

5,891603 

169733 

1,03 

2,090900 
3,183627 
4,309136 
5,468410 
6,662462 
7,892336 
9,159106 
10,463879 
11,807796 
13,102030 
14,617790 
16,0S0324 
17.598  914 
19,156881 
20,761588 
22,41443:. 
24,116S6S 
25,870374 
Î7,G764SC 
29,536780 
31,452884 
33,426470 
35,450264 
37,553042 
39,709634 
41,930  923 
44,21 8  SoU 
46,57;i4l6 
49,002678 
5l,!i02  70 
54,077  S  1 
56  73U18 
SU,46-2US 
62,271)  94 
65,17422 
68,11.94.. 
71,23423 
74,401  2Ji 
77,66330 
81,02320 
84,48389 
88,048  41 
91,71986 
95,501 46 
99,39650 
103,40840 
107,54065 
111,796  87 
116,18077 

120.69620 
125,347  08 
130,13749 
135,07162 
140,15377 
145,388  38 
150,78003 
156,33343 
162,05344 
167,94504 


0,970874 
1,91347U 
2.S2S611 
3,717093 
4,579707 
5,417191 
6,230283 
7,019692 
7,786109 
8,530203 
9,252624 
9.954  004 
10,634955 
11,296073 
11,937  935 
12,561102 
13,166119 
13.753513 
14.323799 
14,877475 
15,415024 
15,936  917 
16,443608 
16,935542 
17,413148 
17.876  842 
18,327  032 
18,764108 
19,188  455 
19,600  441 
20.000420 
20,388  766 
20,765  792 
21,131X37 
21,487220 
21,832  253 
22,107  235 
22,402462 
22,808215 
23,114772 
23,412400 
23,701359 
23,981902 
24,254274 
24,518713 
24,775449 
25,024708 
25,266707 
25,501 657 
25,729764 
25,951  227 
26,166240 
26,374990 
26,577661 
26,774428 
26,965464 
27,150936 
27,331 006 
27,505831 
27,675564 


3  4/2  0/0. 


a 

b 

1,035 

0.966184 

1,071  22:i 

933511 

1,10S718 

901913 

1,147  523 

871442 

1,187686 

841  973 

1,229255 

813501 

1,272279 

785  991 

1,316809 

759412 

1,362897 

733731 

1,410599 

708  919 

1,459970 

684946 

1,511069 

661783 

1,563956 

639404 

1,618695 

617782 

1,675  349 

596891 

1,733  936 

576700 

1,794676 

557  204 

1,857  489 

538301 

1,922501 

520i:',6 

1,989789 

502^66 

2,059431 

485571 

2,131512 

469151 

2,206114 

453286 

2,283328 

437  957 

2,363245 

423147 

2,445959 

408833 

2,531  567 

395012 

2,620172 

381654 

2,711878 

368748 

2,806794 

356278 

2,905031 

344230 

3.006708 

332590 

3,111942 

321  343 

3,220860 

310476 

3,333590 

299977 

3,450266 

289833 

3.571025 

280032 

3,696011 

270562 

3,825372 

261413 

3,959260 

252573 

4,097834 

244031 

4.241258 

235779 

4,389702 

227806 

4,543342 

220102 

4,702359 

212659 

4,866941 

205468 

5,037284 

198520 

5,213539 

191807 

5,396065 

185320 

5,584927 

179053 

D.780399 

172998 

5,982713 

167148 

6,192108 

161496 

6,408832 

156035 

6,633141 

150758 

6,865301 

145660 

7,105587 

140734 

7,354282 

135975 

7,611682 

131377 

7,878091 

126934 

1,035 
2,106225 
3,214943 
4,362460 
5,550152 
6,779403 
8.0:il«87 
9,308496 
10,731393 
12,141  992 
13,601962 
15,113030 
16,676986 
18,295681 
19,971030 

21,705016 
23,499691 
25,357180 
27,279682 
20,269471 
31,323  902 
33,460414 
35,606  o28 
37,949857 
40,313102 
42,759060 
45,290627 
47,910799 
50,622677 
83,429471 
56,33450 
59,34121 
62,45315 
65,67401 
69,00760 
72,45787 
76,02890 
79,72491 
83,55028 
87,50954 
91,60737 
95,84863 
100,23833 
104,78167 
109,48403 
114,35097 
119,38826 
124,60185 
129,997  91 
135,58284 
141,36324 
147,34595 
153,53800 
159,94689 
166.580  03 
173,44533 
180.55092 
187.90520 
195,51688 
203,39497 


0,960184 
1,899694 
2,801 637 
3,673079 

4,5150^i  ' 

5,32"»  553 
6,tUô44 
6,873  95(1 
7,607687 
8,316605 
9,001  S51 
9,663334 
10,302739 
10,920520 
11,517411 
12.094117 
12,651  321 
13.1S9682 
13.709837  I 
14,212403 
14,697974 
15,167125 
15,620411 
16,058368 
10,431515 
16.890352 
17,285365 
17,667  019 
18,035767 
18  392045 
18,736176 
19,068866 
1 9,390  i08 
19,700084 
20,000661 

20,290494 
20,570525 
20,841087 
21,102500 
21,355072 
21,599  f  04 
<1, 834  883 
22,062689 
22.Î8279I 
22,495450 
22,700918 
22,899438 
23,091  244 
23,i76565 
23,455618 
23,628616 
23,795765 
23,957  i60 
24.113295 
24,264053 
24,409713 
24,550448 
24.686423 
24.817800 
84,944734 
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LIVRE  VI.  —  RÉGIES  DIVERSES. 


125 


4  0/0. 

4  1/5  0/0. 

IDS. 

* 

b 

C 

d 

ans. 

1 

a 

à 

C 

d 

i.04 

0,961  539 

1,04 

0,961  539 

1,045 

0,935  93S 

1,045 

0,956  938 

i,OSl600 

924556 

2,121600 

1,886  095 

2 

1.092025 

915730 

2,137025 

1,872668 

1    3 

i,1248«4 

888996 

3,246464 

2,775  091 

3 

M41166 

876  297 

3.278191 

2,748  964 

1,169859 

854804 

4,416323 

3,629895 

4 

1,19*319 

838  561 

4.470710 

3,587326 

1,216653 

821  927 

5,632975 

4,451  822 

5 

1,246182 

802451 

5,716  892 

4  389977 

1,265310 

790315 

6,898  294 

5,242137 

6 

1,302260 

767  896 

7,019152 

5,157873 

1,315932 

759918 

8,214228 

6,002  055 

7 

1,360S62 

734829 

8,380014 

5,892701 

1,368569 

730690 

9,582795 

6,732745 

8 

1,422101 

703185 

9,802114 

6.095  886 

1,423312 

702587 

11,006107 

7,435  332 

9 

1,486  095 

672904 

1 1,288  i09 

7,268  791 

1,480244 

«75564 

12,486351 

8,110896 

10 

1,552969 

643  928 

12,841179 

7,912718 

H 

1,539454 

649581 

14,025805 

8,760477 

11 

1,622853 

616199 

14,464032 

8,528  917 

1,601032 

624  597 

15,626838 

9,385074 

12 

1,696  881 

589664 

16,139913 

9,118  581 

l,66i>074 

600574 

17,291911 

9,985648 

13 

1,772196 

564  272 

17,932109 

9,682852 

1,731676 

577475 

19,023588 

10,563123' 

14 

1,851  945 

SS9  973 

19,784 0b4 

10,222825 

1,800944 

555265 

20,824531 

11,118387 

15 

1,935282 

516720 

21,719337 

10,739  546 

1,87Î981 

533908 

22,697512 

11,652296 

16 

2,022370 

494469 

23,741  707 

11,234  015 

1,947900 

513373 

24,645413 

12,165669 

17 

2,113377 

473176 

25,855  0S4 

11,707191 

2,025817 

493628 

26,671229 

12,659297 

18 

2,208479 

432800 

28,063  562 

12,159  992 

2. 106  849 

474642 

28,778  079 

13,133939 

19 

2,307  860 

433302 

30,371423 

12,593294 

2,191 123 

456  387 

30,969202 

13,590326 

20 

2,411714 

414643 

32,783137 

13,007  937 

2,278768 

438834 

33,247970 

14,029160 

21 

2,520241 

396787 

35,303  378 

13,404724 

u 

2,369919 

421 955 

35,617889 

14,451115 

22 

2,633652 

379701 

37,937030 

13,784425 

23 

2,464716 

405726 

38,082604 

14,856842 

23 

2,752166 

363350 

40.689196 

14,147  773 

24 

2,563304 

390122 

40,645908 

15,246963 

24 

2,876014 

347704 

43,Ii652lO 

14,495478 

25 

2,665830 

375117 

43,311745 

15,622080 

25 

3,005434 

332731 

46,570645 

14,828209 

26 

2,772470 

360689 

46,084214 

15,982769 

26 

3,140679 

318403 

49,711324 

15.146611 

27 

2.883369 

346817 

48,967  583 

16,329586 

27 

3,282010 

304691 

52,993333 

15,451303 

23 

2,998703 

333478 

51,966286 

16,663063 

28 

3,429700 

291571 

56,423033 

15.742874 

29 

3,118651 

3S0  651 

55,084938 

16,983715 

29 

3,584036 

279015 

60,007070 

16,021889 

30  3,243398 

31  3.373133 

308319 

58,328  335 

17,292033 

30 

3,745318 

267000 

63,752388 

16,283889 

296  460 

61,70147 

17,588494 

31 

3,913857 

255  502 

67,66625 

16,544391 

32 

3,508039 

2.S5  058 

65,20953 

17,873552 

32 

4,089981 

244500 

71,75623 

16,788891 

33 

3,648381 

274  094 

68,85791 

18,147646 

33 

4,274030 
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RENTES   SUR   LETÀT^  AC710N»  C^T  OBLlOiVIOnS. 

36S.  On  appelle  rente  sur  TÉtat^  Tintérét  que  le  gouveriMinent  paye 
peur  un  capital  non  remlioursable  qa'il  dorrtà  des  particuliers  et  à  des 
établissements  pithUcs*,  et  qu>  provient  d'emprunts  faits  à  diflfêrentes 
époques. 

Sfô.  Une  inscription  au  grand  livre  est  le  titre  qui  constate  la  pro- 
priété d'une  certaine  rente. 

Tout  créancier  de  TÉtat  peut  vendre  son  inscription  en  totalité  ou 
en  partie.  Cette  vente  se  fait  à  la  criée,  k  la^  lM>urse  de  Paris,  par  Tin- 
termédiaire  d  un  agent  de  change,  qui  en  fait  le  transfert  Les  prix 
•obtenus  forment  les  cours  de  la  renie  y  cotés  à  la  J^ourse^  ei  publiés  dans 
les  journaux;  ainsi  quand  on  voit  le  3  p.  100  coté  k  70\^,  eela  veut 
dire  que  3  fr.  de  rente  se  sont  vendus  70^50  ce  jour-là;  de  même  le 
i  1/2  p.  100  étant  coté  à  94,  cela  indique  que  4%30  de  rente  se  sont 
vendus  94  fr. 

On  dit  qu'une  rente  est  au  ytair,  selon  qu'étant  en  3  p.  dOO  ou  en 
4  1/2  p.  100,  3  fr.  ou'4',ôO  de  rente  se  vendent  400  fr. 

5Si,  £n  France  la  rente  sur  l'État  est  en  3  p.  iOO  et  en  4  i/i  p.  iOO. 
Elle  se  paye  par  semestre,  le  22  juin  et  le  22  décembre  pour  le  d>f>.  100, 
et  le  22  mars  et  le  22  septembre  pour  le  4  i/2  p.  100.  Â  Paris  le  paye- 
ment a  lieu  au  ministère  des  finances;  dans  les  départements  il  se  fait 
chez  les  receveurs  généraux. 

En  1S62  le  4  1/2  p.  100  a  été  en  partie  converti  en  un  3  p.  100  nou- 
veau, dont  les  arrérages  sont  payés  par  trimestre,  les  l*"  avril,  juillet, 
octobre  et  janvier.  La  conversion  ayant  été  facultative  pour  les  ren- 
tiers, elle  n'a  pas  été  générale,  et  U  reste  encore  du  4  1/2  p.  100. 

ô4tô.  Problèmes  sur  les  renies  : 

!•  Combien  coûteront  900  fr.  de  rente  3  p.  100  au  cours  de  70',50? 

3  fr.  coûtant  70',50,  1  fr.  coûtera  ^?^,  et  900  fr., 

70,50x900       ^,  ...^  - 
— î — r =  21 150  fr. 

o 

2*  Combien  aurait-on  de  rente  3  p.  100  au  cours  de  7b',50  pour 
21 150  Jr.? 

3  * 
Pour  1  fr.  on  en  aura  -    ^  ,  et  pour  21 150  fr., 

70,50 

3*  900 /r.  de  rente  3  p.  IOO  coûtent  21 150 /r.,  quel  est  le  cours  de  la 
renie? 

i  fr.  coûtant  ■         ,  3  fr.  coûtent 

21 150  X  3      ^.,  „^ 
=  70*,50. 
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«fis  PREMIÈRE  PARTIE     —  ARITUMÉTIQUE. 

566.  Actiofis  et  obligations  industrielles.  Pour  faire  une  grande  en- 
treprise industrielle,  comme  Texécution  d'un  chemin  de  for  ou  d'un 
canal,  par  exemple,  le  capital  primitif  nécessaire  pour  rétablissement 
et  Texploitation  se  divise  en  petites  parties  appelées  actions^  qui  sont 
souscrites  en  nombres  différents  par  un  plus  ou  moins  grand  nombre 
de  bailleurs  de  fonds ^  appelés  actionnaires.  Les  bénéfices  de  Tentreprise 
sont  employés  a  la  fin  de  chaque  année  à  servir  aux  actionnaires  Tin- 
térêt  de  la  valeur  d'émission  de  leurs  actions,  et  le  surplus  leur  est 
partagé  k  titre  de  dividende,  en  parties  proportionnelles  aux  nombres 
des  actions  dont  ils  sont  porteurs.  Ordinairement  les  intérêts  et  le  di- 
vidende ne  se  payent  pas  ensemble,  mais  bien  à  six  mois  d'intervalle; 
les  actionnaires  reçoivent  ainsi  leurs  rentes  annuelles  en  deux  fois. 

Par  suite  d'une  plus  grande  extension  donnée  à  une  entreprise,  il 
peut  être  émis  de  nouvelles  actions,  que  les  premiers  actionnaires 
ont  la  préférence  de  souscrire  avant  tout  autre.  Au  lieu  de  nouvelles 
actions,  une  société  peut  faire  un  emprunt,  qu'elle  divise  en  petites 
parties  appelées  obligations,  qui  sont  remboursables  en  nombre  dé- 
terminé chaque  année  par  voie  de  tirage. 

Les  obligations  étant  garanties  par  les  propriétés  et  le  matériel  de 
l'entreprise,  et  leur  intérêt  étant  servi  avant  celui  des  actions,  elles 
constituent  un  placement  plus  sûr  que  celui  des  actions,  mais  qui  n'a 
pas  l'avantage  de  participer  au  partage  du  dividende  qui  peut  exister. 
L'intérêt  des  obligations  se  paye  deux  fois  par  an. 

Comme  les  rentes  sur  l'État,  les  actions  et  les  obligations  des  grandes 
entreprises  sont  négociées  à  la  bourse  par  l'intermédiaire  d'un  agent' 
de  change. 

Quand  l'État  ou  une  compagnie  fait  un  emprunt,  ou  bien  le  capital 
emprunté  est  fixé  à  l'avance,  et  alors  le  montant  des  inscriptions  ou  le 
nombre  des  obligations  dépend  de  la  situation  du  crédit  de  l'État  ou 
de  la  compagnie  au  moment  de  l'emprunt;  ou  bien  le  montant  des  in- 
scriptions ou  le  nombre  des  obligations  est  déterminé,  et  alors  le  ca- 
pital encaissé  dépend  de  la  situation  du  crédit.  Par  exemple,  si  une 
compagnie  émet  des  obligations  de  500  fr.  à  3  p.  100,  remboursables 
en  60  ans  par  voie  de  tirage  et  suivant  une  progression  déterminée  à 
l'avance,  chaque  obligation  ne  donnant  que  15  fr.  d'intérêt,  elle  ne 
trouvera  de  souscripteur  qu'à  un  chiffre  inférieur  k  500  fr.,  chifi're 
que  l'avantage  d'un  remboursement  plus  ou  moins  prochain  k  500  fr. 
et  le  succès  plus  ou  moins  assuré  de  la  compagnie  tendront  encore  k 
modifier.  Aujourd'hui,  les  obligations  de  500  fr.  k  3  p.  100  des  chemins 
de  fer  français  sont  cotées  à  310  fr.  environ,  et  leur  émission  s'est 
faite,  il  y  a  quelques  années,  a  un  prix  encore  inférieur. 

Les  problèmes  sur  les  actions  et  les  obligations  se  résolvent  par  une 
marche  analogue  k  ceux  sur  les  rentes  (36o;. 

RÈGLES    d'escomptes. 

367.  Un  billet  à  ordre  ou  une  lettre  de  change  est  une  promesse  écrite 
de  payer  une  somme  d'argent  k  une  époque  désignée,  appelée  échéance. 
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Modèles  éTttn  billet  à  ordre  et  é^une  lettre  de  change. 


TiidM. 

B.  P.  F.  2000. 

Ad  premier  join  prochain  je  payerai  à  l'ordre  de^M.  Albert^ 
papetier,  la  somme  de  deux  mille  francs^  valeur  reçue  en 
marehandiaes. 

Puis,  le  premier  man  mil  huit  oent... 

► 

Gallau, 

Rue                       ,  n* 

Paris,  le  premier  mars  18.. 


riBlM.  B.  p.  F.  3000. 


Au  premier  Juin  prochain  payei^  par  cette  première  de 
change,  à  Tordre  de  M.  Albert,  papetier,  la  somme  de 
trois  mille  francs^  valeur  reçue  comptant,  que  passerei  suivant, 
ou  sans  autre  avis. 

A  Monsieur 
André,  négociant  à  Orléans. 

Galuis. 


Si  Albert  donne  le  billet  à  ordre  ou  la  lettre  de  change  en  payement 
à  un  tiers  ou  s*il  le  fait  escompter,  il  Vendosse^  c'est-à-dire  qu'il  ap- 
pose sa  signature  au  dos;  il  peut  y  avoir  plusieurs  endosseurs.  L'acquit 
s'écrit  également  au  dos. 


J5  g   •       ««        S 

^    i   ,    '1  1    -  i 


'djcfmix 
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Avant  de  se  servir  d'une  lettre  de  change  venant  de  Fétrangcr  ou  des 
colonies  oùie  tiwibiw  Tt>fài  pasêM!^,  ««•  coJJe  au  ttos  un  fiiiibre  mo- 
bile, sur  lequel  on  écrit  : 

Bon  pour  annulation  du  timbre.     Paris ^  le Signature. 

L'endos  ou  rAequit  se  mai  au-dessous  du  timbre. 

568.  V escompte  est  la  retenue  faite  sur  le  montant  d'un  billet  quand 
on  le  touche  avant  son  érhéance  (367). 

Il  y  deux  sortes  d'escomptes  :  V escompte  en  dedoju  etï escompte  en 
deliors. 

569.  Vescomfl^mâedwmf^Vvti^rèt  simple  du  montant  du  billet 
évalué  argent  comptant,  cet  inténH  étant  compté  du  jour  où  Ton  es-» 
compte  le  biflet  à  celui  de  féchéance  (4"  n*  359).  Ainsi  la  somme  que 
Fon  reçoit,  placée  k  intérêt  simple  au  taux  de  l'escompte,  depuis  le 
jour  de  l'escompte  jusqu'à  celui  de  l'échéance,  reproduit  le  montant  du 
billet.  Cet  escompte  est  donc  très-équitable. 

Problème.  Quel  est  V escompte  en  dedans,  d  6  p.  !(W)  par  an,  pour  une 
somme  de  4745',25  payable  dans  ^'iriyow^? 

Ce  problème  r^vieiU  à  é^valuer  la  somme  4745',25  argent  coK^ptant 
;4*  n*  359),  et  k  Felmachar  le  résultat  trouvé  de  cette  somme. 

Or  l'intérêt  de  1  fr.  pour  327  jours,  à  6  p.  100,  élant  (3*  n*  359) 

6  000"^  6  000  *''' 

327         6  327 
*  "^  fiTmïï  ~  fiôôô  ^^'  ^^^^'^  ^^^  jours  \iUeiiit  1  fr.  argent  comptant,  cl 

par  conséquent  4745*,25  valent 

^7Aft'  9{;.  ^^^^  -  47A5',25x6  000  __ 

^^*^  '^^-  '6000 6327 ^^  ^• 

IJcsocmpte  dÊinandé  eM  dMc  4745',26 — 4^0^  243';25. 

Le.&  auire«;pi!oh}ène$«lfu'ee  pent  se, proposer  :8ur  UemMEUfàCf  (»é^ 
dans,  en  prenant  pour  inconnue  soit  le  temps,  soitlasoniine:e$Go»ptée, 
ou  encore  le  taux,  se  résolvent  comme  les  questions  analogues  d'in- 
térêt simple  (359). 

570.  L'escompte  en  dehors,  qui  est  le  seul  usité  en  France,  est  l'in- 
térêt simple  du  montant  même  du  biltet,  cet  intérêt  étant  compté  du 
jour  de  l'escompte  à  celui  de  l'échéanco. 

Ainsi  l'escompte  en  dehors  se  comporse  de  l'intérêt  du  montant  du 
billet  évalué  argent  comptant,  c'est-à-dire  de  l'escompte  en  dedans 
(369),  plus  l'intérêt  do  l'cscompto  en  dedans.  11  en  résulte  que  la  somme 
que  l'on  reçoit,  placée  à  intérêt  simple  au  taux  de  l'escompte,  depuis 
le  jour  de  l'escompte  jusqu'à  celui  de  récht'?ance,  ne  peut  pas  reproduire 
le  montant  du  Milel. 

Problèmes,  l)i^  la  définition  de  Tescomple  on  dehors,  il  résulte  que 
tous  les  problèni«s  que  l'on  l[>e^t  se  proposer,  en  prenant  pour  incon- 
nuif»  l'escompte,  le  iruix  do  L'escompte,  le  montant  du  billet  ou  le  temps 
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^i  s'écoKle-du  jour  de  Fescomple  à  celui  de  Téchéance,  se  résoudront 
CDmme  les^ questions  analogues  sur  les  intérêts  simples  (359). 

!•  Quel  e9t  rescompte  Ai  dehors^  à  6  p.  100  par  an,  pour  un  billet  de 
ftl&\fS^payabl8'dans  Séjours? 

eet  escompte  est  (3*  n*  35a). 

4745^x387  _  ^.^,  .. 
6û5Ô -2o8,61 

la  somme  reçue  comptant  est  alors  4745,25  —  258,61  =4^(86,64. 

6es  résultats  sont  sensiblement  difKreats  de  ceux  trouvés  au  n**  369 
pear  l'escompte  en  dedans* 

a  est  à  remarquer  que  les  règles  posées  au  3*  du  n*359  pour  obtenir 
Jlolérêt  simple  d'un  capital  pour  un  nombre  de  jours,  s'appliquent 
égaiement  à  la  règle  d'escompte  en  dehors. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  obtenir^  au  taux  de  6  p.  tOO  par  an,  res- 
compte d*ttn  biilei  payable  dans  un  certain  nombre  de  jours,  on  multi- 
plie le  montant  du  billet  par  le  nombre  de  jours  et  on  divise  le  produit  par 
6M0. 

T  Un  billet  de  4745',SI5  payable  dans  327  jours  a  été  escompté  pour 
4486',d4  cergent  comptant  ;  quel  est  le  taux  de  l'escompte? 

4745,25— i48$,64  =  258',61  étant  Fescompte  de  474o',25  pour  ^  an, 

rescompte  de  4  fr.  pour  le  même  temps  est  l  ^  *■  ^  fr.,  et  celui  de 
fOO  fr.  est 

258,61  X  100  y 
4745,25 

Pour  un  an,  Fescompte  de  100  fr.  est  donc 

258,61  X  100  .  327  _  258,61  x  100  X  360  _  ^. 
4745,25      '  360  ~"      4745,25  x3«7      "" 
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RÈGLE  D*ANNU1TÈ. 


572.  Un  capital  étant  prêté  k  intérêt  composé  (357),  on  appelle  an- 
nuitéy  la  somme,  ordinairement  constante,  qu*il  faut  payer  à  la  fin  de 
ckaque  année,  pour  rembourser  en  un  nombre  déterminé  d'années  le 
capital  et  les  intérêts. 

375.  Quelle  est  V annuité  x  qrjCil  faut  'payer  pour  rembourser  en  4  ans 
le  capital  4000 /r.  prêté  à  5  7o^ 

Les  4000  fr.  comptant  valant  au  bout  de  la  4*  année  (4*,  n*  360) 

4000  X  1 ,05*  =  4000  x  1 ,2i  5  506  =  4862  fr. , 

les  quatre  payements  réunis,  évalués  à  cette  époque,  doivent  valoir 
4862  fr. 

Or  le  premier  payement  x,  effectué  à  la  fin  de  la  l'*  année,  vaut,  à  la 
fin  de  la  4*  année,  x  x  1,05';  celui  effectué  à  la  fin  de  la  2*  année  vaut, 
à  la  fin  de  la  4*  année,  x  x  1,05';  celui  de  la  3*  année  vaut,  à  la  fin  de 
la  4%  2  X  i,05,  et  celui  fait  k  la  fin  de  la  4*  année  vaut  x  k  cette  même 
époque;  donc 

X  X  i  ,05"  +  X  X  1 ,05"  +  a:  X  1 ,05  +  X  =  4862  fr. 

ou  (n*  32)  x(l  ,05*  +  i  ,05»  +  i  ,05  +  1  )  =  4862  fr. , 

ou  encore,  en  remarquant  que  la  quantité  «ntre  parenthèses  est  la 
somme  des  termes  d*une  progression  géométrique  dont  le  premier  se- 
rait i,  le  dernier  1,05',  et  la  raison  1,05  (n«  342) 

1,05»  X  1,05-1  _         1,05*-1  _  . 

""^  — M53i —  -^^—ô;ô^  -*^^^  ^'•' 

d'où  Ton  tire 

^^«62X0  05^4868X0.05    ^ 

1,05*— 1  1,215506  —  1  * 

Ce  qui  fait  voir  que  l'annuité  s'obtient  en  multipliant  le  capital  évalué 
à  la  fin  de  la  dernière  année  par  Vintérèi  de  1  fr.  pour  un  an  (par  0',05 
quand  le  taux  est  k  5  ^/q),  et  en  divisant  le  produit  par  V excès  sur  Vunitè 
de  la  valeur  que  prend  1  fr.  prêté  pendant  tout  le  temps. 

Vérification.  Le  capital  4000  fr.  vaut  k  la  fin  de  la  première  année 
4(K>0x  1,05  =  4200  fr.  Après  avoir  fait  le  premier  payement,  il  reste  dft 
4200  —  1 128,05  =  307r,95.  Ce  nouveau  capital  vaut  k  la  fin  de  la  seconde 
année  3071',95  x  1,05  =  3225',55.  Après  le  second  payement,  on  doit  en- 
core 3225',55  —  1128',05  =  2097',50.  Ce  troisième  capital  vaut  k  la  fin  de 
la  troisième  année  2097',50x  1,05=?  2202',38,  desquels  retranchant  le 
troisième  payement,  il  reste  àti  2202S38— 1128',05=:1074',33.  Ce  nouveau 
capital  devient  k  la  fin  de  la  quatrième  année  1074',33  x  1,05  =  1128',05, 
que  Ton  acquitte  par  le  dernier  payement. 

La  colonne  d  de  la  table  du  n<*  361,  en  donnant  la  valeur  actuelle 
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d'une  rente  annuelle  de  i  fr.  payable  pendant  1,  2,  3...  60  ans,  permet 
de  résoudre  le  problème  précédent  à  l*aide  d'une  seule  division.  En 
effet,  pour  une  rente  annuelle  de  1  fr.  pendant  4  ans,  le  capital  pri- 
mitif étant  (colonne.(2  du  5  V«}  3',545d5t,  l'annuité  à  payer  pour  Dem- 
boorser  les  4000  fr.^sera 

*^®^     :im,05. 


3,545951 


S!  Ton  a  à  résoudre  le  problème  inveise,  c'estrà-dire  à  déterminer  le 
capital  à  placer  pour  se  procurer  une  annuité  de  li2&%QS.  pendant 
4  ans,  rintérét  étant  à  5  Vo»  1&  ^^^^  donnant  3',545951  pour  le  capital 
correspondante  ramuitédiei  fn, le  ««pilai  ohensbéeat 

liatv^  X  M<fi^9Si  23«4ÛM  fit 


TflORABttITÉS,    RENTES  TIAGÈRES. 

VTA.  La  jfrababilité  mathémafique  d'un  événement  est  le  rapport  du 
B«nibre  des  cas  favorables  k  cet  événement  au  nombre  des  cas  pos- 
sibles, tous  ces  cas  étant  également  possibles  (voir  combinaisons,  en 
algèbre). 

Exemple.  Dans  une  urne  on  place  12  boules  égales,  dont  5  blanches 
ei  7  noires;  en  en  tirant  une  au  hasard,  la  probabilité  qu'elle  sera 

blanche 'est— .  En  tefffet,  1è  nombre  de»  cas  possibles  est  12,  puisque 

Ton  peut  prendre  indifféremment  L'une  quelcon^e  defr.iS.beulesiipii 

se  trouvent  dans  Turne,  et  celui  des  cas  favorables  est  5,  puisqu'il  y  a 

5  boules  blancfae& 

7 
La  probabilité  que  Ton  tirera  une  boule  noire  est  -^. 

Iz 

Si  un  joueur  parie  qu'une  boule  blauche  soriica,  contre  un  second 

joueur  qui  parie, pear  une  boiule. noire,  rei|jea«  ^.fr.  par  exemple,  du 

premier  sera  à  celui  x  du  second,  dans  le  rapport  direct  des  probabi- 

U4és  qa'ile  ont  de  gagner.  Ainsi  Ton  aura 

i»'x^  à-  â  =^*-'^'  dV>ù'*  =  ^^=«8^,««. 

%W.  Si  PétfénêfMni,  au  lieu  d^ètre  simple,  comme  au  numéro  pré- 
eédent,  est  composé  de  plusieurs' événements^  simples^  la  probabilité 
est  égale  au  produit  des  probabilités  partielles  de  tous  les  événements 
«Impies. 

Exemple.  Une* première  urne  contenant'5  boules  blanches  et7  noires, 
cA  une  seconde  en  contenant  3  blandies  et  8  noires,  la  probabilité  qu'en 
tirant'une  boule  nie  chaque  urne  elles  seront  toutes  les  deaxbianches  est 

1^  ^  11  ""  132  ""44* 
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576.  La  prolwtyttfcé  d'uA  éfBénemmt  qtà  peiU^  acoi»  Heu  de  plusieurs- 
manières  distinctes  est  égaie  à  la  somme  de  ses  probabilités  dans  les 
diverses  manières  dont  il  peut  arriver. 

Exemple.  L'ne  umc  contient  5  boules  blanches  et  7  noires,  une  autre 
en  contient  3  blaaches  et  7  noires,  et  une  troisième  9  blanches  et 
4  noires;  qntlte  est  la  probabilité  qne  Ton  tirera  une  boulé  blanche  en 
portant  au  hasard  la  maki  dans  Tune  quielconque  des  uruo»? 

Hn  nsinarquant  que  la*  probdnlité  que  Ton  portera  la  main  »ur  la 
première,  la  deuxième  et  la  troisième  urne»  ctqu'on  en  tirera  une  boiiî(^ 

blaache  étant  rcspectivepcnt  (374  et  375)  3Xj3»3^î5^3^Î3'^* 
proèatiiCté  demandée  est 


3'     ia  ^  3  ^  ta  ^  3  ^  tô  ^  *  \i2  ^  10'     13/  "*  as 


109P 
'9340' 


597.  On  appelle  table  de  morialUé^  une  table  qui  oontient^  sar  un 
grand  nombre  N  de  naissances,  les  nombres  Nj,  N,,  N^ —  des  mai- 
vidos  qui  vivent  après  i  an,  2  ans,  3  ans,  «'te.  Nous  dûonons  celle  4c 
Duiillard  et  celle  de  Oeparcieux. 

La  table  1  est  celle  que  Duvillai*d  a  publiée  on  1806,  dans  son  Analy&r 
de  lirtjluence  de  la  petite  véi'ole  sur  la  mortalité.  D'après^  son  auteur^ 
elle  représente  tous  les  résultats  de  la  mortalité  générale,  d'après  uii 
grand  nombre  de  faits  recueillis  avant  la  révolution  en  divers  lieu»  dt^ 
la  A-ance,  et  elle  doit  représenter  asser»  exaetoinefit  la  loi.dio  mortalité. 
Xais  fusage  de  la  vaccine  et  ramélîoratfon  îles  conditions  hygiéniques 
en  général  font  que  la  table  de  Duvîllard  donne  une  mortalité  beaucoup 
trop  rapide  pour  Tétat  actuel  de  la  population  en  France. 

La  table  qfue  ûepameiuL  a  conatruito,  vors^  174^4  paur  dA)&  tèlit^ 
choisies,  donne  une  mortalité  beaucoup  moins  rapide  que  celle  de  Du- 
\  illard.  Cette  table  avait  été  dressée  pour  1000  enfants  âgés  de  3  ans. 
Complétée  pour  les  premières  années  et  légèrement  modifiée  par 
M.  Mathieu,  elle  a  fourni  la  table  2  suivant(î,  qui  donne,  avec  une  ap- 
proximation suffisante  pour  les  applications  ordinaires,  la  distribution 
actuelle  aux  différents  âges  en  France,  où,  pour  une  population  totale 
de  34860387,  on  compte  annuellement  et  en  moyenne  970000  nais- 
sances et  810000  décès. 

La  table  3  donne  la  population  de  chaque  âge  en  France  pour 
IOOOOOOd*habitants. 

Les  tables  de  Duvillard  et  de  Deparcioux  sont  employées  en  France 
par  les  compagnies  d'assurance  sur  la  vie;  la  première,  pour  calculer 
les  sommes  payables  au  décès  des  assurés;  la  seconde,  pour  calculer 
les  rentes  viagères,  parce  que,  indiquant  une  plus  longue  jouissance 
de  la  rente,  elle  conduit  à  un  tarif  de  concession  plus  élevé. 
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1.  Table  de  mortalité  en  France  daprèe  Ihmliaird. 


AUi. 

n?Aim. 

AftES. 

VITAHT». 

▲OBS. 

TITAHTS. 

Afin. 

flTANIt. 

4000000 

30 

438483 

60 

143567 

90 

3830 

767615 

31 

434  398 

64 

1043K0 

94 

3093 

674  834 

31 

414583 

61 

495054 

91 

1466  - 

61V668 

33 

417744 

63 

485600 

93 

4938 

598743 

34 

410886 

64 

476035 

94 

4  499 

583454 

35 

404041 

65 

466377 

95 

4440 

5730)5 

36 

397113 

66 

456654 

96 

850 

565838 

37 

390219 

67 

446881 

97 

614 

560245 

38 

383300 

68 

«37101 

98 

441 

055486 

39 

376363 

69 

417347 

99 

807 

554  411 

40 
41 

369404 

70 

447656 

400 

107 

546888 

361449 

74 

408070 

404 

435 

5i«630 

41 

355400 

71 

98637 

401 

84 

538155 

43 

3^8341 

73 

89404 
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3.  Table  de  là  popuiatim  déchaîne  âge  en  Franc»  pomr  1  ^QMMOr  dVtMtanis, 
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578.  La  probabilité  qu'a  un  individu  âgé  de  20  ans,  par  exemple, 
d^atteindre  au  moins  Fàge  de  50  ans  est  (374) 

584 
814' 

En  effet,  d'aprèfs  la  table  de  Deparcieux  (377),  sur  814  cas  possibles,  il 
y  en  a  581  de  favorables. 

579.  La  me  probable  d'un  individu  est  Tâge  qu'il  a  autant  de  chance 
d'atteindre  que  d«  ne  pas  atteindre;  c'est,  par  conséquent,  Tàge  auquel 

la  probabilité  que  l'individu  a  d'atteindre  est  égale  à  -.  Ainsi,  en  con- 

sultant  la  table  de  Doparcieux,  on  voit  que  la  vie  probable  d'un  individu 
à  sa  naissance  est  de  42  ans;  qu'à  20  ans  elle  est  comprise  entre  64  et 
86  ans;  elle  est  de  64  ans  2  mois,  c'est-à-dire  qu'à  20  ans  io  nombre  pro- 
bable d'années  qui  lui  reste  à  vivre  est  de  44  ans  2  mois,  c'est  ce  nombre 
que  donne  la  table  dans  la  cinquième  colonne. 

580.  La  vie  moyenne  est  la  moyenne  des  âges  auxquels  sont  mortes  un 
grand  nombre  de  personnes  (377). 

Pour  trouver  la  vie  moyenne  f ,  à  l'aide  de  la  table  de  mortalité  de 
Deparcieux,  on  remarque  que  sur  1286  nouveaux-nés,  1286—1071  sont 

\ 
morts  pendant  la  première  année,  et  ont  vécu  moyennement  -r  année; 
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de  sorflfr'que  Ja  somme  des-teaijps'  pmidanl t«9qiid«41è*oiit^Té««i*e8t  kpea 

près  égale  k  3  (1286^-1071)  ans.  Ceux  qui  meurent  pendant  Ja  2*  année 

1       3 
vivent  en  moyenne  1+3=5  *^^»  ®*  ^*  somme  des  temps  pendant  les- 

3 
quels  ils  ont  vécu  est  à  peu  près  â,(*^'7^  "~"  ^006)  ans.   Pour  ceux  qui 

5 
meurent  pendant  la  3*  année,  cette  somme  est  -  (1006  —  97D)  ans,  et 

.«wsi.df  saite  juaf|i'à«lA  W  «noée.  Qa  at^iora 

ex  1286=  I  (1286— 1871)  +  |  (1071— 1006)  +  | (1006— 970)  + ... 
1    .    1071 +1006  + 970  4-... +4  +  24-1 

dm  «K=--h Ï5gg 

Ainsi  la  vie  moyenne  est  égale  k  la  moitié  d'une  année  plus  le  quotient 
de  la  somme  des  nombres  de  vivants  k  chaque  âge,  k  partir  de  la  pre- 
nère  année,  pair  le  Dombi«"l2B6  de  nonveauiHOféSi  Eééctiiant  les  eal- 
cnls,  on  trouverait  t?  =  39  ans  8  mois,  valeur  consignée  dans  la  ifmr 
tmoie  cDÉomie  d&lftidriB.  bes  nombreside  vivants  a  clwqae  âge  sont 
iiBKiits  dans  IfiideuxièKnfi  oolaiiAft  de  iiKtaide,  et  leam*  SMUue  pour  càaque 
âge-a»  trouva  dans  lat  trokièmer  aolcnne. 

Af^lant^d^ine  manière  générale,  trie  moyenne  co  qu^  il  resite  moye»- 
nitninfrtii  û»»  kun  inâiridn.  d'un  â^e  qneloonqno,  on  ta»  dé^evmîiiMa 
comme  pour  le  nouvean-né.  Ainsi  la  vie.moy«me  d^undndivida  âgà'de 
20  ans,  par  exemple,  sera 

«       i   .  806  +  798+790  +  ...+4-f2  +  l       1   .   32332       .^  ^„^  ,  ^^;^ 
r=^  + gjj =-+.g^=40ans3mois. 

Cest  cette  vie  moyenne squi  est  inserite  dans. la  quatrième  colonne  de 
la  table. 

5*1.  Un  piaeement  estifit  àfimàs  'perdu^  lorsque  'emprotrtefir  s-*en- 
gage  à  rembourser  lè  capital  etles  intérêts  aumoyend'un  certain 'noin>- 
bre  de  payements,  effectués  k  des  époques  convenues  jusqu'à  la  mort 
de  rîndividu.  Chaque  payement  est  une  retiie  viagère,  qu'on  suppose 
ordinairement  constante  et  annuelle. 

591SL  Soit  àdéterminer  la  renie  viag^  r  d^im  capiùU  c  plctcé  par 
wte  personne  âgiéetdaÀ^aug,  par  exemple, 

Sii|»|N>sanLqiie  les  622.pei«Qnne6qui,  sur  1286:  naissanees)»  vivoniieo- 
core  à  45  ai»  (337,  2*  table],  aient  placé  chaanneie  oapilaL  cauvr mêmes 
conditions;  comme  il  n'en  existera  plus^i  Fâgede  46  ans  qno-^loy  Tem- 
pnijiteur  aura  doncA  papier  k  la  fin  de  lapremièro' année  un&  somme 
r  X  615;  de  même  k  la  fin  de  la  2*  année  de  prêt  il  auraàvpayer  rx  6(117.; 
àla  fin  de:la3*  année^  r  x.!i99,  et.ainsi  de  suila.  Mais  tautes fies-sommes 
kpayer  doivent  valoir comptaAt.le capital :totAlf que  reçoit  J^cmprunfteur; 
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donc,  en  désignant  par  t  Tintérét  de  i  fr.  par  an,  on  a  {¥,  n*360) 
r     ^^  ^,^        '  r  .        r 


cx6M  = 


rn  ^  "^  +  F+Tp  ^  «*>^  +  (Tm)*  ^  **»  +  ••- 


d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  r  ou  celle  de  c,  selon  que  c  ou  r  est 
donné. 

On  peut  résoudre  ce  problème  de  la  manière  suivante,  qui  est  plus 
expéditive. 

A  45  ans,  la  vie  probable  est  de  24  ans  il  mois  (377,  V  table);  c'est 
donc  pendant  24  ans  que  sera  payé  la  rente  annuelle  r,  et  Ton  doit 
avoir 

^  ""  ÎTl  "*■  JïTW  "*■  ini?  "^  •••  ■*■  WTW 

En  évaluant  le  capital  c  et  les  rentes  r  à  la  fin  de  la  24*  année,  on  a 
encore  (1%  n*  360) 

c(l -fO"*  =  r(l  +  0**  +  r(i +<)••+. ..+r(l+/)4-r. 

Chacune  de  ces  formules  permet  de  calculer  c  ou  r  quand  r  ou  c  esl 
donné. 

Enfin,  la  colonne  d  de  la  table  du  n*  361  donnant  la  valeur  actuelle 
d'une  rente  viagère  de  1  fr.  payable  pendant  1,  2,  3 ...  60  ans,  cela  per- 
met de  résoudre  le  problème  précédent  avec  la  plus  grande  simplicité. 
Ainsi,  pour  le  taux  <  de  5  ^f^,  par  exemple,  une  rente  viagère  de  1  fr. 
payable  pendant  24  ans  valant  argent  comptant  13',798  642,  la  rente  r 
payable  pendant  le  môme  temps  vaudra  comptant 


r,    d'où    c  =  rx  13,798  642  fr. 


13,798  642' 

Pour  r  =  5000fr.,  on  a 

c  =  5000  X  13,798  642  =  68  983',20. 

La  compagnie  d'assurance,  pour  couvrir  ses  frais  et  s'assurer  un  bé- 
néfice,  exigerait  pour  c  une  valeur  un  peu  plus  grande. 

RÈGLE  DE  SOCIÉTÉ. 

385.  Une  règle  de  société  a  pour  but  de  partager  entre  plusieurs  as- 
sociés le  bénéfice  ou  la  perte  qui  résulte  de  leur  société.  La  part  de 
bénéfice  ou  de  perte  de  chaque  associé  dépend  de  sa  mise  de  fonds  et 
du  temps  pendant  lequel  cette  mise  est  restée  dans  la  société. 

384.  Problèmes  sur  les  règles  de  société  : 

r  Les  mises  de  trois  associés  sont  2000,  5000  et  7000  fr,  ;  le  gain  a  été 
de  17  800 y)".;  quelles  sont  les  parts  de  gnin  des  associés? 

Le  temps  de  production  étant  le  même  pour  toutes  les  mises,  la  part 
de  bénéfice  de  chaque  associé  est  proportionnelle  k  sa  mise.  Le  gaio 
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ayant  été  de  17  800  fr.  pour  la  somme  de  2000  +  5000  +  7000  ==  ii  000  fr., 
il  est  de  ttââq  fr.  pour  i  fr.,  et  les  pafts  des  associés  sont  respective- 
ment: 

47  800 
Ji-2x70C0=8900',00. 

Le  gain  total  a  été  partagé  en  trois  parties  proportionnelles  aux  mises 
(298);  comme  vérification,  la  somme  des  trois  parts  doit  donc  être  égale 
au  gain  total. 

fr  Les  mises  de  trois  a.*sociés  sont  1000 /r.,  1250 /r.  et  1400 /r.;  la 
première  mise  est  restée  2  mois  dans  la  société^  la  deuxième  4  mxns^  et  la 
troisième  5  mois.  Le  gain  étant  de  17  800 /r.,  on  demande  la  part  de 
chaque  associée 

Si  toutes  les  mises  étaient  restées  productives  pendant  le  même 
temps,  les  parts  de  gain  se  détermineraient  comme  au  T.  Cherchons 
donc  les  mises  qui,  placées  pendant  Tunité  du  temps,  que  nous  pren- 
drons dans  ce  cas  égale  au  mois,  produiraient  les  même  bénéfices  que 
les  mises  des  associés  : 

100  fr.  placés  pendant  2  mois  rapportent  autant  que  1 000  x  2 = 2000  fr. 
pendant  1  mois;  de  même  1250  fr.  pendant  4  mois  et  1400  fr.  pendant 
5  mois,  rapportent  autant  que  1250  x  4=5000  fr.  et  1400  x  5  =7000fr. 
pendant  1  mois. 

Le  problème  est  ainsi  ramené  à  celui  du  1*,  et  se  résout  de  la  même 
manière. 


RÈGLE  D*ALL1AÛE   ET   RÈGLE  DE   MÉLANGE. 

581(.  En  France,  la  vaisselle  d'argent  est  au  titre  de  0,95,  et  les  cou- 
verts, les  bijoux  et  les  autres  ouvrages  d'orfèvrerie  sont  au  titre  de 
0,80.  Quant  aux  objets  d'or,  la  vaisselle  est  au  titre  de  0,92,  et  les 
bijoux  sont  aux  titres  de  0,84  et  0,75.  De  plus,  Tor  naturel  contient 
toujours  des  traces  d'ai^ent  qui  se  retrouvent  dans  les  objets  d'or 
(218  et  219). 

386.  Problèmes: 

!•  On  fond  ensemble  250  grammes  d'un  alliage  d  argent  au  titre  de 
0,80  et  750  gr.  d'argent  pur;  quel  est  le  titre  du  nouvel  alliage? 

Argent  contenu  dans  les  250  gr 250  X  0,80  =   200  gr. 

Argent  contenu  dans  le  nouvel  alliage 200  +   750  »   950  gr. 

Poids  du  nouvel  alliage 250  +   750  =  1000  gr. 

Titre  du  nouvel  alliage •  .*.  .  950  :  tOOO  =  0,95 
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pour  avoir  de  l'or  au  titre  de  Ofiil 

Pour  1  gr.  d'or  aa  titre  de  0,9i  introduit,  il  y  a  un 

excès  d'or  de : 0,9Î  —  0,84  =  0»,08 

Pour  1  gr.  d'or  an  titre  de  0,75  introduit,  il  y  a  un 

déficit  d'or  de 0,84  —  0,75  =  0«,09 

Pour  que  l'excès  soit  compensé  par  le  déficit,  il 

faut  donc  prendre  le  rapport  de  l'or  au  titre  de 

0.09      9 

0,W  à  l'or  au  titre  de  0,75  égal  à r;iS  =  5 

0,08       8 

Ainsi  par  9  gr.  d'or  au  titre  de  0,92  il  faut  prendre  8  gr.  d'or  au  titre 
de  0,75. 

Vérijlcatùyn, 

Or  pur  contenu  dans  0  gr.  au  titre  do  0,92 0,9i  x   9=  <8»/29 

Id.  «gr.       id.       V**  .  .  .  .    OkJax  fe«  3ft,<a 

Totel.  . .  Uf,t» 

Id.  *n  gr.        éd.        .0,Si.  ....    0,84(XlTssll<^ 

3*  Combien  faui'il  allier  d^ m-  au  titre  de  0,92  avec  de  l'or  au  titre  de 
0,75  pour  obtenir  100  gr.  d'or  au  titre  de  Ofiif 

Si  Ton  a  déterminé  le  rapport  9 : 8  des  quantités  d'or  aax  titres  de 
0,92  et  0;75  qui  doivent  entrer  dans  Talliage  (2'),  le  problème  est  ra- 
nrené  à  partager  !00  gr.  en  parties  proportionnelles  aux  nombres.  9  e! 
8,  et  en  opérant  comme  au  n*  .S84  on  trouve  : 

100 
Poids  d'or  au  titra  de  0,92. Tf  ^  ft^^<y94 

100 

Id.  0,75 .^X8  =  47i,06 

17 

On  peut  résoudre  directement  le  problème  en  opérant  de  la  manière 
suivante  : 

Or  pur  contenu  dans  100  gr.  d'«raa  titre  de  0,84 84  gr. 

Id,  100  gr.  id.  0,92 92 

Aifféceofie.  ...  8.|r. 

Or  pur  retianché  des  100  gr.  d*«r  an  titie  de-d/98 
en  remplaçant  1  gr.  au  titre  de  0,92  par  1  gr.  a« 
titre  de  0,75 0,92—  0,75=  0,n 

Nombre  de  grammes  au  titre  de  <r,75  qu'il  faut  in- 
troduire  8,00  :    0;i7=«7,M   . 

Nombre  de  granunes  au  titre  de  0,92 100  — 47,06=9^94 

i*  Le  bronze  des  canons  et  des  statues  est  formé  de  90  parties  de 
cuivre  pour  10  parties  d'étain;  quel  est  le  prix  d'un  kilogramme  de  ce 
bronze,  le  cuivre  coûtant  2S50  et  fétain  3S50  le  kilog.? 

Valeur  du  cuirre  contenu  dams  1  kil.  de  bronze.  .  .    2,50  x  0,90=:  2',S5 
Valeur  de  Fétaîn  contenu  dans  1  kil.  de  bronze.  .  .    8,90  x  0,10  =  y,8S 

Prix  de  1  kil.  de  bronze.  .  .  .•• f-OO 
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&*  Le  cuivre  Jaune  ou  laiton  est  formé  de  75  partie»  de  cvivre  et  de  S5 
de  zinc;  quel  est  le  prix  de  \  kilog.  de  laiton,  le  cuivre  coûtant  â',âO  et 
lejâmcC'^lekiloff.2 

ITaleur  du  enivre  contena  dans  aa  kiî.  de  laiton. .  .    S,50  x  O^TS  =:  t';S75 
Véleer  dn  tine  conCnM'<é«H8  1  iffl«'^'laitM.  .  .  .    0,9Oxe,»^¥\i» 


Prix  «tel iil. *e laiton â';lO 

6*  1^9  cai'octères  d'imprimerie  sont  formés  de  80  parties  de  plomb  pour 
20  parties  d'antimoine  (ils  coiltiennent  en  outre  quelque«  traces  de 
cuivre};  quel  est  le  prix  de  i  kilog.  de  €etalliaig^r^pà9mù.caàtKmU0\lJ»^ 
et  CwUinmime  9f^  leéàlegu? 

Yalenr  du  itlonb  contentt  dans  1  LU.  d'aUiage.  .  .  .    0,75  x  0,80= 0^,60 
Talenr  de  FantinioiDe  contenu  dans  1  kîl.  d'alliage.    3,50  X  0,20  =  0^,70 

Prix  de  1  kil.  d'alliage 1^30 

7*  La  soudure  des  plombiers  est  formée  de  60  parties  de  plomb  et  de 
40  parties  d'étain;  quel  est  le  prix  de  1  kilog.  de  cette  souàitre,  le  plomb 
coûtant  0',75  et  Vétain  3',50  le  kilog.? 

Valeur  du  plomb  contenu  dans  1  kil.  de  soudure. .  .    0,75  x  0,00= 0^,45 
Yalein-  de  Tétain  contenu  dans  1  kil.  de  soudure. .  .    3,50  x  0,40=  1^46 


Prix  de  1  kil.  de  soudure 1^,85 

587.  Bègle  de  mélange.  Dans  Tindustrie,  et  surtout  dans  le  com- 
merce des  boissons,  on  mélange  souvent  plusieurs  liquides.  Ces  mé- 
langes cooduiseni  à  des  problèmes  semblables  à  eeux  qui  précèdent 
sur  les  alliage^  et  qui  se  résolvent  de  la  même  manière. 


mvrî:  vti. 


586.  Lorsqu^jn  a  deux  progressions  tefles  que 

14       14 

^•••81  •  27  •  9  •  3  -^  •^•^•^'  -^^  ••• 
T  ...— 8.-6  .~.4.-r2.  0.2  .4.6   .   8  ... 

Vume  géométrique  dont  Fun  des  termes  est  Tunité,  l'autre  arithmétique 
doBt  l'uD  des  termes  est  0  et  correspond  au  terme  1  de  la  progression 
géométrique  (35»  et  337),  chaque  terme  de  la  progression  arithmétique 
est  le  logarithme  du  terme  correspondant  de  la  progression  géométrique. 
Ainsi  le  logarithme  de  07,  que  Ton  écrit  log  27,  est  égal  à  6. 
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589.  La  raison  de  la  progression  géométrique  ost  la  base  du  système 
de  logarithmes. 

590.  Au  lieu  de  considérer  les  logarithmes  comme  étant  les  termes 
d'une  progression,  on  peut  supposer  qu'ils  sont  les  degrés  des  puis- 
sances d'un  nombre  constant.  Ce  nombre  constant  est  la  base  du  sys- 
tème de  logarithmes,  et  Tune  quelconque  de  ses  puissances  a  pour 
logarithme  le  degré  de  cette  puissance.  Ainsi,  3*  =  9,  3'  =  27,  3®  =  1, 

3~*=  ^  =  -  (276),  ont  respectivement  2,  3,  0  et  —2  pour  logarithmes 

dans  le  système  dont  la  base  est  3. 

591 .  iO  est  la  base  du  système  de  logarithmes  dont  Tusage  est  le  plus 
habituel,  et  que  pour  cette  raison  on  appelle  logarithmes  vulgaires. 
Briggs  a  le  premier  publié  des  tables  de  logarithmes  pour  cette  base. 

Dans  le  système  de  logarithmes  vulgaires,  les  deux  progressions  du 
n*  388  deviennent 


f  ...    — 4    .    — 3  .— 2.— 1  .  0  .  1    .    2    .     :J     .      4      .       5      ... 

qui  reviennent,  en  considérant  les  logarithmes  conmie  exposants,  à  la 
suite  de  puissances  (390). 

...  iO-*       10-^    10-*  10-MO»  10*    10»      10»       10*         10»     ... 

592.  Cette  suite  de  puissances  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux 
sens,  de  même  que  les  deux  progressions  continuées  de  la  même  ma- 
nière, ne  contiennent  que  les  nombres  ayant  pour  logarithmes  la  suite 
des  nombres  entiers  positifs  et  négatifs;  mais  Ton  conçoit  qu'on  peut 
insérer  entre  chaque  terme  de  la  progression  géométrique  un  assez 
grand  nombre  de  moyens  géométriques,  pour  que  deux  termes  succes- 
sifs de  la  progression  qui  en  résulte  diffèrent  d'aussi  peu  que  l'on  veut, 
et  en  insérant  le  même  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre  les 
termes  successifs  de  la  progression  arithmétique,  les  termes  de  la 
nouvelle  progression  seront  les  logarithmes  des  termes  correspondants 
de  la  progression  géométrique,  et  la  différence  de  deux  logarithmes 
successifs  sera  encore  aussi  petite  que  l'on  voudra  (333  et  343). 

De  même,  on  peut  prendre  pour  exposants  des  puissances  succes- 
sives de  la  suite  précédente,  des  nombres  qui  diffèrent  entre  eux  d'aussi 
peu  que  l'on  veut,  et  les  puissances  successives  différeront  encore  entre 
4»lles  d'aussi  peu  que  l'on  veut. 

Alors  on  conçoit  qu'un  nombre  donné  quelconque  sera  un  terme  de 
la  progression  géométrique  ou  une  dos  puissances  de  la  suite  précé- 
dente, et  il  aura  pour  logarithme  le  terme  correspondant  de  la  progres- 
sion arithmétique,  ou  encore  l'exposant  de  la  puissance.  De  môme,  un 
nombre  donné  sera  un  terme  de  la  progression  arithmétique  et  un 
exposant  d'une  puissance,  et  il  sera  le  logarithme  du  terme  correspon- 
dant delà  progression  géométrique  ou  de  la  puissance. 
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Ainsi  un  nombre  quelconque  positif  a  un  logarithme^  et  un  nombre 
quelconque  positif  on  négatif  est  le  logarithme  d'un  rmmbre  positif. 

On  conçoit  qu'on  ne  peut  dresser  une  table  contenant  tous  les 'nom- 
bres, soit  comme  nombres  soit  comme  logarithmes;  mais  il  en  existe 
d'assez  étendues,  et  dont  les  différences  de  deux  nombres  successifs  ou 
de  deux  logarithmes  successifs  sont  assez  petites,  pour  que  les  nombres 
sur  lesquels  on  opère  dans  la  pratique  s'y  trouvent  avec  des  valeurs 
tellement  approchées,  qu'on  peut  prendre  ces  valeurs  approchées  pour 
les  valeurs  exactes. 

395.  Cela  établi,  soit  que  l'on  considère  les  deux  progressions  ou  les 
puissances  de  la  base  (39i),  on  conclut  ce  qui  suit,  que  nous  donnons 
pour  les  logarithmes  vulgaires,  mais  qui  s'applique  à  un  système  quel- 
conque en  remplaçant  la  base  10  par  celle  de  ce  système  : 

r  Le  logarithme  de  la  base  10  est  l'unité; 

y  Le  logarithme  de  l'unité  est  zéro  ; 

3*  Le  logarithme  d'un  nombre  plus  grand  que  l'unité  est  positif; 

4*  Le  logarithme  d'un  nombre  plus  petit  que  Tunité  est  négatif; 

5*  Un  nombre  négatif  n'a  pas  de  logarithme; 

6'  Le  logarithme  du  produit  de  plusieurs  facteurs  *^'=ïaa»  ^^*  =  *^ 

et  10*  =  10000  est  égal  à  la  somme  —%  +  1+4  =  3  des  logarithmes 
des  facteurs  : 

log(10-*x  10»  X  10^)  =:log  i0-*+H*=:  log  10»  =  —  2  +  1  +  4  =  3  (267). 

Le  logarithme  3  correspondant  a  10'  =  1000,  c'est  que  1000  est  le 

produit  des  facteurs  j^,  10  et  10  000. 

La  muliiplication  s'opère  ainsi  à  l'aide  (Tune  addition. 

V  Le  logarithme  d'une  puissance  (lO')'  d'un  nombre  10*  =  100  est 
égal  au  logarithme  2  de  ce  nombre  multiplié  par  le  degré  3  de  la  puis- 
sance : 

log  (10*)»  =  log  10*^»  =2x3  =  6      (268). 

Le  logarithme  6  correspondant  k  10»  =  1000  000,  c'est  que  Ton  a 

100»=  1000000. 

On  peut  donc  élever  un  nombre  à  une  puissance  au  moyen  d^une  simple 
multiplication, 

8*  Le  logarithme  du  quotient  d'un  nombre  10»  =  100000  par  un 
nombre  10»  =  100  est  égal  au  logarithme  5  du  dividende  moins  le  lo- 
garithme 2  du  diviseur  : 

10» 
log  Y^  =  log  1 0»-»  =  5  -  2  =  3      (276). 

3  étant  le  logarithme  de  1000,  c'est  que  1000=  —^^,  et  l'on  voit 

100 
qaa  la  division  s'effectue  au  moyen  S  une  soustraction. 

9*  Le  logarithme  d'une  racine  d'un  nombre  10»  est  égal  au  loga- 
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^xitbnie.6  de  ce  AOmtMFO.ilLvi^é.par.lJiodiQe  de  k  moâiie.: 
Le  riog8Dfthin«  3  corFaspondaiit  q  <f 000,  '  c'est  tftre 


V 1000000=;=  4000. 

Les  extractions  de  racines  s'effectuent  donc  au  moyen  de  la'diniswn. 

10*  Suivjuituiu'uu.nûmbre  est  cojoapjpiafeatFe  1  et  iO-,»etitnB  lOet^OO, 
entre  400  et  iOQO,  retc.,  son  logArithme  est  ^r eapic^ctÂvâmeol  roompris 
entre  0  et  l,,ejatre  1  .et  il,.entre  2  et  3,.atc*;  d'où  U  'miit^  ks  <k^- 
garithmes  éta/nt.évaliUs.en  dédmalefi^  fia  partie  entih:e  du  logamilmif* 
dun  nombre  entier,  ou  Suri  nomhre  déédmal  plm-ffrtmd  que  Vwrtitêi^  con- 
tient autant  d'unités  moins  une  qu.il y  a  de  chi/fi'es  dansylw.paiiie  ienUère 
du  nombre  prpjiofé.. Ainsi,  cette  partie  entière  est  3:pûijir:le  nombre  4725, 
et  2  pour  celui  8^7,^4. 

De  même,  un  nombre  cojEQpris  entre  1  et  0,1,  enrtPcA^itetiO^Ol,  entre 
0,01  et  0,001,  etc.,  ayant  son  logarithme  respectivement  compris  entre 
;0  et  —  1,  entre  — let  — 2,  entre  —2  et  —  3,  etc.,  la  partie  entière  du 
logarithme  d^un  nombre  décimal,  Tnainàre  que  Vunilé,  eùnHeni  tmtOHt 
^unités  qu'il  y  a  de  zéros  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffra  ^ignifi" 
catifdu  nombre  proposé.  Ainsi  cette  partie  entière  est  0  pour  le  nombre 
0^236  et  —  2  pour  celui  0,00326. 

594.  La  partie  entière,  positive  ou  négative,  d'un  logariibiue  se 
nomme  caractéristique.  On  donne  quelquefois  le  nom  de  mantisse  à  la 
partie  décimale. 

39o.  Du  n*  393  il. résulte  ^ue  connaissant  le  logarithme  d'un  nombre, 
pour  en  déduire  le  logarithme  du  produit  ou  du  quotient  de  ce  nombre 
par  Funité  suivie  d'un  ou  de  plusieurs  z^éros,  il  suffit  d'augmenter  ou 
de  diminuer  le  logarithme  donné  d'autant  d'unités  qu'il  y  a  de  zévos  à 
la  droite  de  l'unité. 

Ainsi,  ayant      log  68  =  1,832  5089,  on  a  log  6  800  =  3,8325089; 

et  ayant         log  3  657  =  3,752  5862,  on  a  log  5,657  =  0,752 58«2. 

En  effet,  on  a  {e**  et  8*  n*  393) 

log  (68  X  100)  =  log  68  -f-  log  fOO  =  log  68  +  2, 


#»t 


log  1^  =  log  5657  —  log  1000  =  log  5657  —  3. 


Ce  qui  fait  voir  encore  que  lorsqu'on  augmente  ou  qu'on  diminue  l** 
logarithme  d'un  nombre  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  le  résultat  est  If* 
logarithme  du  produit  ou  du  quotient  de  ce  nombre  par  une  puissance^ 
de  10  d'un  degré  égal  au  nombre  d'unités  dont  on  a  augmenté  ou  di— 
«ninué  le  logarithme  donné. 
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Ce  qai  pnécèëe  fait  voir  aMasi^^e  les  logarithmes  des  produite  o«  ides 
guotients  d'un  même  nonJirecpar  los  d^erses  puissanoefi  de  i9  rtt^iàl- 

fèrent  que  par  la  caractéristique ,  qui  augmente  ou  diminue  d^autant 

d'imités  qu'il  y  en  a  dans  Teiposant  «de  la  'puissemce  de  10;  la  partie 

décimale  est  la  même. 

S9C.  De  ce  qui  vient  d'ôtre  dît  (395),  il  résulte  que  pour  déterminer 

le  îogarifhme  Sun  nombre  âédmal,  il  suffit  d'en  prendre  le  logarithme 

abstraction  faiite  de  la  virgule,  et  de  retrancher  de  ce  logarithme  ou,  co 

qui  revient  au  même,  de  sa  caractéristique,  aatanlt  d^uirités  ^u'il  y  a  do 

4827 
chiffres  décimaux  dans  le  nombre  proposé.  Du  reste,  ayant  18,27  =  -77^7^^ 

lOO 

on  a  («•  n*  393) 

kig  48,«7  a=  log  ^mn—  2  =  3,261 7385  —  2  =  4,«6i  7385. 

çtaa 

De  même,  ayant  0,826  =  -  -,  on  a 

log  0,826  =  iog  826  —  3  =  2,91 6  980  05  —  3. 

397.  Le  logarithme  de  826  étant  momdre  que  8,  on  voit,  ce  qui  a  déjà 
été  établi  (393),  que  le  logaritTime  de  0,826  et  en  général  ceux  de  tot's 
Us  nombres  moindres  que  Vunité  sont  négatifs.  Pour  exprimer  la  valeur 
•de  ^Oytt€,  on  retmuiehe  2f9(l'698005  é»  3  et  «n  donne  an  reste  io 
signe  — .  Ainsi  Ton  a 

log  0,826  =  —  (3  —  2,916  980  05)  =  —  0,083  019  95. 

Q  eM  plm  o^mmode  «dans  ies  oalottle  de  ne  rendre  n^ative  %«ie  la 
i^aitact^istique.  'Pour  cela,  4>a  retranche  seulement  la  caractérifiti<|up 
$iée  3,  et  on  prend  k  différence  A  pour  la  oaracléristique,  mars  en  r^f- 
fectant  du  signe  — ,  que  Ton  écrit  au-dessus  de  cette  caractérisdiipK^ 
pour  indîquor  qu'elle  est  soie  négative.  On  a  de  cette  manière 

log  0,826=  1,916  980^5. 
On  aurait  4e  même 

log  0,0826  =  2,916  980  05,       et      log  0,00826  =  3,916  9S0  05. 

WB.  Le  compèémen^  d'zm  nombre  positif  est  ce  qu'il  fatft  ^dolter  à  t» 
nombre  pour  obèenir  un  notfribfe  «entier  égal  à  runité  suivie  d'autant 
à^  ftéros  fii*il  y  >de -eàiffres  dans  la  pan^ie  «ntière'du  nombre  proposé. 
Ainsi  Ton  a 

c«  375,8762  =  1000  —  375,8762  =  624,1238. 

Le  complément  d'un  fionÉ)re  positif  s'obtient  faciicnient  :  il  suffît  (io 
relrancher -de  9  chaos n  4le  ses^chiffres,  à  l'exception  du  dernier  «dnlUro 
s^ifîcatif  «  droite,  que  l'on  retranche  de  iO,  et  de  fairesutvre  les'ehPfircrs 
Ein«i  obtenus  des  zéros  iqui  peuvent  terminer  à  droite  4e  norahre  pro- 
DOsé  I 

c»  587  300  =  412  700. 
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Le  compléniPiit  d'un  logarithme  positif  est  alors  le  résultat  qu'on  ob- 
tient en  retranchant  ce  logarithme  de  iO  unités.  Ainsi  Ton  a 

cUog  826  =  iO  —  2,91698005  =  7,08301995. 

Ce  complément  s'obtenant  très-facilement,  quand,  dans  une  opéra- 
ration,  on  a  k  retrancher  un  logarithme,  on  ajoute  son  complément  et 
Ton  retranche  10  unités  de  la  somme,  ce  qui  conduit  au  même  résultat 

127  X  39 
Ayant,  par  exemple,  à  calculer  — ^^ — ,  au  lieu  d'écrire 

log  —^^  =  log  127  +  log  39  -  log  826 

=  2,103  803  72  -f  1 ,591  064  61  —  2,916  980  05  =  0,777  888  28, 

on  dispose  ainsi  l'opération 

log  127  =2,103  80372 

log    39  =  1,59106461 

c*  log  826  =  7,083019  95 


0,77788828 


Le  résultat  cherché  est  le  nombre  5,9964  correspondant  au  logarithme 
0,77788828  (voir  la  règle  du  n*  30). 

599.  Disposition  et  usage  des  tables  de  logarithmes.  Il  existe  un  assez 
grand  nombre  de  tables  de  logarithmes.  Toutes  donnent  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  entiers,  ordinairement  jusqu'à  10  000;  celles  de 
Callet  vont  jusqu'à  108000.  On  a  quelquefois  supprimé  les  caracté- 
ristiques, qu'il  est  toujours  facile  de  former  pour  chaque  nombre 
ilO»  n*  393). 

Les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  1  et  10,  10  et  100,  etc., 
étant  incommensurables,  on  n'a  pu  mettre  dans  les  tables  leurs  valeurs 
exactes.  Dans  la  table  de  Callet  on  a  donné  leurs  valeurs  les  plus  ap- 
prochées en  conservant  8  décimales  pour  les  nombres  entiers  moindres 
que  1200  et  pour  ceux  de  100000  à  108000,  et  7  décimales  pour  les 
nombres  entiers  de  1200  et  100  000  (175).  La  table  de  Jérôme  Lalande 
donne  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers  jusqu'à  10000,  avec 
5  décimales.  M.  Marie  a  poussé  cette  table  à  8  décimales  pour  les  nom- 
bres entiers  ne  dépassant  pas  990  et  à  7  décimales  pour  les  nombres 
entiers  de  990  à  10000. 

Les  tables  contiennent  les  nombres  dans  la  première  colonne  verti- 
cale, leurs  logarithmes  approchés  dans  la  seconde  colonne,  et  les  dif- 
férences des  logarithmes  consécutifs  dans  la  troisième. 

Supposons  que  nous  avons  à  notre  disposition  la  table  de  Lalande  à 
7  décimales,  et  proposons-nous  divers  problèmes  à  résoudre  à  l'aide 
des  logarithmes.  Il  sera  facile  de  voir  de  quelle  manière  on  opérerait 
dans  le  cas  où  les  tables  seraient  plus  ou  moins  étendues. 

400.  l*'  Problème,  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  donne'  : 
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1*  Uun  nombre  entier  847  qui  se  trouve  dans  la  table  ^  c'est-à-dire 
moindre  que  10  000. 

On  cherche  dans  la  première  colonne  verticale  de  la  table  le  nombre 
847,  et  son  logarithme  2,927883  41  se  trouve,  sur  la  même  ligne  Hori- 
lontale,  dans  la  deuxième  colonne  verticale. 

¥  D'un  nombre  entier  487  346,  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  table. 

On  sépare  sur  la  droite  de  ce  nombre  assez  de  chiffres  décimaux, 
pour  que  le  nombre  4873,46  qui  en  résulte  approche  le  plus  possible  de 
la  limite  supérieure  10000  de  la  table  sans  la  surpasser;  on  opère  en- 
suite de  la  manière  suivante  : 

Puisque  Ton  a  487346  =  4873,46  x  100,  on  a  (395  et  396) 

log  487  346  =  log  4873,46  +  log  100  ==  log  4873,46  -f  2. 

Ce  qui  ramène  le  problème  à  déterminer  le  logarithiûe  du  nombre 
4873,46.  Or  4873,46  étant  compris  entre  4873  et  4874,  son  logarithme 
est  compris  entre  les  logarithmes  tabulaires  3,6877964  et  3,687  8855. 
Pour  obtenir  la  quantité  x  qu'il  faut  ajouter  au  logarithme  de  4873 
poar  avoir  celui  de  4873,46,  on  prend,  dans  la  troisième  colonne  verti- 
cale de  la  table,  la  différence  0,000  0891  entre  les  logarithmes  de  4873 
et  de  4874;  cette  différence  de  logarithmes  provenant  d'une  différence 
d'une  unité  entre  les  nombres,  pour  la  différence  4873,46—4873  =  0,46, 
on  aura,  en  supposant,  comme  on  peut  le  faire  pour  de  petits  accrois- 
sements, que  les  différences  des  logarithmes  sont  proportionnelles  aux 
différences  des  nombres, 

X  =  0,000  0891  X  0,46  =  0,000  0410. 

On  a  alors   log  4873,46  =  3,6877964  +  0,000  0410  =  3,687  8374, 

et,  par  suite,  log  487  346  =  5,687  8374. 

On  obtiendra  ainsi  le  logarithme  d'un  nombre  entier  quelconque. 

La  table  de  Callet  donnant,  au-dessous  de  chaque 
g^l  différence  des  tables,  les  valeurs  les  plus  approchées 
des  produits  de  cette  différence  par  les  9  premiers 
multiples  de  0,1  en  ne  conservant  que  7  chiffres  dé- 
cimaux, cela  permet  d'abréger  le  calcul  de  la  valeur 
de  X,  Ainsi,  pour  obtenir  le  produit  de  891  dix-mil- 
lionièmes par  0,46,  comme  891  x  0,46  ==  891  x  0,4  + 
891  X  0,06  (32),  on  prend,  au-dessous  de  891  et  à  la 
droite  du  chiffre  4,  le  produit  356  dix-millionièmes 
de  891  dix-millionièmes  par  0,4;  puis,  à  la  droite  du 
chiffre  6,  le  produit  535  di^t-millionièmes  de  891  dix- 
millionièmes  par  0,6,  ou  54  dix-millionièmes  pour  le 

produit  de  891  dix-millionièmes  par  0,06.  On  a  alors  x  =  0,0000356  + 

0,0000054  =  0,000  0410. 
La  table  de  Callet  ne  donnant  les  différences  et  les  multiples  de  cet 

différences  que  pour  les  logarithmes  des  nombres  supérieurs  à  10800, 


1 

89 

2 

178 

3 

267 

4 

356 

5 

445 

6 

535 

7 

624 

8 

713 

9 

802 
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iHiiifféreiice  89i  ne  s'y  trouve  pas;  mais l'exeinple  qae  nottsayon»  choisi 
montre  comment  Ton  opérera  dans  tous  les  cas. 
9»  dispose  les  calculs  comme  lUndique  Texompl»  suivant: 

Nombre  WI.^A6^ 

log4873  =3,6877964 
pour  0,4  356, 
pour    0,06    54. 

log  4873,46  =  3,6878374 
log  487  34^6  =  5>68T»374 

La  proportionnalité  admise  entre  les  aceroissâments  dos^  logarithmes 
et  ceux  des  nombres,  ne  permettant  guère  de  compter  que  sur  Texacti- 
tttde  des  résultats  fournis  par  les  deux  premiers  chiffres  décimaux  du 
nombre  proposé  préparé  de  manière  qu'il' ne  dépasse  pas  la  limite  de  lli» 
table,  on  peut  considérer  comme  inutile  de  tenir  compte  de  ceux  qui 
peuvent  suivre  les  deux  premiers. 
7 

3?  D'ujie  fraction.  7.  On  a,  d'aprèa  le  8»  n"  393,, 

4 
log  I  =  log  7  —  log  4  =  0,845 O08O4.^a-,6O2^W 99'=  0;243'03«0f^. 

SI  Iti  fraction  était  moindre  que  Tunilé,  le  logarithme  de  son^dénomtn»^ 
teur  serait  plus  grand  que  celui  de  son  numérateur,  d*où  if  résulterani 
que  le  sien  serait  négatif.  Ainsi  Ton  a,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
n°  397, 

24 
log  ^  =  log  24  —  log  47  =  i,380  211  24  — 1,67209786  =  —  O.S}94  886  62 

ou  —  i  4. 1  -  0,291  886  62  =  T,708 1 13  38. 

4*  D'un  nombre  déciynal.  Un  nombre  décimal  pouvant  être  considéré 
comme  étant  une  fraction  dont  le  numérateur  est  le  nombre  proposé 
abstraction  faito  de  la  virgule,  et  le  dénominateur,  Tunité  suivie  d'au- 
tant de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  décimaux  dans  le  nombre  proposé,  on 
déduit  du  3* précédent  la  règle  posée  n*  396.  Ainsi  Ton  a 

log  4,873  =  log  4873  —  3  =  3,687  7964  ^  3=5: 0^i6877964i. 
De  même, 

log  0,048  7346  =.log  4Ô7  346  —  7  =  3^687. 8374  ~7  =  2,680^18374. 

401.  2*  Problème.  Trouver  à  quel  nombre  appartient  un  logarithme 
donné  : 

1*  Lorsque  le  logarithme  donné  se  trouve  dans  ta  tablé,  le  nombre  qur 
lui  correspond  se  trouve  à  sa  gauche  dans  la  première  colonne  vertr- 
cale.  Ainsi  le  nombre  qui  a  1,94907809  pour  logarithme  est  83: 

T  Lorsque  le  logarithme  ne  diffère  <Vun  logarithme  de  la  table  qrte  par 
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la  caractéristique^  on  multiplie  ou  on  divi^  leiiombre  correspondant 
au  logarithme  de  la  table,  par  Tunité  suivie  d^autliiit  de  s^ros  qu'il  y  a 
d'unités  en  plus  ou  en  moins  dans  la  caractéristiqua  du 'logarithme  pro- 
posé que  dans  celle  dulogarithme  de  la  table.  Ainsi^pour  avoir  le  nom- 
bre qui  a  4,919  07809  pour  logarithme,  on  cherche  dans  la  table  le 
nombre  8300  qui  a  pour  logarithme  3,91907809,  et  eir  le  multipliant 
par  10  on  a  le  nombre  83000,  qui  est  le  nombrÈf*  dfcnt  le  logarithme 
est  4,94907809.  On  serait  arrivé  au  même  résultat*en»chterchant  dans  la 
table  le  nombre  830  ou  celui  83,  qui*  ont  respectivement  pour  loga- 
rithmes 2,91907809  et:  1,919078  09. 

3*  Lorsque  le  logarithme  donnée  dont  la  caractéristique  est  la  plus 
grctnde  qui  seiimemdans^  là  ttxble,  c'esffr-à-diiiB  3"  pom-  la*  tablé  dé  La- 
Jandè,  ne  se  trouve  pasdàns  Ih'tocblè,  comme;  par  exemple;  3;2733!'2f7, 
pouramr  le  nombre  qui' liii'correspond,  on  remarque  qtre  le  loga-- 
rithme  3,^7331Î7'  étant  compris  entre  les  logarithmes  successrffîj 
3,^3i3t»  et'  3,2734«49'  de  là  table;  le' nombre  qui  lui  correspond  est 
comipTis  entre  les  nombres  t5ÎB'etlST7' qui  correspondent  à  ceis  lo^- 
rrthmes  tabnlaires.  lia  partie  entlère-de  cenombre  est  évidemment  IWff*^ 
pour aToirsa'partie décimale  r,  ow*  prendj  dans  là* troisième  colonne' 
rerticale  de- la  table,  la  difFër«nce'a,0#!)«8l5efftt'e  lërs:  logafrithnies  de' 
18f7e  etl87T;on'  cherehe  ensaitela  dî#^ence^3;2W31W^35279f  23^28*^: 
0,OW079^' entre- le  logarithme- donné  et'  le  logaflritlrateimmédîateniettl 
plus  petit.  Alors  la  différence  entre  les  nombres'étant  1  pour  une  diffc*^- 
rcnce  de- 9,0009915'  entlie  les  logarithmes,  pmip  une  difTérence  de 
0f;0Wi0799  entre  lès  logarithmes  elle  sera 

0,000.0799  ^.  m  ^         . 
0^000  2^315       2315       ^ 

Le  nombre  qui  a  3;2t33127  pourlogarithmeestdonic  1876;3î5: 

Les  produits  de   là  dlfflérence  0,0002315  par  les  9f 
J^}^      premiers  multiples  de  0,1,  que   donne  là  table   de 
Callët(2r,  n*  400),  permettent  encore  d'abréger  le  cal- 
cul de  la  valènrde  x.  Ainsi,  cherchant  le  produit'  694 
qui  approche  le  plus  dé  71)9  sans  le  surpasser,  le 
chiffre  3  qui  se  t^ouvc  à  sa  gauche  est'  le  chlfff^  des 
dixièmes  du  nombre  cherché.  Prenant*  là  diïïérenire 
799  -  694  =  105,   le    produit'  926  x  o;i  =92,6    étant 
immédiatement  inférieur  à  la  dfférence  105,  c'est  que  4 
est  le  chiffre  des  centièmes  du  nombre  cherché. 
Prenant  de  môme  ladlfférence  105  — 93  =  ISj;  le  pro- 
duit 1157x0,01=11,57,  immédiatement  inférieur  à  12,  indique  que  5 
est'lèchifffe  des  milHèuïes.  Oh  a  donc  1=^0,345. 
Qh  pent  disposer  les  calculs  de  la  manière  suivante  : 


1* 

231 

2 

463  > 

3 

09é 

4w 

9£6 

&• 

H6T 

6 

1389 

7 

1620 

8 

1852 

9 

2083 
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1876 
0,3 
0,04 
0,005 


log  3,2733127 
pour  3,2732328 

i*'  reste 
pour 

799 
694 

2*  reste 
pour 

105 
93 

3*  reste 
pour 

Nombre 

42 
12 

1876,345 

La  proportionnalité  admise  entre  les  accroissements  des  logarithmes 
et  ceux  des  nombres  ne  permet  guère  d*obtenir  par  le  calcul  précédent 
plus  de  deux  chiffres  exacts  en  sus  de  ceux  qui  sont  fournis  directement 
par  la  table  ;  le  3*  chiffre  peut  n'avoir  qu'une  valeur  approchée.  Si  la  table 
est  à  5  décimales,  il  ne  faut  guère  compter  que  sur  un  chiffre  exact. 

4*  LorsqiLe  la  caractéristique  du  logariiJirne  donné  n'est  pas  3,  et  que 
de  plus  la  partie  décimale  ne  se  trouve  pas  dans  la  table^  on  ramène  le 
cas  au  précédent,  en  augmentant  ou  en  diminuant  la  caractéristique 
d'assez  d'unités  pour  qu  elle  devienne  égale  à  3,  c'est^k-^lire  égale  à  la 
plus  grande  caractéristique  contenue  dans  la  table,  afin  de  trouver  le 
plus  de  chiffres  possible  du  nombre  demandé.  On  cherche  comme  au  3* 
le  nombre  auquel  appartient  le  nouveau  logarithme,  en  le  calculant 
avec  3  décimales,  et  on  avance  la  virgule  d'autant  de  rangs  vers  la  gauche 
ou  vers  la  droite  qu'on  a  ajouté  d'unités  au  logarithme  donné  ou  qu'on 
en  a  retranché. 

Ainsi,  pour  trouver  ii  quel  nombre  appartient  le  logarithme  1,273  3127, 
on  cherche,  comme  au  3%  le  nombre  1876,345,  qui  correspond  au  loga- 
rithme 3,273  3127,  et  en  le  divisant  par  100  on  a  18,763  45,  qui  est  le 
nombre  correspondant  au  logarithme  1,273  3127. 

5*  Lorsque  le  logarithme  donné  est  entièrement  négatif,  on  lui  ajoute 
assez  d'unités  pour  que  le  résultat  soit  entièrement  positif  et  affecté  de 
la  plus  grande  caractéristique  3  de  la  table;  ce  qui  revient  à  ajouter 
quatre  unités  de  plus  qu'il  n'y  en  a  dans  la  caractéristique.  On  cherche 
le  nombre  auquel  appartient  ce  nouveau  logarithme,  et  on  avance  la 
virgule  d'autant  de  rangs  vers  la  gauche  de  ce  nombre  qu'on  a  ajouté 
d'unités  au  logarithme  donné. 

Ainsi,  pour  trouver  le  nombre  qui  a  —2,3121626  pour  logarithme, 
on  ajoute  2  +  4  ou  6  unités  à  ce  logarithme,  ce  qui  donne  3,6878374, 
dont  le  nombre  correspondant  est  4873,46.  Le  nombre  correspondant  au 
logarithme  proposé  est  alors  0,004  873  46. 

6*  Lorsque  la  caractéristique  du  logarithme  proposé  est  seule  négative, 
on  lui  ajoute  assez  d'unités  pour  qu'elle  devienne  positive  et  égale  k  3; 
on  cherche  le  nombre  correspondant  au  nouveau  logarithme ,  et  avan- 
çant la  virgule  d'autant  de  rangs  vers  la  gauche  de  ce  nombre  qu'on  a 
ajouté  d'unités  à  la  caractéristique,  on  a  le  nombre  correspondant  au 
logarithme  proposé. 
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Ainsi,  pour  avoir  le  nombre  correspondant  au  logarithme  7,687 8374, 
on  ajoute  5  unités  à  la  caractéristique  —2;  ce  qui  revient  à  considérer 
le  logarithme  proposé  comme  ayant  3  pour  caractéristique,  ce  qui  donne 
3,687  8374.  Le  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  étant  4873,46,  ce- 
lui qui  correspond  au  logarithme  proposé  est  0,048  7346. 

402.  En  faisant  usage  des  logarithnu^s  : 
f  Multiplier  5736  j)ar  743  (6%  n»  393)  : 

on  a  log  (5736  x  743)  =  log  5736  +  log  743  =  3,758  6091  + 

2,870  9888  =  6,6295979. 

Le  nombre  4261848,  qui  correspond  à  ce  logarithme,  est  le  produit 
demandé. 

2*  Diciser  426i  UHpar  743  j[8%  n*  393)  : 

on  a  log  (^^!^43^^^)  =  log  4  261  848  —  log 743  = 

6,629  5979  —  2,870  9888  =  3,758  6091. 

Le  nombre  5736,  qui  correspond  à  ce  logarithme,  est  le  quotient 
cherché. 

3*  Élever  le  nombre  17  à  la  troisième  puissance  (7*,  n*  393)  : 

on  a         log  (17»)  =  3(log  17)  =  3  x  1,230  448  92  =  3,691  346  76. 

Le  nombre  4913,  qui  correspond  à  ce  logarithme,  est  le  cube  de  17. 
4*  Extraire  la  racine  cinquième  de  243  (9*,  n'  393)  : 

,0g  'v^  =  12£««  =  «>385«0687  ^  ^  ^ 

o  5 

Le  nombre  3,  correspondant  à  ce  logarithme,  est  la  racine  cherchée. 

403.  Les  moyens  3*  et  4**  du  numéro  précédent /ont  voir  qvCà  L'aide  des 
logarithmes  on  peut  obtenir  une  puissance  ou  une  racine  quelconque^ 
môme  d*un  degré  fractionnaire,  <f  un  nombre. 

Soit  à  élever  125  èi  la  puissance  ~.  On  a 

o 

log(l26^)  =  i(log«6)  =  M2^  =  0,69897000. 

Le  nombre  5,  correspondant  k  ce  logarithme,  est  la  puissance  r  de  125. 

On  voit  qu*élever  un  nombre  à  une  puissance  ?  revient  à  en  extraire 

la  racine  cubique  (277). 

En  général,  élever  un  nombre  a  une  puissance  fractionnaire  revient 
à  extraire  du  nombre  la  racine  dont  Tindice  est  le  degré  de  la  puissance 
renversé;  et,  réciproquement,  extraire  une  racine  d*un  indice  fraction* 
oaire  d*un  nombre  revient  k  élever  ce  nombre  k  une  puissance  d*UD 
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dai^ié^dgaLà  lUndioerrenverséj^iànm* 

Le  nombre  512,  correspondant  à  ce  lôgarittim^,  est*  ïà^ranne  -on  Ifc 

puissance  -  de  64. 

Cet  exemple  ftît  vcfir  qn'éiever  un-mmittre  à^une  putssaivea  d'un  defr 

gré  fractionnaire,  -  par  exemple,  revient  à  l'élever  à  une  puissance  égale 

au  numérateur  3,  et  à  extraire  de  là  puissance  obtenue  une  racine  d^un 
indice  égal  au  dénominateur  2.  Cet  exemple  fait  voir  également qu'ex^ 

traire  une  racine  d'un  indice  fractionnaire,  ^  par  exemple,  d'un  nombre, 

revient  à  extraire  de  ce  nombre  uneracine  ayant  le  numérateur  2  pour 

indice,  et  à  élever  la  racine  à  unw  puissance  d'un  degré  égal  au  déno- 

3 
minateur3;.ce  qui  revient  à  élever  le  nombre  à  la  puissance  -,  c'est-a- 

dire  à  élever  d'abord  le  nombre  au  cube  et  à  extraire  ensuite  !&  racine, 
carrée  de  ce  cube. 

404.  Logarithmes  népériens  ou  hyperboliques.  Les  logarithmes  ont  été 
imaginés  par  le  baron  écossais  Jean  Néper,  qui  en  a  publiéla  déoou^ 
verte  en.  1614.  Les  logarithmes  népériens^  que  l'on  nomme  aussi  loga- 
rithmes hyperboliques^. k  cause  du  rôle  important  qu'ils  jouent  dans  la 
quadrature  de  l'hyperbole  (voir  5*  partie),  ont  pour  base  lé  nombre 
2,718  281828  459...  Néper  reconnut' qu'il  aurait»  pu  choisir  un  système 
de  logarithmes  plus  en  harmonie  que  le  sien  avec  notre  système  de  nu- 
mération, et  par  conséquent  plus  convenable  pour  les  calculs  numé- 
riques, et  il  adopta  le  système  ordinaire^  dont  la  base  est  1^.  Mais  la 
mort  Témpôcba  de  dresser  ses  nouvelles  tables,  et  il  chargea- de  cetra- 
vail  important  Henri  Briggs,  professeur  de  matHémartiqaes  -  au  collège 
de  Gresham,  qui  publia,  en  1618,  année  de  là:  mort  de  Néper,- une  tttble 
des  logarithmes  vulgaires  des  .1006  premiers  nombrcd*  en  tiers;  en  1624, 
il  en  donna  une  seconde  contenant  les  logarithmes  des  nombres  entiers 
de  1  à  20  000  et  de  90  000  ».  lOOGâB.  Les  lacunes  furent,  bientôt  remplies 
par  Gellibrand,  Gunther  et  Adrien  Vlacq,  savants  distingués,  élèves  ou 
amis  de  Briggs. 

Ai\é,  Les  logarithmes  log.A*et.L.  Ad'ua  môme  nombre  A  dans  deux 
systèmes,  dont  les  bases  sont  b  et  6',  sont  en  raison  inverse  des  loga- 
rjtiimes da ces  hases  pris  dans  un  système  quelconque.  Ainsi  Ton  a^en 
prenant,  par  exemple,  les  logarithmes  de  6  et  6'  dans  le  système  logA, 


d'ûu. 


logA  _  logi>î 
L.X.  ""iog6'' 
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ou,  en  remarquant  que  log  6  =  1  (1*,  n"  393}, 

log  A  =  L.  A  X  log  6',    et    L.  A  =  log  A  x 


logl/' 


€e  qui  permet  de  passer  du  logarithme  d*un  nombre  quelconque  A 
dans  un  système  au  logarithme  de  ce  mémo  nombre  dans  un  autre  sys- 
tème. 

Soit,  par  exemple,  A  =  743,  dont  le  logarithme  hyperbolique  L.  A  = 
6,6106960,  et  supposons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  le  logarithme  vul- 
gaire log  A. 

La  base  6'=  2,7482818  du  système  népérien  a  pour  logarithme  vul- 
gaire log  6'  =  0,434  2945  ;  donc 

log  743  =  6,610  6960  x  0,434  2945  =  2,870  9888. 

Ainsi  le  produit  du  logarithme  népérien  d^un  nombre  par  0,434  2945  est 
le  logarithme  vulgaire  de  ce  nombre. 
Comme  on  a  aussi 

L.  A  ou  6,6106960  =  ~||;  =  j^xSîIsS  =  «,8709888  X  2,302585, 

le  logarithme  népérien  d'un  nombre  est  donc  égal  au  quotient  du  loga- 
rithme vulgaire  de  ce  nombre  par  0,4342945,  ou  encore  au  produit  de  ce 
togarUIane  vulgaire  par  2,302585,  soit  par  2,3026. 

L.  10  =  2,302  585. 
Table  des  9  premiers  multiples  de  log  6'  et  de  -. — rv,  avec  10  décimales. 


log  6' 


1 

0,43429  44819 

2 

0,86858  896  38 

3 

1,30288  344  57 

4 

1,73717  79276 

5 

2,17147  24095 

6 

2,60576  68914 

7 

3,040  06  13733 

8 

3,474  35  58552 

9 

3,90865  03371 

log  6' 

1 

2,302  58  509  30 

2 

4,60517  018  60 

3 

6,90775  52790 

4 

9,21034  03720 

5 

11,51292  546  50 

6 

13,815  51  05580 

7 

16,118  09  56510 

8 

18,42068  074  40 

9 

20,723  26  583  69 
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ALGÈBRE. 


DÉFINITIONS  ET   PRINCIPE». 

4M.  Valgèbre  est  la  partie  des  mathématiques  où  Ton  fait  usage  de 
signes  particuliers  qui  permettent  d*abréger  et  de  généraliser  la  réso- 
Intion  des  propositions  relatives  aux  quantités  en  général  (2  et  3).  C*est 
Tarithmétique  généralisée. 

407.  Les  éléments  dont  on  fait  usage  en  algèbre  sont  : 

i*  Les  lettres  de  Valphabef,  qui  servent  à  représenter  les  quantité!? 
sur  lesquelles  on  doit  raisonner.  On  représente  ordinairement  les 
quantités  connues  ou  données  par  les  premières  lettres  de  Talphabet, 
a,  6,  c....,  et  les  quantités  inconnues  ou  cherchées  par  les  dernières 
lettres,  x,  y,  z,  r,  «,  t... 

Les  notations  a',  a'\  a'^,  etc.,  que  Ton  désigne  par  a  primera  seconde, 
a  tierccy  etc.,  ou  encore  celles  a^^a^^a^^  etc.,  que  Ton  énonce  a  indice  \^ 
a  indice  2,  a  indice  3,  etc.,  s'emploient  dans  une  même  question  pour 
désigner  des  quantités  analogues  de  valeurs  différentes. 

2*  Les  signes  abréviatifs  du  n*  22  ont  en  algèbre  les  mêmes  signiiica- 
tioDS  qu*en  arithmétique;  ainsi 

a  +  6 — c=dxtf 

9 

signifie  a  plus  b  moins  c  égale  d  multiplié  par  e  moins  b  divisé  par  g. 

Pour  indiquer  le  produit  de  plusieurs  quantités  représentées  par  des 
lettres  a,  b,  c,  on  écrit  et  on  énonce  simplement  abCy  au  lieu  de 
axbxc.  Des  auteurs  substituent  quelquefois  un  simple  point  au 
signe  X.  Ainsi  a.  b  s'énonce  a  multiplié  par  6. 

^  s'énonce  îndifTcremment  a  divisé  par  6,  ou  a  sur  6,  ou  encore  le 

rapport  de  ^àh. 

a  :  b  indique  aussi  le  quotient  de  a  par  b  ou  le  rapport  de  a  à  6 
(292). 

3*  Le  coefficient^  nombre  que  Ton  écrit  à  la  gauche  d'une  quantité,  et 
qui  lui  sert  de  multiplicateur. 

Ainsi  Ton  a 


2  2 

3a  =  a  X  3  s=:  a  H- a  f  «,  et  -  «  =  o  x  ... 
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3  et  ^  sont  les  coefficients  de  a,  et  les  expressions  précédentes  s'énon- 
o 

cent  trois  a  et  deux  ioingtmèmm  dewL  ^ïkie  ^tianftké  non  affectée  d'un 

coefficient  a  Tunité  pour  coefficient;  mais  il  ne  s'écrit  pas. 

Un  coefficient  peut  encore  être  ei^primé  au  moyen  de  lettres;  c'est  ce 
que  nous  verrons  plus  loin. 

i^  Vexposant,  qui  a  la  même  signification  qu'en  arithmétique  (85). 
Ainsi  a'  équivaut  à  aaaaa^  et  on  Fénonce  a  cinq.  Toute  quantité  a  non 
affectée  d'exposant  a  l'unité  pour  exposant  (276;. 

5*  Le  radical^  v^,  qui  indique,  comme  en  arithmétique  (235),  une 
racine  à  extraire;  et  Yindife^  nombre  qu'on  écrit  entre  les  branches  du 
radical,  et  qui  indique  le  degré  de  la  racine.  Ainsi  : 

^ab  indique  la  racine  carrée  du  produit  de  a  par  6,  c'est-à-dire  la 
racine  carrée  du  .produit  des  quaiitités  représentées  par  a  letï»; 

Va' +'6'  indique  la  cacine  cubique  de  ia  somme  du  xuurré  de  a  et  du 
cube  de  6. 

408.  Une  qttautitéulffébrigue^Xiti  unequaniité liiiâKcUeesi  une iquan- 
lité .représentée  par  uae  expression  algébrique^^c'^si'»k-àvre ^9t svmt  ou 
plusieurs  lettves  représentant  des  nombres  liés  -enXre  saK  ,pir  un  ou 
pbuifiur^  signes  dlqpératioa. 

rUne  quantité  est  àHeraUomielie  quand  elle  «neoontîent  pas  de  t/ 

c 

Une  quantité  est  dite  irràtiommUe  >^and  elle  contient  un  ou  plu- 
sieurs v^     : 

4o*6— v^aô». 

Une  quantité  est  dite  entière  quand  elle  ne  contient  ni  ^  ni  le  signe 
de  la  division  :  , 

4a*6'+5ac  — 3c*. 

Une  quantité  eM  fractionnaire  quand  elle  contient  le  signe  delà  di- 
vision : 

^  «  ,   a  — 36 

409.  On  appelle  : 

1»  Terme  algébrique^  toute  quantité  algébrique  dont  les  parties  ne 
sont  séparées  par  aucun  des  signes  +  ou  — ; 
V  Monôme^  une  quantité  algébrique  d'un  seul  terme  :  3a6*; 
3'  Binôme,  une  quanti t<î  algébrique  de  deux  termee  :  a+  è^c»; 
4"  Trinôme,  une  quantité  algébrique  de  trois  termes  : 

-aV+6*r'  +  3c»,  etc.; 
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5*  Toiynôme^  toute  quantité  algé)yrii|ueidefpiu8iAttiS)teinnâ8  : 

110.  Un  terme  est  dit  positif  ou  néçatif,  selon  qùUl  est  préeédié  du 
signe  4-  ou  du  signe  — .  Quand  le  premier  terme  d^un  polynôme  »e8t 
positif,  ce  qui  a  lieu  ordinairement,  on  supprime  son  signe;  ainsi  au 
lieu  d'écrire  +  3a*H-  &V,  on  écrit  seulement  3a*  +  b^d^. 

Deux  termes  affectés  l'un  du  signe  H-  et  Fautre  du  signe —  sont  dits 
de  ti'jTies  contraires.  Tels  sont  3a6  et  —  cd. 

411.  La  valeur  absolue  d'une  quantité  est  sa  valeur  abstraction  faite 
de  son  signe.  Sa  valeur  relative  ou  algébrique  est  sa  valeur  eu  égard  k 
son  signe. 

412.  La  valeur  numérique  d'une  quantité  algébrique  est  le  nombre 
qu  on  obtient  en  remplaçant  dans  cette  quantité  chaque  lettre  par  sa 
valeur  numérique,  et  en  effectuanlxnsuite  toutes  les  opérations  arithmé- 
tiques indiquées  par  les  divers  signes  qui  entrent  dans  la  quantité  pro- 
posée. 

Supposant  a  =  2,  6  =  3,  c  =  4,  la  valeur  numérique  de 

a«  — a6  +  6*c— c'  est  .2*  — 2x  3  +  32x4  — 4«  =  A8. 

4t5.  ^emarqtie  'i*.  La  valeur  -numérique  d'nn  polynôme  «st  égale 
&  \a  somme  de  ises  termes  posrttfs,  moins  celle  de  ses  termes  négtftifs  : 

Remarque  5*.  La  valeur  numérique  d'un , polynôme  ne  change  pas 
lorsqu'on  intervertît  Tordre  de  ses  termes  sans  en  changer  les  signes 
respectifs  : 

,a«.^-  ^4, 6?c —  c*  =  l^c^^ab —  c*  -f  a*. 

414.  Le  degré  d'un  monôme  ou  d*un  terme  par  rapport  à  une  de  ses 
lettres  est  l'exposant  de  cette  lettre,  et  son  degré  par  rapport  à  plusieurs 
de  m  lettres  est  la  somme  des  exposants  de  ces  lettres.  Ainsi  le  monôme 
7a*6*est  du  2*  djegtré  par  rapport  à  a,  du  .9'  par  rapport  à  6,  et  du  5* 
par  rapport  aux  lettres  a  et  6. 

Quand  il  est  question  du  degré  d'un  monôme^  sans  autre  indication, 
on  entend  parler  du  degré  de  ce  monôme  .par  rapport  à  toutes  ses 
lettres.  Ainsi  le  monôme  7a6'c'  estxlu  6*  degré. 

413.  Le  dpgré  d'un  polynôme  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  de  ses 
lettres  est  le  plus  grand  exposant  de  cette  iettre,  ou  la  plus  grande 
somme  des  exposants  de  ces  < lettres. dans  un  terme  du  polynôme.  Ainsi 
le  polynôme  5a6*  +  6a*6' —  9a*6'  est  du  4*^  degré  par  rapport  à  a,  du  5* 
par  rapport. à  6,  et  du  7*  par  rapport  aux  lettres  a  et  b. 

Ûuand  un  monôme  ou  un  poly  nome  ne  contient  pas  une  lettre,  on  dit 
qu'il  est  du  degré  zéro  par  rapport  à  cette  lettre  (448\ 
•     41ft.  Un  polynôme  est  homogène  par  rairport  à  une  ou  plusieurs  de  ses 
Mresy  quand  tous  ses  termes  sont  du  même  deqvé  par  rapport  k  cette 
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lettre  ou  k  ces  lettres.  Ainsi  le  polynôme  5o'6*c  +  6a»6V— a^ftc*  est  ho- 
mogène et  du  V  degré  par  rapport  k  a,  et  homogène  et  du  4*  degré  par 
rapport  aux  lettres  b  et  c. 

Quand  on  dit  qu'un  polynôme  est  homogène^  sans  autre  indication,  on 
entend  que  ce  polynôme  est  homogène  par  rapport  à  toutes  ses  lettres, 
c'est-k-dire  que  tous  ses  termes  sont  du  même  degré.  Ainsi  le  polynôme 
3a«6V  -  5a'6c*  +  a*^*  est  homogène  et  du  6*  degré.  Au  contraire,  celui 
^ab^c^  —  5a'6c«  +  ^a^bc^  n'est  pas  homogène. 


LIVRE  L 

•c0  4««ir«  o»érAtlov0  •Isébriqves  ffoBtfaaieatalM. 


RÉDUCTION  DES  TERMES  SEMBLABLES. 

417.  On  appelle  termes  spmblables^  des  termes  qui  contiennent  les 
mêmes  lettres  affectées  respectivement  des  mêmes  exposants.  Ainsi 
<ib  et  iaô  sont  deux  termes  semhlahlcs;  il  en  est  de  même  de  50*6*  et 
—  2a'6'.  Les  termes  a6',  ab*  ne  sont  pas  semhlables. 

418.  Faire  la  réduction  des  termes  semblables  d'un  polyname^  c'est 
réduire  en  un  seul  terme  chaque  groupe  de  termes  semblables  de  ce  po- 
lynôme. 

419.  Pour  opérer  la  réduction  des  termes  semblables  d'un  polynôme, 
on  remplace  chacun  des  groupes  de  termes  semblables  par  un  seul 
terme  semblable  k  ceux-ci,  auquel  on  donne  pour  coefficient  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  coefficients  affectés  du  signe  +  et  celle  des 
coefficients  précédés  du  signe  —,  et  pour  signe  celui  des  coefficient'' 
dont  la  somme  est  la  plus  grande. 

Ainsi  ayant  le  polynôme 

3a6»  —  4a«c  +  3a«c — aô>  —  5a«c  +  76c, 

on  remarque  qu'on  peut  l'écrire 

3a6«  —  a6«  -h  3a»c  -  4a«c  —  6a«c  +  76c.  (413) 

Or  3o6»— a6«  se  réduit  k  2a6';  3£t«c  —  4a«c— 5a»c  se  réduit  k  3a*c— 9a'c 
ou  —  6aV.  Le  polynôme  proposé  se  réduit  donc  k 

2a6*  — 6a«c-h7ôc. 

Quelquefois  on  se  contente  d'écrire  les  coefficients  d'un  même  terme 
entre  parenthèses  avec  leurs  signes  respectifs;  c'est  ce  qu'en  est  obligé 
de  faire  quand  ces  coefficients  sont  représentés  par  des  lettres  diffé- 
rentes (427).  Le  polynôme 

7x  -h  aa?  —  abx  +  ay'  —  cy' — cdy^ 
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56  réduit  ainsi  à 

(7  +  a—ab)x  -^[a^^C'^  cdjy^, 

La  rédaction  des  termes  semblables  est  d'un  usage  fréquent  dans 
toutes  les  opérations  algébriques. 

ADDITION. 

420.  Les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  quantités  algé* 
briques  devant  former  à  Fesprit  les  mêmes  idées  que  les  opérations 
analogues  de  Tarithmétique,  il  est  inutile  de  les  définir  de  nouveau 
(23,  26,  31  et  48). 

421.  Pour  additionner  pîtmeurs  quantités  algébriques^  monômes  ou 
polynômes^  on  les  écrit  les  unes  à  la  suite  des  autres,  en  conservant 
à  chaque  terme  son  signe  primitif,  et  Ton  fait,  s'il  y  a  lieu,  la  réduc* 
tion  des  termes  semblables  (419).  Ainsi  la  somme  des  quantités  algé- 
briques 3a*  -f  4a6,  6a6  — a*,  56'  — 3a6  et  —26c,  est 

3a* 4-  4a6  +  6a6—  a»  +  56»—  3a6  —  26c, 

ou,  en  réduisant, 

2a*  +  7a6  +  56»  — 26c. 

Dans  la  pratique,  on  écrit  ordinairement  les  quantités  k  ajouter  les 
unes  sous  les  autres,  comme  ci-dessous  ;  on  fait  la  réduction  des  fermes 
semblables  comme  si  les  quantités  à  ajouter  étaient  placées  les  unes 
à  la  suite  des  autres,  et  Ton  écrit  au-dessous,  avec  leurs  signes  respec- 
tifs,  les  résultats  de  la  réduction.  ^<<t^^^^~];r=^ 

4a»   +5a«6  +  c  /v'^  O-   riiv.     -    ,      ^ 

2a»  -7a«6-4c  (  TJ  7  T  7  T^  Tl  SI  T  Y  ' 

6a»6  +  c  4-  6c  4-  25        \  ^  .  ^      .: 

6a»   +4a»6  — 2c-h6c4-2B 

On  peut  faciliter  la  réduction  des  termes  semblables  en  plaçant  ces 
termes  les  uns  sous  les  autres  quand  on  écrit  les  quantités  k  ajouter. 

Un  léger  trait  passé  sur  les  termes,  au  fur  et  k  mesure  qu'on  los 
réduit,  permet  de  distinguer  les  termes  dont  on  n'a  pas  encore  tenu 
compte  dans  la  formation  du  résultat. 

Remarque,  Selon  qu'à  une  quantité  on  ajoute  7  ou  — 7,  cette  (juan- 
tité  augmente  ou  diminue  de  7;  l'addition  algébrique  ne  comporte  donc 
pas  nécessairement  l'idée  d'augmentation. 

SOUSTRACTION. 

422.  Pour  soustraire  une  quantité  algébrique  â^une  autre ^  on  écrit 
la  quantité  a  soustraire  k  la  droite  de  celle  dont  on  soustrait,  en  ehan- 
iioantles  signes  de  tous  ses  termes,  et  l'on  fait,  s'il  y  a  lieu,  la  rédur- 
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tion  des  termes  semblables.  Ainsi,  soustrayant  3a'  — Slaô-^ ^c^/»*  de 
7a'— 2a6,  on  a 

7a'—  2ab  —  3a'  4-  2a6  -^  6c  +  6', 

ou,  en  réduisant, 

Pour  faire  dépendre  la  soustr^ion  de  Vadditiony  et  faciliter  la  ré- 
diiction  des  termes  semblables,  on  pose  sous  la  quantité  dont  on  sous- 
tmi  jaipmiMé  à  «oiAsif aÎAR,  .e»  «iwMMifit  k  «es  ima»9>  «deis  sî^aes  tmi- 
ti»m3  à  ceux  qu'As  ^Bi,  oé  1»  somme  des  deux  ^piQtités  «i^ébri^es 
9im*  |>l«cé)S6  e3k  le  résultai  deaaAadé. 

Ainsi,  pour  soustraire  2a  4-  36'c  —7  de  8a  —  56'c  —  4,  oo  exéoute  le 
«idcW  4e  hà  «iMikière  suivante  : 

&a— 56'c— 4 
—  2a  — 36'c +  7 


reste      da  — 86'c-f3 


Qiumd  on  ne  tient  pas  à  réduire  à  un  seui  polymme  le  résultat  de  la 
soustraction,  on  écrit  la  quantité  à  soustraire  à  la  droite  de  la  quantité 
dont  on  soustrait,  en  la  plaçant  entre  les  branches  d'une  parenthèse 
que  Ton  fait  précéder  du  signe  -r-.  Do  cette  «panière,  le  résultat  de  la 
soustraction  précédente  est 

to  — «>?c^i-.-(2a  +  36'c  — 7). 

Si,  ayant  écrit  le  résultat  sous  cette  forme,  on  voulait  le  réduire  à  un 
seul  polynôme,  il  suffirait  de  faire  la  réduction  des  termes  semblables, 
en  considérant  chaque  terme  placé  dans  la  parenthèse  comme  ayant  un 
signe  contraire  à  celui  qu'il  y  possède.  Be  cette  manière,  on  obtiendrait 
pour  résultat  6a  —  86»c  +  3,  comi»^  pUs  haut. 

Remarque.  Comme,  selon  que  d'uas  quantité  on  retranche  7  ou  — 7, 
cette  quantité  diminue  ou  augmente  de  7,  la  soustraction  algébrique? 
ne  comporte  donc  pas  nécessairement  Tidée  de  diminution. 

NlILTIPLICATiaN. 

4^3.  four  Vf^ltiplier  un  monôme  par  un  monôtne^  il  y  a  4  régîtes 
distinctes  à  considérer  : 

r  Xa  règle  des  signes.  Le  produit  de  deux  monômes  aâéctés  du  mésK^ 
signe  a  le  signe  4-  ;  le  produit  de  deux  nioriôuies  ^exU's  de  signes  con- 
traires a  le  signe  — .  Ainsi  +  multiplié  p^r  4-  et  —  multiplié  par  — 
donnent  +  au  produit,  tandis  que  +  multiplié  par  —  et—  multiplié 
par  4-  donnent —  au  produit; 

2*  7x1  règle  des  coefficients.  Le  coefficient  du  produit  est  égal  au  pro- 
duit dos  coefficients  des  facteurs; 

3*  La  règle  des  lettres.  Toute  lettre  qui  entre  dans  Tun  des  facteurs 
ou  dans  les  deux  s'écrit  une  seule  fois  au  produit; 
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4*  im  rèyie  dar  etposants.  L'exposant  de  chaque  lettre  du  produit  est 
égal  à  k  somoM  des  exposants  de  cette  kttre  daas  les  facteurs.  Une 
lettre  qui  n'a  pas  d'exposant  est  supposée  avoir  Tunité  pour  expoisani 
f85  et  i07j.  Une  lettre  qui  n'entre  pas  dans  un  facteur  est  supposée 
avoir  0  pour  exposant  dans  ce  facteur  (448). 

ApptioatiaBs  4e  ces  règles  : 

3a"*  X  a  =  3a*+*  ; 
—  2ax  — 3a«6'  =  6a»6«; 
+  4a»6»c  X  —  6*c  =  —  4a«6»c*  ; 
—  26«cd  X  +  4c*dV  =  —  86Vd  V. 

ttl.  Le  produit  de  plusieurs  monômes  s^obtient  en  multipliant  les 
deux  premiers  monômes  entre  eux,  le  produit  des  deux  premiers  par 
le  3%  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  employé  le  dernier  monôme 
comme  multiplicateur. 

De  cette  règle  et  du  n*  423  découlent  les  règles  suivan^tes  pour  for- 
mer le  produit  : 

1*  Le  produit  a  le  signe  +  quand  le  nombre  des  niMi6mes  f^teurs 
négatifs  est  nul  ow  pair;  il  a  le  signe  —  quand  le  nombre  de  ces  fec- 
teurs  est  impair; 

2*  Le  coefficient  du  produit  est  égal  au  produit  des  coefficients  des 
facteurs  ; 

3*  Chaque  lettre  qui  se  trouve  au  moins  dans  l'un  des  facteurs  s'écrit 
une  seule  fois  au  produit; 

i*  Chaque  lettre  du  produit  a  pour  exposant  la  somme  de  ses  expo- 
sants dans  les  facteurs. 

Ainsi  Ton  a 

2a  X  3a*6  X  —  6 V  x  —  5  =  3Qa^b^c*  ; 
3a«  X  —  2a6«  x  —  5a*6c«  x  —  5c  =  —  1 50a'6»c*. 

Semarque.  Le  degré  du  produit  de  plusieurs  monômes  est  égal  à  la 
somme  des  degrés  des  facteurs  (41 4). 

42o.  Le  produit  de  plusieurs  monômes  change  ou  ne  change  pas  de 
^gnsy  selon  qu'on  change  de  signe  un  nombre  impair  ou  un  nonû)re 
pair  de  ses  facteurs  (424). 

426.  Le  produit  de  plusieurs  monômes  ne  change  pas,  quand  on  inter- 
tertii  Tordre  de  ses  facteurs  (40). 

427.  Four  multiplier  un  polynôme  par  un  monôme^  on  multiplie  suc- 
cessivement chacun  des  termes  du  polynôme  par  le  monôme,  d'après 
les  règles  données  pour  obtenir  le  produit  de  deux  monômes  (423). 
Exemple  : 

3a«'-|-4a6  — 6«c 
2a6« 


6a»6«4-8a»6^  — 2a6*c 
Pour  indiquer  la  multiplication  d'un  polynôme  par  un  monôme,  on 
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écrit  ce  polynôme  entre  parenthèses,  et  on  le  considère  comme  un  mo- 
nôme. Ainsi,  pour  indiquer  le  produit  de  3a*  -f  iab  —  6*c  par  2a6*,  on 
écrit  : 

{3a*  -f-  iab  —  b*c)  x  2aô». 

Quand  le  facteur  monôme  est  positif,  on  supprime  souvent  le  signe  x. 
II  en  est  de  même  lorsque  le  monôme  est  négatif,  mais  alors  placé  de- 
vant le  polynôme.  Ainsi  —  a{a  —  6),  de  môme  que  —  ax,{a  —  b)  indi- 
quent le  produit  de  — a  par  a  —  b,  mais  en  intervertissant  Tordre  des 
facteurs  (425),  il  faut  écrire  {a  —  b)x—a. 

428.  Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  polynôme,  on  multiplie 
successivement  tout  le  polynôme  multiplicande  par  chaque  terme  du 
multiplicateur  (427),  et  on  fait  l'addition  des  produits  partiels  (424  ci 
432).  Exemple  : 

ilultiplicande  4a»  +   2a«6  — 5a6*  — 26» 

Multiplicateur         2o'—  3ab  +  6« 

!•'  produit  partiel      8a»  +   4a*6  — 40a»6»~  4a*6» 

2*  id,  —  42a*6—  6a*6* -f- 15a*6»H- 6a6* 

3"  id,  +    4a»6«+    2a«6»  —  5a6*  —  26» 


Produit      8a»—  8a*6  — 42a»6»+ 43a'6»+   aô*  — 26» 

Pour  indiquer  la  multiplication  d'un  polynôme  par  un  autre,  on  le^ 
écrit  entre  parenthèses,  et  on  les  considère  comme  des  monômes. 
Ainsi  la  multiplication  précédente  s'indique 

(4a»  +  2a»6  —  5a6»  —  26=^)  x  (2a«  —  3a6  +  6») 
ou 

(4a»  +  2a«6  —  5a6*  —  26»)  (2a«  —  3a6  +  6«). 

489.  Le  produit  de  plusieurs  polynômes  s'obtient  en  multipliant  les 
deux  premiers  polynômes  entre  eux,  le  produit  obtenu  par  le  3^  poly- 
nôme, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous  les  polynômes  aient  été  em- 
ployés comme  multiplicateurs.  Cette  règle  est  encore  applicable  au  cas 
où  il  y  a  des  facteurs  monômes. 

430.  Le  produit  de  plusieurs  quantités  algébriques,  monômes  ou  po- 
lynômes, ne  change  pas  quand  on  intervertit  Tordre  des  facteurs  (426). 

431.  Ordonner  un  polynôme  par  rapport  à  une  lettre^  c'est  disposer 
ses  termes  de  manière  que  les  exposants  de  la  lettre  considérée  aillent 
en  croissant  ou  en  décroissant. 

Le  polynôme  a6*  +  3a»6  —  5a*6*  +  a*,  ordonné  par  rapport  h  la  let- 
tre a,  suivant  Tordre  croissant,  donne 

a6*  —  5a«6*+3a»6+a*; 

suivant  Tordre  décroissant,  il  devient 

a»4-3a»6— r5a«6«-f  a6'\ 
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Dans  cet  exemple,  on  voit  que  le  polynôme  se  trouve  en  même  temps 
ordonné  par  rapport  à  la  lettre  6. 

La  lettre  par  rapport  à  laquelle  un  polynôme  est  ordonné  est  dite 
lettre  principale. 

Lorsque  plusieurs  termes  du  polynôme  contiennent  la  même  puis- 
sance de  la  lettre  principale,  on  écrit  une  seule  fois  cette  puissance, 
et  k  sa  gauche,  entre  parenthèses,  ou  dans  une  colonne  verticale  sépa- 
rée par  un  trait,  les  quantités  qui  multiplient  cette  puissance.  Ainsi  le 
polynôme 

3a«6  -f  5a6«  +  26«  —a*  +  iab  —  36» —oc, 
ordonné  par  rapport  aux  exposants  décroissants  de  la  lettre  a,  devient 

(36-.l)a«+(o6«  +  46  — c)a+26*— 36* 
ou 


36     a»  +  56» 
—  1          +46 

a +  26» 
—  36* 

—  c 

Il  convient  d'ordonner,  comme  on  vient  de  le  faire,  par  rapport  à  une 
autre  lettre  6,  les  polynômes  multiplicateurs  des  différentes  puissances 
de  la  lettre  principale  a. 

432.  On  facilite  beaucoup  la  réduction  des  termes  semblables  dans 
la  multiplication  des  polynômes,  en  ordonnant  ces  polynômes  par  rap- 
porta une  même  lettre.  C'est  ce  qu'on  a  fait  dans  l'application  du  n*  428, 
et  ce  que  nous  allons  répéter  pour  un  nouvel  exemple.  Soit  k  multiplier 

(3a  —  6)x»  +  (5a«  -  4a  +  b)x  +  2a*—  3a* 

par  (6a  +  b]x  —  2a*  —  6. 

Les  coefficients  de  la  lettre  principale  x  n'étant  pas  des  nombres 
donnés,  mais  des  polynômes,  la  multiplication  est  plus  compliquée.  Or- 
dinairement, dans  ce  cas,  on  ordonne  d'après  la  seconde  méthode,  et 
Ton  suit  la  règle  générale  de  la  multiplication  des  polynômes.  Ainsi  on 
multiplie  tous  les  termes  du  multiplicande  d'abord  par  le  premier  terme 
6ax  du  multiplicateur,  puis  par  le  deuxième  bx^  puis  par  le  troisième, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'k  ce  qu'on  ait  employé  le  dernier,  et  l'on  fait  la 
réduction  des  termes  semblables  dans  chaque  colonne  verticale  de  pro- 
duits partiels  obtenus. 
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Midiipliccmde 
Multiplicateur 


3a 
—  6 

6a 


—  4a 

■f     6 

a;—  2a* 

--     b 


X  +  «a* 


18a« 

x'+aoa» 

x'  +  12a^ 

x-4a5 

—  6a6 

—24a» 

—  I8a' 

4-6a^ 

+   3aô 

+  6a6 

+  2a»6 

-2a»6 

—     6« 

+   5a»6 

—  3a'6 

+  3a*6 

-^  4a6 

—  M** 

+     6« 

+   8a» 

-.  6a' 

'     —  2a«fr 

+  Wb 

—  îia«6 

—  3aô 

4-   4a6 

+     6« 

—     6« 

Produit 


48a* 

—  3a6 

—  6* 


aî>  +  24a» 
—24a» 
+  7a«6 
—    ab 
+  ^6» 


a:»  + 

2a^ 

— 

40a' 

+ 

2a'6 

— 

10a»Ô 

+ 

4a6 

— 

6» 

x-4a« 
+  6a* 
— 2a»6 
+  3a«^ 


A35.  Uïi  polynôme  ordonné  est  dit  complet  ou  incomplet,  selon  qu'il 
contient  ou  non  la  lettre  principale  avec  tous  les  exposants  inférieurs 
au  plus  grand  qu'elle  possède.  Ainsi  Ife  polynôme  a*+  3a'6 — 5a»î^*4-cr&* 
est  complet  par  rapport  à  a;  il  est,  au  contraire,  incomplet  par  rapport 
à  6,  parce  qu'il  ne  contient  pas  6*. 

454.'  Le  produit  d'un  polynôme  ordonné  par  rapport  a  une  lettre,  par 
un  monôme,  est  un  polynôme  ordonné  de  la  même  umniore  par  rapport 
k  laj  mènm  lettre. 

43i$.  Lorsque  deux  polynômes  et  leur  produit  sont  ordonnés  pnprap*- 
port  h  une  môme  lettre ,  le  premier  terme  àvt  produit  provicsit,  sans 
néduction  possible,,  de  la  multiplication  des  premiers  ternies  dos  fCLC^ 
teurs^  et  son.  dernier  terme  est  le  produit  des  derniers  termes  des  deux 
facteurs  (428).  Ce  produit  ne  peut  donc  avoir  moine  de  deux:  termes* 
Le  plus  grand  nombre  de  termes  possible  est  égal  au  produit)  du  noin- 
bre  des  termes  du  multiplicande  par  le  nombre  des  termes  dU'mEiilti«- 
plicateur. 

456.  Quand  un  polynôme  homogène  (416)  ne  contient  que  deux  let- 
tres, s'il  est  ordonné  par  rapport  à  l'une  d'elfes,  il  l'est  en  même  temps 
par  rapport  à  l'autre,  mais  dans  un  ordre  inverse  : 

4a»  +  7a«ô  — a6'  +  36'. 

457.  Si  deux  et  en  général  un  nombre  quelconque  de  polynômes  sont 
homogènes,  leur  produit  est  homogène,  et  son  degré  est  égal  à  la  somme 
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dtesdtegrés  rfcs  facteurs  (MO).  Si  toiis  les  facteurs  ne  sont  pas  homogènes, 
h  pmdirît  n'est  pas  homogène. 

ComniÉ  cas  particufief ,  le  produit  d'im  polynôme  Aomogène  par"  ûtt 
monôme  est  homogène,  et  d'un  degré  égal  k  la  somme  des  degrés  dtîs 
teteurs. 

«8.  Quand  on  mtUtiplie  chaque  l(*tlre  d'un  monôme  o\x  d'un  poly- 
nôme homogène  d'mi  d^gré  m\  par  ntt*  m^me  facteur  k  affecté  de 
Fexposant  de  chaque  lettre,  le  monôme  ou  le  polynôme  est  multiplié 
par  A:"  : 

5a»A:«  x  b^k^  xck=z  oa^h^c  x  A«; 

5q*«  X  6*»'  X  c*  -f  6a»^  X  6'A:*  xck  —  an  x  OTt«  x  c*X-*  = 

(^a«5»c  +  6û«6«c  -  06»-^*)^'. 

459.  Le  carré  de  la  somm&  de  deixx  quantités  sb  composa  (84  et  aW)  : 
-r  dit  carré  de  la  première  quantité  ;  ST  d«  double  produit  de  Ife  prr- 
luière  quaslité  fw  la  seconde;  3*  du  carré  de  in'socemde.  A^insiTon  a 

[d  +  5)«  =  a*'4-  2ab  +  6*.  (428) 

440.  ^  <Nurr«  (2e  la  diférence  dé  deux  qtumtiié»  se  coth^se:  1*  du 
carré  de  la  première  quantité;  2°  moins  le  double'  produit  do  la  prc- 
niëiie  quantité  par  la^ seconde;  3*  plue  le  carré  de  là  seoOAde.  Ainsi 

(2a*6  —  6c)»  =  4a*6«  —  ^la^b^c  +  b^c\  (428) 

444.  Le  oarné  do  la-  somme  de  deux*  quantités  moluft- le  carré  de  Imir 
différence  est  égal  à  4  fois  le  produit  de  ces  quantités  (422,  439  et  440): 

(a  +  6)'  — (a  — 6)»  =  a*+2a6  -f  [;*  —  a«  +  2a6  —  6*  =  4a6. 

442.  Le  cwbif  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose  (S4  et  247)  : 
4*  du  cube  de  la  première  quantité;  2<»  du  triple  produit  du  carré  de  la 
premièite  quantité  par  la»  seconde  ;  3*  du  triple  produit  de  la  première 
par  le  carré  de  la  seconde;  4"  du  cube  de  la  seconde  : 

(a  +  6)»  =  a»  +  3a'6  +  3a6»  +  b\  (428) 

44Si  Le  cube  &e  la'  diffèrctice  de  deux  quantités  se  compose  :  4»  du 
exkhe  de  la  première  quantité;  2*  moins  le  triple  produit  du  carré  db 
Iw  première*  quantité*  par  Ih-  seconde;  3*  plus  le  triple  produit  de  là 
première  quantité  par  le  carré  de  la  seconde;  4**  moins  le  cube  de  !a 
seconde  : 

[a  —  b)^  =  a'  —  3a'6  +  3a6«  —  6».  (428) 

44'4.  Le  produit  de  ta  somme  de  deux  quantités  par  leur  di0re7ice  est 
égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces  quantités  : 

(aH-6)x(a  — 6)==a'  — 6*; 
{2ab  +  36«c)  x  (2a6  —  3b'c)  =  4a'6«  —  96V».  (428) 

44ftf;  Le' carré  d'unf  polyiidme  quelconque  ffe  compose  :  du  carré  du 
premier  terme,  du  double  produit  du  premier  terme  par  le  second,  du 
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carré  du  second,  des  doubles  produits  de  chacun  des  deux  premiers 
par  le  troisième,  du  carré  du  troisième,  des  doubles  produits  de  chacun 
des  trois  premiers  par  le  quatrième,  du  carré  du  quatrième,  etc.  Ainsi 
Ton  a 

{a-\-b^c)*  =  a*-j-  2a6  -f  6«  —  2ac  —  26c  +  c* ;  (4Î8) 

{a  +  bx-\'CX*-\-  da^)^  =  a*  +  ^abx  +  b^x*  +  ^acx'^  +  26cx»  +  c«x*  + 
+  2ada:»  4-  26dx*  +  2cdi^  +  dV. 

DIVISION. 

446.  Une  quantité  algébrique  est  divisible  par  une  autre,  lorsque  le 
quotient  de  la  première  par  la  seconde  est  une  quantité  entière  (408). 

447.  Pour  diviser  un  monôme  par  un  monôme  on  distingue,  comme 
pour  la  multiplication  (423),  quatre  règles  : 

1*  Le  signe  du  quotient  est  -{'  ou  —  selon  que  le  dividende  et  le  divi- 
seur ont  le  même  signe  ou  des  signes  contraires.  Ainsi  +  divisé  par  -f 
et  —  divisé  par  —  donnent  +  au  quotient,  au  lieu  que  4-  divisé  par  — 
et  —  divisé  par  +  donnent  —  au  quotient; 

T  Le  coefficient  du  quotient  s'obtient  en  divisant  le  coeflScient  du  di- 
vidende par  celui  du  diviseur; 

3"  Toute  lettre  du  dividende  et  du  diviseur  s'écrit  une  seule  fois  au 
quotient; 

4*  Verposant  de  chaque  lettre  du  quotient  est  égal  à  l'exposant  de  cette 
lettre  dans  le  dividende,  moins  l'exposant  de  cette  même  lettre  dans  le 
diviseur. 

De  ces  règles,  il  résulte  qu'on  a  : 

24a'6»c'd       ,  ,.    ,       i5a»6«cd»  ^  ...   , 

6a6*c  '     — 3a'6W 

Remarque*  Le  degré  du  quotient  est  égal  au  degré  du  dividende  moins 
celui  du  diviseur  (414). 

448.  //  peut  se  présenter  des  cas  sur  lesquels  il  convient  de  donner 
quelques  développements  : 

!•  Quand  le  coeflScient  du  dividende  n'est  pas  divisible  exactement 
par  celui  du  diviseur,  on  laisse  le  coeflScient  du  quotient  sous  la  forme 
d'une  fraction,  que  l'on  peut  réduire  à  sa  plus  simple  expression  (161). 
Ainsi 

6a*6*       2    ,, 

•95^  =  3'^^' 

2'  Lorsqu'une  môme  lettre  a  le  mémo  exposant  au  dividende  et  au 
diviseur,  la  règle  des  exposants  (4",  447)  conduit  k  l'écrire  au  quotient 
avec  l'exposant  0.  Ainsi 

a* 
Or,  comme  on  a  évidemment  -^  =1,  on  a  aussi  a*=1,  et  il  résulte 


tf 
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qu*on  peut  se  dispenser  de  récrire  au  quotient.  Ainsi  on  néglige  toute 
lettre  qui  a  le  même  exposant  au  dividende  et  au  diviseur. 

De  la  règle  des  exposants,  on   conclut  -^  =  a*,  et  comme  -5  = 

°^^^^  =  o,  on  a  donc  a^^a  (276)  ; 
axa  i       /» 

3*  Une  lettre  peut  avoir  un  exposant  plus  fort  au  diviseur  qu'au  divi- 
dende. Dans  ce  cas,  la  règle  des  exposants  (4*,  447)  conduit  à  donner  un 
exposant  négatif  k  cette  lettre  au  quotient.  Ainsi 

a'  ' 

4*  Une  lettre  peut  se  trouver  au  diviseur  sans  se  trouver  au  divi- 
dende. Dans  ce  cas,  la  règle  des  exposants  peut  encore  s'appliquer,  en 
supposant  que  la  même  lettre  se  trouve  au  dividende  avec  l'expo- 
sant 0  (2*).  Au  quotient,  cette  lettre  aura  un  exposant  négatif  égal  à  celui 
qu'elle  a  au  diviseur.  Ainsi 

On  voit  que  les  exposants  négatifs  permettent  de  rendre  générales 
les  règles  du  n*  447.  Ainsi  Ton  a 

449.  Quoiqne  cette  notation  des  exposants  négatifs  soit  très-commode 
dans  beaucoup  de  cas,  nous  n'en  ferons  d'abord  pas  usage. 

Quand  Fun  des  cas  que  nous  venons  d'exposer  (448)  se  présentera,  nous 
laisserons  le  quotient  de  la  division  sous  la  forme  d'une  fraction  dont 
le  numérateur  sera  le  dividende  et  le  dénominateur  le  diviseur. 

Nous  réduirons  la  fraction  quotient  k  sa  plus  simple  expression  : 
i*  En  divisant  les  deux  coefficients  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur; 2*  en  supprimant  les  lettres  qui  ont  le  même  exposant  aux  deux 
termes  de  la  traction  ;  S""  en  retranchant  le  plus  petit  des  exposants 
d'une  même  lettre  du  plus  grand,  et  en  écrivant  la  lettre  affectée  de  cette 
différence  d'exposants,  seulement  dans  celui  des  deux  termes  de  la 
fraction  où  l'exposant  était  le  plus  grand;  4*  en  écrivant  les  lettres  non 
communes  aux  deux  termes  de  la  fraction,  avec  leurs  exposants  respec- 
tifs, dans  celui  des  deux  termes  où  elles  entraient.  On  a  ainsi  : 

—  i2a*6«cde      3a«6c    48a*6«cd»      4ad«    lab^cH      76«c      7a«6         1 


— 8a«6c»d/«"'  2cV»'  36a*6V(i6 ""  36ce'  3a»6c^d' ~ 3aVî« '  2la*6*     3a«6' 

450.  Pour  diviser  un  polyvAme  par  un  monôme ,  on  divise  successive- 
ment chaque  terme  du  dividende  par  le  diviseur  (447)  : 

-; =  4a'  +  %a^bc  —  5a6V. 

a*o 
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Dans  le  €îis  ^  il  y  a  des  termes  non  dîTÎsrîMes  exactement  pâf  le  di- 
viseur, on  peut  ne  ftiire  qtr'indfqnerh  division  de  tont  le  poïynômc  p>ir 
le  diviseur,  ou  ne  laisser  saus  forme  de  fraciiOB  que  les  tenues  0on 
divisibles  exactement  : 

4a»ft4-3a*6«c-5a6«      4a'6  .  3a*6«c      bab^      ^  .  ,    3a«»c      .W 

48*.  Pour  divifier  un  polynôme  par  un  mitre  (sftirre  sur  fc  f*  exempte 
suivant),  on  ordonne  le  dividende  et  le  div«enr  par  raîpport  aux  ptM** 
fiances  croisantes  ou  décroissantes  d'une  même  lettre  (431),  on  divise 
le  premier  terme  a'  à  gauche  du  dividende  par  le  premier  ternie  a'  a 
gauche  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  premier  terme  a}  du  quotient;  on 
raurtipHe  le  diviseur  par  ce  terme,  et  on  retranche  le  produit  +a' — 3a*6 
du  dîTiidiende  proposé.  On  divise  ensuite  le  premier  terme  — 2a**  k 
guu«he  du  reste,  par  le  premier  ferme  a^'k  gauche  du  divi"seur,  ce  qui 
ifenne  le  second  terme  — 2aÔ  du  quotient;  on  multiplie  le  diviseur  par 
ce  second  terme;  on  retranche  le  produit  du  premier  reste  obtenu,  ce 
qui  fournit  un  second  reste,  sur  lequel  on  opère  comme  pour  le  pre- 
mier, et  Ton  continue  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste 
nul  ou  à  un  reste  dont  le  premier  terme  ne  soit  pas  divisible  par  le 
premier  toniie  du  diviseur. 

Pour  retrancher  du  dividende  et  des  restes  îmccessifc  ebtentfif  fes 
divers  produits  du  diviseur  par  les  termes  du  quotient,  afin  de  faciliter 
les  opérations,  on  écrit  ces  produits  sous  les  restes  en  changeant  les 
signes  de  leurs  termes  ;  par  la,  chaque  soustraction  est  ramenée  à  une 
additioo,  c'cst-k-dirc  à  une  simple  Réduction  de  termes  semblables  (4Î2). 

\"  Exerri'ple.  Ayant  à  diviser  ria'6«  +  3«*6'—5a*6  +  a*  par  «*— 3fï*5, 
«n  dispose^  conforraéraent  à  la  règle  précédente,  les  calculs  de  la  ma- 
Bôêpc  suivaaite  : 

Dlnûendr  a''— oa^6+.)a'6'+3a'6'(    a'— 3a*6      diviseur. 


-a'^4-3a*6  (a*— ia6— ^*   quotient. 


f  reste  -^2a*6+.'ia*6«-f  3a*è»' 

2*  Tf^sie  —aW  +3a«6' 

Reste  (le  la  division  0 

2*  Exemple: 

10a*— 48a5ô+ola26»+  4a6'— lo6*+36'+cf  — oa-+ia6-f  36' 


{3 


— 10a^+  8aV>+  6a'g>» (— 2a«>f  «g^— o^* 

— 40a3i;.f-;i7a*6«-h  4a6»— 156*+36M-c 
+  40ff''^6— 32rt'/j*— 24a6» 

— 2I)a'6'-f20a6^-hl56* 
Reste  de  la  division  +36*+c 
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3*  Exemple.  Sort  k  dîviser  x*— a*"  par  x^a 


x*4-aï*|jc'4-aa*  + a'xHr  a* 


ax' — a* 

— ax*4-aV 

a'x' — a* 

a*x — a* 
—  a'x  4-  a* 


4S2.  DaBs  ce  dernier  exemple,  il  résulte  du  calcul  même  que  les  ex- 
posants de  X  dioiinuent  d'une  unité,  et  que  ceux  de  a  croissent  de  la 
même  quantité,  dans  les-  restes  et  dans  les  quotients  partiels  successifs. 
Ainsi  i"— a*  est  dîvfsitle  exactement  par  x — or,  et  Ton  a 

X» a» 

X — ce 

Si  curi^on  a 

^'  +  a"»  n'est  pas  divisible  par  a;  —  a,  le  reste  est  ga*";  ainsi  Ton  a 
=  X*»-*  +  ox"»-*  +a'x"^-3  + .  .•.-ha*"~*x  -h  a^»-*-  + 


I— a  X  —  a 

z*— a»  est  ou  n'est  pas  divisible  par  x  +  a  selon  que  m  est  pair  ou 
impair,  et  Ton  a  respectivement 

•  =  x"^* — ox"»-'  -f-  a*x^® — ...  dza«-*xq2  a"»-*  + 


Jf  +  a  .....  -n  ,       ^_^^     . 

Loas(pt  ait  est  pair,  le  reste  +  a*"  —  at**=^0,.  et  quand  i»esiimp«ir,  1b 
icste  —a»—  a?»  =  —  2a"*. 

^  +  a*  eslou.  n'est  pas  dlvisilda  pac  x+  a  selon,  q/ae  m  ostim^air  aa 
pair^  et  ToiLa  irespectLvamant 

3!*  4"  Œ^  ni  flt**  -4-  û*** 

~j^  — =  x^*  — a»^*  H-aV^—  ...  qi(3r^«xrliûf^»'+      x +a     ' 

J'Wwpie  m  684  impair,  le  reste — a^  +  a»i=rO,  et  quand  r»  est  pair;  il 
est  ^<^^.£|pii--2ttSF»; 

*K&  Lorsque  dans  les  polynômes  à  diviser  Fun  par  Tautre  les  pu!«*- 
Mn«B  de  la  lettre  principale  ont  des  polynômes  pour  coefflcientfr,  on 
les  ordÉmne  comme  il  a  été  feit  pour  la  multiplication»  (438),  puis  on 
applique  la  règle  générale  de  la  division  (451). 
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ALGÈBRE. 


!'•  Division  partielle. 


i8a«— 3a6— 6*  1 6a+6 
-^3a6  I  3a— 6 
— 6a6— 6« 


3*  Division  partielle. 

6a  +  6 


12a»— i8aH2la»6— 3a«6 
.    TÎ8? 


2a»— 3a« 


2*  Division  partielle, 
30a*— 24a«+  5a*6  +  2a6  +  6»  6a  +  ^ 


— 24a« 


+  2a6  +  6«5a«— 4a  +  6 
+  4a6 

6a6  +  6« 


On  divise,  à  part,  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme 
du  diviseur,  c'est-à-dire  le  coefficient  18a*— 3a6— 6*  par  celui  6a+ft 
et  af*  par  x,  ce  qui  donne  (3a— 6)x"  pour  le  premier  terme  du  quotient. 
On  multiplie  le  diviseur  par  ce  premier  terme,  et  on  retranche  le  pro- 
duit du  dividende.  On  divise,  k  part,  le  premier  terme  (30o»— 24a'  + 
5a*ô  H-  2a6  +  6')x'  du  reste  pat  le  premier  terme  du  diviseur,  ce  qui 
donne  le  deuxième  terme  (5a*—  4a  +  b)x  du  quotient.  On  multiplie  le 
diviseur  par  ce  deuxième  terme,  et  on  retranche  le  produit  du  1*'  reste. 
On  divise  de  même  le  !•'  terme  (12a*— 18a»+  2a»6— 3a'6)x  du  deuxième 
reste  par  le  premier  terme  du  diviseur,  ce  qui  donne  les  autres  termes 
2o»  et  —3a*  du  quotient,  termes  qui  sont  indépendants  de  x  dans 
rexemple  choisi.  Multipliant  le  diviseur  par  Tensemble  2a*— 3a*  de  ces 
termes,  et  retranchant  le  produit  du  deuxième  reste,  on  a  le  reste  de  l» 
division,  qui  est  0  dans  notre  exemple. 
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4o4.  Lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  sont  homogènes  (416),  le 
quotient  et  les  restes  successifs  sont  homogènes.  De  plus,  le  degré  du 
(fuotient  est  égal  à  celui  du  dividende  moins  celui  du  diviseur. 

Quand  le  dividende  est  homogène  et  que  le  diviseur  ne  Test  pas,  le 
quotient  ne  se  termine  pa^ 

488. 1^8  preuves  des  quatre  opérations  sur  les  quantités  algébriques 
5'opèrent  d'après  les  règles  données  pour  les  nombres  entiers  (26,  29 
47  et  63). 


FRACTIONS    ALGÉBRIQUES. 

4J56.  Une  fraction  algébrique  est  un  quotient  exprimé  par  deux 
quantités  algébriques  à  diviser  l'une  par  Tautre.  Ainsi 

a         g»  4- 6* 
« 
que  Ton  énonce  a  divisé  par  b  e<  a*  +  b*  dioisé  par  a  +  b,  sont  des 
fractions  algébriques. 

Le  dividende  est  le  numérateur  de  la  fraction,  le  diviseur  est  son 
dmmmaieur^  et  le  numérateur  et  le  dénominateur  en  sont  les  deux 
/crînei(127). 

487.  Tout  ce  qui  a  été  dit  des  fractions  numériques  s'applique  aux 
fractions  littérales.  Ainsi  Ton  a  : 


!• 


2*  -xc=^  =  - — -  (137) 


a  - 

ab 

■"  b  '■ 

a 
b 

X  c  = 

ac 

a 

'  b:c 

a 
b 

:  c  = 

a 
bc" 

aie 
"    b 

a 

ac 
~  bc 

a: 

c 

"b 

~  b: 

c 

(133) 


^                                   Ï'-'  =  Fc  =  't'''  >138) 

!•  a ac aie 

Pour  réduire  une  fraction  à  sa  plus  simple  expression,  on  divise  ses 
<ieux  termes  par  leurs  facteurs  communs  : 

6c  ""6'  "6«?'"~c«'  ^**' 

tne  fraction  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  changQ  les  signes 
<ie  ses  deux  termes;  puisque  cela  revient  à  multiplier  ses  deux  termes 
par-i: 

g  _  —g  g  +  6  —  3c  _  —g—  6  -f  3c 

"6-— 6'      ^^      Sla_d  +  ^""— 2g  +  (J— c' 

5'  Les  règles  pour  réduire  les  fractions  au  même  dénominateur  sont 
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16 ac     a  ^  c  ad a:  c  . 

a__6      a  ^c  _  a      5.5_£.      l 
^•6*^5^     6'6~c'     b'c'^b'      I 

9*  La  somme  terme  à  terme  de  plusieurs  fractions  égales  entre  elli^s 
donne  une  fraction  égale  à  chacune  des  premières  : 

abc       a  +  b  +  c  ,     ,. 

On  a  aussi 


abc       v^a«+6*+c* 


e      f      v/d«+e«+/« 


i1>*  Soit  j»  la  période,  de  n  chîflFres,  d'un  nombre  décimal  périodique 

simple.  Représentant  cette  fraction  par  x  =  O^ppp ,  et  multipliant 

par  10*,  il  vient  iO"^  =  pyppp Soustrayant  une  fois  la  valeur  de  i 

de  cette  expression,  on  a  (10* —  i)x  =  p,  et  par  suite 

X  :=  —  ^    .  Faisant,  par  exemple,  n  ^  a,  on  a  x  =  ~-, 
Ce  qui  coniirmc  ce  qu^on  a  dit  en  arithmétique  (193). 


LIVRE  IL 

Bk|v»(ioB«  du  prenier  desré. 


liûUATlONS  m  PkiEHŒK  DEGRÉ  A  USB  SEULE  IHGOimVE. 

4B8.  Deux  quantités  égales  réunies  par  le  signe  =  constituent  une 
égalité.  Ces  quantités  sont  les  deux  membres  de  Tégalité,-  celle  placée  à 
gauche  du  signe  =  est  le  premier  membre,  et  celle  placée  à  droite  est 
le  deuxième  membre, 

A69.  Les  égalités  qui  contiennent  une  ou  plusieurs  lettres  représen- 
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tanldeis  qvwtUé»  incoonues  soat  4a$  équations.  Teltofi  80«l  ; 
3+j:  =  7      et     «4-9=^. 

L*égalUé  B|^  ftttteiBte  qn^  pour  des  valeufs  partktiljère&  des  in- 
CMUuies. 

460.  Tottto  égaUté  qui  safoaisie,  qudles  que  salenî  les  râleurs  parti- 
culières que  Ton  attribue  MX.  JLettres  mt  une  identité.  T<elle«  sont  les 
égalités  : 

2j  +  4  =  2ï  +  4,     (a  — 6)«  =  a«— 2a6  +  6«     et     (a  +  6)(a  — 6)  =  a*  — 6». 

Lorsque  les  4eux  membres  d'une  égalité  sont  les  loéoies,  ou  que^ 
foiuflie  dans  ces  deux  derniers  exemples  (440,  444),  un  memi>re  n'est 
que  le  résultat  des  calculs  indiqués  dans  l'autre ,  régalUé  est  uae 
identité. 

461.  Toute  équation  doit  devenir  une  identité  Forsqu'on  y  remplace  les 
inconnues  par  leurs  valeurs,  c'est-à-dire  quand  on  fait  la  vérification 
de  réquadan, 

462.  Une  équation  est  numérique  lorqu'il  n'y  a  que  les  valeurs  de» 
inconnues  qui  sont  représentées  par  des  lettres.  C'est  une  équation  lit^ 
thaïe  ou  algébrique  lorsqu'il  y  entre  des  lettres  représentant  des  quan- 
tités connues. 

465.  Lorsque  l'un  des  membres  d'une  équation  ne  contient  que  Tin- 
connue,  l'autre  membre,  qui  renferme  le  tableau  des  opérations  à  eC* 
fectuer  sur  les  quantités  connues  pour  avoir  la  valeur  de  l'inconniftc, 
prend  le  nom  de  fonnule.  Tel  est  le  second  membre  de  l'équation 

X  =  a'  +  4  - . 
c 

C'est  Xexpression  de  la  valeur  de  l'inconnue. 

464.  Deux  quantités  qui  varient  simultanémeat,  de  manière  qu'une 
vanalion  de  l'une  entraîne  une  variation  de  l'autre,  sont  dites/onc^iofBr 
l'une  de  l'autre.  Ainsi  la  surface  9  d'un  «ercle  variant  avec  le  rayon  r, 
elle  est  une  fonction  du  rayon.  C'est  ce  qu'on  représente  d'une  ma- 
nière géaérale  par  *==/(>).  (Voir  Géométrie.)  De  mâme  l'espace  que 
parcourt  un  corps  en  tombant  est  une  feoctioa  du  temps,  et  récipro- 
quement le  temps  est  une  fonction  de  l'espace.  (Voir  Mécanique.) 

On  considère  ordinairement  l'une  des  deux  quaniÀtés  comme  variant 
d'une  manière  arbitraire,  et  on  l'appelle  variable  indépendante;  l'autre, 
dont  la  variation  est  déterminé©  par  celle  de  la  première,  est  la  fonc- 
tion proprement  dite. 

Lorsque  la  relation  qui  existe  entre  des  variables  peut  être  exprimée 
par  une  équation  qui  ne  renferme  que  des  quantités  algébriques  (406^ 
459),  \^  fonction  est  dite  algébrique;  mais  si  la  relation  entre  la  fonc- 
tion et  la  variable  indépendante  ne  peut  être  exprimée  par  les  signes 
+,  — ,  X,  :,  v/'"^  et  exposants,  là  fonction  est  appelée  tramcendanêg. 
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Ainsi  le  logarithme  d*un  nombre  est  une  fonction  transcendante  de  ce 
nombre;  les  fonctions  circulaires,  c'est-à-dire  celles  dans  lesquelles  il 
entre  .des  expressions  trigonométriques ,  sont  aussi  transcendantes. 
(Voir  Trigonométrie.) 

465.  On  nomme  solution  d'une  équation  ou  d'un  système  d^équaiionsy 
chaque  valeur  de  Tinconnuc  ou  chaque  système  de  valeurs  des  incon- 
nues qui  rend  identique  Fcquation  ou  le  système  d'équations  (461). 

La  valeur  3  de  a;  est  la  solution  de  Téquation 

Sx  =15. 

466.  Résoudre  une  équation  ou  un  système  adéquations,  c'est  trouver 
toutes  les  solutions  de  cette  équation  ou  de  ce  système  d'équations. 

467.  Deux  équations  ou  deux  systèmes  d'équations  sont  équivalents ^ 
lorsqu'ils  admettent  les  mômes  solutions  et  en  même  nombre.  Telles 
sont  les  équations  : 

6x=15    et    a:  +  7  =  10. 

468.  Altérer  une  équation  ou  un  système  d'équxUions,  c'est  lui  faire 
subir  une  transformation  qui  change  ses  solutions  ou  le  nombre  de  ses 
solutions. 

469.  La  résolution  d'une  équation  ou  d'un  système  d'équations  repose 
sur  les  principes  suivants  : 

1**  On  n'altère  pas  une  équation  en  augmentant  ou  en  diminuant  ses 
deux  membres  d'une  môme  quantité. 

2*  On  n'altère  pas  une  équation  en  faisant  passer  un  terme  d'un 
membre  dans  l'autre,  avec  un  signe  contraire.  Gela  revient,  en  effet,  a 
ajouter  ce  terme  aux  deux  membres  de  l'équation  ou  à  l'en  retrancher, 
selon  que  ce  terme  est  affecté  du  signe  —  ou  du  signe  +. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  changer  les  signes  de  tous  les  termes  d'une 
équation. 

3**  Une  équation  n'est  pas  altérée  quand  on  multiplie  ou  quand  on 
divise  ses  deux  membres  par  une  môme  quantité,  qui  n'est  pas  nulle  et 
ne  contient  pas  d'inconnues.  Si  elle  renfermait  des  inconnues,  la  nou- 
velle équation  ne  serait  pas  du  même  degré  que  la  première  et  ne  lui 
serait  pas  équivalente;  elle  aurait,  lorsqu'on  nmltiplie,  en  outre  des 
solutions  de  la  première  équation,  celles  do  l'équation  qu'on  obtient  en 
égalant  à  0  la  quantité  par  laquelle  on  multiplie.  Ainsi,  en  multipliant 
par  X  —  3  les  deux  membres  de  l'équation 

a:— 5  =  0, 
re  qui  donne 

(a:-5)  (x-3)  =  0, 

cette  nouvelle  équation  contient,  en  outre  de  la  solution  x  =  5  de  la 
première  équation,  celle  x  =  3  de  l'équation  x— 3  =  0. 

La  division  par  une  quantité  contenant  l'inconnue  peut  au  contraire 
faire  disparaître  une  ou  plusieurs  solutions  de  l'équation. 
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4*  Eo  chassant  les  dénominateurs,  ce  qui  se  fait  en  réduisant  tous  les 
termes  de  Téquation  au.  même  dénominateur  et  en  supprimant  ce  déno- 
minateur commun  (S**,  457),  on  obtient  une  nouvelle  équation  équiva- 
lente k  la  première. 

Chassant  les  dénominateurs  de  Féquation 

.  .     '9         ^   ^„    Jg  +  gg  +  9       ex  +  g*     ^„   gi  +  4x-~2i       . 

^+6t;=^'^"     6-fx    =TTr'  ^^  — 6T7-  =  ^' 

on  a  X»  +  4x— 21  =  0,    d'où    (526)    *  =  1      ^ 

Ces  deux  solutions  satisfont  bien  k  Téquation  proposée. 
Opérant  de  même  pour  Féquation 

,   .       1  x«         ^        x«— 7x  +  6       . 


on  a  X*— 7x  +  6  =  0,    d'où    x 


=iî- 


La  solution  x  =  6  satisfait  k  Téquation  proposée.  Quant  k  la  solution 
7  =  1,  comme  elle  annule  le  dénominateur  x  —  1,  elle  donne 

X*— 7x  +  6  _  0. 
X  — 1       ~0' 

signe  de  Tindétermination,  qui  indique  que  x — 1  =  o  est  facteur  coni- 
muD  au  numérateur  et  au  dénominateur,  et  qu'il  faut  le  faire  dispa- 

nître  (486)  ;  ce  qui  ramène  Téquation  proposée  k  — —  =  0  dont  Funiquo 

solution  est  x  =  6. 

Règle  générale,  quand  on  a  lait  disparaître  des  dénominateurs,  si  Fon 
arrive  k  une  ou  plusieurs  solutions  qui  annulent  le  dénominateur  com- 
mun, on  doit  les  négliger,  et  ne  tenir  compte  que  des  autres.  Ainsi,  dans 
Teiemple  ci-dessus,  on  ne  tiendra  compte  que  de  la  solution  x  =  6,  et 
Ton  rejettera  celle  x  =  1. 

5*  On  n'altère  pas  une  équation  en  faisant  subir  k  ses  deux  membres 
toutes  les  modifications  qui  ne  changent  pas  leur  valour.  Ainsi,  par 
exemple,  on  peut  efiectuer  les  calculs  indiqués  par  les  signes  qu'ils 
renferment 

6*  On  n'altère  pas  un  système  de  plusieurs  équations,  quand  on  rem-' 
place  Fune  d'elles  par  Féquation  que  Fon  obtient  en  combinant  les 
ouations  proposées  membre  k  membre  par  voie  d'addition  ou  de  sous- 
traction. 

7*  Lorsqu'on  élève  au  carré  les  deux  membres  d'une  équation 

,.      .  ^  =  ^' 

Uquation 

«»  =  25 
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qui  en  réAulte  comprend,  outre  les  solutions  de  réquatioQ  rr— 5  =  0  ou 
x.=r  5,  celle»  de  lï>quBtion  aî-h5c=  0  ou  x=. — 6. 
Gela  provient  de  ce  que 

a:-— 25  =  (x— 5)  (x  +  o;=0  (3";. 

470.  Le  degré  d'une  équation  est  la  plus  grande  somme  dos  expo- 
sante des  inconnues  dans  un  même  terme  de  l'équation.  Ainsi  les  (kiiia- 
tiens 

2x  — y  =  7,     3xy=18,     y^x^=\—x^ 

sont  respectivement  du  !•%  du  2*  et  du  7*  degré. 

Ce  mode  d'évaluation  du  degré  d'une  équation  suppose  qu'il  n'enlre 
pas  d'inconnues  on  dénominateur  dans  aucun  terme.  Lorsque  des  in- 
connues entrent  en  dénominateur,  on  fait  disparaître  les  dénomina- 
teurs (4%  469),  et  alors  on  évalue^  le  degré  comme  dans  le  cas  précé- 
dent. 

bx 
L'équation  ^  +  ».  ,      =y»  qui  paraît  être  du  premier  degré,  est  du 

deuxième  degré,  parce  qu'en  réduisant  au  même  dénominateur  tous 
les  termes  de»  réquatioo,.  et  en  supprimaat  le  dénomina&eiir.  eoounun 
b-\-y,  elle  devient 

ab  +  ay+bx  =  by  -i- y",    ou  y*  +  (6  —  a)y'-'bx  —  a6  =  0. 

Si  le  dénominateur  commun  6  +  y  était  facteur  du  premier  membre 
de  l'équation  mise  sous  la  dernière  forme,  il  faudrait  le  faire  disparaître 
par  la  division  avant  d'évaluer  le  degré.  En  résolvant  i'(k[ttaiioD  saiitf 
faire  disparaître  le  dénominateur  commun  comme  facteur  du  premier 
nMnibre,  et  en  négligeant  les  solutions  trowées  qui  annnlent  le  déno- 
minateur commun,  on  arrive  aux  solutions  de  l'équation  propojsée  nr 
menée  à  son  véritable  degré  (486). 

471.  Règle  générale  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à 
une  seule  inconnue  : 

V  On  commence  par  chasser  les  dénominateurs  s'il  y  en  a  (469), 

20  On  fait  la  transposition  deâ  termes,  c'est-k-dire  qu'on  transporte 
dans  un  même  membre,  dans  le  premier  ordinairement,  tous  les  teriuo? 
affectt'js  de  l'inconnue,  et  dans  l'autre  membre  les  ternies  connus. 

3*  On  fait  la  réduction  des  termes  semblables  (4i0j,  c'est-a-dire  qaoû 
donne  pour  coefficient  unique  à  l'inconnue  la  somme  algébrique  de 
tous  ses  coefficients,  ce  qui  réduit  le  premier  meml>re  à  uu  seul  terme, 
et  qu'on  effectue  dans  le  coefficient  unique  qui  en  résulte  et  dans  le  se- 
cond membre  les  opérations  indiquées. 

4*  Enfin,  on  divise  le  membre  tout  connu  par  le  coefficient  unique 
de  l'inconnue,  et  on  a  la  valeur  de  l'inconnue. 

1"  exemple,  6x  —  2  =  2x  +  6. 

Transposant  les  termes,  on  a 

6x  —  2*  =  6  +  2. 
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Réduisant,  il  vient 

(6--2)x=8  0»  4a;=8,    d'où  a;  =  f  =  2. 

ax     X  X 

V  exemple.  -7- -F 2  =  8 — -;. 

^  oc  d 

» 
Chassant  lès  dénominateurs,  on  a  (4",  469) 

acdx  +  hdx — %bcd  =  %bcd  —  bcx. 

Transpo6aa:t.eti>édiiisaaat,il  vient. 

[acd  +  6d  +  6c)x  =  Ucd  +  26cd  =  lOôcJ, 


d'où 


'  CDcd  +  bà^-be 


472.  D'après  ce  q^i  procède,  on  voit  qu'une  équation  du  premier  de- 
gré a  une  seule  inconnue  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme  générale 

ai=6,  d'où  Ton  tirex=  -,  a  et  6  étant  des  quantités  connues. 

475.  La  résolution  algébrique  d'un  'problème  se  compose  de  3  par^ 
iies  : 

\*  La  mise  en  équation^  qui  consiste  à  traduire  en  langue  algébrique 
les  conditions  du  problème  considéré  comme  résolu.  Gela  se  réduit  à 
indiquer,  au  moyen  des  signes  algébriques  (407),  les  opérations  qa'il 
faudrait  effectuer  sur  les  valeurs  des  inconnues,  si  Ton  voulait  s'assurer 
qu  elles  satisfont  aux  conditions  du  problème  ;  de  sorte  que,  pour  mettre 
un  problème  en  équation,  il  suffit  d'indiquer  la  preuve. 

2"  La  résolution  de  Véquation^  qui  consiste  à  déterminer  la  valeur  ou 
les  valeurs  de  l'inconnue  ou  de  chacune  des  inconnues,  de  manière 
quil  n'entre  que  des  quantités  connues  dans  ces  valeurs  (474). 

3*  La  vérification  ou  preuve,  qui  consiste  à  vérifier  si  les  valeurs  des 
inconnues  satisfont  aux  conditions  du  problème  (461). 

474.  Nous  allons  distinguer  ces  trois  parties  dans  la  résolution  du 
problème  suivant,  qui  conduit  à  une  équation  du  premier  degré  à  une 
seule  inconnue. 
.     Trouver  un  nombre  x,  dont  la  maiiiéy  plus  le  tiers ^  plus  le  quarts  plus 
fô  unités  donnent  448  poiar  somme, 

1?  Mise  en  équation  : 

|!.a:+ix+{a;  +  45  =  448. 

2*  Résolution  de  Véquation  (471)  : 
Chassant  les  dénominateurs,  on  a 

^x  +  4a: H~3a;  +  lîî  x  45  =  f «  x  448, 

ou 

431=5376-540  =  4836,    d'où    a:=^=r3T2t 
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3*  Vérification  : 

372       372       372 

"2-  + -y- +  -p  4-45-448, 


ou 


186  +  124  +  93  +  45=448. 


'Le  premier  membre  étant  égal  au  second,  372  est  bien  la  solution  du 
problème. 

ÉQUATIONS  DU   PREMIER  DEGRÉ  A   PLUSIEURS  INCOMIfUBS. 

47SJ.  Lorsqu'une  équation  renferme  plusieurs  inconnues^  elle  admet 
une  infinité  de  solutions.  En  effet»  donnant  des  valeurs  arbitraires  à 
toutes  les  inconnues,  moins  une,  la  résolution  de  Téquation  donne  pour 
cette  dernière  inconnue  une  valeur  correspondante  qui,  avec  les  valeurs 
supposées  des  autres  inconnues,  forme  une  solution;  et  Ton  conçoit 
que,  pouvant  varier  à  Tinfini  les  valeurs  arbitraires,  on  aura  ainsi  une 
infinité  de  solutions. 

476.  Il  faut  en  gém'ral  autant  d'équations  que  d  inconnues  pour  que 
le  système  de  ces  inconnues  soit  complètement  déterminé, 

477.  Lorsque  le  nombre  des  équations  surpasse  d'un  nombre  quel- 
conque m  celui  des  inconnues,  le  système  d'équations  proposé  n'a  de 
solution  qu'autant  que  l'on  peut  satisfaire  k  m  équations  de  condition 
entre  les  nombres  et  les  constantes  qui  entrent  dans  ce  système. 

478.  On  appelle  système  d'équations  l'ensemble  des  équations  des- 
quelles on  part  pour  déterminer  les  inconnues.  Ainsi,  un  système 
comprend  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues  (476).  Un  système 
d'équations  est  le  résultat  de  la  mise  en  équation  d'un  problème 
(1%  473).^ 

479.  Éliminer  une  inconnue  entre  m  équations^  c'est  déduire  du  sys- 
tème de  ces  équations  un  système  de  m — 1  équations  ne  contenant  pas 
cette  inconnue. 

Quelle  que  soit  la  méthode  qu'on  emploie  pour  résoudre  un  système 
de  plusieurs  équations,  on  procède  toujours  par  élimination. 

480.  Nous  distinguerons  trois  méthodes  pour  résoudre  un  système  de 
deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  : 

1*  La  méthode  par  substitution^  qui  consiste,  étant  donné  un  système 
de  deux  équations  du  premier  degré  entre  deux  inconnues  x  et  y,  à  tirer 
de  Tune  quelconque  des  équations  la  valeur  d'une  des  inconnues  en 
fonction  de  l'autre,  par  exemple,  la  valeur  de  y  en  fonction  dex  (471); 
à  substituer  cette  valeur  de  y  dans  l'autre  équation,  ce  qui  donne  une 
équation  du  premier  degré  qui  ne  renferme  que  l'inconnue  x,  et  dont 
la  solution  est  la  valeur  de  x.  Cette  valeur  de  a;,  substituée  dans  l'ex- 
pression précédente  de  y  en  fonction  de  x,  fait  connaître  y. 

Soit  le  système  [  *+y=^; 
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De  la  deuxième  équation,  tirant  y  en  fonction  de  x,  on  a 

y^x^d.  (1) 

Substituant  cette  valeur  de  y  dans  la  première  équation,  il  vient 

d^où 

c  4-  c' 
^^c-^-d^    ou    x=— — — . 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  Téquation  (1),  on  a 

e  +  c'        -      c  +  c'  — Sic'      c  — c' 

y=-2 — '^= — â —  =  -2- 

Pour  c=  12  et  c*  =  6,  on  a  donc 

Faisant  la  vérification,  on  a  bien 

x  +  y    ou    9  +  3  =  12, 
et  ,  X— y    ou    9  —  3=   6. 

î»  La  méthode  par  comparaison.  Elle  consiste  à  tirer  la  valeur  de  la 
même  inconnue,  de  y  par  exemple,  en  fonction  de  l'autre  inconnue  x, 
des  deux  équations;  k  égaler  les  deux  valeurs  de  y,  ce  qui  donne  une 
équation,  laquelle  ne  renfermant  plus  que  x,  en  donne  la  valeur  (471). 
Cette  valeur,  substituée  dans  Tune  des  valeurs  précédentes  de  y,  permet 
de  déterminer  y,  que  Ton  peut  du  reste  encore  trouver  en  opérant 
comme  pour  a. 

Des  deux  équations      ^+^y---^» 

on  tire  respectivement 

y  =  c— X    et    yzrrx—d.  [i 

Ëgalant  ces  deux  valeurs  de  y,  on  a 

c — x  =  x— c,    doù    x=  . 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  Tune  des  équations  (2),  on  a 
c  +  d        ,      c — d 

^2  2 

3*  La  méthode  par  rédvction  ou  par  addition  ou  soustraction.  Elle 
consiste  k  faire  en  sorte  qu'une  des  inconnues  ait  le  même  coefficient 
dans  les  deux  équations,  ce  qui  se  fait  en  multipliant  ou  en  divisant 
tous  les  termes  d'une  de»  équations  par  une  quantité  convenable. 
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Ajoutant  ou  retranchant  membre  à  membre  les  deux  équations  len- 
fermant  Finconnue  qui  a  le  môme  coefficient,  suivant  que  cette  in- 
connue a  des  signes  contraires  ou  le  mémo  signe  dans  les  deux  équa- 
tions, on  obtient  une  nouvelle  équation  qui  ne  renferme  que  Tautre 
inconnue,  et  de  laquelle  on  peut  en  tirer  la  valeur.  On  détermine  en- 
suite la  valeur  de  la  première  inconnue  en  opérant  comme  pour  la 
précédente. 

\*' exemple.       ^"^^Zf", 

Considérant  Finconnue  y,  on  voit  qu'elle  a  le  môme  coefficient  dans 
les  deux  équations  ;  comme  elle  a  des  signes  contraires  dans  ces  équa- 
tions, on  la  fait  disparaître  en  ajoutant  membre  k  membre  les  deux 
c'quations,  ce  qui  donne 

2x  =  c  +  c',      d'où      ar=     ^-  . 

Considérant  de  même  Finconnue  x,  on  voit  qu'elle  a  aussi :1e  mène 
coefficient  dans  les  deux  équations;  et  comme  elle  a  le  môme  signe, 
on  la  fait  disparaître  en  retranchant  membre  k  membre  une  des  équa- 
tions de  l'autre,  ce  qui  donne 

c c' 

2y  =  c— c',      d'où       yr=:-— —. 


2*  exemple. 


ax  +  y  =c,  (i) 

crtE— 6V  =  c'.  (2) 


Considérant  Finconnue  y,  on  voit  que  pour  lui  donner  le  même 
coefficient  dans  les  deux  équations,  il  faut  multiplier  los  termes  de 
Féquation  (1)  par  le  coefficient  b'  de  y  dans  la  seconde  équation,  ce  qui 
don  no 

ab'x-{-b'y=cb'.  (3) 

Ajoutant  (2)  et  (3),  on  a 

cb'  -4-  C 


(a'  +  ab']  a;  =  c6  '  +  c  ',      d'où      x  = 


a'4-  ab'' 


Considérant  de  môme  Finconnue  x,  on  voit  que  pour  lui  donner  1p 
môme  coefficient  dans  les  deux  équations  proposées,  il  faut  multiplier 
les  termes  de  la  première  équation  par  le  coefficient  a'  de  x  dans  la  se- 
conde, et  ceux  de  la  deuxième  par  le  coefficient  a  de  2idafisia.pnimière, 
ce  qui  donne 

aa'x-\-  a'y  =ca\  (4) 

aa'x  •^ab'y  =  ac'.  (5) 

Retranchant  (5)  de  (4),  on  a 

ea' — ac' 


(a'  +  ah')y  =  az' — ac',       d'où      y= 


A'  4-  ab'  ' 
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4fil.  Ce  qui  précède  fait  voir  qae  teut  système  de  deux  (>quations  du 
premier  degré  à  une  seule  inconnue  peut  se  ramener  à  la  forme  géné- 
rale 472) 

ax  4-  ôy  =  c, 

D*on  Ton  tire 

482.  Problème  conduàtant  û  ttn  s^sièmedeàeux  àjpuitionsidit  pnêmier 
degré  à  une  seule  iaconmve. 

On  a  des  pièces  de  2  francs  et  de  5  francs  ;  il  s'agit  de  ipayer.^e  franco 
avec  10  de  ces  pièces;  j^els  aont  les  nombres. a:  et :y  que.ron  doit  don- 
ner de  chacune  de  ces  pièces? 


1-  Mise  en  é<ïuation  (473)  j  ^  +  ^  7  T  ^"'l 


y  =  ^6  francs, 

i*  Résolvant  par  Tune  queloMique  é»s  trois  raéthodes  dun»  4M,  on 
Irouve 

jD=^     v«t     y  =2. 

3..Lavérificalion  donne  bien  \  l  +  V      ''''  ,lï^,rVf"'' 

I   2x  +  Sy  OU  16  +  10  =  î6/ranc^» 

485.  h?»/-  résoudane  trois  équations  du^^emier  ûegréàir ois  mxmmtes^ 
it&  suivantes,  par  exemple, . auxquelles  on  peut 'ioBjoiirs  ramener  qd 
j^ystéoie  quâlcon^ue  de  trois  équations  idu  premiier  degré  îà  itrois  in- 
connues, 

ax  -^  hy  ■\'  cz  ^  d^  (1) 

a^x  +  b'y  +  &z=zd',  (2) 

•a"x+6^y  +  (j*r=(r,  (3) 

à  Taide  de  Tune  des  trois  méthodes  du  n*^  480  on  élimine  une  des  in- 
connues, ^  par  exemple, 
1*  Entre  les  équations  (.1)  et  (â),  ce  qai  donne 

(ac'  —  ca')x  +  (6c'  —  àh')y  =  de'  —  c<r  ;  (4) 

2*  Entre  les  équations  (2)  et  (3),  ce  qui  donne 

(a!c" — c'a")!:  +  [6'^^' — (f1f')y  =  rf'e"  —  c'd".  (3) 

On  obtient  ainsi  les  deux  cquatioins  du  premier  degré  k  deux  tnco»- 

nucs  (4)  et  (o),  entre  lesquelles  éliminant  y,  on  obtient 

_  db'c"—dc'b"  +  cdlf-  hd'c"  +  hc'd"—cb'd" 
*  ~  ab'cf'  —  ac%"  -f  ca'6''  —  6a'c"  H-  6c'a"  ~  c6'a"  ' 

Effectuant  dos  calculs  analogues  pour  éliminer  x  et  r,  t>n  trouve 

ad'd'-^ndd'*  -j-  caUV'-'ddd'  +  dfe'a"  — ctf'a" 


y  = 


^6'c"  —  ac'6"  +  ca'6"  —  6a'c"  +  6c'a"  —  cb'a!'  ' 
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'  Éliminant  de  même  x  et  y,  on  obtient 

aJb'ô!'  —  QàV  +  àalh'*  -  ba'â!'  +  hd'a"  —  dh'a" 
ab'd'  —  axfh^'  +  ca'6"  —  ha'cf'  +  6c'a"—  c6  V 


a;  = 


484.  Considérant  les  résultats  obtenus  aux  n"*  472,  481  et  483,  on 
voit  : 

1*  (472)  Que  pour  une  équation  du  premier  degré  à  une  seule  incon- 
nue, les  nombres  de  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  la 
valeur  de  Tinconnue  peuvent  toujours  être  ramenés  à  1. 

V  (48i)  Que  pour  deux  équations  à  deux  inconnues»  ces  nombres 
peuvent  être  ramenés  k  2  ou  i  x  2. 

3*  (483j  Que  pour  trois  équations  à  trois  inconnues,  ces  nombres 
peuvent  être  ramenés  à  6  ou  1  x  2  x  3. 

Ces  nombres  seraient  24  ou  1x2x3x4  pour  quatre  équations  à 
quatre  inconnues;  de  120  ou  4x2x3x4x5  pour  cinq  équations  ii 
cinq  inconnues,  et  ainsi  de  suite. 

48tf.  L*emploi  des  accents  dans  les  notations  des  coefficients  a  donné 
Heu  à  l'observation  d*une  loi  d'après  laquelle  on  peut  facilement  former 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  valeurs  des  inconnues. 

Considérant  d'abord  deux  équations  à  deux  inconnues  (481)  : 

r  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  aux  deux  valeurs  des  inconr 
nuest  on  forme  avec  les  lettres  a  et  6,  qui  désignent  les  coefficients  de 
xety  dans  la  première  équation  ax-i-bi/  =  Cy  les  deux  permutations  ab 
et  6a;  on  sépare  ces  permutations  par  le  signe  —,  ce  qui  dqnne  ab—ba; 
et  accentuant  la  dernière  lettre  de  chacun  des  termes,  on  obtient  le 
dénominateur  commun 

ab'  —  ba'. 

2*  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à  chacune  des  inconnues,  on 
remplace,  dans  le  dénominateur,  les  lettres  qui  désignent  les  coeffi- 
cients de  rinconnue  considérée  par  les  lettres  qui  désignent  les  quan- 
tités toutes  connues,  en  laissant  les  accents  aux  mêmes  places.  Ainsi, 
pour  les  inconnues  x  et  y,  le  dénominateur  ab' — 6a'  fournit  respective- 
ment les  numérateurs  cb'  —  6c'  et  oc'  —  ca\ 
Considérant  le  cas  des  trois  équations  à  trois  inconnues  f483)  : 
!•  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun,  on  introduit  successivement 
la  lettre  c  k  droite,  au  milieu  et  k  gauche  de  chacune  des  permutations 
a6  et  6a;  cc^la  fournit  six  nouvelles  permutations,  que  Ton  interpose  de 
signes  alternativement  négatifs  et  positifs,  ce  qui  donne 

a6c  —  ac6  +  ca6  — ^a>c  -f-  6ca  —  c6a. 

Plaçant  dans  chacun  des  six  termes  de  ce  polynôme  un  accent  sur  la 
deuxième  lettre  et  deux  accents  sur  la  troisième,  on  obtient  le  dénomi- 
nateur commun 

a6'c" — ac'6"  +  ca'6"  —  6a'c'''  -f  b&a'' — c6'a". 

2*  Pour  avoir  le  numérateur  de  chacune  des  valeurs  des  inconnues,  on 
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.substitue  dans  le  dénominateur  la  quantité  constante  au  coefficient  de 
rinconnue  considérée,  en  laissant  les  accents  à  leurs  places.  Ainsi, 
pour  obtenir,  par  exemple,  le  numérateur.de  la  valeur  de  x,  on  substi- 
tue d  à  a,  ce  qui  donne 

àVd'  —  à&h"  +  cà'W  —  hd!d'  +  hdô!'  —  cVà". 


SOLIÎTIONS  NÉGATIVES,   IMPOSSIBLES,   INDÉTERMINÉES,  DES  ÉQUATIONS. 

486.  IfUerprétatiûn  de  quelques  solutions  singulières  auxquelles  peut 
conâére  la  résolution  dSwfi  problème. 

r  Soluiiojis  négatives,  a  étant  Tftge  d*un  père  et  b  celui  de  son  fils^ 
dans  quel  temps  x  Fâge  du  père  sera-t-il  le  triple  de  l'âge  du  fils? 

On  doit  avoir 

a  +  x  =  3(6  +  a;),      d'où     a;=  ^LziÈ. 

A  lïttspection  de  cette  formule,  on  reconnaît  que  la  valeur  de  x  est  po- 
sitive ou  négative  selon  que  a  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  36, 
ce  qui  ne  peut  être  interprété  que  de  cette  manière  :  selon  qu'on  a 
a  >  36  ou  a  <  36,  la  valeur  de  x  doit  être  comptée  dans  l'avenir  ou 
dans  le  passé  : 

Pour  a  =  45  ans  et  6=11  ans^  on  a  a:=:  — r —  =  6  a^ns^ 

z 

pt  c  est  dans  6  ans  que  l'âge  du  père  sera  le  triple  de  celui  du  fils  ; 

Pour  a  =  55  071^  et  6  =  23  071^,  on  a>=  — ^ —  =  —  7  on*, 

et  il  y  a7  ans  que  l'âge  du  père  était  le  triple  de  celui  du  fils. 
2*  Solutvms  impossibles.  Quel  est  le  nombre  x,  dont  la  moitié,  plus  le 

tiers,  plus  5  égalent  ses  - ,  plus  7  ? 
o 

A  rinspectîon  de  cet  énoncé  on  reconnaît  de  suite  que  le  problème 

14       5 
est  impossible,  puisque,  ayant  ^  +  ô  =  79  o'^  ^^  P^^^  avoir 

A  o  0 

X     ,    X     ,   ..         D         .    w 

2       3^         6 
Résolvant  cette  équation,  qui  est  celle  du  problème  proposé,  'on  a 

3i  +  2x-f  30  =  5x  +  42    ou    (3 +2—5)  x  =  42— 30,     d'où     x=  g^^, 

c'est-k-dire 

12 
0xx=i2    ou    a:=  — =  oo. 

Telle  est  la  formule  qui  révèle  l'impossibilité  d'assigner  à  x  une  va- 
leur satisfaisant  à  l'énoncé,  cso  représente  Yinfini. 
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-D*«iic  manière  générale  io  sywbole  de  rhnpossibilité  est 

a  CL       ^ 

-  =  OD    ou    —  =0. 

0  c» 

3**  Solutions  indétertninées.  Quel  est  le  nombre  ar,  dont  la  moitié,  plus 
le  tiers,  plus  7  égalent  «es  5/6,  pins  7? 
Mettant  le  problème  en  équation,  on  a 

'XX  5 

115 
Ayant  -  +  -  =  -,  cotte  équation  .est  une  identité  :po«r  ane  vatonr 

*  O  0 

quelconque  que  Ton  Attribue  à  x,  par  conséquent  ily  a  indétermination. 
RésolTaiit  réquation  précédente,  il  vient 

za 42 

3x  -f  2x  +  42  =  53/4-  42,  ou  (S--5)x  =  42—42,  d'où  x  --=  -^ — ^ , 
c'est-à-dire 

Oxx  =  0     ou     ^  =  jr- 

Tel  est  le 'symbole  ée  risdétermination. 

Remarque,  Ce  symbole  -  n'indique  cependant  pas  toujours  Tindéter- 

mination.  C'est  ce  qui  arrive  quand  le  numérateur  et  le  dénominateur 
contiennent  un  facteur  commun  qui  devient  nul  pour  certaines  valeurs 
attribuées  aux  lettres.  Dans  ce  cas  on  supprime  ce  facteur  commun  pour 
avoir  la  vafëur  de  x.  Supposons  que  par  la  résolution  du  problème  on 
soit  arrivé  k  l'une  des  valeurs 

_  flS— 6»  __  2fa^)»  _  2(a»  — 6*) 

^""a»-^*'         ^~".3(a«-.6r         ^~.3(a~6)«' 

qui  prennent  l'une  et  l'autre  la  forme  -  quand. a  =  6.  Le  facteur  a  —  6^ 

qui  devient  nul  quand  a  =  6,  étant  commun  aux  deux  termes  de  cha- 
«mie  éeces  valeurs  de  x,  onpeut  le  supprimer,  ce  qui  dtmne 

^"'        a  +  b      '         ^~3(a  +  6)'         ^-3(a— 6)' 
Valeurs  qui  deviennent,  en  supposant  a  =  6, 

3a  0       ^  4a 

et  qui  eoni  respectlvement^/tt^,  jiulle^  infinie. 

INÉGALITÉS. 

487.  On  nomme  inégalité  l'ensemble  de  deux  quantités  séparées  par 
le  signe  >  ou  <.  Ces  doux  quantités  sont.les  deux  membres  de  l'in^a- 
litc. 
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On  entend,  d'une  manière  générale,  qu'une  quantité  A '«si  plus  grande 
quunc  autre  quantité  B,  quand  la  différence  A — B  est  positive;  dans 
le  cas  contraire  on  a  A  <  B.  Il  en  résulte  que  toute  quantité  positive  est 
plus  grande  que  zéro;  qu'au  contraire  une  quantité  négative  est  plus 
petite  q«e  Béro,  «t  d'autant  pl«s  petite  que  «a  valeur  abst^hite  est  plus 
grande.  On  a  ainsi 

^>0,  0>— 6,  3>— 4,  — 3>— 7; 

parce  que|— 0=|,  0— (— 6;  =  6,  3— (—4)  =  7, --3— (  —  7)  =  4. 

488.  Les  principes  énoncés  au  n*  469  pour  les  équations  s'appliquent 
aux  inégalités,  sauf  quelques  modifications. 

r  Une   inégalité  subsiste  toujours,    et  avec  son  sens,  lorsqu'à  ses 
deux  membres  on  ajoute  une  même  quantité,  ou  que  de  ses  deux  mem-  . 
bres  on  retranche  une  même  quantité  : 

Ayant       5  >  3,    on  a    5— 7  >  3— 7    ou    — jî  >  — 4. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  aussi  faire  passer  un  terme  d'un  membre 
éans  l'autre  en  changeant  son  signe. 

liais  si  Ton  change  les  signes  de  to«s  les  termes,  îl  faut  changer  le 
«cns-derifwgalité: 

Ayant  5>3,    on  a    — 5<--3. 

2*  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  les  deux  membres  d'une  iné- 
galité par  nn  même  nombre  positif,  l'inégalité  subsiste  avec  son  sens. 
Lp«60s  efoamge  quand  le  WHttbrc.par  lequel  on  multiplie  ou  l'on  divise 
est  négatif: 

li>4donnc       i2.îx2>4x2,     y  >  |,      i2x  — 2<.4x— â; 
ayant  12  —  4  =  8,  on  a  bien 

12x2—4x2  =  8x2,    ^  — ^=|,    I2x— 2-(4x  — 2)  =  8x— 2. 
x        /i       % 

3*  La  somme  membre  à  membre  de  plusieurs  inégalités  de  même  sens 
donne  une  inégalité  de  même  sens. 

4*  Selon  que  les  deux  membres  d'une  inégalité  sont  positifs  ou  néga- 
tifs, leurs  carrés  forment  une  inégalité  de  même  sens  que  la  première  ou 
de  sens  contraire  : 

a>ù    donne    o'>6'    et    —.a> — J)    donne    «*<&*. 

48fl.  A  l'aicle  de  ces  principes,  on  peut  résoudre  mte  inégalité  en  suî- 
ivntlainème  marciiec[ne  pour  résoudre  une  équaHon  (471).  Ainsi  x  de- 
lant  satisfaire  à  la  condition 


3i       ^  ,2 

-2--7>x+3, 
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on  a  successivement 

46 
9a;  — 42>6x  +  4,    9x  — 6x>42-f4,    3x>46,    «  >  y- 

46 
Toute  quantité  plus  grande  que  ^  vérifie  Tinégalité  proposée. 


LIVRE  III. 


CALCUL  DES  RADICAUX  CARRÉS. 

490.  Les  puissances  et  les  racines  ont  en  Algèbre  les  mêmes  signifia 
cations  qu'en  arithmétique  (82  et  233]. 

491.  Puisqu*en  formant  le  carré  de  la  racine  carrée  d'une  quantité 
on  doit  retrouver  cette  quantité,  il  résulte,  d'après  le  n*  423\  que  pour 
extraire  la  racine  carrée  â^un  monôme,  il  suffît  d'extraire  la  racine  carrée 
du  coefficient,  et  de  diviser  par  deux  chacun  des  exposants  : 


v/36â*6V  =  6a*6c». 

De  cette  règle,  il  résulte  qu'un  monôme  n'est  un  carré  parfait,  et  qu  on 
ne  peut  en  extraire  la  racine  carrée,  qu'autant  que  son  coefficient  est  un 
carré  parfait  (245),  et  que  ses  exposants  sont  des  nombres  pairs. 

Dans  les  calculs,  il  peut  arriver  qu'on  ait  à  extraire  la  racine  carrée 
d'un  monôme  qui  n'est  pas  un  carré  parfait;  alors  on  ne  fait  qu'indi- 
quer l'opération.  Ainsi,  ayant  à  extraire  la  racine  carrée  du  monôme 
35a^6,  on  écrit  simplement 

v/35â*5. 

Ces  sortes  d'expressions  sont  appelées  monômes  irrationnels  (408),  ou 
simplement  radicaux  carrés, 

492.  La,  racine  carrée  du  produit  de  deux  ou  dCun  nombre  quelconque 
de  facteurs  est  égale  au  produit  des  racines  carrées  de  ces  facteurs  (272). 

V/36a*6»c«  =  v'36  X  \/c?  X  v^  X  V'c». 

493.  De  là  il  résulte  que  pour  simplifier  un  monôme  irrationnel  (491), 
il  suffît  de  mettre  en  facteur,  devant  le  radical,  le  produit  des  racines 
carrées  de  tous  les  facteurs  qui  sont  des  carrés  parfaits  (c'est  ce  qu^on 
appelle /aire  sortir  ces  facteurs  du  radical),  et  à  laisser  sous  le  radical 
les  facteurs  qui  ne  sont  pas  des  carrés  parfaits.  Ainsi 

V36a*6»c»  =  6a  v^^,    et    sj^ôF^  =  26»  v^2âc». 
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Dans  les  seconds  membres  de  ces  égalités  les  quantités  Sa  et  26*  s'ap- 
pellent les  coefficients  du  radical. 

494.  Le  carré  d'une  quantité,  positive  ou  négative,  étant  toujours  po* 
sitif  (423),  il  en  résulte  qn^un  monôme  positif  a  deux  racines  carrées  égale» 
H  désignes  contraires.  Ainsi 

V^45^==fc2a«6. 

49SS.  Le  carré  d*une  quantité  quelconque  étant  positif  (423),  il  en  ré- 
sulte que  Textraction  de  la  racine  carrée  d'une  quantité  négative  est  im- 
possible. Ainsi 

soDt  des  symboles  algébriques  qui  représentent  des  opérations  impos- 
sibles. On  les  désigne  sous  le  nom  de  quantités  ou  plutôt  d'expressions 
imaginaires.  Ce  sont  des  symboles  d'absurdité,  auxquels  conduit  souvent 
la  résolution  des  problèmes  du  second  degré* 

La  forme  générale  dune  quantité  imaginaire  est  ay/ — i,  dans  laquelle 
a  est  une  quantité  réelle. 

Toute  racine  imaginaire  dune  équaiion  du  second  degré  peut  se 
mettre  sous  la  forme  a  ±:  6^—  i,  dans  laquelle  a  et  6  sont  des  quantités 
réelles  (526). 

496.  Deux  radicaux  sont  semblables  lorsqu'ils  ne  difiièrent  que  par  \e» 
coefficients  des  radicaux  (493).  Tels  sont  : 

3v^,    {c-hd}^,    ^ic  +  id))/âi^. 

497.  Pour  combiner  par  voie  d addition  ou  de  soustraction  des  radi- 
caux semblables^  on  effectue  ces  opérations  sur  les  coefficients  des  radi- 
caux, et  on  affecte  le  radical  proposé  du  résultat  obtenu  considéré  comme; 
coefficient  Ainsi 

3V^  +  (c  +  «f)\/â6»  =  (3  4- c  +  d) v^, 
3^— (c  +  d)^=(3  — c  — d)v^. 

Si  les  radicaux  n'étaient  pas  semblables,  on  ne  ferait  qu'indiquer  les 
opérations.  Ainsi,  en  ajoutant  v^  et  3^/6,  on  obtient 

En  retranchant  la  deuxième  quantité  de  la  première,  on  a 

Va— 3v^. 

498.  Pour  multiplier  un  radical  du  second  degré  par  un  autre,  on 
multiplie  entre  elles  les  quantités  placées  sous  le  signe  /~~,  et  on 
affecte  le  produit  de  ce  signe  commun,  auquel  on  donne  pour  coeffi- 
cient le  produit  des  coefficients  des  radicaux  proposés.  Ainsi 

2V3a  +  6<  X  Scv'Sa  +  b*  =  \0c^J1mTW  =  *0c(3a  +  6«). 
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Il  esl  évident  que  si  les  rudioaux  seat  sembiahlesv  coamie<daa9  ce 
dernier  exemple,  le  produit  des  radicaux^  ^'obtient  en  suppnmvitl  le 
signe  v/  ,  et  on  mnltîpliant  la  quafntiÊté  qai  était  sous  oo  signe  pav  le 
pn>dfiii  -d«s^  coefiicionts^  des  radieatix  profvosés. 

491).  Pour  diviser  l'un  par  Vautre  deux  radicaux  du  second  degré;,  oit 
divise  Tune  par  l'autre  les  quantités  placées  sous  le  signe  V  »  <ît  on 
affecte  le  quotient  de  ce  signe  commun,  auquel  on  donne  pour  coefficient 
le  quotient  des  coefficients  des  radicaux*  pro])oséB.  Ainsi 

Jd       A  /a      KiaJb       Sa*  Ib      \%ac\J^bc       _     /r- 

500.  Pour  faire  sortir  du  radical  les  Jojcteurs  qui  sont  des  carrés  par- 
faite, il  suffît  de  les  supprimer  sous  le  radical,  et  d*écrire  leurs  racines 
carrées  comme  facteurs  du  coefficient  du  radical  (492).  Ainsi 

v/3a«6*c  =  a^)/S6,     My/^B'c^  —  Sbc^dy/â^. 

Pour  faire  passer  sous  le  radical  un  fadeur  du  coefficient ,  il  suffit  de 
le  supprimer  au  coefficient,  et  de  multiplier  la  quantité  placée  sous  le 
signe  v^     par  son  carré.  Ainsi 

kcasl'b  +  c  =  kt\la\b  +  c)  =  v'l6a'(6  -f  c). 

501.  On  peut  souvent  simplifier  le  calcul  des  expressions  irration- 
nelles, en  chassant  les  radicaux  qui  se  trouvent  au  dénominateur. 
ËKûniplcs  : 

7     _  7vS  m       __  m[sla  —  sjb)  y/;»      _  VrVJCt-r  ymfr. 

2v/i>'~'^'     ^a  +  slb"^        «  — ^       '     v/a  — V6~"        «  — ^'      ' 

3v/ï7       __  3v1l(4v'2~-2v/3)  _  42\/22  — 6v/33  _  Cy^ï  — 3v33 
4\/2+2v'3~     16  x':^  — 4x3    ~  20  ""  10 

On  a  multiplié  les  deux  termes  des  fractions  respectivement  par  y^, 
yfâ.  —  sfb,  s^a-\-  sjb,  ksfi  —  2v/3,  de  manière  à  rendre  les  dénominateurs 
rationnels  (444). 

Dans  Texemple  suivant,  on  multiplie  d'abord  les  deux  termes  de  la 
fraction  proposée  par  {sja  +  ^h)  +  sjc\  puis  les  deux  termes  de  la  frac- 
lion  obtenue  par  [a  -^b  —  c)^  %\Jab, 

^m  sfin  __  y/ma  +  sfrrïb  4-  ^mc 

^a+slb  —  sjc  (v/â+v'fr)  — v^.c""      (v'â-hv/i)'  — c     "^ 

^ma^\f  mh-^-yJmc       slrnâ^^slmb^ \lmc  _  ( \/yyia<f  ^mb-\- Vnic)  (gH-6 — c — Sy-^) 
a+6— c+2v'ôr6  (a+ô— c-)+2v/â6   ~"  (a+é— <?)•— 4a6 

i>02.  Do  la  composition  du  carré  d'un  polynôme  quelconque  (445),  il 
résulte  ([va\  pour  extraire  la  rachze  carrée  d\va  polynôme  il  faut,  comme 
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dans  lexeinple  suivant,  Tordonner  par  rapport  aux  puis&anees  erok^ 
santcs  ou  décroissantes  de  la  môme  lettre  ;  extraire  la  racine  carrée  du 
premier  terme  à  gauche  ia\  ce  qvii  donne  le  premier  terme  2a^  de  la  ra- 
cine; supprimer  le  premier  terme  du  polynôme,  et  diviser  le  premier 
terme  28a*  du  reste  par  le  double  4â'  du  premier  terme  dé  la  racine, 
ce  qui  donne  le  second  terme  7a»  de  la  racine;  retrancher  du  premier 
reste  le  double  produit  ^8a*  du  premier  terme  de  la  racine  par  le  second, 
et  le  carré  49a*  du  second;  diviser  le  pperaier  terme  12a*  du  second 
reste  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  ce  qui  donne  le  troi- 
sième tenue  3  de  cette-  racine;  retranehei*'  dii>isec(m«L  resteriez  doubles 
produits  i2a'  et  42a*  du  premifir  et  du  .second  teroifts  derla  raeinepar  le 
troisiômo,  et  le  carré  9  du  troisième  terme;  diviser  le  premier  terme  du 
troisième  reste  obtenu  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  ce 
qui  donne  le  quatrième  terme  de  cette  racine,  et  ainsi  de  suite. 

Ayant,  par  exemple,  a  extraire  la  racine  carrée  du  polynôme  49»*  + 
[ïa^  +  9  +  4a*  -f  42a'  +  28a*,  pour  efifectuer  les  calculs  indiqués  dans  la 
ré^'Jp  précédente,  on  dispose  les  opérations  comme  il  suit  : 


lam'.  .  . 

4a«+28a«+49a*+12a»-f42a»+9 
-4a« 

2a3-f  7a' +3    racine. 

4a3-h  7a« 

4a»-H44a»4-3 

1"  reste. 

.  .  .     28a»+49a*+12aH42a»4-9 
—  28a«— 49a* 

3 

28a'' + 49a* 

12a34-42a«-f9 

2*  reste. 

12a»+42a«+9 

—42a'— 42a*— 9 

3'  reste. 

0 

La  racine  obtenue  peut  indifféremment  être  affectée  du  signe  plus  ou  du 
.Mgne  moins  (494). 


PCISSANCES  ET   RACINES  QUELCONQUES  DBS  QUANTrTÉS  ALGÉBRIQlfES. 

SOô.  On  a  d'une  manière  générale,  en  désignant  par  a'  la  valeur  ab- 

m  — 

sûlue  de  Va  (414),  pour: 


m  nombre  pair       V«  =  =*=  ^'> 

id.  \/—  a  =  aV-— T»  imagiaaire  (496); 

m  — 

iK  nombre  impair  \a  =  a', 

m 

îd.  V  —  û  =  —  ^'' 

Ainsi  : 

vÛ  =  d:2;   vT6=±2,    v/^^=2v/^,    v/'27=3,    y— 27  =  — 3. 

S04.  Pour  extraire  la  racine  quelconque  7Ji*^^  d'un  monôme,  il  faut 
extraire  la  racine  rrv^^  du  coefficient,  et  diviser  par  m  l'exposant  de 
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chaque  lettre  (4S4).  Ainsi 

v/64aW  =  4a6*,   v'32ÔW  =  Sto*6. 

ttOtf .  Cette  règle,  appliquée  dans  sa  plus  grande  généralité,  conduit  à 
la  notation  des  exposants  fractionnaires  positifs  et  même  négatifs^  ima- 
ginée par  Descartes,  et  Tune  des  plus  expressives  de  Talgèbre  (277}  : 

806.  Ayant  k  diviser  a**  par  a",  il  faut  retrancher  Texposant  du  diri- 
seur  de  celui  du  dividende  (447  et  448).  Ainsi 


a^ 
a* 


Quand  m  =  n  on  a 

a*" 


ou    i  =  a"»-*  =  a^. 
a" 

Ce  qui  montre  qu*une  quantité  quelconque  élevée  à  la  puissance  0 
donne  i. 
Lorsqu'on  a  m  <  n,  cette  division  conduit  à  un  exposant  négatif.  AiHc^i 

Comme  on  a  aussi  —^^^  =  —,  on  a  donc 

L'expression  ar^  est  donc  le  symbole  d'une  division  qui  n'a  pas  pu  s'ef- 
fectuer; et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l'unité  divisée  par  la  mémf 
quantité  a  affectée  de  l'exposant  p  pris  positivement.  Ainsi 

-il       *       \    _«       * 
a»'  a' 

IS07.  De  la  combinaison  d'une  extraction  de  racine  et  d'une  divisiou 
impossibles,  de  quantités  monômes,  il  résulte  une  autre  notation,  c>$' 
\  exposant  fractionnaire  négatif. 

De  ce  que  —  =  ar^^  il  résulte  que  l'on  a 

SJ-^—  Sar^  =  a~n,  (504) 

Ainsi,  en  résumant  ce  qui  précède  (505, 506,  S07;,  on  a 

808.  I^*  opérations  sur  les  exposants  fractionnaires  positifs  et  nég^i- 
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iijs  i effectuent  comme  pour  les  exposants  entiers  et  comme  pour  Vexpo- 
sont  S  en  particulier.  Les  exemples  suivants  font  voir  la  manière  d'opé- 
rer dans  les  différents  cas  : 

Va'  X  yja^  =  o^  X  a^=  o^'*"ï  =  a*», 

|x^*  =  a-^xa^=a-?-^î  =  a^ 

ah^ia^W^ah"^; 

3*  Pour  élever  un  monôme  affecté  d*exposants  quelconques  à  une  puis^ 
sance  quelconque^  il  faut  multiplier  Texposant  de  chaque  lettre  par  l'expo- 
sant de  la  puissance.  Ainsi  : 

(a»)»==a«,    (oW)''=o"6w 

m:^ai'''=.a'^,     {a-'^T^a--. 

(ski~W=64a-«6*, 

a"")    •=za''      «  =  0    ~; 

4*  Pour  extraire  une  racine  quelconque  d*un  monôme^  on  divise  l'expo- 
sant de  chaque  lettre  par  l'indice  de  la  racine.  Ainsi  : 


v^ 


USAGE  DES  LOGARITHMES  POUR   LES  CALCULS  ALGÉBRIQUES. 

i;09.  Ce  qui  a  été  dit  en  arithmétique  relativement  aux  logarithmes 
peut  se  répéter  ici  (393).  Les  exemples  suivants  résument  Tusage  que 
Ton  peut  faire  des  logarithmes  pour  abréger  les  calculs  arithmétique» 
auxquels  conduisent  les  opérations  algébriques  : 

<•  Log  {abc)  ==  loga  +  log  6  +  log  c  ; 

2*  Logr^j  =  loga  +  log6  — logc--logd; 

3*  Log(a*'6''cP)  =  mloga  +  n  log  6  +  p  log  c; 

-^  j  =  loga  +  m  logô  —  n  loge; 

Digitized  by  VjOOQIC 


8"  Log  v'y— .6'r=  I  log  (o  +  6)  +  I  log  («—&);  itti, 


2 


T  Log  (o'Va')  =  log£i»+  Iogv'«*  =  Slog«-FT  leg«:»=  Y  '"K"! 

«•  Log  V(a'  — 6»)"  =  —  log  [ia—b)  (a»  +  a»  +  C»)j  =  -  log  (a  —  6)  + 


^Iog-(<K'  +  «»»+6^;    . 


''      ''"^'  ^ia  +  fc?'*'  ■"=  I  ^°«  {«  +  *)+  f  ÏOftl»  -  6}  -  2  log  :a  +  6;  : 

1  3 

^  log(a—  6)  —  -  log(o+  6). 


ARRANGEMENTS.    PERMUTATIONS. 

tfiO.  Ayant  m  objets  dîsfîncts,  m  lettres'par  exemple,  on  appelle  : 
i*  Arrangemmdi  de  ce»  m  lettres  n  a  n,  les  groupes  différents  qup 
Ton  peut  former  avec  ces  m  lettres,  en  les  prenant  n  à  n  de  toutes  les 
manières  possibles  et  en  les  plaignit  ias.  iiiie»ë  «âté  des  autres  sur  une 
même  ligne  droite.  Deux  ariangements  quelconques  diffèrent  par  leurs 
lettres  ou  seulement  par  Tordre  ^*clles^eeupeirt 
Left  3  ktires  a,  hy^^  prises  %\t^  donnent  les  6  arrangements  : 

ob,  «r,  60,  6e,  oob;  c6. 

2*  Permutai io)is  de  ces  m  lettres,  les  grompes  différent»  que  Ton  peut 
former  avec  ces  m  lettres,  en  les  plaçant  les  unes  à  côté  des  autres  sur 
une  même  ligne  droite.  Cha4|ue  permutation  contient  toutes  les  lettres, 
et,  par  suite,  deux  permutations  quelconques  ne  diffèrent  que  par  Tordro 
des  lettres.  Les  3  lettres  n,  fr,  e  donnent  les  6  permutations  : 

abc^  acby  cab,  bac^  bea,  cba. 

3"  Combinaisons  de  m  lettres  n  k  ?i,  les  groupes  différents  que  Ton 
peut  former  avec  ces  m  lettres,  en  les  prenant  nkn  Ôlq.  toutes  les  ma- 
niènas  possibles,  jiuûs  de  façon  que  deux  groupes  ^elconques  diffèrent 
tu  moins  par  une  Joltre.  On  n'a  pas  égard  k  Tordre  des  lelfres  ;  de  sorte 
HjOJt  si  ces  lettres  représentent  des  quantités  différentes,  les  combinai- 
sons représentent  tous  les  produits  différents  quse  Ton  peut  former  en 
prenant  comme  facteurs  ces  m  quantités  n  a  n  de  toutes  les  manières 
possibles.  Les  3  lettres  a,  6,  c  donnent»  2  à  %^\e» iMÀ%  comtHnaiaant 

a6,    ac^    bc. 

UH.  Les  arrangonicnts  de  m  lettres  i  a  !  sont  la  suite  des  m  leUre> 

o,     b,    c,     d,     Ar, 

el  leur  nombre  A*  =  m. 
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Les  arrangements  des  m  lettre»  9  à  ft  s^obtiennent  en  écrivant  à  la 
droite  de  la  lettre  a  de  la  suite  précédente  successivement  chacune  des 
m —  i  autres  lettres;  puis  à  la  droite  de  la  lettre  b  chacune  des  m-^i 
autres  lettres,  et  ainsi  de  suite.  Les  arrangements  ainsi  obtenus  four- 
ntÊMOt  Se^  fteilleau  sttiVanfC  : 

aby  acy  ad^ ,  ak, 

5a,  6c,  6rf,  ......  kk, 

ca^  cby  cd,   cA, 

Aa,  kb^  kc,   ,  kh^ 

et  leur  nombre  est  \l^=m{m  —  l). 

Les  arrangements  des  m  lettres  3^  ^  3  s'obtiennent  de  même  en  ccri- 
wM^.ai&fbreîta  te  ckaiiue  arraQgçjaieDJt  du  tableau  ^écédenit  sueces- 
mmmfA/ibMCuae  de&  m— d  avisos  ktiwui  qpi  a'^nlrent  pa«  dan^  l'aii- 
UfÈ^fûtmmkmfïùàAre'r  ce  quidootifi  : 

o^,  itBd,  éfh, ,  ablk, 

athy  aed^  aee^ ,  aek, 

• > 

kac)^  bad^  baey  . .  * .  ^,  bak^ 


Le  nombre  da  ce»  arraBi|pemeii.t»  esè  A^==  m{^—  l;.(m  —  2). 
Le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  n  à  n  est  donc 

A;|^=m(m  — f)(3»— t)  ...  (m— '»  +  !'). 

Applicaiian.  Combien  y  a-t-il  de  nombres  différents  composés  de 
4  chiffres  significatifs?  Faisait  m  =  9  et  n=3  4  dans  la  formule  précé- 
dente, on  a 

512.  Les  jperrautatTons  de  m  lettres  ne  sont  antre  ehose  que  les  ar- 
rangements de  ces  m  lettres  prises  toutes  ensemble,  c'est-à-<lire  m  h  m. 
Leur  nombre  est  donc 

P«  =  AJU=;  »i(»i—  i).{m  -  2)  *.  •  3  Jl.ia«:  i,^-&.-i  .  •  •  w. 

Avec  une  lettre  on  a  P,  =  i. 

Avec  deux  lettres  on  peut  former  les  permutations  : 

a&,  6a, 
Ht  Ton  a  P,=  i.t. 

Pour  former  les  permatotione  de  3  litres,  on  intrcNlatt  U  tettfle;  e  à 
toutes  les  places,  h  la  fin,  au  milieu  et  au  commencement  de  chacune 
des  deux  permutations  préeédente»,  ce  qui  donne 
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abc,  acb^  cab, 
bac,  bca,  c6a» 

et  P,  =  1.2.3. 

On  formerait  ainsi  les  permutations  pour  un  nombre  quelconque  m 
de  lettres,  et  Ton  voit  qu'on  a  bien,  d'une  manière  générale,  comme  ci- 
dessus, 

P«=:i.2.3.4  ...m. 

Application.  De  combien  de  manières  peut-on  disposer  6  soldats  en 
ligne  ? 
La  formule  précédente  donne 

P^rr:  1.2.3.4.5  =120. 

i>15.  Supposant  qu'on  a  formé  toutes  les  combinaisons  de  m  lettre» 
n  kn,  si  Ton  permute  les  lettres  dans  chacune  de  ces  combinaisons, 
on  formera  les  arrangements  des  m  lettres  n  à  n,  et  le  nombre  de  ces 
arrangements  sera  égal  au  nombre  des  combinaisons  des  m  lettres  nkn 
multiplié  par  celui  des  permutations  de  n  lettres.  On  a  donc 

A"=c:xP»,    d'où    c:  =  :^. 

Remplaçant  AjJ^  et  Pn  par  leur  valeur  (511,  512),  il  vient 

n  _  yn(w>-  l)(m  — 2)  ...  (m^n-^  1) 
«~  1.2.3...n 

Pour  n  =  m  cette  formule  devient  C"*  =  1. 

m 

Pour  m  =  7  et  n  =  3,  on  a 

On  voit  qu'au  dénominateur  se  trouvent  les  nombres  entiers  suc- 
cessifs depuis  1  jusqu'à  n,  et  au  numérateur  autant  de  nombres  entiers 
successifs  décroissants,  le  premier  étant  égal  à  m.  Il  est  donc  facile  de 
former  la  valeur  de  C^^. 

2$ M.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets  n  à  n  est  égal  au 
nombre  des  combinaisons  de  m  objets  m  —  nkm  — n  : 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  à  l'aide  de  la  formule  du  n*  pré- 
cédent. 

($1S.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets  n  à  n  est  égal  au 
nombre  des  combinaisons  de  m  —  1  objets  n  k  ??,  plus  le  nombre  des 
combinaisons  de  m  — 1  objets  7i— 1  à  n  —  1: 


c;  =  c:^.  +  c;-;. 
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1(16.  Application  des  combinaMons  à  la  probabilité  que  Von  avait  de 
gagner  à  la  loterie?  (374). 

La  loterie  se  composait  de  90  numéros,  et  on  en  sortait  5  à  chaque 
tirage.  En  prenant  un  n*,  c'est-à-dire  un  extrait^  le  nombre  des  cas 
possibles  est  le  nombre  des  combinaisons  de  90  numéros  5  à  5,  c'est- 
à-dire, 

5  _  90.89.88.87.86 
^•0"^  i.2.3.4.5' 

Quant  au  nombre  des  cas  favorables,  il  est  égal  à  celui  des  combi- 
naisons qui  contiennent  le  n*  choisi.  Or,  supposant  que  le  n*  choisi  a 
été  6té,  et  que  Ton  combine  les  89  autres  i  à  4;  puis  qu*on  ajoute  le 
n*  choisi  à  chacune  des  combinaisons  obtenues,  on  aura  les  combinai- 
sons favorables,  dont  le  nombre  est  par  conséquent 

K  _  89.88.87.86 
w  ""  1.2.3.4* 

La  probabilité  de  la  sortie  du  n*  choisi  est  alors  (374). 

C^_89.88.87.86x  4.8.3.4.5  _  ^_± 
Q^  ""90.89.88.87.86x1.2.3.4  ""  90  ""18' 

Ainsi,  à  chances  égales,  on  devait  jouer  1  contre  18.  La  loterie  ne  payait 
que  15  fois  la  mise. 

En  prenant  2,  3  ou  4  numéros,  c'est-à-dire  un  ambe,  un  terne  ou  un 
quaterne^  on  trouverait,  en  opérant  comme  ci-dessus,  que  la  probabilité 
que  ces  2,  3  ou  4  numéros  se  trouveront  dans  les  5  numéros  sortis  est 
respectivement  : 

1  1  1_ 

399,5'       11748*       511038* 

La  loterie  ne  payait  que 

270,         5500,         75000  fois  la  mise. 

FORMULE  DU  BINOME  DE  NEWTON. 

SI  7.  De  la  règle  suivie  pour  obtenir  le  produit  de  deux  et  en  gé- 
néral d*un  nombre  quelconque  de  polynômes  (428  et  429),  il  résulte 
que  ce  produit  est  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient  en  prenant 
de  toutes  les  manières  possibles  un  terme  dans  chacun  des  polynômes 
facteurs. 

De  là,  soit  à  effectuer  le  produit 

(x  +  a)  (x  4-  b)  (x  H-  c) . . .  (x  4-  h)  [x-k-k], 

de  m  binômes  qui  ont  le  même  premier  terme  x,  en  l'ordonnant  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x. 
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PikMiftnt  lïi  1*'  tenue  s  dww  càacwi  ides  M^ônnis  ftirleina,  Da  a.  le 
i«»  terme  od^  du  produit. 

Rfianast  «wMieAeivdinettt  le  «einond  taftne  aiAtM  es  I*'  èkiisù»  «fisc 
1»  4*'  lerne  «  dttns  tous  les  aHArM^ie;6eeûiMl  lerwm  à  dansée  II*  biaèae 
vf^  le  i"  tame  «  dans  les  aulras,  e<<atft»i  de  suites  on  olitie&tiM  i|iro^ 
duits  partiels  ojd'^^y  6a:*-*,  . . .,  kf^^  dont  la  somme 

(a  +  6  +  c  4- . . .  +  A-jx"»-^,  «u,  poHrJibréger,  S^o?"-* 

est  le  second  terme  du  produit. 

Prenant  successivement  les  seconds  termes  dans  deux,  binâmes  Ac- 
teurs quelconques  et  le  premier  x  dans  les  m-^2  autres^  4Na  a  les  ^wy- 
duits  i;>artîels  ûto»-"%  ûcz*-'»  hO'^*  - .  .^  dont  la  somme 

[ah  +  ac  -f  . .  .)iîC«-«,  ou  S^x*-* 

est  le  3'  terme  du  produit. 
Le  4*  ternie  est  de  môme 

{abc  +  o6J  +  . . .) ^"*~',  ou  SjX*"-*. 

Le  terme  quelconque  de  degré  m — n  s-eè^ient  en  pMnant  successi- 
vement les  seconds  termes  dans  n  facteurs  quelconques  et  le  premier 
X  dans  les  autres,  et  en  faisant  la  somme  de  tous  les  produite  partiels 
aiïrti  obtenus.  On  peut  le  mettre  sous  la  forme 

li^a^Nmt-^Brflfier  terme  (M 

Enfin  le  dernier  terme  du  produit  est  simplement  le  produit 

abc  ...  k^    aa    Sm, 

de  tous  les  seconds  tenues  des  binômes  facteurt. 
Le  produit  cherche  est  donc 

X-  +  S,x«-»  +  S^-*  +  ...  +  s„x«-»  -f  ...  +  S«^ji  +  S.^. 

Il  est  à  remarquer  que 

^It      hif      •ifc»      •••ir      8tf»      -kM     'fi|iKMt<»     4m» 

ne  sont  autre  ckose  que  les  sommes  des  combinaisons  ohèeDuoa  oa  pn»^ 
naut  les  m  seconds  termes  des  binômes  iacteurs  a;âfi|>ociiTOiDeiU 

làl,   2a2,    3à3,...,   7iàn,...,   7»— làwi—1,   mkm,       («îOfJ. 

Kl  8.  Soil  maintenant  à  effectuer  la  puissance  (x  4-  a)*. 

Cela  revient  k  supposer  que  chacun  des  seconds  termes  a,  6,  c,  ...  k 
uies  m  polynômes  facteurs  est  égal  à  a^  «et  si  \\Mk  nonarquo  <fu'«a  m 
alors  (513). 
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(m  a  donc 

1  «^  1 .  *  ••J 

Telle  est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  Jormule  du  binôme  de 
Newton,  Dans  laquelle  :  r  (x  +  a)**  se  compose  de  w  +  1  termes,  dont 
le  prenler  «st  3^  et  le  dernier  a"»;  2*  Tcxposant  de  x  décroît  d'une 
unité  en  passant  d'un  terme  au  suivant,  et,  par  miite,  devient  ml  au 
dernier  terme;  tandis  que  Texposant  de  a  augmente  au  contraire  d'une 
unité  d'un  terme  au  suivant,  depuis  le  premier  ftcrnie,  où  ilesX  nul, 
jusqu'au  dernier,  où  il  est  égal  à  «t.  E  s'eMsuit  <quo  dans  ua  AernK^ 
quelconque  la  somme  des  exposants  de  a  ^t  4e  x  est  égale  à  771. 

3*  Le  coefiScient  dhin*^ terme  quelconque  s'obtient  en  mulliplisût  Ir 
coefficient  du  terme  précédent  par  !l*«xpoaant  4e  x  dans  ce  terme,  «t  en 
divisant  le  produit  ipar  utt  |)ltts  f  ei^nsavlle  «  dans  ce  mémci  tero». 

4*  Les  coefl&cienls  de  deux  termes  également  distanis  des  extrêmes 
sont  égaux.  Il  en  est  par  conséquent  de  même  des  coefficients  de  deux 
frnnes  égatemetrt  flistauts  detehiî  tfu  miTien  si  m  est  pair,  oti  des  dteux 
di  Hittiii  «é  «n  ««t  mtp^w^  et»  4te«ic  <du  «ftlkiPU  étftnt  'à»  i^«rte  •égimet 
entm  MX  dam  M<demii«r  caft«  ter8nil&;,  ayant  oafciâé  Ats  «c»elfioiett«« 
dft«iaBdQa}a«#Âftté4cBtemfia»M»p0«ft«B4a9p0ndar4e4^^  kns 
saifuis. 

AnMiquant  ocs  rafles  a»  de^x.  Miwmtkfï  suivante,  <od  «btccnt  tué»- 
facilement  : 

'i+<i^i"+  8ax^+  28aVih*teVi|-  !Wta*ar*+56aV+  28aV  +  8a'i  +  a^  ; 

le  Htme  qui  oocupele  rang:  queTconque  n  4-  ï  Aans  la  formule,  ct*ïui 
<!W5  ntm  «vwis  représente  par  SnX*»^  au  tr  précédent,  est 

^(^-^i)  (;n^2)  ...  (m-^n  +  i)       

l.î.3...n  ^'"^     • 

Ce  terme,  appelé  terme  général,  permet  de  calculer  un  terme  quel- 
conque sans  avoir  les  autres.  Il  suffit  de  remplacer  dans  son  expres- 
9»iim«t'«.|iarlMirr'viie«r6.  AiMâie  tn  4- dftsrf^'ierMie 'Aê*  ta  «rtfl^jr 
de  ii+a)*=«  est 

4.2.3 
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Si  dans  la  formule  du  binôme  on  remplace  a  par  — a»  il  vient 

1  «x 

Formule  qui  ne  diffère  de  la  première  qu*en  ce  que  ses  termes  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs. 

SI 9.  Le  tableau  suivant,  connu  sous  le  nom  de  triangle  de  Pascal j  a 
ses  lignes  horizontales  formées  par  les  coefficients  du  binôme  de  Newton 
pour  les  diverses  valeurs  de  m. 

La  colonne  verticale  intitulée  i'*  contient  les  nombres  de  combinai- 
sons 1  &  i,  de  1,  2,  3  ...  objets  (513);  la  colonne  verticale  1^,  les 
nombres  de  combinaisons  'S  à  2,  de  2,  3,  4  ...  objets,  et  en  général 
une  colonne  verticale  7i«  contient  les  nombres  de  combinaisons  n  k  n, 
de  n,  71+  1,  ^  +  2  ...  objets. 


ni  =  2 
m  =  3 
m  =  4 
m  =  5 
m  =  6 
m  =  7 
w  =  8 

771  =  9 

m=  10 


l'* 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 


2*  3- 

î  : 

3  1 

6  4 

10  10 

15  20 

21  35 

28  56 

36  84 


€•      T      8*    r   10- 


1 

5 

15 

35 

70 


6 

21 

56 


1 
7 
28 


126    126    84 


8 
36 


10    45    120    210    252    210    120    45    10    1 


£n  un  mot,  le  nombre  appartenant  à  la  colonne  verticale  n*  et  à  la 
ligne  horizontale  m*  exprime  le  nombre  d^  des  combinaisons  de  m 
objets  71  k  71  (513).  Ainsi  8  objets  combinés  5  à  6  donnent  Cl^  :s  56. 

Un  nombre  quelconque  du  triangle  arithmétique  est  égal  à  celui  placé 
au-dessus,  plus  celui  qui  se  trouve  à  gauche  de  ce  dernier.  Ainsi  le 
nombre  56  de  la  8*  ligne  horizontale  est  égal  à  35  -f  21.  Gela  résulte 
ae  la  relation 


c=c 


+  cr:!,. 


(515) 


Cette  relation  rend  très-facile  la  formation  du  triangle  arithmétique. 

Le  m*  nombre  d'une  colonne  verticale  quelconque  est  égal  &  la 
somme  des  m  premiers  nombres  de  la  colonne  précédente.  En  effet, 
considérant  le  4"  nombre  35  de  la  colonne  verticale  4*,  comme  on  a 


on  a  bien 


35  =  15  +  20,       15  =  5  +  10,      5=1+4, 


35  =  20  +  10  +  4  +  1. 


D'une  manière  générale,  le  m"  nombre  de  la  colonne  verticale  7t*  8« 
trouve  dans  tti  +  ti  —  1  ligne  horizontale  ;  il  est  donc 

n  _  (771+71— l)(7n+yi—2)...7?l  __  7W(77l  +  l).. .(771+71  —  1) 

^•t+n-l  1.2.3...71  ■"  1.2.3...71 
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580.  Nombre  de  houUis  contenus  dans  une  pile  a  base  triangulaire. 
Un  triangle  de  m  boulets  au  côté  étant  formé  de 
m  files  qui  contiennent  respectivement  i,  2,  3.. .m 
boulets,  nombres  entiers  consécutifs  contenus 
dans  la  colonne  verticale  1'*  du  triangle  arithmé- 
tique et  que  Ton  appelle  nombres  figurés  du  !•»  or^ 
dre^  le  triangle  contient 


l  +  2  +  3+...  +  m=2l2i±±>  boulets,     (519) 


nombre  qui  est  le  m*  de  la  colonne  verticale  2*  du  triangle  arithmé- 
tique (519).  Pour  m  =  6,  il  y  a  21  boulets  dans  le  triangle. 

Ainsi  les  nombres  1,  3,  6...  de  la  colonne  verticale  2*  du  triangle 
arithmétique  sont  les  nombres  triangulaires  ou  les  nombres  figurés  du 
second  ordre^  ce  sont  les  nombres  de  boulets  contenus  dans  les  assises 
successives  d*une  pile  triangulaire,  et  la  somme  des  m  premiers,  c*est- 
à-dire 

m(mH-l)(m+2)  ,..g. 

1.2.3  ^      ' 

est  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  la  pyramide,  et  aussi  le  m* 
nombre  de  la  colonne  verticale  3*  du  triangle  arithmétique.  Pour 
m=6,  il  y  a  56  boulets  dans  la  pyramide.  Ainsi  les  nombres  1,  i,  iO... 
contenus  dans  la  colonne  verticale  3*  sont  les  nombres  pyramidaux. 
521.  Une  pyramide  à  base  carrée  dont  le  côté  contient  m  boulets 


Kg.». 


pouvant  être  considérée  comme  étant  formée  de 
deux  pyramides  triangulaires  dont  les  arêtes  con- 
tiennent m  boulets  pour  Tune  et  m  —  1  pour 
Tautre,.  le  nombre  total  des  boulets  qu'elle  con« 
tient  est  (520) 
m(m-i-l)(m+2)    (m— l)m(m+l)__m(m+l)(2m-|-l) 

1.2.3         ■*"         1.2.3         ""  6 

et  ce  nombre  est  la  somme 

l»4-2«+3*+...-f-m* 
des  carrés  des  m  premiers  nombres  entiers  successifs,  puisque  ces  carrés 
expriment  les  nombres  de  boulets  contenus  dans  les  assises  succes- 
sives de  la  pyramide  quadrangulaire. 
Pour  m=  48  boulets,  on  a 

48  X  49  X  97 


l*  +  2'  +  3*-h...  +  48«  = 


6 


^38024  boulets. 


Fig.  s. 


&2fi.i€onsidérant  une  pUe  à  base  rectangulaire,  dont  les  côtés  de  la 
base  contiennent  Fun  m  et  Fautre  n  <m  boulets , 
comme  étant  formée  d'une  pile  à  base  carrée  de  n  bou- 
lets au  côté,  et  d*un  prisme  ayant  une  hauteur  de 
m^n  boulets  et  une  base  triangulaire  de  n  boulets 
de  côté,  le  nombre  de  boulets  qu'elle  contient  est 
(520  et  521) 
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6  ^  «  6  • 

J3^r M  =^»  e\ n.s  10,  U  i»île  iHMitiail  ^^^?^,^""  =  4210  boulets. 

MS.  SbmTA^  Sm  (îes  pidsscmc&s  m***^  ^  b  nwtibresy  a,  b,  &..  j,  k  en 
jyrogression  arithyn&tiqwe  de  raison  r  (32f8). 

Ayant         6  =  a-|*r,  c=6  +  r,  ...,  A;=:y  +  r,    on  a  (51*)  : 

1  1.35  » 

ÂjMlMft  ces  é^ÉKléa,  «n  ssfipaiMuU  In  teraiM  &p<n^,0>n^._a«4ii, 
qm  deviennent  oMoniviie  aoK  dsox  «lottee»  4e  Tic^fiKÉé  BésalÉanÉi;,^^ 
e»  faisant  i«»4-*^^.— f  Af^-^8*.,  a"»->4-**'-^-*-^-4-**^*^!^i^-r-' 
a  +  *4*.-H-fr^Sj«tit=S^i*a 

dlVrè  Fén  tire 

^   "         (m  +  i)r  ^"^^"^     '"     ^^^'      «+I    *' 

A  Taide  de  cette  forimle  on  calculera  «ncccssivement  S|^  S»,  Si- 
en partant  de  Sq  =  n. 

Pour  a=  1,  rs=i  et  fntsr=4,-d'où  .A=So  =  n,  Sm  devient  Si  =  l+2+ 
3  -J-... +71,  et  la  fornuile  précédente  donne 

Pour  a=l,  ;:  =  1  et  m  =  2,  4'où  *  =  So  =  n,  S»  devient  S,  =  l*+ 
2'  +  3*  -{-...+7iF,  rt  te  fonmiie  donne 

^■*       S  ^    i^"~        s  «         S^  6 

Gce  Amiiuhss  de  â%  «t  9^  ami  idanlâqites  ii  celte  tranvées  «nz  n**  8S0 
«tt'ttd;  8eulBnMnf:«R>€6t7eaqptlacée  |)ar  n. 
Ponrirsri,  rasrA  ci  m^sta,  d'-«à  *«6S^=i^  fi,»  devient  S,  =  1*+ 

2'  +  3'+...  +  n',  et  la  formule  donne 
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s,- — i — . 

Poura  =  i,r=2  et  m  =  2,  <i*^i3t  A=Sl7i— 1,  So  =  n,  S,  =  H-3  +  5 
+...+to— l=:n«,  S»  devient  S,=  l«  +  3*  +  5»4-...+.(2w— 1)»,  et  la 
fûrmuJe  doiint 

(2n  +  l)»-i                 4          «(4n«--4j 
a,-  g  2M       3»» ^ 

Les  deux  formules  précédentes  des  valeurs  do  S,  trouvent  leur  ap- 
pjicalûn  dans  le  calcul  de  la  soniiue  des  longueurs  des  tiges  àe  ponts 
lus. 


LÏVEE  tV. 

ÉiiaaUoBs  lia  ■ce«iiil  degré. 


ÉQUATIONS  DU  SECOND    DEGRÉ    A   UNE    SEULE  INCONNUE. 

o24.  On  distingue  daux  espèces  d*équations  du  second  degré  à  une 
seule  inconnue  : 

i*  Les  équations  incomplèteSy  qui  ne  renferment  que  des  termes  af- 
fbetis  thi  carré  ^  rtncosmie  et  des  leiiines  <oo«bus«  f  eiies  :soiKt 

3a:«  =  5,     4x«~7=2a?  +  9,     1  ««-3  + ^  x«=  J. 

qui  reviennent,  en  opérant  comme  au  n*  471,  à 

3a:«=i5,    8a«r=i6,    4«J«=:^79. 

Ce  foi  £aii  voir  igue  ies  équations  iacon^lètes  du  second  degré  j)eu- 
VMtteqiieurs  se  «rasoener  à  la  ibrme 

C'est  pourquoi  on  leur  donne  le  nom*d' équations  à  deux  termes; 
t  Les  équations  complètes^  qui  renferment  non-seulement  le  carré, 
mais  aussi  la  pnemière  puissance  de  l^nconnue.  Telles  sont 

5x»  — 7x  =  34,    4z»4.  f  ït+:!='8+ |ar, 

qui  reviennent,  en  opérant  d*nTre  -nraTricTC  analogtic  à  co  qui  a  été  fait 

-t      '         *4      ^  .    <  * 
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Ce  qui  fait  Yoir  que  toutes  les  équations  complètes  du  second  degré 
peuvent  se  ramener  a  la  forme 

x^  +  px  z=z  q. 

C'est  pourquoi  on  leur  donne  le  nom  d'équations  à  trois  termes. 
kS2S.  Pour  résoudre  une  équation  incomplète  du  second  degrés  on  la 
ramène  à  la  forme 

ox»  =  6,  d'où  Ton  tire  rc*  =  - ,  puis  x  =  =fc  \/-.        (494) 

Ainsi  rinconnue  x  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires, 
qu'on  obtient  en  extrayant  la  racine  carrée  d'une  quantité  connue. 
C'est  ce  qui  a  fait  donner  le  nom  de  racine  d'une  équation  du  second 
degré,  et  en  général  d'une  équation  d'un  degré  quelconque  à  une  in- 
connue, à  chacune  des  solutions  de  cette  équation. 

S26.  Pour  résoudre  une  équation  complète  du  second  degrés  on  la  ra- 
mène à  la  forme  (530) 

x*  +  px  =  q.  (624) 

Remarquant  alors  que  x*+px  se  compose  des  deux  premières  parties 

du  carré  x*  +  px+T^  dex-^S  (439)^  ajoutant  la  troisième  partie  ^ 

aux  deux  membres  de  l'équation  précédente,  on  a 


i  +  px  +  Ç  ou  (^+|y  =  Ç  +  g. 


Extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  cette  équation,  il 
vient 


d'où  l'on  tire 


—  l:t:\/?+g.  (•) 


Le  signe  d:  qui  précède  le  radical  montre  que  l'inconnue  x  a  deux 
valeurs.  Ces  racines  de  Véquation  égalent  la  moitié  du  coefficient  de  x 
changé  de  signe^  plus  ou  moins  la  racine  carrée  de  la  somme  du  carré 
de  cette  moitié  et  du  terme  copnu.  En  les  désignant  par  x'  et  x",  on  a 


La  formule  (1)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


— p±_v2±l£ 

2 


Lorsque  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  positive,  sa  racine 
carrée  est  réelle,  ainsi  que  les  deux  racines  de  l'équation. 
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Quand  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  nulle,  les  deux  racines 

sont  égales  chacune  à  —  £. 

Si  la  quantité  sous  le  radical  est  négative,  sa  racine  carrée  est  ima- 
g:inaire  et  par  suite  aussi  les  racines  de  Téquation  (495). 
1(27.  Faisant  la  somme  des  racines  de  Téquation,  on  a 

*'+'"=-f+\/f^-i-V^=-^- 

Ainsi  la  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  p  du  terme  en  x, 
pris  acec  un  signe  contraire  (421). 
De  plus,  ayant  (444) 

■■'=(-^V?^')(-l-\/R=-'- 

le  produit  des  racines  est  donc  égal  à  la  quantité  toute  connue  prise 
mec  un  signe  contraire. 

Ces  valeurs  de  la  somme  et  du  produit  des  racines  d*une  équation 
da  second  degré  fournissent  deux  moyens  très-simples  pour  vérifier 
l'exactitude  de  ces  racines  (529). 

528.  On  peut  former  une  équation  du  second  degrér  ayant  des  racines 
âonnées,  x'  =  5  et  x"  =  —  2  par  exemple.  En  effet,  on  a 

-p  =  x'  +  x"  =  6— 2  =  3     et    — 7  =  x'x"  =  6x— 2  =  — 10, 
et  par  suite,  x*  — 3a;=10. 

529.  Equations  du  second  degré  à  résoudre, 

i'exemple.  |  x«- 1  x  +  |  =  8-|  x-x«  + f . 
Cette  équation  se  ramène  (2*,  n*  524)  à 


k=-à^\/(À)*- 


l  22       V  \22/  "^   22  "" 


W 


Air*«#  *       *5  2       ^  .  45  360  ,  ^ 

Ayant  4—  --  =— ss,  et  4x—  77  =  —  -ss-,  on  en  conclut  que  ces 

11  tKA  il  Z2 

racines  sont  exactes  (527).  Elles  vérifient  bien,  en  effet,  Téquation 
proposée. 

2*  exemple.  6x«—  37x  =  —  57. 

Cette  équation  revient  à 


*  6  i  _,,      37       4  /737V      57 


37        i//37\"_57  _19 
12  "^   V  \12^        6        6 
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Los  calculs  sont  exacts,  puisque  --  +3  =  —,  «t-g-  ^^^"e- 

3«  exemples  4a»  —  2a;«  +  2ar  =  4  »a6  —  1  SbK 

Celte  équation  se  nnnèiie,  en  chrageant  l«s  sigiiefvà 
x»  —  eu?  =  2a»  —  9a6  +  96*; 


=  1  +  V/^^  +  2a*-  9te6  +  96»  =2a  — 36 


a:'^  =  |-Y/^'+2a«^ta*  +  9»»«=-^«  + 


S6i 


On  passe  à  ces  dernières  valeurs  de  x  em  remarquant  que  la' quantité 

9 
sous  les  radicaux  e«t  égale   à  j  a*— 9a6 -f  96*;  c'est-à-dire  au  carre 

de  5  a  — 36  (439). 
Les  raewes  trouvées  sont  eixaete,  pui«qtt*«»  «  2»— 8*— a>h  ^zs:a, 

i*  escempie.  aà  +  6«:=^  0. 

Cette  équation,  dans  lïiquelfe  Ta  qntmtité  toute  connue  est  zéro, 
donne,  en  dtvisant  par  a. 


-=-è-\/i^=« 


X»  +  -  X  =  0,    d'où     .  ,^^ 

2a       V  4a*  "      «  " 

i>30.  On  peut  avoir  los  racines  de  Tcquation  complète  ax*+  6jr=f 

sans  ramener  préalablement  cette  équation  à  la  forme  is^-\-yx-q, 

6  c 

c'est-à-dire  aaas  y  foire  -  s=  jp  et  -  =  f  (526). 

Faisant  dans  la  fotnmile 


=-|-V^Ï+,. 


o=-  et  g=  -,  il  vient 

^2a^VAa*«"*"  2^  *  ^ 

Cette  formule  est  ordinairement  employôe  dans  la  pratique,  porcf 
qu'elle  conduit  à  des  calculs  plus  simples  que  la  première. 
On  a  dans  ce  cas 

x'+a^'  =  -.-,    ci    r'x"  =  ^-, 
a'  a 
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(}nand  le  coefficient  6  de  x  est  pair,  on  peut  faire  b  =  26'  dans  la  for- 
mule, qui  4pnmt  al^rs 

Forme  sous  laquelle  soa  application  exige  des  calculs  arithmétiques; 
plus  simples  encore. 
Lléquatiûa 

donne  ainsi 

_14dbv/l4«~ax40      tA=fc7 

c'est-èrdire  x'=7    et    a:"  =  -. 

Quand  a  =  i,  la  formule  (i)  derient 

_  — ftdfcv^B>+ic 

forme  que  prend  la  formule  générale  du  n*  526. 

$SL.  JOéc^wfiosiiiûn  du.  trinôme  du  êeco»d  degré  x*  +  px  +  q  ^  0  .^i 
àeta  facteurs  du  premier  degré. 

Ce  trinôme  revenant  à  réqnatien  x*  +  jm;  =  —  ç,  on  a  (526  et  527; 

x'+a:"=:— p    ou    —  (x'-f  a/')  =  p,    et    afif'=iq. 
Remplaçant^  et  q  par  ces  valeurs  dans  le  trinôme,  celui-ci  devient 

X»— (OB' +  a:^)  »  ^-fl5V=:  #, 

ou  (a:— op')  (a;  — x"J  =  0. 

Ainsi  Ton  a  d*une  manière  générale 

Par  exemple,  Téquation  ac*  +  4j;— 12  =d  donnant  x'==  — y6  et  a:*  = 
on  a 

x»4-4x  — 12  =  (x-f6)  (x  — 2). 
Le  trinôme  cae*  +  te  +  c=r  0  donnarait  de  même 
09*  +  6x  +  c=:a(a:— x*)  (x— x"). 

Ainsi,  les  racines  de  Féquation  3x*  —  7x  +  2  =  0  étant  x*  =  2  ot 

^     1 

*^=  5,  on  a 

Hx»  — 7x  +  2  =  3(x  — 2;  (^— ?^)- 
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ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ  A  PLUSIEURS  INCONNUES. 

i(52.  Résolution  d'un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues, 
dont  Vune  ou  toutes  les  deux  sont  du  second  degré, 

r  Si  Vune  délies  est  du  premier  degré,  on  en  tire  la  valeur  d'une  des 
inconnues  en  fonction  de  Tautre,  et,  substituant  cette  valeur  dans 
Fautre  équation,  celle-ci  devient  du  second  degré  à  une  seule  inconnue; 
on  en  tire  la  valeur  de  cette  inconnue,  et  cette  valeur,  substituée  dans 
la  première  équation,  permet  d'obtenir  la  valeur  de  l'autre  inconnue. 
Ainsi  ayant 

ax  +  by  =  2s    et    xy  =  iy 

de  la  première  équation  on  tire  (471) 

y  =  — 5-. 

Substituant  cette  valeur  de  y  dans  la  deuxième  équation,  on  a 

^s  —  ax  a    ,  .   2j 

XX— j—    ou     _jx'+-^-x=<; 

d'où  l'on  tire,  en  chassant  les  dénominateurs  et  changeant  les  signes, 

ax'  — 2«:=  — W, 

et  par  suite  (530) 

s±:)/s^~abt 

X  = . 

a 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  la  première  des  équations  proposées, 
on  en  tire 

^"~  6 

Le  système,  comme  on  le  voit,  est  susceptible  de  deux  solutions  di- 
rectes, car  on  a  évidemment  s  >  ^/s^^abt;  mais  pour  qu'elles  soient 
réelles,  il  faut  que  l'on  ait  j»  >  abt  ou  j'  =  abt. 

Ces  deux  solutions  séparées  sont  : 


X 


__s  +  ^s^-^abi         __  s-^s/s^-^abt 
""  a  '     ^ 6 


et  j-  ^- V^^~g^^       v-^'^  s/s^—abt 

a  '     «^  b  ' 

Pour  a=6=l,  les  équations  proposées  deviennent  x-fy=2j,  xy=t, 
et  les  valeurs  de  x  et  de  y  se  réduisent  à 

x  =  *d:  vV— <     et     y=:jq:  v^?"^=7. 
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Ce  qui  fait  voir  qu'alors  les  deux  valeurs  de  y  sont  égales  à  celles  de  x 
prises  dans  un  ordre  inverse,  c'est-à-dire  que  si  *  -f  ^s*-^t  est  la  va- 
leur àe  x^  s  —  v^^  —  t  sera  la  valeur  correspondante  de  y,  et  récipro- 
quement 
Méthode  particulière.  Remarquant  que  la  résolution  du  système 

a;  +  y  =  2*,    xy  =  t 

revient  à  trouver  deux  nombres  a;  et  y  dont  on  connaît  la  somme  et 
le  produit»  cela  revient  en  définitive  à  trouver  les  racines  de  Téqua- 
tion  (527,  528) 

Ce  qui  donne  directement  (530). 


2'  =  *+V^?^,      z"=*— v^?^. 

Les  solutions  du  système  sont  alors,  en  faisant  successivement  x= 2' 
et  ac  =  r": 


X 


=  *4-  v/** — tt    y  =  îiy  — af  =  *—  v^**  — <; 


et  a;  =  *— ^#«  — e,    ^=2^  — x  =  *  4- v'^  — ^• 

Valeurs  trouvées  par  la  méthode  générale. 

Cette  méthode  particulière  peut  s'appliquer  au  système 

ar— y  =  2,    xy  =  16, 
qui  devient,  en  y  faisant  y = — y^ , 

«  +  y,  =  2,    xyi  =  —  15. 
X  et  yi  étant  les  racines  de  l'équation 

ar«— 2«=:15, 
qui  donne  2;'=  5    et    /'  =  — 3. 

On  a  alors  x  =  5,    y|=2  —  5  =  —  3; 

et  a:=— 3,    y,  =  2  +  3=5. 

Par«uite,  les  solutions  du  système  proposé  sont 
a!  =  5,       y  =  3; 
et  x= — 3,    y= — 6. 

Cette  méthode  particulière  peut  encore  s'appliquer  au  système 

«  +  y  =  8,    x*4-y«  =  34. 
En  effet,  si  de  la  prenodère  équation  élevée  au  carré, 
a:>  +  2xy  +  y*  =  64, 
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on  rotpanche  la  BC?conde,  on  tt  îty  =  3<)  ou  acy  =  !5,  et  Ton  Toit  que  le 
syatème  revient  a^  •ui\'ant 

j-  ei  tf  «tant  les  raoînea  il«  réqoation 

fui  doûBô  e'  =ï:  5    6l    2"  =3  3» 

les  solutions  du  système  sont  alors 

x  =  5,    y  =  8— 5=5=3; 
et  a:  =  3,    y  =  8— 3»5, 

2*  Qi/a/id  une  des  équations  est  du  premier  degré  par  rapport  à  Fune 
dps  inconnues  seiilejnetit,  on  en  tire  la  valeur  de  cette  inconnue,  et,  sub- 
stituant cette  valeur  dan«  l'autre  équation,  on  obtient  une  équation  du 
troisième  degré.  Ainsi  ayant 

aac*  -f-  6y  =  2*    et    ry~t, 

do  la  première  équation  on  tire 

fs       aa^ 

Substituant  dans  la  deuxième  équation,  on  a 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  changeant  les  signes, 

ox*  — 2jx  =  — 6^ 

3°  Soit  le  système  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux  irvconmes 

x»  +  y*  =  25,    flry  =  12. 

12 
La  seconde  équation  donne  ?/  =  -^ .  Substituant  dans  la  première. 


on  a 


x«  +  ^*=  86,    0*1    7^^%W  =—  444. 


On  est  ainsi  amené  k  résoudre  Une  équation  du  4*  degré;  mais  cette 
équation  étant  bicarrée  pour  roxempiUî  choisi,  sa<  résokttîon  n'offHra 
aucune  difficulté  (533). 

On  peut  du  reste  résoudre  ainsi  le  système  proposé  :  à  la  ipremiêre 
équation  ajoutant  la  seconde  multipliée  par  2,  on  a 

x*-|-2xy  +  y«  ou  (xH-y)2  =  49,    d'où    j:-Hy=:±7.  M) 

Digitized  by  VjOOQIC 


LIVRE  IV.   ^  AQOATlOKft  WS  SECOfKD  BCGRÉ.  2ti 

De  Ift  pramîèse  retraAehsaA  la  seeûndB  tuoltipliée  par  !S,  on  t. 

x'— 2xy  +  y'   ou    (x— y]'  =  1,   d'où  x— y  =  d=  1 .  (2} 


ftes  équations  (i  )  eâ  (S)  éonnaat  la  BNQme  et  la  difTéFenoe  «les  deuK 
quantités  x  et  y,  on  en  déduit  facilement  ces  quantités.  Cl*;!  équatîMu 
ajoutées  et  retranchées  fournissent  en  effet 

±7±4       ,  ±:7=ï=l 

x^-j-    et   y=-^. 

Les  sollufions  du  système  proposé  sont  donc  : 

x  =  k,  y  =  3; 

x=3,  y  =  4; 

û?==— 4,  y  =—3; 

»  =  — 3,  y=— 4. 

Ces  solutions  satisfont  en  effet  au  système. 

UéliminaUon  d^une  des  inconniLes  entre  deux  équations  complètes  du 
second  degré  à  deux  inconnues  conduit  à  une  équation  du  quatrième 
d€§ré. 

Considérant  le  système  d*équations  complètes  du  second  degré 

ay^  +  6xy  +  ex»  -f  dy  +  /x  +  ^  =  0, 
ay  +  b'xy  +  c'x*  +  d'y -\- f'x  +  ^'  =  0, 

ordooQons  par  rapport  à  i;,  ce  qui  donne 

cx«  +  (  6y  +  /)  X  +  ay»  +  rfy  +  ^  =  0 , 
c'x*  +  [b'y  +/')x  +  ay  +  d'y  +  y'  =  0. 

Si  les  coefiScîents  de  x*  étaient  les  mêmes  dans  ces  deux  équations, 
on  obtiendrait,  en  retranchant  ces  deux  équations  Tune  de  Tautre,  une 
équation  du  premier  degré  en  x,  qui  pourrait  être  substituée  à  Tune 
des  équations  proposées  ;  de  cette  équation  Ton  tirerait  la  valeur  de  x 
en  fonction  de  y,  et  reportant  oelte  valeur  dans  Tune  d«s  équations 
proposées,  on  parviendrait  à  une  équation  qui  ne  renfermerait  plus  que 
rinconnne  y  (3*,  n*  480). 

Or,  si  Ton  multiplie  chaque  terme  de  la  première  équation  par  c\  et 
ceux  de  la  seconde  par  c,  il  vient 

cdx^  +  (hy  +f)&x  -f  («y»  +  dy  +  ^)C  =  0, 
cc'x«  +  (6'y +/')cx  +  (ay  +  d'y  ■¥g')c-  0. 

Soustrayant  Tune  de  l'autre  ces  équations,  dans  lesquelles  x'  a  le 
même  coefficient,  on  trouve 

[(ôc'— c6')y -f /c'-c/']x  +  (ac'- ca')y»  +  (de' - «i')y  +  yc'- cy'= 0, 

équation  qui  donne 

(ca''--ac*]y^  +  (cd'^dc')y  +  cg'  —  gc' 
{6C-c6')y+/c'-c/'  • 
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Cette  expression  de  x,  substituée  dans  l'une  des  équations  proposées, 
donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Sans  effectuer  cette  substitution,  qui  conduirait  k  un  résultat  très- 
compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  Téquation  en  y  serait  du 
quatrième  degré. 

ÉQUATIONS  TRINOMES. 

1(55.  //  est  une  classe  d'équations  d'un  degré  supérieur  à  2  dont  m 
peut  ramener  la  résolution  à  celle  dune  équation  du  second  degré  à  me 
inconnue.  Ce  sont  les  équations  de  la  forme 

que  Ton  appelle  équations  trinômes^  parce  qu'elles  ne  contiennent  que 
trois  espèces  de  termes  :  des  termes  en  x^,  des  termes  en  x*,  et  des 
termes  connus. 
En  posant  af*  =  y,  on  ramène  Téquation  à  celle  du  second  degré 

ay«  —  6y  =  c. 

Ayant  calculé  les  valeurs  de  y  à  Faide  de  cette  équation,  celles  de 
X  sont  données  par  la  formule 

x  =  'y/y. 

Si  m  est  un  nombre  pair^  toute  valeur  réelle  positive  de  y  donne  pour 
X  deux  valeurs  réelles  égales  et  de  signes  contraires;  au  contraire, 
toute  valeur  négative  de  y  ne  donne  pour  x  que  des  valeurs  imagi- 
naires (503). 

Si  m  est  impair^  toute  valeur  réelle  de  y  ne  donne  poufx  qu'une  seule 
valeur,  qui  est  réelle  et  de  même  signe  que  y. 

Soit  V équation  trinôme  bicarrée 

X*  -25i*==  — i44. 
Faisant  x'  =  y,  on  la  ramène  à  Téquation 


•      «.r              wf      ji   ^              25±  v/25»— 4x  144       ,„^^    . -^, 
y*  —  25y  =  —  144,    d  ou    y  = 5 .    (526  et  B30) 

Hais  a:'  =  y  donne  x  =  ±  v/y , 


donc 


_^\  /25±v/25«  — 4x  144 


<:e  qui  fait  voir  que  Téquation  a  4  rticines,  égales  deux  à  deux  et  de 
.signes  contraires. 
Elt'oc tuant  les  calculs  on  trouve  d  abord 

y  =  16    et    y  =  9. 
Puis  x==fc4    et    x  =  ±3. 

Valeurs  qui  satisfont  bien  k  Téquation  proposée. 
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ÉQUATIONS  D*UN  DEGRÉ  QUELCONQUE. 

i(34.  Moyen  graphique  pour  résoudre  une  équation  d'un  degré  quel- 
conque. Soit,  par  exemple,  réquation 

«•-f  Sx^-f  X»  — lex*  — 20»— 16  =  0, 

dans  laquelle  on  a  fait  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre. 

Fig.  4. 


On  trace  deux  axes  Ox,  Oy  rectangulaires  entre  eux.  On  donne  à  x, 
dans  réquation,  différentes  valeurs,  que  Ton  porte,  à  une  échelle  con* 
venable,  sur  Ox  ou  Ox',  selon  qu*elles  sont  positives  ou  négatives.  Aux 
points  obtenus  sur  xx',  on  élève  des  perpendiculaires,  sur  lesquelles  on 
prend,  à  une  échelle  convenable,  qui  peut  être  diflférente  de  la  pre- 
mière pour  la  clarté  du  dessin,  des  longueurs  y  représentant  les  valeurs 
que  prend  le  !•'  membre  d^  Téquation  pour  les  diverses  valeurs  attri- 
buées a  X.  On  raccorde  les  points  obtenus  sur  ces  perpendiculaires  par 
une  courbe  continue,  et  les  distances  au  point  0,  des  points  où  cette 
courbe  rencontre  xx',  représentent  très-approximativement  les  racines 
de  réquation. 

Pour  x  =  0,  la  valeur  y  du  1*'  membre  de  réquation  étant  — 16,  on 
prend  OA=s  — 16. 
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Pour  a:  =  Oy  =  0,5, 

on  a    y  =  t>a=0,o*H-5xO,5*+0,5»— 16x0,5*— '20>c€,5— 16=— 29,53. 

Pour  »  =  0K=:-~Sit5, 

on   a  y  =  M6=i2,5»  +  5x2,5*  — î;5»  — 4«x8,B*-f  20XSI,'5  — f«x=i6. 

Selon  que  x  sera  positif  on  négstiC,.  1«8  idivera  ternies  qui  entrent  dans 
la  valeur  de  y  auront  les  signes  de  la  1"  ou  de  la  2*  de  ces  deux  der- 
nières égalités;  ce  qui  évitera  de  rechercher  ces  signes  pour  calculer 
chaque  valeur  de  y. 

En  opérant  ainsi,  on  trouve  que  Ton  a  respectivement  pour 

«=0      I       0,6  1       11       1,5  I  2  1— 0,5  |— l|-l,5  |-2I-2,5|— 3  |— 3,5!-4. 
yrr-iel— 29,531  —  451— 45,72|  0  |— 9,84 1-91- 7,;C6|     o|     IG  j     361     40  |     0. 

Ayant  obtenu  y  =  0  pour  les  valeurs  2,  —  2  et  —  4  de  x,  c'est  que  ces 
valeurs  sont  des  racines  réelics  de  Téquation.  Si  Ton  trace  la  courbe, 
elle  rencontre  xx'  aux  points  pour  lesquels  on  a  a:=2,  a:=  —  2  et  x=  —  4. 
L'examen  de  la  formule  montre  que  pour  des  valeurs  de  x  supérieures 
à  2,  les  valeurs  de  y  sont  toutes  supérieures  à  0  et  positives;  comme,  de 
plus,  la  courbe  ne  rencontre  pas  xxf  entre  2:=r  0  «iâ;  =  2,  2  est  donc  la 
seule  racine  réelle  positive  de  Téquation.  On  reconnaît  de  même  que 
—  2  et  — 4  sont  les  seules  racines  réelles  négatives. 

Quand,  comme  dans  1  exemple  précédent,  les  racines  sont  entières, 
on  peut  les  obtenir  assez  rapidement  sans  tracer  la  courbe.  Ayant  ob- 
tenu une  valeur  de  y  qui  approche  de  zéro,  en  augmentant  ou  en  dimi- 
nuant convenablement  x,  on  ne  tarde  pas  à  avoir  y  =  0,  et  la  valeur  cor- 
respondante de  X  est  la  racine  cherchée. 

Dans  une  question  de  mécanique  pratique  et  en  général  dans  toutes 
celles  relatives  à  la  science  de  Tingénieur,  on  n*a  ordinairement  besoin 
que  d'une  racine,  qui  est  le  plus  souvent  positive.  On  conçoit  que 
quand  il  en  est  ainsi,  on  ne  fait  aucun  calcul  pour  les  x  négatifs,  et  on 
ne  trace  la  courbe  que  du  côté  des  x  positifs.  De  plus  encore,  la  nature 
de  la  question  laisse  prévoir  à  Favance  qiiellc  sera  à  peu  près  la  valeur 
de  X,  et  Ion  conçoit  que  c'est  pour  la  valeur  de  x  qu'on  préjuge  être  la 
vraie  y  poi&y  si  cela  est  nécessaire»  pour  les  roisiB^s  de  cetle  v^ur, 
qu'-on  devra  faire  le  tâtonnemeat  ou  tracer  la  oourke. 

C'est  Aurtaut  Lorsque  les  valeurs  de xnâ.  sont  pas- entièrea^  otea  gé- 
néral quand  elles  sont  formées  d'un  grand.aoin]n»  de  clûfioa»^  qaa  câs 
eoDsidératioiDs  acquièrent  de  l'importanca. 

Soit  k  résoudre  i  eqaaiLon 

flc»— 3j:«  +  ?r-^4oWrO. 
Pourx  =  0,  oaay  =  OA    = — 40; 

r=i=:0v,  y^M    =1— a-f  7--IOs^— »; 

x  =  2  =  0u',  yz^v'a'   =8  — 12 -h  14  — 40  =  — 30; 

xs:3=0tr,  y=r"«"  =  27--2î+21— *•=— «9;- 

x  =  4=:0u'",  y=rt;'V  =  64  — 48  +  28  — M  =  4* 
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Fig.  5. 


y  éUmiiefenu  poeitif,  cela  indique  que  Féquatien  a  une  racine  posi- 
tive comprise  entre  3  et  4.  L'équation  montre 
Bdsee:  qu^an  àeUk  de  4  les  valeurs  de  y  seront 
toujours  plus  grandes  que  0  et  positives^»  et 
comme  en  deçà  de  a;  =  4  il  jii'y  a  qu'une  va- 
leur  de  x  qui  donne  y  =  0,  ce  que  met  bien 
en  évidence  le  tracé  de  la  courbe,  il  n*y  a 
donc  qu'une  racine  réeHe  positive.  Le  point 
de  rencontre  c  de  la  coupbe  avec  Ox  donnant, 
avec  Texactitude  fournie  par  un  tracé  gra- 
phique, v'^c=0,9  de  Î7V  ou  de  i,  dans  la 
pratique  on  pourra  prendre  3,9  pour  la  ra- 
cine de  Féquation.  Si  Ton  veut  vérifier  cette 
ntciDe  éa  ravoir  avec  plus  d'exactitude,  on 
opérera  de  la  manière  suivante  : 
Four  ttst,gjè^  Vé^ià%Uwà  donne  f  =£  6^99. 
ile  qui.indtquequ^  3|^  a^ttrop  fbrt 
Peut  a;«ssr.a,it  on  ay  =3— igfô. 
X  evidooc  comprit  ûfdm  3,d  et  3^« 
liavsaldii]'  deir  augmentant  de  d,9^d,8s=D,l 
pont  UB6  «ugûidaiatkoia  l,854-0,99s:â^4 
de  jr,  BappMaat  qne  tM  avcnMsaements  restent  proportionnel»  entve  doqf 
pour  de  petits  écarts  de  x  ou  de  y,  ce  qui  revieiii  à  «zppoMF  qtie  ià 
coarlteett droile  «wtFe «os  éearttt^  your  raugn)ci»tatioii.i,8d  dey,x«ig- 

meatera  de  0,1  x  —^  ==0,û6t>.  La  racine  cherchée  est  donc  très-sensî- 

blement  3,865.  En  Babstituanlt  «celte  Taïleuv  de  n  dans  réquatkRi^  oh 
troovey»0,03,  ee-qui  kidiqaebien  en  eflètuiiBgranâeappr*ximaitidii, 
plus  que  latBsaole  paar  la  pi*atique. 

On  déterminerait  de  la  même  manière  les  racines  négatives;  mais, 
nous  le  répétons,  on  n'en  a  pas  ordinairement  hesoin. 

oôa.  Résolution  (Tune  équation  d'un  degré  qtialconqmjpar  àpproscifMa- 
iions  successives.  Soit  Téquation 

x»4-200x  =  5000. 

On  SBppoae  à*stovàx=:0  dans  Ums  li&s'tf^tmes  mon»  un  qui  oouii^n^ 
^Mx;  on  excepte  ordioaircment  le  terme  qtui  contient  a:  arec  ha  piiU 
P^nd  exposant,  parce  qu'on  approche  plus  rapidement  de  la  valeur 
de  X,  surtout  quand  les  coefficients  des  autres  tenues  d'un  dogré  élevé 
ne  sont  pas  très-grands.  Faisant  a:  =  0  dans  le  second  terme  de  l'équa- 
Usn  proposée,  eUe  devient 

x'  =  6009,  m  5!ogar=t=log500a;  (Foù  X:^^,i92S. 

On  remplace  alors  x  par  cette  valeur  dans  les  termes  où  l'on  a  d'abord 
fait  2=0;  notre  équation  devient 

<^  +  ll06iX  6,492a  srIsaSO;  d'oii  Jt;âs5,Ma9. 
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Substituant  cette  nouvelle  valeur  de  x  dans  Féquation,  il  vient 
a;»  +  200  X  5,2269  =  5000  ;  d'où  x  =  5,241 1 . 

Cette  3*  valeur  substituée  à  son  tour  en  fournit  une  4"  x  =  5,2403;  la- 
quelle en  fournirait  une  5*  x  =  5,2403... 

Ainsi  Ton  peut  adopter  5,2403  pour  la  valeur  de  x,  et  Ton  voit  que, 
dans  la  pratique,  on  aurait  pu  adopter  la  3*  valeur  5,2411,  sans  erreur 
sensible. 

Au  lieu  de  partir  de  a;  =  0,  on  aurait  pu  partir  d'une  valeur  que  la  na- 
ture de  la  question  aurait  fait  supposer  se  rapprocher  de  la  vraie  va- 
leur de  X, 
• 

MAXIMA  ET  MINIMA. 

IP(6.  Lorsqu'une  grandeur  prend  différentes  valeurs  successives,  on 
dit  qu'elle  atteint  un  maximum  ou  un  minimt^m,  lorsque  sa  valeur  est 
respectivement  plus  grande  ou  plus  petite  que  les  valeurs  voisines,  celles 
qui  la  précèdent  et  celles  qui  la  suivent  immédiatement. 

Un  maximum  ou  un  minimum  est  dit  absolu^  lorsqu'il  n'existe  aucune 
valeur  de  la  quantité  variable  plue  grande  que  ce  maximum  ou  plus 
petite  que  ce  minimum.  C'est  un  maximum  relatif  on  un  minimum  ra^ 
latifdzns  le  cas  contraire. 

Nous  allons  nous  occuper  ici  de  quelques  questions  de  maximum  et 
de  minimum  qui  peuvent  se  résoudre  k  l'aide  des  équations  du  second 
degré,  en  nous  réservant  de  traiter  dans  la  huitième  partie  les  questions 
de  maximum  et  de  minimum  avec  plus  de  généralité. 

t&57.  Le  maximum  du  produit  xy=:z  de  deux  facteurs  variables  x,  y, 
dont  la  somme  x  -{-^  =  a  est  constante,  a  lieu  quand  ces  deux  facteurs 

sont  égaux,  c'est-k-dire  quand  on  a  x  =  y  =  -. 

!•  En  effet,  ayant  (441) 

(a:  +  y)*  — («— y)*  =  4xy, 

(ic+y)*  étant  une  quantité  constante  et  positive,  le  produit  4xy,  et,  par 
suite,  celui  xy  sera  d'autant  plus  grand  que  x— y  sera  plus  petit  en  va- 
leur absolue,  et  il  sera  maximum  quand  on  aura 

X — y  =  0,  c'est-k-dire  x  =  y=-. 

2 

2*  Ayant  x  +  y  =  a  et  xy=:2,  il  en  résulte  (528)  que  x  et  y  sont  lel 
racines  de  l'équation  u* — au  =  —  2:,  qui  donne  (526) 

a  .  4  /a*  a       4  fc? 

L'énoncé  exigeant  implicitement  que  x  et  y  aient  des  valeurs  réelles,  il 
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Qt 

faut  donc  que  z=zxyne  soit  pas  supérieur  à  y,  qui  est  sa  valeur  maxi* 

Qt 

mum.  Mais  quand  zs=ixy=.  y,  les  deux  racines  x  et  y  de  Féquation 
étant  égales,  on  a  bien,  comme  au  1*, 

a 

3*  Sur  une  droite  ÂB  prenons,  à  la  suite  Tune  de  l'autre,  les  longueurs 
AG  et  CB,  représentant,  à  une  certaine  échelle,  les 
deux  nombres  x  et  y,  dont  la  somme  a;  +  y =a=r  AB 
est  constante  ;  sur  AB,  comme  diamètre,  décrivons 
une  demi-circonférence,  et  au  point  G  menons  CD 
-f-y-^B  perpendiculaire  k  AB.  Représentant  CD  par  z,  on  a, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  G,  c'est-à-dire 
les  valeurs  de  x  et  y, 

2*  =  xy. 

Le  maximum  de  ay  correspond  par  conséquent  à  celui  de  2*  ou  de  2; 
mais  z  est  maximum  quand  le  point  G  est  au  centre  de  la  demi-circon- 
férence, et  alors  on  a 

a 

^58.  Du  n*  précédent,  il  résulte  : 

i*  Que  de  tous  les  rectangles  de  même  périmètre^  le  carré  est  celui  dont 
la  sur/ace  est  maximum. 

2*  Que  de  tous  les  triangles  rectangles  dont  la  somme  des  deux  côtés  de 
Vangle  droit  est  constante^  celui  qui  est  isocèle  a  une  surface  maximum. 

3*  Que  de  tous  les  triangles  de  même  base  Ketde  même  périmètre  2  p.  /« 
triangle  isocèle  est  celui  dont  la  surface  est  maximum.  En  effet,  l'exprès- 
sioa  de  la  surface  s  du  triangle  étant  (voir  trigonométrie) 

s=z^p{p^a)  (p  — 6)  (p-c), 

les  facteurs  p  et  p  —  a  étant  constants,  s  sera  maximum  quand  le  pro- 
duit (p  —  6)  (p  —  c)  des  deux  autres  facteurs  sera  maximum,  or  comme 
la  somme  2  p  —  6  —  c  =  a  de  ces  deux  facteurs  est  constante,  ce  sera 
donc  quand  on  aura  p  —  6  =  p  —  cou  b  =  c. 

tt59.  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  n  de  facteurs  positifs,  dont 
la  somme  a  est  constante,  est  maximum  quand  tous  ces  facteurs  sont 
égaux  entre  eux.  Car  si  seulement  deux  facteurs  étaient  inégaux,  en 
remplaçant  chacun  d'eux  par  leur  moyenne  arithmétique  (309},  le  pro- 
duit de  ces  facteurs  augmenterait  et  par  suite  aussi  le  produit  total,  sans 
que  la  somme  de  tous  les  facteurs  change. 

De  là  on  conclut  : 

i*  Que  la  moyenne  arithmétique  de  n  nombres  positifs,  qui  ne  sont  pas 
tous  égaux  entre  eux,  est  plus  grande  que  leur  moyenne  géométrique.  En 


Digitized  by  VjOOQIC 


2f8  DCCXIÈMfi  PÂllTIE.  —  AlXèlTRE. 

effet,  aérant 
(^,,.<l j  ,    on  a  bien     >  \abc... 

2*  Que  de  tous  les  triangles  de  même  périmètre  îp,  le  triangle  équila- 
iéral  est  celui  dont  la  surface  s  est  maximum.  En  effet,  ayant  (538) 


^=  SP[P  —  ^)  !P  — ^^  (P  — c,U 

puisque  p  est  positif»  chacun  des  3  autres  facteurs  doit  ôtre  positif; 
car  si  un  seul  ou  tous  Les  trois  étaient  négatifs,  s  aurait  une  valeur 
imaginaire,  et  si  deux,  p—  6  et  p  —  c  par  exemple,  étaient  négatifs,  on 
aurait  %p<b  -{-c^co,  qui  est  impossible. 

p  étant  coa&taut,  s  sera  mojdmuni  quand  les  produits  des  3  autres  fac- 
teurs sera  maximum,  c'est-à-dire  quand  on  aura 

p  —  a=^p  —  6  =  p  —  c,  ou  a=&  =  c. 

i*40.  Le  produit  abc. . .  d'un  nombre  quelconque  n  de  facteurs  positifs, 
dont  la  somme  a**  +  b*  +  c* -H* .  •  àes  puissances  m*'  est  cùiktUxfUe^  estvn 
maanmum  quand  tous  ces  facteurs  sont  égaux  enire  eux. 

Soit,  par  exemple,  à  déterminer^  parmi  tous  les  rectangles  que  l^ok 
peut  inscrire  dans  un  cercle  donnée  celui  dont  Faire  est  maximum, 

s  étant  la  surface  d'un  rectangie  inscrit,  a:  et  y  ses  dimensions,  et  d 
le  diamètre  du  cercle  ou  la  diagonale  du  rectangle,  on  a 

sg  &*  ou  «y  =  t\  et  «*  +  y*  =»^*. 

La  somme  d*  des  facteurs  x*  et  y'  étant  constante,  pour  que  le  pro- 
duit «%  et  par  suite  la  surface  s  soit  maximum,  on  doit  avoir  af  =  y' 
ou  X  =  y.  Ainsi  le  carré  est  de  tous  les  rectangles  inscrits  celui  âvnt 
Vaire  est  maxiinum, 

o4l .  2kl  somme  x  4-  y  =  a  de  deux  nombres  positifs  x  et  y  étant  donnée, 
trouver  le  maximum  du  produit  x*y',  dans  lequel  m  et  n  sont  des  nombres 
entiers  positifs, 

je"*  t/** 

On  a  ac"y*  =  m*»»»  ----  x  — . 

m"^**  étant  ime  quantité  constante,  le  produit  x"'sr  sera  maximum 

quand. —~  x  ^-  sera  maximum.  Maïs  ce  dernier  produit  se  composant 

X  y 

de  m  facteurs  égaux  chacun  à  —  et  de  n  facteurs  égaux  diacun  à  ^t 

et  lasommûm  -  +n  ?^  =  x -f- y  de  ces  m  +  ^t  facteurs  étant  coirtU»*» 
m         n  ^ 

il  est  maximum  quand  tous  ces  facteurs  sout  égaux,  c'est-à-dire  quand 

on  a 

m      n 
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Amti  ^le  froduU  x"y"  est  Tmmnmm  quand  xety  iani,jir<xpêrii&imetls  à 
Imm  ésrpoMnirm  et  n. 
Ce  qui  précède  s'applique  quel  que  soit  le  nombre  deafaoètuns. 
Bes  de«  tiq«etioiis 


x+y-s^a    et    —  =  î^, 


on  tire  (480) 


Xc=  ' 


ma 


et    y  = 


m  +  n 


Agpliaatiûn  i^.  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  donné  r,  le  triangle 
isocèle  Â6G  de  surface  maximum. 

Soit  2x  la  base  ÂB  du  trïangle,  y  sa  hauteur,  s  sa 
surface,  et  CD  le  diamètre  perpendiculaire  à  AB. 
On  a 

xy  =  s    et    i*«  =  y(2r— î^). 

Ckiite  dernière  équation  exprime  que  x  est  moyenne 
proportionnelle  entra  les  deux  segments  du  diamètre 
(voir  géométrie). 

s  sera  maximum  quand  xy-  ou  a?y*c=y»  (ir—  y)  sera  maximum.  Mais 
djuis  ce  dernier  produit,  qu'on  obtient  en  multipliant  par  y'  la  valeur 
précédente  de  x*,  la  somme  y  +  ISU-  —  y)  =  2r  est  constante.  On  a  donc 
pour  le  maximum,  3  étant  Texposant  du  premier  facteur  y'  et  l  celui 
du  second  (2r  — y), 

y  3 .     -,  ,  3 

Valeur  de  y  qui  indique  que  le  triangle  maximum  est  équilatéral. 

^••.  Construire  une  boîte  de  capacité  muximum  avec  une  feuille  de  car- 
ton carrée  ÂBCD. 

Pour  construire  une  telle  boîte,  on  trace  à 
égale  distance  des  côtés  de  la  feuille  des  paral- 
lèles à  ces  côtés;  on  enlève  les  4  carrés  des 
4L]igl6Sy  et  ou  relève  à  angle  deoit  sur  la 
feuille  les  4  rectau^es  tels  que  EFLK.  La 
boîte  se  trouve  ainsi  avoir  pour  fond  le  carré 
EFfiH.. 

Désignant  la  constante  JLB. par  it/,  et  la  va- 
riable. A&  par  ;r,  la  jcapaoité  c  de  la  oaisse  est 

«  =  (îi— '8«)ftc=  *  (/ — »)*r, 

et ik somme  {l — s^-^^as^r^l  étant  Qoaslantetlcnaxiinum  de  c  ewres- 
reidà 

i~ar      ^      ..  .  4       SU 


Fig.  8. 


;, 

B                   6 
e'                   F 

.       .      . 

k    '■     '      '■    I 

B 
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Ainsi  pour  obtenir  la  boîte  la  plus  grande  on  divisera  AB  et  ÀD  cha- 
cun en  6  parties  égales,  et  on  mènera  les  parallèles  par  les  premiers 
points  de  division. 

3**.  On  trouverait  par  une  marche  analogue  quel  est  le  plus  grand  des 
cylindres  inscrits  dans  une  sphère. 

r  étant  le  rayon  de  la  sphère,  x  le  rayon  de  la  base  du  cylindre,  et  %y 
sa  hauteur,  on  trouve 

y=^,ou    «y  =  rA,    et    x  =  r)^^. 

4**.  Circonscrire  à  un  cylindre  donné  le  cône  de  volume  minimum, 
h  étant  la  hauteur  du  cylindre  et  r  le  rayon  de  sa  base,  appelant  y  la 
hauteur  du  cône  et  x  le  rayon  de  sa  base,  on  arrive  pour  le  minimum 
cherché  k 

3 
y=3h    et    a:=5r. 

542.  Décomposer  U7i  nombre  donné  a  en  deux  facteurs  x  ety  dont  la 
somme  z  soit  un  minimum.  Ayant 

x^y=zz    et    xy=za^ 

X  et  y  sont,  pour  une  valeur  quelconque  de  z^  les  racines  de  Téquation 
tt«  — aJtt  =  — a,  qui  donne  (526  et  527) 

xety  devant  avoir  des  valeurs  réelles,  y  doit  au  moins  être  égal  à  a, 

ou  2  à  2^;  à  cette  limite  inférieure,  les  deux  racines  sont  égales,  et 
Ton  a 

Ainsi,  le  minimum  de  la  somme  x  +  y  de  deux  facteurs  variables  po^ 
sitifs,  dont  le  produit  xy=idL  est  constant^  a  lieu  quand  chacun  de  ces 
facteurs  est  égal  à  la  racine  carrée  du  produit  donné  (537). 

Il  en  résulte  : 

1*  Que  de  tous  les  rectangles  de  même  surface^  le  carré  est  celui  qui  a 
le  plus  petit  périmètre. 

2*  Que  de  tous  les  triangles  rectangles  de  même  surface^  le  triangle 
isocèle  est  celui  dans  lequel  la  somme  des  côtés  de  Vangle  droit  est  un 
minimum. 

545.  Le  minimum  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  n  de  facteurs 
variables  positifs^  dont  le  produit  a  est  constant^  a  lieu  quand  tous  ces 

facteurs  sont  égaus,  c'est'àrdire  quand  chacun  d'eux  est  égal  à  sja.  Car  si 
seulement  deux  facteurs  étaient  inégaux,  en  remplaçant  chacun  d*eux 
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par  leur  moyenne  géométrique,  leur  somme  diminuerait,  et  par  suite 

aossi  la  somme  totale,  sans  que  le  produit  de  tous  les  facteurs  change 

(539). 

M4.  La  somme  x'  +  y'  =  z  des  carrés  de  deux  quantités  variables  x  et 

y,  don^  la  somme  x  +  y  =  a  est  constante^  est  un  un  minimum  quand 

ces  deux  quantités  sont  égales  entre  elles ^  etj  par  suite,  égales  cha~ 

.  a 
cune  a-. 

Élevant  au  carré  les  deux  membres  de  Fégalité 

x  +  y=za,    on  tire    x' +  y»  =  a' —  2ay, 

et  1  on  voit  que  x*  +  y*  sera  minimum,  quand  xy  sera  maximum,  c'est*-à- 

dire  quand  on  aura  (537)  x  =  y  =  -.  * 

n  en  résulte  que  : 

1*  De  tous  les  triangles  rectangles  dont  la  somme  des  côtés  de  Vangle 
droit  est  constante,  celui  qui  est  isocèle  a  la  plus  petite  hypoténuse. 

ST  De  toti*  les  rectangles  de  même  périmètre^  le  carré  a  la  plus  petite 
diagonale, 

^  De  tous  les  carrés  inscrits  dans  un  carré  donnée  le  plus  petit  a  pour 
sommets  les  milieux  du  carré  donné, 

Mo.  Les  questions  qui  précèdent  rentrent  dans  la  question  générale 
suivante  :  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  du  trinôme, 

ax^+bx  +  c, 

Désignant  par  y  la  valeur  variable  avec  x  de  ce  trinôme,  on  a 

ax*  +  ôx  +  c  =  y    ou    ax*H-6x  +  c— y  =  0; 

d*où  Ton  tire  (530) 

_  ^6=fcv/4oy  — (4ac-~fe«) 
*■"  2a 

Ainsi  pour  que  la  valeur  de  x  soit  réelle  on  doit  avoir 

4ay>4ac  — 6*.  {{} 

£t  il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  le  coefficient  a  de  x*  est 
positif  ou  négatif. 
*•'  cas.  Pour  a  >  0,  la  relation  (i)  donnant 

=  4ac— ô« 
^>-4Ï-' 

on  voit  que  dans  ce  cas,  pour  les  valeurs  réelles  de  x,  la  plus  petite  va- 

I     j  4(zc  — -  6' 

'«''■acyest — -- — ,  et  comme  pour  ce  minimum  le  radical  devient 

wro,  on  a  en  ro Ame  temps  x = —  ^. 
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Ainsi  les  trinômes 

3x«— 7a;  +  2    et    x«  +  x+l, 

dattfl  l«s«pieto  le  Goeiicienide  2'  est  poeitif,  ont  reapoctiv^iuant  pour  ca- 
lêwr  minimum  absolue: 

4x3x2—7x7  25  ,        .  ,  _7         7 
4^^3 =~Ï2'    q^^^^û^responda    x  =  -g3^  =  -; 

4x1x1  —  1x1       3  .  ,  .  1 

j^^-^ ^  =  j,    qui  correspond  à    a:  =  —  ^. 

2*  co^.  Potir  a  <  0,  là*  relatton  (1)  donnsnf,  puisque  4a  est  négatif, 

=:4ac  — 6» 

4ac-*-6' 
on  voit  qu'alors  la  pTus  grande  valeur  de  y  est  — r ,  et  que  ce  tiMort- 

mum  correspond  kx=z  —  — . 

Ainsi  le  trinôme —-9x»  +  6x  —  l,  dans  lequel  le  coefficient  de  a;*  est 
négatif  a  pour  valeur  maaimum  ab^lue 

4X--9X  — 1—6x6      36—36     ^       .  ..  6  ! 
43^=9 =-ir3g-=0,quicorrespondàx=-2^^-^=3. 
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GÉOMÉTRIE. 


DEFINITIONS. 

M6.'  Uh  solide  on  corpti  est  uœ  proportion  de  l'espace  termm^^e  de 
toutes  parte. 

9AI.  Une  sur/oGe  est  ce  qui  terxiiine  un  corps. 

^48.  Une  ligne  est  ce  qui  tenuine  une  surface. 

$49.  Les  extrémités  d'une  ligne  sont  des  points. 

Remarque.  Un  corps  a  trois  dimensions  :  longueur^  largeuv^  épais- 
seur î  une  surface  n'en  «  que  deux,  longueur  et  largeur;  la  ligna,  une, 
longueur;  le  point  n'en  a  aucune.  Les  surfaces,  les  lignes  et  los  points 
n  existent  pas  matériellement. 

950.  Les  solides,  les  surfaces  et  les  lignes  se  désignent  sous  le  nom 
commun  de  figures. 

551.  Deux  figures  coïncident  quand  elles  se  confondent  daris  tous 
leurs  points. 

552.  Deux  figures  égales  sont  deux  figures  susceptibles  de  coûi* 
oîder. 

555.  Deux  figwe»  équivalentes  sont  deux  figures  qui  ont  la  même 
étendue. 

Bemarqwe,  Deux  figures  égales  sont  toujours  équivalentes^  mais  deux 
figures  équivalentes  peuvent  ne  pas  être  égales. 

554.  Nous  avons  tous  Tidée  d'une  ligne  droite;  un  fil  très-fin  et  for- 
tement tendu  nous  en  offre  une  Image. 

La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  pour  aller  d'un  point  A  à  un 

Kg.  t.  ^^^^  ^ 

On  ne  peut  tracer  qu'une  ligne  droite  al- 

A 5 lant  d'un  point  A  à  un  autre  B,  et  deux 

droites  qui  ont  deux  points  communs  coïn- 
cident dans  toute  leur  étendue. 

555.  La  direction  d'une  ligne  droite  quelconque  AB  est  cette  ligne 
elle-même  prolongée  indéfiniment  au  delà  de  ses  extrémités  A  et  B. 
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556.  Sens  d^une  ligne.  Sur  une  même  droite,  et  en  général  sur  une 
ligne  quelconque,  il  y  a  deux  sens  :  ainsi  il  y  a  le  sens  ÂB  et  le  sens  BA, 
fig.  9.  Un  mobile  suivant  la  ligne  finie  ou  indéfinie  AB,  on  dit  qu'il  va 
dans  le  sens  AB,  s'il  avance  du  même  côté  que  le  mobile  qui  part  de 
A  pour  aller  vers  B  en  suivant  AB  ;  on  dit  qu'il  va  dans  le  sens  BÂ,  s'il 
avance  du  côté  opposé.  On  voit  que  Ton  distingue  les  deux  sens  de  la 
ligne  par  l'ordre  dans  lequel  on  désigne  deux  de  ses  points. 
tt57.  Une  ligne  brisée  est  une  ligne  AGDB  composée  de  plusieurs 
droites  non  situées  dans  la  même  direction. 

558.  Une  ligne  courbe  est  une  ligne  AmnB 
qui  n'est  droite  dans  aucune  partie  de  son  éten- 
due. C'est  la  limite  vers  laquelle  tend  une  ligne 
brisée  dont  les  éléments  droits  deviennent  de 
plus  en  plus  petits  (184}. 

559.  Le  plan  est  une  surface  indéfinie,  telle  que  si  l'on  prend  deux 
points  quelconques  sur  cette  surface  et  qu'on  les  joigne  par  une  droite, 
cette  ligne  sera  tout  entière  dans  la  surface. 

560.  On  peut  toujours  faire  passer  un  plan  :  i*  par  trois  points  non 
en  ligne  droite;  2**  par  deux  droites  dont  les  directions  se  rencontrent; 
3**  par  une  droite  et  un  point  situé  hors  de  la  droite;  mais  on  n'en  peut 
faire  passer  qu'un.  Ainsi,  tout  autre  plan  qui  contiendrait,  soit  les  trois 
points,  soit  les  deux  droites,  soit  la  droite  et  le  point,  coïnciderait  avec 
le  premier. 

561.  L'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  est  un  seul  point. 
L'intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite,  qui  contient  tous 

les  points  communs  aux  deux  plans. 

562.  Vnejigure  est  plane  lorsqu'elle  a  tous  ses  points  dans  un  même 
plan. 

565.  Le  contour  ou  périmètre  d'une  surface  plane  est  la  ligne  qui 
termine  la  surface  de  toutes  parts. 

564.  Une  surface  brisée  est  une  surface  composée  de  plusieurs  sur- 
faces planes  non  situées  dans  un  même  plan  (557). 

565.  Une  surface  courbe  est  une  surface  qui  n'est  plane  dans  aucune 
partie  de  son  étendue.  C'est  la  limite  vers  laquelle  tend  une  surface 
brisée  dont  les  éléments  plans  deviennent  de  plus  en  plus  petits  (558). 

566.  Le  lieu  des  positions  des  points  jouissant  d'une  propriété  dont 
ne  jouissent  pas  tous  les  autres  points  est  un  lieu  géométrique  (584). 

567.  La  géométrie  est  la  science  des  figures  (550). 

568.  La  géométrie  plane  est  la  partie  de  la  géométrie  relative  aux  fi- 
gures planes.  Lsl  géométrie  de  V espace  est  celle  où  l'on  traite  des  figures 
dont  tous  les  points  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan. 
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GÉOMÉTRIE    PLANE. 


LIVRE   I. 

Be  la  IISBO  dr«Uc. 


860.  Deux  droites  AB  et  AC  qui  ont  une  extrihnité  commune  et  des 
directions  différentes  forment  une  figure  appelée  angle. 
Ces  droites  AB  et  AC  sont  les  côtés  de  Vangle.  Le  point  de 
rencontre  A  des  côtés  est  le  sommet  de  Vangle. 

La  grandeur  d'un  angle  est  indépendante  de  celle  de  ses 
côtés.  On  se  fera  une  idée  très-nette  de  Tangle  et  de  sa 
grandeur,  en  supposant  que  les  côtés,  d'abord  appliqués 
Tun  sur  Tautre,  s'écartent  en  tournant  autour  du  sommet 
A  comme  les  deux  branches  d'un  compas  que  Ton  ouvre  ;  i'anglo,  d'a- 
bord nul,  prend  une  valeur  qui  augmente  avec  l'écartcmont  des  côtés. 
On  désigne  un  angle  par  la  lettre  de  son  sommet;  ainsi  on  dira 
Yangle  A.  Mais  quand  il  y  a  plusieurs  angles  qui  ont  le  même  sommet, 
on  évite  la  confusion  en  désignant  l'angle  par  les  trois  lettres  BAC  ou 
CAB  de  ses  côtés,  en  ayant  soin  de  placer  celle  du  sommet  au  milieu. 
L'angle  A  est  l'angle  des  deux  droites  AB  et  AC  {fig.  ii),  et,  d'une 
manière  générale,  que  deux  droites  AB  et  CD 
Ifig.  i2)  soient  ou  non  situées  dans  un  même 
plan,  Vangle  de  ces  deux  droites  est  l'angle  BC'D' 
formé  par  l'une  AB  des  droites  avec  une  paral- 
lèle CD'  menée  à  la  seconde  par  un  point  quel- 
conque C  de  la  première.  On  voit  que  l'angle  de 
2  droites  est  déterminé  par  les  sens  attribués  à  ces  droites;  ainsi  pour 
les  sens  BA  et  CD  l'angle  des  droites  serait  AC'D'. 
570.  Deux  angles  BAC,  CAD  sont  adjacents,  lorsque,  ayant  le  même 
Kg.  13.  sommet  A,  et  un  côté  commun  AC ,  ils  sont  exté- 

fi^  rieurs  l'un  à  l'autre.     . 

/f\  S7I .  Deux  angles  sont  opposés  au  sommet,  quand 

/  /    ^^  chacun  d'eux  est  formé  par  les  prolongements  des 

/      /  NU    cotés  de  l'autre.  Tels  sont  (Jg,  14)  les  angles 


iC 


AOC  et  BOD,  AOD  et  BOC. 
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578.  Deux  angles  opposés  au  sommet  sont  égaux.  (â62). 

Fig.    i4. 


Fig   15. 
G 


875.  Une  droite  est  perpendiculaire  à  une  autre^  lorsque  la  première 
fait  avec  la  seconde,  et  d*un  même  côté  de  celle- 
ci,  deux  angles  adjacents  égaux  entre  eux.  Ainsi, 
en  supposant  AOC  =  BOC,  CE  est  perpendicu- 
laire à  ÂB;  et  il  en  résulte  que  AB  est  aussi 
perpendiculaire  à  CD. 

Une  droite  est  oblique  sur  une  autre^  quand  la 
première  fait  avec  la  seconde, ,etd*un «même  côté 
de  celle-ci,  deusL  angles  adjacents  inégaux.  Telles  seot.GD  par  rapport  à 
JLB,  et  AB.par  rapport  à  CD  [fig,  14). 

874.  Une  drante  ast  verticale  lorsqcve  sa  Aîneotioiiii  est  celle  du  fil  à 
flomb^Wêi).  Toute  verticale  passamt.  par  le  centre  de  la  terre,  la  verti- 
cale varie  donc  pour  cfaa4|ue  peint  de  la  anrlace  du  gloibe. 

Toute  droite  perpendioulaine  à  la  verticale  est  dite  horizontale  (743). 

878.  On  nomme  c»M;r/e  dro»<  chacun  des  deux  angles  adjacents  égaux 
AOC,  BOC  formés  par  une  droite  OC  perpenékulafihs  à  Hne^autMAfi 
[fig.  45). 

876.  Tuas  les  angles  droits  sont  égaux  entre  eux  (fîg.  15). 

877.  Tout  angle  BOD  [fig.  U],  plus  petit  qu*un  angle  droit,  est  un 
aingle  aigu. 

Tout  angle  AOD  {J^g.  14),  plus  grand  qu'un  angle  droit,  est  un  angle 
obtus. 

tf7B.  Deux  angles  sont  complémentaires  ou  compléments  Tun  de 
Tautre,  quand  leur  somme  est  égale  à  un  angle  droit:  tels  sont  Ifig.  13) 
les  angles  BAC  et  CAD,,  en  supposant,  leur  somm«  BAD  égale  à  un 
éroit. 

8011»  Denx    angiês  sont  suppiémeniaéres  ou  suppléments   Tun   de 

Tautre,  lorsque  leur  somme  est)  égaie  à  deux,  angles  droits  :  tais  sont 

les  deux  angles  AOD,  BOD  {fig*  W,. 

8a0;  IstL  somme  de  tous  les  angles  adjaeientii  ceneécuâf^  MB,  B&H', 

B'OB^,  Bn>A^  ièrmén.  ««tour  d'un  point  O,  du 

méme*c6té  d*aAe  dreite  AA',  est  égale  à  deux 

dmits: 

fin  elïH,  la  pevfyeitdiculair  j  OP  menée  au 
point  O  à  AV  dëleniiine  deux  angles  droits 
AOP,  POA'  dont  la  somme  est  égale  à  AOB  + 
BOB'-f  S'OB^+B'^OA'. 


Fig.  i«. 
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Mf .  Le.  wanmt  d«  to«i9  Ve^ aUgfc^s  adjacents  eonsiécutifs  ÂÔB, B06\.., 
fopittés  aul^trr  (f  un  ^\o1nt  O,  par  un  nombro  quel- 
conqtM»  de  drtîte^  quî  partent  de  co  point,  est 
égale  à  4  dVoits. 

8!89f.  Par  mi  pbfnt  qtielebnqlie  on  peut  toujours' 
mener  une  pcrpcndicntàirô  à' une  droite  donnée; 
maî^  onn^ctt  peut  mencf  qu'une. 

Éfei^er  une  fyerpenditufûii^e  OC  à  une  droite  AB 
{Jig.  15),  c'est  mener  dne  p&fpendiculaire  à  cette 
éroiiê  par  hki  point  6  pris^sur  H  droite. 

Abakf^  tme  perpendiculaire  C6  à  une  dMté  AB  (Jfg.  13),  c'est lîlë- 

flsr  QB6  perpetidicuiaire  à  cette  droite  par  un  point  C  pris  ht)rs  de  la 

Aoite. 

»«5.  Lorsque  d'un  point  A,  siliié  hor*  d'une  di*ofte  BC,  on  aî>ais«^ 

une  perpendiculaire  AD  et  dîflfferentcs  obliques  A'E, 

AF,  A€  :  1*  la  pefpeddîcuîitire  A^O  estplU?  courft 
vque  toute  oblique;  2'  deux  obliques  AË,  A^  dbfl! 
les  piedff  s'écartent  également  dti  pied  de  ta  per- 
pendiculaire sont  égales;  3*  de  deut  obliques  AE, 

AG,  celle'  AB  dont  le  pied  s'écarte  Id  moihîî  de  la 
perpcndiculairt  est  la  plus  courte.  Les  réciproques 
sont  vraies. 

La  perpendiculaire  AD  étant  le  plus  court  chemin  du  point  A  .'e  la 
droite,  elle  est  la  disftsnce  du  point  k  à  la  droite. 
M4.  La  perpendiculaire  CD  sur  le  milieu  d*une  dMfe  AB  est  le  lieu 
géométrique  des  points  siïuês  à  égale  disfdfice  des 
extrémités  de  c^tfe  droite  (866).  C'est-à-dinft  qti*un 
point  quelconque  C ,  pris  sur  CD,  donne  AC  =  BC , 
et  que  pour  un  point  quelconque  B,  pris  horsf  de 
CD,  on  a  AË'>  BB  ou  AB  <  BE  selon  que  le  point 
E  est  à  droite  dU'k  gauche  de  CD. 

i$8».  La  bissectrice  d'Un  angle  est  la  droite  qui 
le  divise  en  deux  parties  égales. 
W^  La  hiëSêciricè  AD  et  un  angle  BAC  est  îe  lieu  géométrique  des 
points  sifuf^s^  dans  F  angle  â  égale  distance  des  cô- 
tés (M^).  C'est-à-dire  que  si  d'un  point  qUolcortqite  E 
pris  sur  AD  on  abaisse  les  perpendiculaires  EK, 
E6-  sur  les  côtés,  ces  perpendiculaires  sont  égalés; 
an  lieu  que  If  étant  hors  de  AD,  on  a  la  per- 
pendicnlair^  ItF  plus  grande  que  la  perpendîcu- 
Ittfre  m. 

^HI7.  Deux  lignes  arêtes  A  B  et  CD  sont  parallèles  lorsque,  étant  si- 
taéesdans  un  mt;nie  plan,  leurs  directions  ne  se  rencontrent  pas 

m* 

W*  Vi»  m  pffnx  A  (fg.  2f),  situé  hors  d'une  droite  CD,  on  peut 
nïener  une  parallèle  à  cette  droite^  mais  on  n'en  peut  mener  qu'une. 


Vlg.  19. 
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S89.  Lorsque  deux  droites  AB,  CD,  parallèles  ou  non  parallèles»  sU 
tuées  dans  un  même  plan,  sont  coupées  par  une 
troisième  EF,  on  nomme  : 
'"  !•  Angle  intérieur  ou  interne^  chacun  des  quatre 

angles  formés  entre  les  deux  premières  droites: 
tels  sont  les  angles  AGH,  BGH,  CHG,  DHG. 

2'  Angle  extérieur  ou  externe^  chacun  des  quatre 
angles  formés  en  dehors  de  ces  mêmes  droites  :  tels 
sont  les  angles  AGE,  BGE,  CilF,  DHF. 
3*  Angles  alternes  internes ^  deux  angles  formés  de'côtés  différents  delà 
sécante,  intérieurs  et  non  adjacents  :  tels  sont  AGH  et  DHG,  BGH  et  CHG. 
4*  Angles  internes-externes  ou  correspondants  y  deux  angles,  Tun  in- 
térieur et  l'autre  extérieur,  formés  d*un  même  côté  de  la  sécante  et  non 
adjacents  :  tels  sont  AGH  et  CHF,  BGH  et  DHF,  CHG  et  AGE,  DHG  et  BGE. 
5*  Angles  altemes^xtemes^  deux  angles  formés  de  côtés  différents  de 
la  sécante,  extérieurs  et  non  adjacents  :  tels  sont  AGE  et  DHF,  BGE 
et  CHF. 

890.  Lorsque  les  deux  droites  AB,  CD  sont  parallèles  (fig.  24): 

4*  La  somme  de  deux  angles  intérieurs  situés  d'un  même  côté  de  la 
sécante  est  égale  à  deux  angles  droits;  et,  réciproquement  y  si  la  somme 
de  deux  angles  intérieurs  situés  d'un  même  côté  de  la  sécante  est  égale 
à  deux  droits,  les  droites  sont  parallèles. 

2*^  La  somme  de  deux  angles  extérieurs  situés  d'un  même  côté  de  la 
sécante  est  égale  à  deux  angles  droits,  et  réciproquement. 

3*  Deux  angles  quelconques  de  même  nom,  alternes-internes,  cor- 
respondants, ou  alternes-externes,  sont  égaux;  et,  réciproquement ^  si 
deux  angles  quelconques  de  même  nom  sont  égaux,  les  droites  sont 
parallèles. 

891.  Deux  droites  AB,  A'B'  perpendiculaires  à  une  troisième  CD  sont 

parallèles  entre  elles  (573  et  587). 
Fig.  î2.  g92.  Toute  droite  CD  perpendiculaire  à  Vune  AB 

de  deux  parallèles  Vnst  à  Vautre  A'B'. 

La  portion  de  cette  perpendiculaire  interceptée 

entre  les  deux  parallèles  est  constante,  c'est-à-dire 

que  deux  parallèles  sont  partout  également  distantes. 

De  plus,  les  parallèles  comprises  entre  deux  droites  parallèles  sont 

égales. 

893.  Les  deux  droites  AB  et  A'B'  étant  parallèles  entre  elles  (^y.  23). 

toute  droite    EF   parallèle  à  Tune 
^^^'  **•  l'est  à  l'autre. 

894.  Deux  angles  qui  ont  les  côtés 
perpendiculaires  chacun  à  chacun 
sont  égaux  ou  supplémentaires  (579). 
OA  étant  perpendiculaire  à  OC  et 
OB  à  OD,  on  a  AOB=iCOD  ou  EOF, 
et  AOB  est  le  supplément  de  DOE 
ou  COF. 
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BeTnarque.  On  aurait  des  cas  analogues  si  les  angles  n'avaient  pas  le 

même  sommet. 

»9Ô.  Deux  angles  qui  ont  les  côtés  parallèles  chacun  à  chacun  sont 

Fig.  25.  ^9<^^  OU  supplémentaires.  AB  étant  parallèle  à  DE 

et  BC  à  EF,  on  a  ABC  =  DEF  ou    D'EF',   et  ABC 

est  supplémentaire  de  DEF'  ou  D'EF. 

Les  deux  angles  sont  égaux  lorsque  leurs  côtés 
sont  respectivement  dirigés  dans  le  même  sens  ou 
en  sens  contraires;  ils  sont  supplémentaires  quand 
leurs  côtés  sont  dirigés  deux  dans  le  môme  sens  et 
deux  en  sens  contraires. 


LIVRE  II. 

Ea  llsae  brl«ée  el  les  polTcones. 


Fig.îe. 


B 


1596.  Un  polygone  est  une  surface  plane  terminée  par  une  ligne  bri- 
sée (557,  562)  :  telle  est  la  surface  ABCDE. 

Chacune  des  droites  AB,  BC...,  qui  composent  le 
contour  d*un  polygone,  est  un  côté  du  polygone. 

Chacun  des  angles  EAB,  ABC...,  formé  par  deux 
côtés  consécutifs  d'un  polygone,  est  un  angle  du  po^ 
lygone. 

Toute  droite  telle  que  AC,  qui  joint  deux  sommets 
non  consécutifs  d'un  polygone,  est  une  diagonale, 
897.  Le  polygone  de  trois  côtés  s'appelle  triangle;  celui  de  quatre 
côtés,  quadrilatère;  celui  de  cinq,  pentagone;  de  six,  hexagone;  de 
sept,  heptagone;  de  huit,  octogone;  de  neuf,  ennéagone;  de  dix,  déca- 
gone; de  onze,  endécagone;  de  douze,  dodécagone;  de  quinze,  peniédé- 
cagone;  de  vingt,  icosogone. 

Un  triangle   ABC    est  rectangle  lorsqu'un  de  ses  angles  est 
droit  (575). 

Vhypofénuse  d'un  triangle  rectangle  est  le  côté  AC 
opposé  à  l'angle  droit  B. 

899.  Un  triangle  est  obtusangle  lorsqu'un  de  ses 
angles  est  obtus  (577). 

Un  triangle  est  acutangle  lorsque  tous  ses  angles 
sont  aigus. 


898. 


Fig.  ». 
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aOO.  U#  triangle  ABC  est  wc^  lorsque  dettx  de  Marcotte  AA  «t  AC 
sont  égaux  entre  eux. 

Remarque.  DoiM^  W  triangte  isocèie  1^  angles  B  «C  G 
opposés  aux  côtés  égaux  sont  ^au^;  et,  réciproquement, 
si  dans  «m  triangle  deux  angles  B  et  C  sont  égaux,  les 
cÀjLés  AC  et  AB  o^pQ&éR  aux  aoigkia  égaux  sont  égaux, 
c'est-^-dire  que  le  trilogie  est  isoii^èle. 

^i.  Un  Uiançle  est  équUmUrtiU  ^uand  ses  trois  côtés 
9ont  égaux  entre  eux* 
Remarque.  Dans  un  t^iangl^  équU^lérai  les  »fi^&  sont  égaux  entre 
eux;  et«  réciproquement^  si  les  trois  angles  ^at  égaux»  le  triangle  est 
équilatéral. 

Un  triangle  scaîène  est  un  triangle  dont  les  côtés,  et  par  suite  les  an- 
gles, sont  inégaux. 
602.  Dans  tout  triangle  ABC,  un  côté  quelconque  AC  est  plus  petit 
Fig.  M.  ^"^  ^*  somme  AB  +  BC  des  deux  autres,  et  plus 

grand  que  leur  diflFérence  AB  —  BC. 

605.  De  deux  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle  ABC 
{/ig.  29),  celui-là  est  le  plus  petit  qui  est  opposé  à 
up  pla$  petit  angle;  et,  réct|Nroquement,  le  côté  Afi 
étant  plus  petit  que  lé  côté  AC,  l'angle  C  est  plus  pe- 
tit que  Tangle  B. 
604.  La  base  iVun  triangle  est  indifféremment  un  côté  quelconque. 
Dans  le  triangle  isocèle  {fig.  28),  on  prend  parti- 
^*^*  ^'  culièrement  pour  base  le  côté  BC  qu'on  ne  suppose 

pas  ég^l  aux  deux  autres. 

Le  sommet  d'un  triangle  est  le  sommet  de  l'angle 
opposé  au  côtjé  priis  pour  base» 
'\'       La  hauteur  à'un  triangle  est  la  perpendiculaire 
abaissée  du  soiTimet  sur  la  bas^, 
Ainsi,  ay^nt  pris  BC  ppUr  base  [fig.  30),  le  somi^t  est  A,  et  la  hau- 
teur est  la  perpendiculaire  AD. 
60^,  Un  parallélogramme  est  un  quadrilatère  dx^pt  les  côtés  opposés 
sont  parallèles  ;  tel  est  ABCP. 
Pig.  31.  jj^jjg  y^  parallélogramme  les  côtés  oypoeé*  sont 

y — -, y      égaux  ftin^l  que  les  angles  opposés. 

/       !        /  Pour  qu\in  quadrilatère  soit  un  parallélogramme 

i ;-— i(         il  suffit  que  deux  côt^s  (MDpoaés  soient  égau)i  etpv 

rallèles.  C'est  aussi  un  parallélogramme  quajid  1^ 
côtés  opposés  sont  égaux  ckacûn  à  chacun,  ou  encore  q%^^<i  l^s  ^s^t^ 
apposés  «ont  égaux  chacun  à  chacun. 

60^*  La  base  d'un  parallélogramme  estindifféi^aiment  un  côté  quel- 
conque. 

M  hwi?W  à^'^ri  pa^'aliélogramnif  est  k  distance  de  la  base  au  côté 
'-^nnsé. 

^*'AîBfii  ayatJt  pris  AB  pour  base  (fig.  34),  la  haiàteur  est  la  perpendi- 
culaire EF  interceptée  entfe  cette  base  et  lo  oôté  pwallèle  DC  (592). 
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.^         Les  botes  d'un  trapèze  sont  les  deux  côtés  paral- 
*^      lèles  AB,  DC. 
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«07.  Un  trapèze  est  un  quadrilatère  dont  deux  cotés  seulement  sont 
JPig.  32.  parallèles:  tel  est  ABGD. 

^^  I         \        La  hauteur  éTun  trapèze  est  la  distance  KF  des 

^    '  deux  bases  (592). 

«08.  Un  trapèze  rectangle  est  celui  dont  un  des  côtés  non  pitrallèles 
est  perpendiculaire  aux  bases. 
«09.  Un  rectangle  est  un  quadrilatère  .ABCD  dont  les  angles  sont 

iMg.  ^3.  droits. 

A  ;c  J^emarque,  Tout  rectangle  est  un  parallélogramme 

' (605). 

610.  La  base  cTun  rectangle  est  -un  côté  quol- 
*  B       conque. 

IêM,  koMtmurd'wfLretUwufle  eatl'im  quelcoD^ue  des  côtés  adjacents  k 
]sRtese(60$). 

Sm  éMx.dtmannoamdun  recUm^le  sontsa^base  et  sa  hauteur. 
Oii.  Un  losange  est  un  quadrilatère  AîBGD  août  les  côtés  sont  égaux. 
'*»«•  3*-  Remarque.  Un  losange  est  un  parallélogramme  (605). 

La  base  d'un  losange  est  un  quelconque  de  ses  côtés 
\  {606}. 

jj  /        \  ^  La  hautmr  dmi  losange  est  la  distance  de  sa  base  au 

^  /  côté  opposé  (592). 


612.  Un  carré  est  un  quadrilatère  ABGD  dont  les  angles  sont  droits 
Vig.  n.  ^  ^^  ^^  «igaux. 

r-  .ç-         Mmarqus,  Un  carré  est  à  la  fois  oui  paraUélogrammci, 

I        4111  jectaôgle  et  un  losange  (60&,  60d,  614).  Sa  base  esfc 
I         un  quelconque  de  ses  côtés;  le  côté  adjacent  à  la  ba&e 
—  ;;       est  la  hauteur^  qui  est  ioujours  égale  k  la  base. 


A 


013.  Ji^BpoI^^Qne^est  équiangle  lorsque  tous  ses  angles  sont  égaux 
enlre  aux.  ICela  sont,  par  exemple,  le  triangle  équilatéral  et  le  rectangle 
(601,  60fi;. 

014^  Un^^one  est  éqvilaléssal  loi^que  tous  ses  cl5tés  soAt  égaux 
entre  eux.  Tels  sont,  par  exeno^ple,  le  triangle  équilatéral  et  le  losange 
(601,  6il;. 

9anarqm,  Un  -polygme  ^ eut  être  k)!^  fméqiiiiai^e  4t  ^uiMéral  : 
eomme,  "par  exemple,  le  tmitgl'e  éqmItftéDal  et  1^  Damé. 
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01».  Une  ligne  brisée  on  une  ligne  courbe  (557, 558)  est  dite  convexe, 
j^j    3g  p.    j^  lorsqu'elle  est  située  tout  en- 

tière du  même  côté  de  la  di- 
rection de  chacun  de  ses  clc- 
ments  rectilignes  finis  (fig,  36) 
ou  infiniment  petits  [fig,  37). 
Une  ligne  droite  ne  peot 
rencontrer  une  ligne  convexe 
en  plus  de  deux  points. 

Un  polygone  et  en  général 

une  surface  plane  quelconc/ue 

est  convexe  lorsqu'il  est  terminé  par  une  ligne  convexe. 

616.  Tout  angle  formé  par  Tun  des  deux  côtés  consécutifs  d'un  po- 

Fig.  38.  lygone  et  le  prolongement  de  l'autre  est  un  cmgle 

extérieur  au  polygone.  Tel  est  l'angle  DCH,  formé 

par  le  côté  CB  et  le  prolongement  GH  du  côté 

adjacent  BG.  Il  en  est  de  même  des  angles  EDI, 

AËK...  (619). 


617.  Les  deux  angles  d'un  triangle,  non  adjacents  à  un  angle  exté- 
Pig.  39.  rieur  au  triangle,  s'appellent  angles  intérieurs  ofh 

ç  posés.  Tels  sont  les  angles  A  et  G  par  rapport  à 

l'angle  extérieur  GBD  (619). 


A  BU 

618.  La  somme  des  angles  d'un  polygone  est  égale  à  autant  défais 
deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux  dans  le  polygone.  Ainsi, 
S  étant  la  somme  des  angles  et  n  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone, 
on  a 

S  =  2  (n  —  2)  =  (2n  —  4)  angles  droits. 

Pour  le  triangle,  n  =  3,  S  =  2(3  —  2)  =  6  —  4  =  2  angles  droits. 
Pour  le  quadrilatère,  n  =  4,  S  ==  2(4  —  2)  =  8  —  4  =  4  angles  droits. 
Pour  le  pentagone,  n  =  5,  S  =  2(5  -—  2)  =  10  —  4  =  6  angles  droits. 
Pour  l'hexagone,  n  =  6,  S  =  2(6  —  2)  =  12  ~  4  =  8  angles  droits,  et 
ainsi  de  suite  pour  un  polygone  quelconque. 

Remarque»  La  somme  des  angles  d'un  triangle  étant  égale  à  deux 
droits,  il  en  résulte  que  si  l'un  des  trois  angles  est  droit  ou  obtus,  les 
deux  autres  sont  aigus. 

619.  L'angle  extérieur  GBD  (  fig.  39)  d*un  triangle  est  égal  à  la  somme 
des  deux  angles  intérieurs  opposés  A  et  G,  et  par  conséquent  pluS  grand 
que  chacun  d'eux. 

Lorsqu'on  prolonge  chacun  des  côtés  d'un  polygone  en  suivant  le  con- 
tour dans  le  même  sens  {fig.  38),  la  somme  CBG  +  DGH  +  EDH-...  de» 
angles  extérieurs  formés  est  toujours  égale  à  quatre  angles  droits. 
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«20.  De\ix  triangles  quelconques  ABC,  A'B'C  sont  égaux,  ainsi  que 


Kg.  40. 


leurs  parties,  angles  et  côtés  : 

1*  Lorsqu'ils  ont  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux  cha- 
cun à  chacun  :  A= A',  AB=A'B', 
AC  =  A'C'; 
2'  Lorsqu'ils  ont  un  côté  égal 
adjacent  à  des  angles  égaux  chacun  à   chacun:  AB  =  A'B'.  A  =  A', 
B=B'; 
3*  Lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  (626). 
621.  Deux  triangles  rectangles  ABC,  A'B'C  sont  égaux  : 

i*  Lorsqu'ils  ont  l'hypoténuse  égala 
et  un  angle  aigu  égal  :  BC  =  B'C', 
B  =  B'; 

2«  Lorsqu'ils  ont  l'hypoténuse  égale 
et  un   autre    côté    égal  :    BC  =  B'C', 
AB  =  A'B'. 
«22.  Deux  parallélogrammes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun  (605). 

«23.  Dans  un  triangle  isocèle  (fig.  28) ,  la  droite  Am,  menée  du  som- 
met au  milieu  de  la  base,  est  perpendiculaire  à  cette  base  et  divise 
Vangle  du  sommet  en  deux  parties  égales. 
«24.  Dans  tout  parallélogramme  les  diagonales  se  coupent  mutuelle- 
ment en  deux  parties  égales  ;  récipro^ 
quement,  si  dans  un  quadrilatère  les  dia- 
gonales se  coupent  mutuellement   en 
deux  parties  égdes,  la  figure  est  un  pa- 
rallélogramme. 

Les  diagonales  d'un  rectangle  sont 
égales  entre  elles  [fig.  42). 

Les  diagonales  d'un  losange  sont  per- 
pendiculaires entre  elles  [fig.  43). 
«25.  Dans  tout  trapèze  :  r  la  droite  MN,  qui  Joint  les  milieux  des 
côtés  opposés  non  parallèles,  est  parallèle  aux 

AB  +  DC 


Fig.4t 


Fig.  43. 


Kg.  44. 


^^ 


2 


bases  et  égale  à  leur  demi-somme,  MN  =  • 

2*  la  droite  EF,  qui  joint  les  milieux  des  diago- 
nales, se  confond  avec  MN,  et  elle  est  égale  à  la 

A  B  AB DC 

demi-différence  des  bases,  EF  = . 

z 

«2«.  Données  nécessaires  et  suffisantes  pour  construire  un  triangle. 
On  peut  construire  un  triangle  :  1*  quand  on  a  deux  côtés  et  l'angle 
compris;  y  quand  on  donne  un  côté  et  deux  angles;  3*  quand  on  con- 
naît les  trois  côtés  ;  4*  quand  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux 
sont  donnés  (620).  (Voir  Problèmes  de  géométrie,) 

^7.  On  peut  construire  un  parallélogramme  quand  on  connaît  deux 
côtés  consécatifs  et  Tangle  qu'ils  comprennent  (622). 
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628.  Le  cercle  est  uoie  surîace  plane  daas  Uqaeik  est  un  jp^Mt  O,  tel 
que  taules  les  droites  menées  de  ce  point  au  conloiir 
Fis»  ^y  de  la  surface  sont  égales  entre  elles.  Ce  point  est  le 

ceatrA  du  cevole.  Le  contour  ou  périmètre  du  cercle 
/\^'~...\^  s'appelle  droenférence.  Toute  droite  OA  menée  du 

l     \  _^^         centre  à  la  citconférence  se  nomme  rayoru 
\     ^  \   /  iiusi  la  circonférence  est  le  lieu  géométrique  des 

^_3^  points  si  tués- à  une  distance  du  centre  égale  au  rayon 

(566). 
Deux  cercles  de  même  r^yon  sont  égaux,  et  leurs  civeonféceiiQeasoat 
éipales. 
9Si^.  L'arc  est  une  partie  BmC  die  la  circonCéreaca. 
La  corde  ou  sous^tendante  d'un  mrc  est  la  droiia  BC  qui  ^oÎAt  las  estré* 
mUés  de  Tare. 
Toute  corde  £D  qui  passe  par  le  centre  est  un  diamètre, 
Sout  diamètve  est  double  du  rayon.  Gomme  les  rayons  d'un  même 
cercle  sont  qgaux  entre  eux,  il  en  résulte  aussi  que  tous  les  diamètres 
sont  égaux. 

Toute  corde  BC  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  est  moindre  que  le  dia- 
mètre. 

650.  Tout  angle  AOD  dont  le  sommet  est  au  centre  du  cercle  s'appelle 
arigle  au  centre. 

631.  Un  angle  au  centre  et  un  axe  sont  correspondants  Vun  à  Vautre, 
lorsque  Tangle  a  pour  c6tés  les  rajoos  ttanés  aux  extrémités  40  ïatc. 
Tels  sont  Tangle  AOD  et  Tare  AD. 

452.  La  partie  BmC  de  cercle  comprise  entre  un  arc  et  sa  corde  BC 
•e  nomme  seg^ment  drcutenre.  Cette  ctypic  es^fhi^aje  du  segment. 

425.  La  partie  AOD  de  cercle  comfprise  eotre  ua  arc  AD  et  les  rayons 

QA,  ÙD  ioenés  à  ses  extrémités  s'appelle  secteur  circulaire,  Uarc  AD  est 

la  base  du  secteur;  le  centre  du  cercle  en  est  le  sommet. 

654.  La  pi  js  grande  corde  que  Ton  peut  mener  par  le  point  m,  pris 

dans  rintérieAir  mu  cercle,  .est  le  diamètre  S>D'  #ui 

passe  par  ce  point;  et  la  |)tliu  petite  est  1»  cocde  Al 

perpendiculaire  au  diamètre  DD'. 

65^  Tout  diamètre  ]M)%  perpendiailairt  à  «Oi 
corde  AB,  divise  cette  C4irde  etcfaacua  des  arcssoa»- 
tendus  en  deux  parties  ^ales  :  anA=:  mB,  Byi^M  ^ 
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6$$.  ItauASMn  jméine  4uu*cla  ou  dans  deux  ûenoAeft  égêux  : 

4*  Deux  arcs  égaux  ADB,  Â'D'H'sonl 
sous^tQiklus  par  des  corde*  ^g&les  AB, 
A'B',  et  réciproquement. 

2*  De  deux  arcs,  le  plus  grand  est 
sous-entendu  par  la  plus  grande 
corde,  et  réciproquement 

3-  Deux  cordes  égales  AB,  A'B' 
sont  également  distantes  du  centre, 
OD  =  OD'  (fig,  48),  et  réciproque- 
ment 

i*  Jà(B  iieux  isorde*  AJ»«  AW  (fig.  19), 
la  plus  grande  AiB  ^st  la  moins  éto*- 
gDôe4u  ceato,  ÛA  <  Od',  «I  sécipist- 
quemeat 

4»'  A  des  «ânes  égaux  A»B,  A'D'B', 
IJlg.  47)  eonreepondent  des  angles  au 
cenlre  €  ^  C  âgaux^  et  réciproquemeal 

6*  A  uji  |iXus  4ÇFaod  ^c  corjres^ood  un  plue  grand  angle  au  centre,  et 
réciproquement. 

7*  Deia  cordes  égales  AB  et  A'B'  {Jig,  47)  sont  les  basée  de  segments 
égaux^  et  jréciproquemaat 

^  Deux  arcs  égaux  ADa  et  X'IXB'  ifig.  43)  sont  les  bases  de  secteurs 
égàvj^  et  réjciproquement 

637.  Une  droite  BG  est  inscrite  dans  un  cereU{0g.  4S}  \mm{\t^iÙm  a 
•M  exlfléflûléfi  eof  k  cweonl'érettee. 

•Si.  L'angle  GftD  fermé  par  4en  «ordes  qtri  se  renetmtrent  9iir  tK 
qrcoaiëfence  ^ap^He  angle mscrit  (fig,  4^. 

<M.  Fn  aiigr/e  ej<  inscrit  dons  un  segment  lorsqu*il  a  pour  côtés  les 
droites  menées  d'un  point  de  Tare  du  segment  à  ses  extrémités. 

MO.  Un  segment  est  capable  dun  certain  angle  lorsque  tout  angle 
inscrit  dans  le  segment  est  égal  a  Tangle  proposé  (654). 

641.  Un  polygone  inscrit  est  celui  dont  tous  les  côtés  sont  inscrits 
dan»  le  cercle  (Jig.  59).  On  dit  alors  que  le  cercle  est  circonscrit  au 
polygone. 

642.  Lorsqu'une  droite  coupe  une  circonférence  en  deux  points,  elle 
pread  le  nom  de  sécante, 

645.  Une  ligne  droite  X^  et  une  circonférence  0  sont  taoigentei 
lorsqu'elles  ont  un  seul  point  commun  m.  On  peut 
considérer  la  tangpenle  comme  la  posiiioo  liioite 
d'une  «étante  dont  l6«  deux  poiois  d'intersealion 
se  sont  rapprochés  de  plus  en  pbis  jusqu'à  se  con- 
fondre 

La   perpendiculaire  AB  menée  à  rextréiailé  du 
rayon  Om  est  tangente  à  la  circonférence. 

On  dit  également  que  la  droite  AB  et  le  cercle  0  eoat  tangente. 


fig.  90. 
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644.  Deux  circonférences  0  et  0'  sont  tangentes  lorsqu'elles  ont  un 

seul  point  commun  m.  Elles 


Fig.  »i. 


Fig.  52. 


Kg 

.  53. 

1 

F 

.A^ 

•^ 

B 

/                       \ 

V 

y 

/" 

sont  tangentes  extérieurement 
ou  intérieurement  selon  qu'elles 
sont  extérieures  ou  intérieures 
Tune  à  Tautre.  On  dit  égale- 
ment que  les  deux  cercles  0 
et  0'  sont  tangents. 

Deux     circonférences     tan- 
gentes  en  un  môme  point  à 
une  même  droite  soiit  tangentes  entre  elles. 

Le  point  commun  à  une  tangente  et  a  la  circonférence  {fig.  50),  ou  à 

deux  circonférences  tangentes  (fig.  51  et  52),  s'appelle  point  de  contacL 

64K.  Deux  parallèles  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs  égaux; 

cela  est  vrai  quand  les  parallèles  sont  deux  cordes 

ÂB,  CD,  ou  deux  tangentes  EF,  GH,  ou  encore  une 

corde  et  une  tangente  AB,  EF. 

Réciproquement,  deux  cordes,  deux  tangentes  ou 
une  corde  et  une  tangente  qui  interceptent  des  arcs 
égaux  sont  parallèles. 

646.  Un  polygone  est   circonscrit  à  un  cercle 
lorsque  chacun  de  ses  côtés  est  tangent  à  la  cir- 
conférence  en  un   point  situé  entre    ses   extré- 
mités {fig.  60).    On  dit  alors    que    le   cercle  est 
inscrit  dans  le  polygone. 

647.  Une  droite  est  normale  ou  oblique  à  une  circonférence  ouà^un  arc 
qu'elle  rencontre  enun  points  selon  qu'elle  est  perpendiculaire  ou  oblique 
à  la  tangente  menée  en  ce  point  à  la  circonférence  ou  à  l'arc  (643). 

648.  Deax  cercles  ou  deux  circonférences  sont  concentriques  lorsqu'ils 
ont  même  centre. 

649.  Lorsque  deux  cercles  non  concentriques  sont 
dans  un  même  plan,  la  droite  indéfinie  menée  par 
les  centres  des  deux  cercles  se  nomme  ligne  des 
centres. 

650.  On  peut  toujours  trouver  un  point  égale- 
ment distant  de  trois  autres  non  en  ligne  droite,  et 
situé  dans  le  plan  de  ces  derniers.  Ce  point  est  le 

centre  de  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  points  donnés  (Voir 
Problèmes). 

Par  trois  points  non  en  ligne  droite  on  peut  toujours  faire  passer  une 
circonférence  ;  mais  on  n'en  peut  faire  passer  qu'une. 

Deux  circonférences  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  deux  points. 

651.  Lorsque  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieurement 
(fig.  51),  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme  des  rayons.  Si  les 
circonférences  sont  tangentes  intérieurement  (  fig.  52) ,  la  distance  des 
centres  est  égale  à  la  différence  des  rayons. 

La  ligne  des  centres  passe  par  le  point  de  contact. 


Fig.  54. 
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Kg.  55. 


Lorsque  deux  circonférences  n'ont  aueun  point  commun,  la 

distance  des  centres  est  plus 
grande  que  la  somme  des 
rayons  ou  moindre  que  leur 
différence,  selon  que  les 
circonférences  sont  exté- 
rieures ou  intérieures  Tune 
à  Tautre. 
6So.  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent,  c'est-à-dire  sont  si" 


Fig.  5l 


X»n- 


Pig.  M. 


cantesy  la  ligne  des  centres  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  la  droite  mp  qui  joint 
les  points  communs,  et  la  distance  des  cen- 
tres est  plus  petite  que  la  somme  des  rayons 
et  plus  grande  que  leur  différence  :  on  a 
00'  <  Ow  +  O'm  et  00'  >  Om— O'm  (602). 
Réciproquement,  quand  la  distance  des 
centres  est  moindre  que  la  somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur 
différence,  les  circonférences  se  coupent. 

Lorsque  deux  circonférences  ont  un  point  commun  m  hors  de  la  ligne 

des  centres,  elles  se  coupent  en  un  second  point  p  situé  de  Tautre  côté 

de  la  ligne  des  centres,  sur  la  perpendiculaire  à  cette  ligne  et  à  la  même 

distance  que  le  premier. 

6M.  Tout  angle  inscrit  BCD  est  la  moitié  de  Fangle  au  centre  BOD 

correspondant  à  Tare  BD  compris  entre  ses  côtés. 

Tous  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment 
sont  égaux. 

Tout  angle  GBD  inscrit  dans  un  demi-cercle  est  un 
angle  droit. 

La  circonférence  décrite  sur  une  droite  comme  dia- 
mètre est  le  lieu  géométrique  des  sommets  de  tous  les 
angles  droits  dont  les  côtés  passent  aux  extrémités  de 
la  droite  (566). 
Tout  angle  ACB  formé  par  une  tangente  ÂC  et  une  corde  CB  est  moitié 
de  fangle  au  centre  COB  correspondant  a  Tare    BC  compris  entre 
ses  côtés;  il  est  par  conséquent  égal  à  tout  angle  inscrit  dans  le  seg- 
ment CDB  qui  a  la  corde  GB  pour  base. 
6S5.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  lés  angles  opposés  sont  supplé- 
mentaires, A-|-C=  B+  D  =  2  droits,  et  ré- 
ciproquement. 

656.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit 
la  somme  AB  +  DC  de  deux  côtés  oppo- 
sés est  égale  à  la  somme  AD  +  BC  des 
deux  autres,  et  réciproquement. 

657.  Les  trois  bissectrices  des  angles 
d*un  triangle  se  coupent  en  un  même 
pointe,  qui  est  le  centre  du  cercle  inscrit 
dans  le  triangle  [fig,  61). 


Fip.  59. 


Fig.  60. 
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\m  trois  bissectrices  des  angles  extérieurs  du  triangle  (ftg.Wl  se 
ng^  et.  rencontrent  deux  à  deux  sur  chacune 

des  bissectrices  des  angles  intérieurs,  et 
ces  points  de  concours  sont  les  centres 
de  trois  cercles  tangents  chacun  à  un 
côté  du  triangle  et  aux  prolongements 
des  deux  autres.  Ces  cercles  sont  dits 
exinscrits  au  triangle. 

«;Î8.  Les  trois  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  côtés  d^un  triangle  se 
coupent  en  un  même  point  0,qui  est  le 
centre  du  cercle  circonscrit  (fig.  63). 

0i>9:  Les  trois  médianes^  c'est-à-dire 
lès  trois  droites  qui  joignent  les  sommets 
d'un  friangh!  aux  Aiilieux  des  côtés  op- 
posés se  rencontrent  en  un  même  point, 
qui  est  le  eenfre  de  gravité  du  triangle 
(Voir  Mécanique). 

090.  On  nommeoâflprodfcaf  dedeuTcir- 
conférences  (Jlg.  64),  le  lieu  ^ométHque 
XX',  tel  que  de  fun  quelconque  M*  de  ses 
points  menant  deux  tangentes  MT,  MT^aux 
circonférences,  ces  tangentes  sont  égales. 
ÎX' étant  une  ligne  droite  perpendiculaire 
à  la  ligne  des  centres  00',  menant  une 
tangente  commune  extérieure  aux  deux 
circonférences  {Voir  Problèmes],  déter- 
minant le  milieu  M'  de  la  partie  com- 
prise entre  les  points  de  contact  K,  K', 
ce  milieu  appartient  à  Taxe  radical,  qu^on 
trace  alors  en  menant  par  M'  une  per- 
pendiculaire à  OO'. 

^  les  deux  oireonférences  sont  tan- 
gentes intérieurement'  ou  extérieure- 
ment, l'axe  radical  est  la  tangente;  com- 
mune menée  au  point  de  contact,  et  si 
les  deux  circonférences  se  coupent,  Ta^e 
radical  est  la  corde  commune  prolongée 
indéfiniment  dans  les  deux  sens. 


Fig.  68. 


PiR.  ei. 
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M4.  l>éiijr  lém^rtiMTir -saut  drtes  propûriiOTmeîIës  à  âêUT  antre»  lûti' 
gueurs  lorsque  leur  rapport  est  égal  à  celui  des  deux  autres  (298). 

bes  ImgiMwrS'  ayant  été  mesurées  au  moyen  de  là  même  unité,  on 
peut  subalîtuer,  dai»  les  raf^rte,  aux  lignes  elles-mêmes  les  nomlyres 
qui  les  mesurent»  et  effectuer  mur  ces  nombres  les  opérations  de  rarith- 
métique. 

662,  Didspr  une  droite  en  moyenne  et  extrême  ^aison^  c'est  la  diviser 
en  deux  parties,  dont  la  plus  grande  soit  moyenne  proportionnelle  entre 
la  ligne  entière  et  Tautre  partie  (302,  316  et  Problèmes). 

.  Interceptent  sur  deux  sécantes 
PQ,  RS  des  segmenta  proportîon- 


665.  bes  parallèles  AA'  BB'  QC  . . 
Fig.  «. 


nels.  Ainsi  Ton  a 


AB 

A'B'' 


BG 
BC 


CD 
CD' 


Ces  rapports  sont  aussi  égaux 

AE 

à  celui  77=7  d'un    segment   quel- 

conque  AE  au  segment  corres- 
pondant À'Ë'. 
Si  les  segments  d'une  sccante 
sont  éga«  enti«  eux,  AB  =  BC  =  CD . . .,  ceux  de  l'autre  sécante  sont 
anssiégaw  entre  eux,  A'B'  =  B'C  =  CD' . . . 
664.  Toutes  les  lignes  OA,  OB,  OC ...  concourant  au  même  point  0 
coupent  deux  parallèles-  AE,  AE'  en  segments 
**  •••  proportionnels.  Ainsi  Tû»  a 


AB 

Â'B' 


BC 

B'C 


CD 
CD'' 


AD 


el  ces  rapports  sont  aussi  ^«aux  à  ^^^'u^TTg/ 

d'an  se'nment  quelconque  AD  au  segment  cor- 
respenâkiTt  A'D'. 
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ees.  Deux  polygones  ABCDE,  A'B'C'D'E'  sont  seynblables  lorsqu'ils 
ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun  (A=A', 
B  =  B',   C  =  C  . . .),  et  les  côtés  homologues 

proportionnels   f  -Ai;  =  —  =  —      ] 

et  que  ces  côtés  et  ces  angles  sont  disposés 

dans  le  même  ordre. 
Dans     deux    polygones    semblables,  oq 

nomme  :  !•  angles  homologues^  les  angles 

égaux  et  de  même  rang,  A  et  A',  B  et  B' ...; 
2*  cotes  homologues^  les  côtés  adjacents  aux  angles  homologues,  AB  et 
A'B',  BC  et  B'C  ...  ;  3'  sommets  homologues^  les  sommets  des  angles 
homologues,  A  et  A',  B  et  B' . . .  ;  4*  diagonales  homologues,  celles  qui 
Joignent  des  sommets  homologues,  AC  et  A'C ...  ;  5*  triangles  homo- 
logueSy  ceux  qui  ont  des  sommets  homologues,  ABC  et  A'B'C,  ACD  et 
A'C'D'. 

Le  rapport  constant  des  côtés  homologues  de  deux  polygones  sem- 
blables est  le  rapport  de  similitude  des  deux  figures  (673,  700). 


666.  Les  droites  Aa,  B& 


Fig.  68. 


. ,  joignant  les  sommets  homologues  de 
deux  polygones  et  en  général  de 
•  deux  figures  semblables,  se  ren- 
contrent en  un  même  point  0,  ap- 
pelé centre  de  similitude  dirtde. 
On  a 


OA 
Oa 


OB 

Ob 


AB 

ab' 


rapport  de  similitude. 
Si  les  figures  ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun  et  les  côtés  pro- 

tionnels,  mais  placés  dans  un  o^ 


Fig.  60. 


dre  inverse,  il  y  a  encore  un  centre 
de  similitude  0;  mais  il  est  in- 
terne ou  inverse  au  lieu  d'être  ex- 
terne. On  a  encore 


OA 
Oa 


OB 
Ob 


AJB 

ab' 


Deux  points  p  etp'  de  deux  figures  semblables,  tels  que  la  droite  qui 
les  joint  concourt  au  centre  de  similitude,  sont  dits  points  homologues. 

Par  extension,  il  en  est  de  même 


Fig.  70. 


dans  le  cas  de  la  fig.  69. 

Deux  circonférences  C  et  C  ont 
deux  centres  de  similitude  G  etO', 
Tun  externe  et  Tautre  interne,  ce 
sont  les  points  de  concours  des 
tangentes  communes. 
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667.  loute  transversale  DE,  qui  rencontre  les  trois  côtés  d*un  triangle 

ABC,  détermine  sur  ces  côtés  sii 
segments  tels  que  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est 
égal  au  produit  des  trois  autres. 
Ainsi  les  segments  consécutifs 
étant  BD  et  ,DA,  AE  et  EC,  CF  et 
FB, on  a 

BD  X  AE  X  CF  =  DA  X  EC  X  FB. 

On  dit  dans  ce  cas  que  les  six  segments  sont  en  involution, 
La  transversale  peut  rencontrer  les  prolongements  des  trois  côtés  du 
triangle. 

Réciproquement,  si  trois  points  pris  sur  les  côtés  d'un  triangle  déter- 
minent six  segments  en  involution,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

668.  Si  trois  figures  inégales  mais  semblables  ont  leurs  dimensions 


Fig.  72. 


Fig.  73. 


homologues  parallèles  {fig,  72),  les  trois  centres  de  similitude  0,  0',  0" 
«ont  en  ligne  droite,  et  cette  droite  prend  le  nom  d'axe  de  similitude 
directe. 


Si  Tune  des    figures   a  ses 

Fig.' 74. 


dimensions  situées  dans  un  ordr 
inverse  à  celui  des  dimensions  des 
deux  autres  {fig.  73),  les  trois  cen- 
tres de  similitude  sont  encore  en 
ligne  droite;  mais  la  similitude  est 
inverse  pour  les  deux  centres  0 
et  0',  et  la  droite  O'OO"  est  dite 
axe  de  similitude  inverse. 

Trois  circonférences  ont  en  gé- 
néral six   centres  de  similitude, 
situés  trois  à  trois  sur  quatre  axen 
de  similitude  (Jig.  74). 
W».  Toute  droite  DE  menée  dans  un  triangle  ABC,  parallèlement 
Fig.  78.  ^  la  base  :  1*  divise  les  côtés  en  parties 

AD       DB       AB  .  . 

*^  proportionnelles,  ^  -^  ËC  ""  ÂC'  ®         " 

proquement;  2*  elle  forme  avec  les  côtés 
adjacents  un  triangle  ADE  semblable   au 
b' ^^c         premier  ABC. 
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V  Quand  ils  ont  les  angles  égaux. chacun 
W«.  w.  h  chacun,  A  =  A',  B  =  B',  C  =  C.  L'égalité 

«4e  deux  angles  entraînant  Tégalité  des  troi- 
i  sièmes,  il  en  résulte  que  deux  triangles  sont 
BCHOiblables  lorsqu'ils  ont  deux  angles  égaux 
biNieun  k  chacun  ; 

♦2*.  Lorsqu'ils  ont  les  côtés  proportionnels^ 
as  _  I^C  _tCA 
A'B'  ""  B'C'""  C'A'' 
3*  fiuarfd'îls  ont  un  angle  ^gal  coxçpris  entre  côtés j.prçporlioBnels, 

^""^'  A'B'""  A'C* 

'4*.Quand  ils  ont  les  côtés  parallèles  (jjî.^r.  76)  ou  perpendiculaires /J?^.,77) 
chacun  k  chacun; 
•Kg.  77.  go  Quand,  étant  rectangles,  ils  ont  l'hypoténuse 

F»  et  un  côté  de  l'angle  droit  profwrtionnels. 

'r-'^T^f  Bemarqne  i**.  Dans  deux  triangles  semblables, 

\  [/  les   côtés   homologues  sont  opposés  aux   angles 

\     ^\i  '  égaux. 

\        j\  Remarque  2*.  Dans  deux  triangles  qui  ont  les 

"~       B  côtés    parallèles   ou   perpendiculaires    chacun    à 

chacun  (4"),  les  côtés  homologues  sont  parallèles 
ou  perpendiculaires  entre  eux. 

07 1 .  Deux  parallélogrammes  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  un  angle 
^gal  conipWs  entre  côtés  prçportionnels. 

G72.  Deux  'polygones  sont  serhhlables  (fig.  67)  lorsqu'ils  sont  décom- 
posal)les  en  un  même  nombre  de  triangles  semblables  chacun  à  chacun 
et  situés  de  la  môme  manière,  ^X  réciproquement. 

675.  Dans  deux  polygones  semblables,  les  périmètres  et  les  diago- 
nales '  homologues  sont  prpportionnels  aux  côtés  homologues;  ainsi 
*Von  a  [fig.  67) 

AB-fBG  +  CD+DE  +  EA_  _  AC  _  [AB  ,™   -^^v 

.  aITTb  C  +  CD'  -h  D'É'  +  E'A'  ■"  A  C  "".  A'B'  *        ^      '        ^ 


''OT4.'La  bisse<rtrice'AI  de  l'angle  au  sommet  A  d'un  .triangle  partage 
'!>lalèase  BC  en  deux  segments  proportion- 

Fig..  78.  gj         ^g 

nols  aux  côtés  adjacents,  w  =,jT7r»  ®^  r^ 

rcippeqvement. 

La. bissectrice  AI'  de  l'angle  extérieur 

GAB  détermine  aussi  sur  le  côté  opposé 

des'sc^nHflis  proportionnels  aux  côtés  ad- 

,    ««!'      AB      II       ,    .  .  _' 

jacents,  ^-7  ~  ÂC  ~  C l'       réciproquement. 
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on  tire,  en  égalant  le  pfodàîtMes  moyens  à-tdôîMes  extrêmes, 

crxBi=:Brxci. 

Ce  qui  montre /que  le  produit  deila  ligne  entière  cr  par  le  segment 
moyen  BI  est  égal  au  produit  des  deux  segments  extrêmes  BV  et  CI. 

Ia  proportion  (a)  est  dite*Aar7W(>7ri</t/e;  les -points  F,  B,  I,  C  forment 
un  système  harmonique;'  les  points'  I,  I'  soAt  appelés  conjugués  kar-^ 
momies;*  la  droite  ^BG  cM  partagée  harmoniqnement  par'ces  tiwix 
points  I,  r. 

Comme,  pour  une  même  droite  BG,  la  position  des  points  I  et  V  dé- 

AB 
pend  du  rappoi'l*  -.^,   on  voit  qu'une  droite* "HC  peut  être  divisée  har- 

..moDÎquemeBt  d'une  infinité  deimanîères;  mais  le.  problème  cesse.  dJétre 

indéterminé  dès  qu'on,  donne  AB  et.AG  ouïe  rapport  de  ces  Jligne^, 

•IMÛsquef  construisant  le  triangle  ABG,  il  suffit  de  .mener  les  bissec- 

.Incea  AI  et  Al'. 

«.ttStS.  Lorsque  du(  sommet.  A  de  Ta^gle. droit  d'un  triangle  rectangle 

:  ABC  on  abaisse,  une  perpendiculaire  sur  liliypoténusç, 

^^*  ''•  ♦des,  deux,  triangles  ABD,  ADC  sont  semblables  entre 

. «.ux  et.  au  triangle  ABC.    De  plus  :  r . chaque,  côtûide 

^  Fanglc  droit  est  moyenne,  proportionnelle  entre  rjiy- 

tr  ^~i ^-4  (j      potémiso  entière  et  le  segment  adjacentà  ce  côté  (302). 

Ainsi  Ton  a 

y 

•BG  :'A]^=e  AB  'f  BD,    lèt  ^«0  :^AG-.=i»AC  ?  CD  ; 

rSMvytrpandMidaEÎm'Ost £«9yenBe4|>PC4iortioanelle..sjG^   k&  doux  ^- 
■imt»'dftyiiyp»ténuey, 

'BD:AD=:AT):CD. 

'«  W99,  .feoffs^e  HlHin  point  A  lée  ia^^drconfércnce t^mabunexune.'per- 
pendîculaire  sur  un  diamètre  BG,  et  qu'on  mène  des.  coites.  jA6,iA£! 
-^ampettrémittés  de-ceièiamètre  {fig.n9):  i<*>  oMqua'condeestsna-^Eanne 
'praperliannelle  entre- ie-d«amèftre  et>le.8e9iiientiaii^ae8at  àLCbtte>ciiide; 
.iT.  la.  perpendiculaire  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
ments du  diamètre  (Mêmes  proportions  qu'au  numéro  précédent). 
677.  Les  parties  de  deux  cordes  BC,  DE  quise.eovpentdansiei 
«saBtTéGtpro^uement  ppc^rtioanalla8.(S^8):  :  i>aa 


m-  ^' 


AB:AD=*AE:AC; 
'  dV>ù 

ABxAC=ADxAK. 
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678.  Lorsque  d'un  point  pris  hors  d'un  cercle  on  mène  deux  sécantes 


Fig.  81. 


ÂB,  ÂG  qui  se  terminent  a  la  circonférence,  les  sé- 
cantes entières  sont  réciproquement  proportionnelles 
k  leurs  parties  extérieures  :  on  a 

ÂB:AC  =  ÂD:iLE; 
d^où 

AB  X  AE  =  AC  X  AD. 

679.  Lorsque  d'un  point  A  pris  hors  d*un  cercle  on 
^  mène  une  tangente  AF  et  une  sécante  AB  qui  se  ter- 

minent à  la  circonférence,  la  tangente  est  moyenne  proportionnelle 
entre  la  sécante  entière  et  sa  partie  extérieure  : 

AB:AF=AF:AE;     d'où    ABxAE  =  AF«. 

080.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  deux  angles  au 
centre  sont  entre  eux  comme  leurs  arcs  correspondants  (631}. 

681.  Tout  angle  au  centre  a  pour  mesure  Varc  correspondant.  Cela 
revient  a  dire  que  l'angle  contient  autant  de  fois  l'unité  d'angle,  que 
Tare  correspondant  contient  l'unité  d'art.  On  a  l'habitude  de  prendre 
l'arc  d'un  degré  pour  unité  d'arc  (221);  l'unité  d'angle  est  alors  l'angle 
correspondant  à  Tare  d'un  degré,  ou  simplement  l'angle  d'un  degré; 
elle  est  la  360*  partie  de  4  angles  droits.  L'angle  d'un  degré  se  divise 
comme  l'arc  d'un  degré  en  60  parties  égales  appelées  angles  d'une  mi- 
nute, et  l'angle  d'une  minute  en  60  parties  égales  appelées  angles  d'une 
seconde. 

682.  Remarquons  que  quand  on  dit  qu'un  arc  est  de  tant  de  degrés, 
on  ne  désigne  pas  la  longueur  de  cet  arc,  mais  seulement  le  nombre  de 
fois  que  cet  arc  centient  la  360*  partie  de  la  circonférence  ayant  pour 
rayon  celui  de  l'arc.  Ainsi  des  arcs  d'un  même  nombre  de  degrés  peu- 
vent être  très-inégaux.  Au  contraire,  des  angles  d'un  même  nombre  de 
degrés  sont  toujours  égaux. 

685.  V angle  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de  Varc  compris  entre  ses 
cotés  (654,  681). 

684.  L'angle  EAG  (fig,  80),  formé  par  deux  droites  AC,  AE  menées 

d*UQ  point  A  pris  dans  l'intérieur  du  cercle  à  la  circonférence,  a  pour 

FC  -4-  BD 
mesure  la  demi-somme  ^ des  arcs  compris  entre  ses  côtés  et 

leurs  prolongements. 

685.  L'angle  formé  par  deux  droites,  tangentes  ou  sécantes,  menées 
d*un  point  pris  hors  d'un  cercle,  a  pour  mesure  la  demi-différence  des 
arcs  compris  entre  ses  côtés. 

BC  "^  ED 

Ainsi  (fig,  81),  l'angle  BAC  a  pour  mesure  5 ,  et  FAC  a  pour 

FC  —  FD 
mesure  ^ • 
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LIVRE  V. 


686.  La  longueur  d'une  ligne  est  la  mesure  de  cette  ligne,  c*est-à-<iire 
le  rapport  de  son  étendue  à  celle  de  Tunité  linéaire  (214,  292). 

687.  Uaire  d^une  surface  est  la  mesure  de  cette  surface,  c'est-à-dire 
le  rapport  de  son  étendue  à  celle  de  Tunité  de  superficie. 

688.  Le  produit  de  deux  lignes  est  le  produit  de  leurs  longueurs. 
688.  La  projection  dun  point  A  sur  une  droite  CD  est  le  pied  E  de 

j.    ^  la  perpendiculaire   abaissée  de   ce  point  sur  la 

droite  CD. 

La  projection  dune  droite  AB  sur  une  autre  CD 

est  la  partie  EF  de  celle-ci,  comprise  entre  les 

projections  des  extrémités  de  la  première  sur  la 

seconde. 

690.  Vaire  dun  rectangle  est  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa 

_.    .^  hauteur  : 

S  =  B  X  H. 


Cette  expression  de  Faire  S  indique  que  la  surface 
contient  autant  de  fois  Tunité  de  surface  ayant  pour 
côté  l'unité  de  longueur  qui  a  servi  à  exprimer  les 

longueurs  de  B  et  de  H,   que  le  produit  Bx  H   contient  d'unités. 

Ayant  B  =  3-,5  et  H  =  2",15,  on  a 

S  =  3,5  X  2,15  =  7*',525.  (224) 

681.  Deux  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs.  En  effet,  ayant  S  =  B  x  H  et 
S'  s=  B'  X  H',  de  ces  deux  égalités  on  conclut  bien 

S:S'=BxH:B'xH'. 

Deux  rectangles  ayant  une  même  dimension  sont  entre  eux  comme 
leurs  autres  dimensions.  Faisant,  en  effet,  B  =  B'  dans  la  proportion 
précédente,  elle  devient 

s:S'  =  h:H'. 

688.  Un  triangle  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  sa  base  par 
Fig.  84.  SA  hauteur  (604).  Soient   B  =  5",25   la  base  d'un 

triangle,  H  =  2",9  sa  hauteur;  on  a 
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683.  Deux  trlanglôs  sont  entre  eux  comme  le*  juteduila^e  leofs 

par  leurs  hauteurs  : 

S:S'  =  fix'«t«1>4H'. 

Deux  triangles  qui  ont  même  hfkae  i>u.mâmA  Jiauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  ou  leurs  bsifies  : 

s:s'  =  H:H',  ou  s:S'=rB:B'. 

W4.  Deux  tfhraglôs  ABC  et  ABC V  qui  ont  môme  base  et  même  hau- 
p.    ^  tétir,  sont  équivalents  (353;  692)".. 

Eà  faisant  coïncider  les  bases,  les  sommels 
sont  sur  une  même  parallèle.  GC'à  Itf 'base 
commune  AB. 


68i$«  Vaire  (TuiLpçmall&logf^amTne  ef<i^^a/e4iu*.produit  de  sa  base  par 
saJiautfiur^QOôji.  Ayi|ntvE^5?i2S.iet  H  =  2V,  ona 

Fîg.  86. 

S  =  B  X  H  =  6,25  X.  2,9  =  t5-*,^25. 

/ — 1 7 

/        !"*  /  On*voitViac  Taire  dtr  papallélôgramme  esfddnblc 

b"  de  celle  du  triangle  de  même  base  et  de  mteieJiau- 

teur  (G92),  et  égale  à  celle  du  rectangle  de  même  base 
et  de  môme  hauteur  .(690)« 

Comme  pour  le  rectangle  (691),  deux  paraHelogrammes  sont  entre  eux 
conmie  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs,  et  deux  paraHe- 
logrammes de  môme  base  ou.de  même  hauteur,  sont  lentce  eux  comme 
leurs  hauteurs  ou  leurs  bases. 

69G.  Un  parallélogramme. ABCD.  est  équivalent  à   tout  parallèle- 
Fig.  87.  gramme  et  au  rectangle  ABEF  de  même  hase  et  de 

^...J!:       H     c     môme^hautetirr 

;    /  i  '  /  Kt)  fai«mil^'cflqffic>der»l6urvèaBe8^Ud9»i6ètto  «ps^ 

!  /  •/        posés  sonl^nr  une  même  pamUôle  àiia.bàss  cooi^^ 

À  îi  muno-AB. . 

607.  L'air£  dr\uu^  trapèze  est^g^ie  au.  .produit  de  .la  damirjomme  .de 
ses-  bases  pa9.sa.hauteui;  (€07).  B?=2%i  et^;=  it,3i.- 
^'  ^  '  étant  les  bases,  et  H  =  t",5t .la;iiautaiir  d4um.tca» 


— pèzc,  son  aire  est 


Un  trapèze  a  anssî  potirTnesttreiéproduiltiè^lfll  droite  qui  Joint  les 
milieux  des  côtés  non  parallèles  par  la  hauteur  (625). 

608.  Tout  ipolygrme  circonscrit  à  un^  cercle  a  pour  mesure  la  moitié 
du  produit  de  son  périmètre  par  le  rayon  du  cercle  inscrit  (646)% 
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8*7  Jf 


PlK.,»fl 


on  a 

Si  j= AB  X.ACC  AB'  x  AC. 

700.  .Dcu:x,triax^les  ctionTgénéral  deux  poly^nes 
scmWaUes  sont,  eutre.  eux  cosinie  les  carrés  des 
côlés  on.  dfis,  diag0iMae9.4u)ittologi^s. 

Lespoly^gnea.ABGDE  c4,A'Ji'CfJ)'E'  (yî^.  67)  étant 
ï'ig-  w-  semblables,  S  et  j  étant  leurs  ajpes,  on  a 

S  :  j  =  AB*  :  A'B''  =  ÂC*  :  Ï'G''.     (673) 

701 .  Le  cane  fait  &ur  la^omme  AC  de  deux 
droites  AB  eMiC  coniistUÀc  carré  fait  sur  la 
première,  plus,  le  carré  fait  sur  la  seconde, 
plus  deux  fois  le  rectang^p  compris  sous  les 
deux  droites.  Ainsi  l'on  a  (439) 

ÂC*    ou    (AB4- tfg'  =  AB*H-  BC'+  2AB  x BC. 

702.  Le  cctJ'ré  fait  sur  la  différence  AC 
àè  deux  droites  AB  et  BC  est  èqnixahnt  au 
cam^fait  sur  la  première,  plus  le  carn-  fait 
surla  seconde,  moins  deux  fois  le  rectangle 
compris  sous  ics^loux  lignes  (440)  : 

TSj^  ou    (AB— BC)*=:'ÂB-+BC*— 2ABxBC. 

705.  Le  rectangle  \^AL  compris  sous  fa 
somme  AC=AB-fBC  et  la  différence  AD — 
Afî  *-  B€  d&  'déasc  droites  ' AB  "  ct*BC  est  cqui- 
valent'  à  la  diffl^rence*  dés  canrs  de  ces 
droites  (444)  : 

(AB  +  BC)  (.4B  —  BC)  =  AB' —  BC  ". 

704.  Le  carré  fait  sur'  ITiypoténuso  UC  d'un  triangle  rectangle  est . 

égal  à  la  somme  des  carrés  faits  sur  les  côtés», 

Ali  et  AC  de  l'angle  droit.  Le  carré  fait  sur 

un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  égal  au  carré 

àà:  rhypoêénuft>c>niotiis&la{i  cam^  d^traiti^ 

c6té«  AinÂd'oA  at 

BC*=AÎr+AC','    et    ÂI'=BC'  — AC* 
ou  AC*=BC*  — AB*. 

70o.  Le  carré  de  la  diagonale  du  carré  est 
éfal  k  deux..foM.4e  £ar«é  d»f c6iÀ;  d'oà  iloré^ 
8iiilte:iiA^le0rappf»ritd«  la  diag9i»l«i.au>k€àlé<i 


f 


Rg.  n. 

— I — ' — 


-h 


Fig.  9a. 


du  carré  est  égal  k  ^. 
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706.  La  perpendiculaire  41,  abaissée  du  sommet  de  Tangle  droit  sur 
rhypoténuse  d'un  triangle  rectangle,  divise  cette  hypoténuse  en  deux 
segments  qui  sont  entre  eux  comme  les  carrés  faits  sur  les  côtés  adja- 
cents à  Tangle  droit  On  a  (Jig.  93). 

BI  :  IC  =  ÂB"  :  le*. 

707.  Dans  tout  triangle  ABC,  les  produits 
AB  X  AC  et  AC  x  AB',  de  deux  côtés  AB  et  AC 
par  les  projections  mutuelles  de  Fun  sur  Tautre, 
sont  égaux.  On  a  de  même 

BC  X  BA'  =  AB  X  BC  et  AC  x  CB'  =  BC  X  CA'. 

708.  Dans  tout  triangle  obtusangle  ABC,  le  carré  fait  sur  le  côté  BG, 
95  opposé  à  Tangle  obtus  CAB,  est  égal  à  la  somme  des 

j5  carrés  des  deux  autres  côtés,  plus  deux  fois  le  rec- 
tangle compris  sous  Tun  de  ces  côtés  et  la  projec- 
tion de  Tautre  sur  le  premier.  On  a 

■  ^    ^  BG*  =  ÂB"  +  AC'  +  2ACxAD. 

709.  Dans  tout  triangle  ABC,  le  carré  fait  sur  le  côté  BC,  opposé  à 
un  angle  aigu  A,  est  égal  à  la  somme  AB*  +  AC*  des 
carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés,  moins  deux 
fois  le  rectangle  AC  x  AD  compris  sous  Tun  de  ces 
côtés  et  la  projection  de  Tautre  sur  le  premier  : 

BC' =  ÂB*  +  AC*— 2AC  X  AD. 

710.  Dans  tout  triangle  : 

1*  La  somme  BG*  +  BÂ',  des  carrés  des  deux  côtés  adjacents  au 
sommet,  est  égale  à  deux  fois  le  carré  de  la  droite  BE  menée  du  som- 
met au  milieu  de  la  base,  plus  deux  fois  le  carré  de  la  moitié  CE  de  la 

base  :  

BC*+BA*  =  2BE*  +  2CE*; 

2*  La  différence  des  carrés  de  ces  côtés  est  égale  à  deux  lois  le  rec* 
tangle  compris  sous  la  base  et  la  distance  du  milieu  de  cette  base  au 
pied  de  la  hauteur  : 

BC*-BÂ*  =  2ACxDE. 

711.  Dans  tout  quadrilatère  ABCD,  la  somme  des  carrés  des  côtés 
Fis.  97*  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales,  plus 

quatre  fois  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les  milieux 
E  et  F  des  diagonales  : 

ab*+bc'4-cd*  +  âd*  =  ac"+bd*4-âEfV 


A  w 

712.  Dans  tout  trapèze,  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  non  pa- 
rallèles est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales,  moins  deux 
lois  le  rectangle  des  bases.  La  figure  44  donne 
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ÂD*+ BC*=  AC*  +  BD*  — 2AB  X  DC. 

745.  Dans  tout  parallélogramme,  la  somme  des  carrés  des  côtés  est 
égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales,  et  réciproquement. 


LIVRE   VI. 

MMt  pùlyg^mmm  résollers  et  la  ne^iire  ila  eercle. 


714.  Un  polygone  régulier  ÂBGDEF  est  un  polygone  à  la  fois  équi» 
angle  et  équilatéral  (613,  6U). 
'**     '  715.  A  tout  polygone  régulier  on  peut  circon* 

^C^  ! pS4\         scrire  un  cercle,  mais  on  n'en  peut  circonscrire 
//\  i  /'^A\       qu'un  (641). 
M       o^j^rl^lic        '^^^'  ^^^^  ^^^  P®ly#o*c  régulier  on  peut  in- 
v\        '^\^'"-^J/       scrire   un  cercle,    mais  on  n'en  peut  inscrire 
NWglM/         qu'un  (646). 
e^lL::^  717.  L'aire  d'un  polygone  régulier  est  égale  à 

la  moitié  du  produit  de  son  périmètre  par  son 
apothème  OP,  qui  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  (692). 

718.  Deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés  sont 
semblables  (665),  et  leurs  aires  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
rayons  ou  des  diamètres  des  cercles  inscrits  ou  circonscrits  (700). 

719.  Le  côté  du  carré  circonscrit  à  un  cercle  est  égal  au  diamètre. 
Le  côté  c  du  carré  inscrit  est  au  rayon  R  comme  ^  :  1.  Ainsi  l'on  a 

c:R=v^:l,      d'où      c  =  Rv^. 

Le  côté  de  Vhexagone  régulier  inscrit  est  égal  au  rayon. 
Le  côté  c  du  triangle  équilatéral  inscrit  est  au  rayon   R  comme 
V^:i.  Ainsi  l'on  a 

c:Rr=v^:l,    d'où    c  =  Rv^. 

Le  côté  C  du  triangle  équilatéral  circonscrit  est  double  du  côté  du 
triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  même  cercle.  Ainsi  l'on  a 

C  =  2c  =  2R  v/3. 

Le  côté  C  de  Vhexagone  régulier  circonscrit  est  le  tiers  du  côté  du 

triangle  équilatéral  circonscrit  au  môme  cercle.  C  =  -  R  y^* 

Le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  est  égal  au  grand  segment  du 
rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  (597,  662). 
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Le  côté  du  pentédéeagone  régulier  inscrit  est  'la  corde  qui  sous-tend 
Tare  qui  est  la  différeace  des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  de  Thexa- 
gofle  eètdu  déei^ona  rég^ittwiiisoritej. 

La  dififéNRifie  eoAde  ^lé»  arc«'6Mift4ttndin4)«nid»  côAéflidiiif>eBlagonB«f 

et  de  rhexagone  réguliers  inscrits  est  sous-tendue  par  le  côté  du  poly- 
gone régulier  inscrit  de  30  côtés  (Vôîr  i*toblèmesf. 

Côtés  et  apothèmes  des  polygones  réguliers  inscrits  dans  le  cercle 
de  rayon  R. 

Gàids. 


Triangle  équilatéral 

Carré 

Pentagone.   . 

Oetogottea  .  . 

Décagone.  .  . 
DtfÉécq^onex 

Pentédéeagonei 


Us/s 

Rv^2 


iRiVd§u~8V^, 
Ri: 


^  R(v'â-i) 

R^â^-Vâ-i^ 

ou  A  R^^*-^^)*! 


Âpotlùmes. 
R 


iRv/3; 


oa< 


iRVa+yl 


r  (jtc'i  t 


=^|  R^i*(H-«ViîW34#^):) 


JRJtSTK»^  4^'<ip«>âbd(ffitf^d^«9)aJ3^atte«^^ 


Triangle  équilatéral. 

Csfrré 

Pentagone 

Hsxagiioe 

Octogone 

Décagone 

Dodécagone 


Rayqns. 


-cVoO-hlOv^i) 


iO 
c 


|cv/4+2v"2' 
ou -c(v24-v/6)" 


Apothèmes. 
2f 


10 


c\23+10v5 


1' 


cd+v'i) 


SiC 


,cv'5+2v'5 


^^V5) 
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.DV  CERCLE.     85«ilv 


surfaces  des  polygones  régul^rs- 


Triangle  équîlatéral.  .  . 

Carré 

Pentagone 


Hexagone. . 
Octogone.  . 
Décagone.  . 
Dodécagone. 


inioiifi  éàïrU  eerri» 
•    de  rayon  R. 


d«NcAtA«u- 


c» 
5 


jC«v^6  +  2v/B 


On  a: 

\/5  =  2,836  067  WTl... 


Log.2^:0^aioaao-. 

Lbg6'fe  6J69*OTW* 


7a6inw  :  V  DMTskarsi^irajroiu^.debrapoÉlièinA^eftîdailaiJBnteoert* 
d'un  polygone  régulier,  leccôAécétiactprîS'poiir^nBiÉÉi?  : 

5^Dii9< vatenrat  du  ctté:  dHinipolygeoe-ré^ierf £chm^qux»mp]iend 
paw  inii%  le*ra7onv  rapotfaème  onÀamahJeefémfOlygÊnBt. 


NOMBRE 

!•  Le  côté  c  étant  1. 

2*  Valeor  du  côté  c  pour        1 

des  côtés 

da 
polygone. 

h-^-x^ -1 

Hayon. 

ApottUme. 

Surface. 

Rayonz^l. 

À^thème=l 

Surface=l. 

• 

0>M7350 

!o,2a8G7â 

0,433013.. 

,1^^050  > 

1 

3y464 101 

1,410671. 

0,707  107 

0,500006 

1,000000 

1,414214 

2,000000* 

1,000000 

'0,8906&t  ' 

o,««8m" 

'  l,72041«r 

1,<75S70'» 

i;t580»9' 

0jT62387 

.i,noa«6». 

,0y8i»603â. 

2^514010. 

lyOMeao»' 

l,4S4.901r 

0|«20«l6a. 

l,.IJi2382 

I,0382GI 

3,C3a912 

0,867  767 

0,963449 

.0,524581 

I,30«V56a  ' 

'),^(nwr 

4,826  «6  ' 

0,'7653eT' 

'0,'«2«'42rî 

0,455090" 

:l,Wlf62. 

1^37^7.39 

6,l8l»2a  1 

0,W^%^" 

Ojl27'94ia 

O|4O2200^ 

]/!18034  . 

l, 638842. 

7,694207 

0,618034 

o,6<i08aa. 

.0,^60611 

'1,174737^ 

1,70284*' 

0,:Jff.S646- 

0,563465 

0,^8T25:î 

0,320762 

f   12. 

.1,0*1852- 

1,8««0*& 

ll,19»lâ0  ' 

o;M7«8a  ' 

0>&36a98^ 

•Oy299«M' 

2,404  8G7 

3,352315 

17,642  360 

0,415823 

0,425113 

0,238070.. 

2,879385 

2,835641 

25,520  770 

0,347296 

0,352654 

0,197949 

20 

3,19(i227 

3,156876  V 

31,568760 

0j3128«e 

0,816769 

0,177980 

Poniciiin  iiièiim^ioinbre  de«c6téSf  lesicètéc;  lea-rayona  el-Ioisapolliè- 
mii  Taneat  dans  leonèiDa  rapport;!  4sHe»>ea«fi«er  vanml^coBinia^iaaeiv 

carrés  de  ces  longueurs  (673  et  700). 


Digitized  by  VjOOQIC 


Wà  TROISlibiB  PART».  —  GÉOMÉTRIE  PLANS. 

Application.  Construire  un  réservoir  prismatique  de  36"%75  de  ca- 
pacité,  de  3",00  de  profondeur,  et  dont  la  base  soit  un  octogone  ré- 
gulier. 

La  surface  de  la  base  est  —5—  =  42"«,26. 
•  «s 

On  a  alors  (2*  du  tableau) 

c«:0,45509«  =  42,25:1; 
d'où 

c  =  0,45509  V1M5  =  0,45509  X  3,5  =  i-,592 815. 

On  a  ensuite  (l' du  tableau) 

R:i,306  563  =  1,592845:4; 
d*où 

R  =  4,306563  X  4,592815  =  2-,084. 

On  décrira  alors  un  cercle  de  2»,084  de  rayon,  on  y  inscrira  8  fois  la 
corde  4",593,  et  on  aura  Toctogone  régulier  qui  doit  servir  de  base  à 
rintérieur  du  réservoir. 

720.  Ayant  un  polygone  régulier  inscrit,  pour  inscrire  un  polygone 
régulier  de  deux  fois  plus  de  côtés,  il  suffit  de  joindre  les  sommets  du 
premier  aux  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  ses  côtés. 

Ayant  un  polygone  régulier  inscrit  d'un  nombre  pair  de  côtés,  pour 
inscrire  un  polygone  régulier  de  deux  fois  moins  de  côtés,  on  joint  de 
deux  en  deux  les  sommets  du  polygone  proposé.  > 

721.  p  et  P  étant  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  sembla* 
blés,  Tun  inscrit  et  Tautre  circonscrit  à  un  même  cercle,  désignant  par 
p'  et  P'  les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  d*un 
nombre  double  de  côtés,  on  a 

722.  La  circonférence  est  plus  grande  que  le  contour  de  tout  poly- 
gone inscrit,  et  moindre  que  celui  de  tout  polygone  circonscrit.  EÛa 
est  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  périmètres  des  polygones  réguliers 
inscrits  et  circonscrits  à  mesure  que  leurs  côtés  deviennent  plus  petits, 
c'est-à-dire  que  le  nombre  de  ces  côtés  devient  plus  grand  (558). 

723.  Deux  cercles  sont  toujours  semblables.  Leurs  circonférences  G 
et  c  sont  entre  elles  comme  leurs  rayons  R,  r  ou  comme  leurs  dia- 
mètres D,  (2,  et  leurs  surfaces  S,  s  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  lignes 
(700). 

C_R_D  S_R*_D« 

c''  r-^T    ®*    7  ""  r«  "^  55'- 

724.  Dans  deux  cercles  différents,  on  nomme  arcs  semblables^  secteurs 
semblables^  segments  semblables^  ceux  qui  ccurespondent  à  des  angles 
au  centre  égaux. 
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725.  Les  arcs  semblables  sont  entre  eux  comme  leurs  rayons,  comme 
leurs  diamètres,  ou  encore  comme  les  cordes  qui  les  sous-tendent. 

Les  secteurs  et  les  segments  semblables  sont  entre  eux  comme  les 
carrés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres,  ou  encore  des  arcs  qui  leur 
servent  de  bases  ou  des  cordes  qui  sous-tendent  ces  arcs. 

726.  Le  rapport  de  la  circonférence  G  à  son  diamèire  D  est  un  nombre 
constant  et  incommensurable.  On  a  Fbabitude  de  le  représenter  par  x,  ce 
qui  donne  pour  une  circonférence  quelconque 

JT  =  g  =  3,141  592  653  589  793  238  462  643... 

Dans  la  pratique  on  se  contente  ordinairement  de  faire 

?c  =  3,141 5926    ou    3,1416    ou  même    3,14. 

22 
Archimède  a  fait  voir  que  -=-  =  3,1 42  8571...  est  la  valeur  de  ic  à  moins 

de  0,001 2645...  par  excès,  c'est-à-dire  à  moins  de  =^. 

Métius,  mathématicien  hollandais,  a  montré  que  /    était  la  valeur 

1  lu 

de  ff  approchée  par  excès,  k  moins  de  0,000001. 

G*est  après  Métius,  que  Snellius,  autre  mathématicien  hollandais,  a 
donné  la  valeur  de  n  calculée  jusqu'à  la  12*  décimale. 

Ce  mathématicien  est  parti  des  périmètres  des  carrés  inscrits  et  cir- 
conscrits au  cercle  ayant  Tunité  pour  rayon;  puis,  à  Taide  des  formules 
du  n*  721,  il  a  successivement  calculé  les  périmètres  des  polygones 

réguliers  inscrits  et  circonscrits  de  8,  16,  32 côtés,  et  il  a  continué 

jusqu'à  ce  que  les  deux  dernières  valeurs  trouvées  divisées  par  le  dia- 
mètre 2  lui  ont  donné  le  même  nombre  jusqu'à  la  12*  décimale,  puis 
d'autres  chiffres  différents.  La  circonférence  étant  comprise  entre  les 
périmètres  des  deux  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  qui  ont 
fourni  ces  valeurs,  il  en  résulte  que  la  partie  commune  de  ces  valeurs 
est  bien  la  valeur  approchée  de  n  à  moins  d'une  unité  décimale  du 
12*  ordre. 

Archimède  était  parti  des  hexagones  réguliers  inscrits  et  circonscrits 

22 
pou?  calculer  la  valeur  -y. 
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des  9  premiers  multiples  de  r,  -h',  W*,  yÇ,  '  Vît,  -,'-;i  -=,  \/- ^'  Kl  ->^^'^^ 
rencontre  fréquemtnâni  dans  le9  formules. 


â 

-. 

1 

-^          '' 

-■;l 

1 

3,1415927 

1 

9,8696044 

1 

3KfliHi-2:^i7 

1 

1,7724539 

1 

1,4645919 

2 

«,V83I853 

2 

19,789(1088 

2 

'ClSOIÏ.'^SIt 

2 

;3,544^77 

2 

2,9291838 

3 

9,4247780 

3 

29,6088132 

3 

^:j,'}lïl!i*iuO 

3 

5,317  3610 

3 

4,3937756 

4 

12,6663700 

4 

39,4784176 

4 

124,0251067 

4 

7,0898154 

4 

5,8583675 

5 

15,7079633 

5 

49vdi6a2â0 

k 

1.5^)313834 

5 

8^622693 

\ 

.  7,3221)694 

6 

18,8495559 

6 

59,2176204 

0 

186,0370601 

6 

10,fî34723I 

8,7875513 

7 

21,991  148C 

7 

69,0872308 

7 

217,0439368 

7 

12,407  1770 

7 

10,2521432 

8 

25,1327412 

6 

78,9d«83ft:» 

8 

248^0502134 

8 

a4,nari3û8 

8 

11,7167351 

9 

28,2743339 

9 

88,8264396 

9 

279,0564901 

9 

15,9520847 

9 

13,1813269 

1 

t 

1 

7C« 

1 

VI 

Vi 

1 

i 

0,8I8Q«99 

1 

0,1613210 

1 

6,0312515 

I 

0,5«4f806 

l 

0,682  7«41 

2 

0,0306198 

2 

0,2026420 

2 

0,0645030 

2 

1,1283792 

2 

1,3655681 

3 

0,9549297 

3 

0,3039681 

3 

0I096.7M6 

^ 

.  1,0936688 

3 

2,Mg352^ 

f 

\ 

.I,i7a2a95 

4 

0,405i2841 

4 

0,1290000 

4 

2,2567583 

4 

2,731  1363 

5 

1,5915494 

5 

0,5006051 

S 

0,1612575 

5 

«,8209479 

5 

3,4139203 

6 

1,9098593 

6 

"O/MTMOl: 

e 

•  01,1(136090 

6 

.3,3851875: 

6 

4.0îu;-nH' 

. 

7 

.2,238 i092 

7 

^,7^92471. 

.7 

.0,2257C05 

7 

3,9493271 

7 

.4,T:ii,HM,^ 

8 

2,5404791 

8 

0,8105682 

8 

0,2580120 

8 

4,5135167 

8 

hA^'-riiv^ 

f 

9 

'2,864  7890 

9 

•0i9H'8692 

9 

0,200  M85' 

^ 

'5,0773063 

9 

%.\v..mm 

iLogic==0,497l499,    lo§<dbtti»0,9MflW7,  Kl»jit»c3l|49 1*196,  .legViwa,î4»«A9, 
Log  v^=0,1657r66,  log- =7,5028501,  log  1^7,005 7003, Hog'i- =ii2,60« 6604, 

log  ifi  =^T,76I 4251,  log^ V  -  =^  ^«»M«*- 

727.  Expression  de  la  longueur  C  de  la  circonférence  en  fonction  de 
r4ùn  diamètre  h  ou  de  son  rayon  R.  Ayant  (726) 


on  en  conclut 
d*où  Ton  tire 


C 


C  =  7:D    OU    C  =  2j:R; 


D=-     et    R=~. 

-  2i: 


Selon  que  D  =  i  ouR  =  4,ona 

C  =  ic    ou    C  =  2iç. 
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•"728.  L'àff*'S»d»'c«*t/d'éM-éff!de^au«prodiïit*de'«a  cireoiif^rmiee  par 
la  moitié  de  son  niyt)ni  Ce  qui  éfjfoivBUfrà  Kâire'd'tin'tnangieqvraQrait 
une  base  légale  à  la. loqgueur  de  la  circonférence .et.une  hauteur  égale 
au  rayon  (692)  : 


d'où  Ton  tire 


"  D      JîD'  R 

"D='éy^    ef'R=*y^.  (a) 


Selon  que  D  =  1  ou  R  =  i ,  il  vient 

^'^ 

S  =  Y       ou      S  =  7C. 
4 

Aemplaçatiti  dans  la*  favmule  <(a)  :R  part > sa  i valeur  -en  ftmction  é^.C 
(7S7),  on^a^-poiirJa^relation  .eatrada  circonférenoe  et^.laKBBi«rfaeei<Akin 
«.cercle 

729..  PnoBLÉMES.i  Calculer  : 

1*  La  l<mgue«^'QWtme  circonférence  ^dofif  le  rayon  est-  4'^;30. 

On  a  (727)      >  C=i.^T^.=^.%x^3,iiiùx  ^,30  =f  8r,168. 

•*f  La  suffacé  S'cTun  cercle' dont -le  rat/on  ^*f  1*;30. 

;Ayant  calculé  la.  longueuc.de.  la.  circonférence^ âlî4iufiirait  de 4a louil- 
tiplicr  par  la  moitié  du  rajiMn^Dans^ie  cas  contraire  on  pos^  (iiâ8) 

S^  sR»=»  3,4446 x.1^3  x  4,3;=i6''V09. 

iZ*iLe  rayoTiâ^imceroUde  b'^^^\demr/ace. 

On  a  (726  et  728)    R  =.V/|  =  V  ^  ^  V^  =  ^'^^^^  V"^^  =  ^">30. 

750.  Résolution  des  problèmes  précédents  en  faisant  usage  de  la  table 
du  n*  291,  qui  contient  les  longueurs  des  circonférences  et  les  surfaces 
des  cercles  de  diamètres  entiers  de  i  à  4000. 

!•  Étant  donné  le  rayon  R  ou  le  diamètre  D,  calculer  la  longueur  C  de 
la  circonférence  et  la  surface  S  du  cercle. 

'  Convertissant  le  diamètre  donné  en  unités  d'un  ordre  tel  que  la  partie 
entière  approche  le  plus  de  la  limite  1000  de  la  table  sans  la  surpasser, 
si  la  nouvelle  partie  décimaler  est  nulle,  la  table  idonne  directement  la 
longueur  de  la  circonférence  en  unités  de  Tordre  adopté,  k  moins  d'un 
*cefrHème  dhine  de  ces  unités,  et  la  surface  du  cercle  à  moins  d'une 
nnité  de  surface  ayant  pour  côté  une  de*  ces  unités.  La  table  donne 
^ème  ees  snrfaces  avec  deur  décimales  pour  des  diamètres  qui  ne'dé- 
^passent  pas*44M). 
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1*'  exemple.  Pour  Ds=2"*,50,  convertissant  en  centimètres,  il  vient 
D=  250  centimètres,  et  250  étant  moindre  que  1000,  la  table  donne  : 

C=785*-,40  =  7-,854,     et    S  =  49  OS?-*  =  i"',^  87. 

V  exemple.  Pour  D  =  2  520  mètres,  convertissant  en  décamètres,  il 
vient  D  =  252  décamètres,  et  la  table  donne  : 

C  =  791 ,68  décamèires^        ou    7  916",8  ; 
S  =  49  876  décam.  carrés^    ou    4  987  600"«. 

3*  exemple.  Pour  d  =  0",0252,  la  table  donne  de  même 

C  =  791 ,68  dix^millimètreSf  ou    0",079 1 68  ; 

S  =  49  876  dix-millimètres  carrés ^    ou    0^,000  498  76, 

4*  exemple.  Pour  D  =  2",5243,  convertissant  en  centimètres,  on  a 
D  =  252^'',43.  La  nouvelle  partie  décimale  n'étant  pas  nulle,  la  table  ne 
contient  pas  les  valeurs  de  G  et  S;  mais  les  valeurs  C=791*",68=7*,9168 
et  S  =  49876'"«  =  4"«,9876,  qu'elle  donne  pour  D  =  2",52,  pourront  le 
plus  souvent  être  adoptées  dans  la  pratique  comme  suffisamment  ap- 
prochées de  celles  correspondant  à  D  =  2",5243. 

Si  le  diamètre  était  2",5267,  on  lui  substituerait  253"',  la  partie  né- 
gligée étant,  dans  ce  cas,  supérieure  à  un  demi-centimètre. 

On  peut,  du  reste,  avoir  des  valeurs  plus  approchées  pour  C  et  S  en 
ayant  recours  aux  différences  proportionnelles,  comme  on  Ta  fait  au 
n*  400  pour  les  logarithmes.  Ainsi,  pour  un  accroissement  1  de  D,  C  aug- 
mentant de  794,82  — 791,68  =  3,14  (cette  augmentation  est  constante  et 
égale  à  n  =  3,1415926...),  pour  Taccroissement  0,43  de  D  Taugmentation 
de  C  est  3,14  x  0,43  =  1,35,  et  Ton  a  pour  D  =  2",5243 

*  C  =  791 ,68  +  1 ,35  =  793-,03  =  7-,9303. 

Le  tableau  des  9  premiers  multiples  de  n  (n*  726)  permet  de  calculer 
facilement  cet  accroissement  de  C  pour  0,43  : 

Pour  D  =  252'''        C  =  791-,68 

Augmentation  pour  0   ,4  1    ,26 

id.  0    ,03  0   ,09 


Pour  D  =  252'",43,  C  =  793«-,03  =  7-,9303. 

De  même,  pour  un  accroissement  1  de  D,  S  augmentant  de  50273— 
49  876  =  397,  pour  0,43  Taugmentation  est  397  x  0,43  =  171 ,  et  Ton  a 
pour  D  =  252-,43 

S  =  49  876  + 171  =  50  047-'  =  5"«,0047. 

2*  Étant  donnée  la  longueur  C  d'une  circonférence  ou  la  sur/ace  S  d*tm 
cercle,  calculer  le  diamètre  D  ou  le  rayon  R. 

1"  exemple.  Soit  C  =  7*,9303.  On  exprime  C  en  unités  telles,  que  le 
nombre  qui  en  résulte  soit  le  plus  grand  possible,  mais  inférieur  à 
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314i,59,  qui  est  la  limite  supérieure  de  la  table  pour  les  circonférences, 
ce  qui  donne  C  =  793**,03;  on  cherche  ensuite  dans  la  colonne  des  cir- 
conférences de  la  table  celle  791,68  qui  approche  le  plus  de  793,03,  et 
le  diamètre  252*"  =  2*,52 ,  qui  lui  correspond,  peut  être  pris  pour  la 
valeur  cherchée,  avec  une  erreur  le  plus  souvent  négligeable  dans  la 
pratique. 

Si  Ton  veut  une  plus  grande  approximation,  D  augmentant  de  1  pour 
une  différence  794,82  —  791,68  =  3,14  entre  les  valeurs  de  C,  pour  la 

1  35 
différence  793,03  —  791,68  =  1,35,  D  augmente  de  1  x  -\-  =0,43,   et 

l'on  a  D  =  252-, 43  =  2-,5243. 

2*  exemple.  Soit  S  =  5"',0047.  Opérant  comme  pour  la  circonférence, 
on  trouve  d'abord  pour  S  =  49  876*"%  D  =  252'"  =  2",52,  qui  est  à  moins 
de  1  centimètre  le  diamètre  correspondant  à  S  =  5"',0047. 

Pour  avoir  une  plus  grande  approximation,  puisque  D  augmente  de  1 

pour  une  différence  50273—49  876  =  397  entre  les  valeurs  de  S,  pour 

174 
la  différence  50  047 — 49  876  =  471 ,  Taugmentation  est  4  x  ^-  =  0,43,  et 

l'on  a  D  =  252-,^3  =  2-,5243. 

731.  Les  circonférences  étant  entre  elles  comme  leurs  diamètres,  et 
les  cercles  comme  les  carrés  de  leurs  diamètres  (723),  il  en  résulte 
qu'ayant  calculé,  soit  avec  les  formules,  soit  avec  la  table,  la  circonfé- 
rence G  ou  le  cercle  S  d'un  diamètre  D,  pour  avoir  la  circonférence  c  ou 
le  cercles  d'un  diamètre  d,  il  suffit  de  poser 

c  =  Cg,    ou    s  =  S^,. 

Ainsi,  selon  qu'on  a,  par  exemple  : 

d  =  2D,  3D,  4D...    ou    d=  ^  D,  ^  D,  !  D..., 


2    '  3     '  4 


il  vient  respectivement  ; 


c  =  2C,  3C,    4C...    ou    cr=^C,  gC,  |c..., 
et  #=4S,  9S,  46S...    ou    *=  1  S,  ~  S,  ^^S.... 

Les  erreurs  commises  dans  les  valeurs  de  C  ou  S  se  trouvent  multi- 

d        d^ 
pliées  par  le  rapport  rj  ou  tt;  dans  les  valeurs  de  c  ou  *  ainsi  obtenues. 

Comme  on  a  (730) ,  pour  D  =  2",52  : 

C  =  7-,9468,    et    S=  4-%987«, 

pour  d  =  2D  =  6-,04,  on  aura  : 

c  =  7,9168  X  2  =  45-,8336,     et    *  =  4,9876  x  4  =  19-%9504. 

Les  erreurs,  qui  ne  dépassent  pas  un  demi-dix-millimètre  pour  G  et 
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un  d&mi-centimètre  carré  pour  S,  sont  multipliées  par  2  pour  c  ri 
par  4  .pour  s* 
752.  La  surface  S  d'un  cercle  étant  égale  au  produit  de  la  ctrconfé- 

1 
miCR'G  par 'la  moitié  du  rayon  ou  le  t  du  diamètre  D,   on  pourra 

parfois,  dans  le  but  de  simplifier  les  calculs,  profiter  de  celte  rela- 
tion.pouF  déterminer  Tune  des  quantités  C  on  S,  quand  Tautre  sera 
connue  : 

S=CxS.    c=f. 

755.»  La  longueur  XcPunarc  de  cercle  est  égaîe  à  la  longueur  C  do  la 
circoiiférenw  do  même  rayon,  multipliée  par  le  rapport  du  nombro  de 
degrés  ou  de  minutes  ou  d^  secondes  contenu  dans  l'arc  au  nombre  do 
dtfçréS' OU' de -minutes  ou  de  secondes  contenu  dans  la'  circonférence. 

Ainsi  pour  aroir  la  longueur  d'un  arc  de  23*8*  dont  le  rayon  est  1",30, 
on  commence  par  calculor  C=8",168  pour  1",30  de  rayon  (729i,  730),  ei 
Ton  a  ensuite  (68  J) 

«  i/>o  23  X  60-1- 8"     ^„  ,_^ 

Table  de  la  longueur  des  arcs  de  cercle^  le  rayon  étant  prif  pour, 
nniiê.  Pour  avoir  les  longueurs  en  mètres,  en  centimètres  ou  en  miUi- 
mètres,  il  suffit  de  multiplier  les  longueurs  du  tableau  par  la  longueur 
du  rayon  exprimée  en  mètres,  centimètres  ou  millimètres. 

Soit,  par  exemple,  a  déterminer  la  longueur  d*un  arc  de  126*  45' 9",  dont 
le  rayon  est  iO',40.  Le  rayon  étant  pris  pour  unité,  la  longueur  de  l'arc 
fournie  par  la  tal)le  est  : 

Pour  100» 1,745  3293 

SG** 0,453  7856 

40' 0,0116355 

5' 0,OW4S44 

9" 0,000  0436 

Total  pou*126Ho  9" 2,212  2484 

i;ailoifef^eitr  de  Tare  en  mètres  est  alors 

10,40  X  2,242  2484  =  2.1*,007; 
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longnear  0  «te 

0,04745  32925  i99t8  29507  |  r 
0,00029  08882  08665  72160  |  i'" 


longneor 
0t,D0000  48481  36811  09536 
0,00000  00808  022B0  18492 


Aies. 

LOHGOEIAS. 

AECS. 

LONGOIOBS. 

.ARCS. 

LONGnEURS. 

▲RC8 

LORfiCEtJES. 

<• 

0  047  4533 

36» 

0,628  3485 

74* 

4,239  4838 

4' 

0,000  2909 

3 

0,0340066. 

37 

0,046  7718 

78. 

,1,2S66374 

2; 

0,000  5818- 

0,032  :«99 

38 

0  G03  22ii1 

73 

1,274  0904 

3 

0,000  8727 

k^ 

M698IS2- 

39' 

0,«MKi784 

•   74 

4  ,'294  5436 

4 

0,004  4636  U 

5 

0,0892666 

4# 

0,0418  4347 

75- 

1,398  0969 

5 

■  0,001  4544 

.    6. 

0^104  74S8 

44 

0,746  6850 

76- 

4,326  4502 

6 

0,004  7453 

7 

0,422  4730 

42 

0,733  0383 

77 

4,343  9030 

7 

0,002  0362 

r 

•0,1 39  «963 

4S 

0.700  4916 

78 

1,3613568 

8 

0,002  3274 

1    ^ 

0,467  0706 

44 

0,767  9*49 

79 

'4,3788101 

9 

0,002  6180 

40 
II 

0,174  S329 

45 

.0,785  3982 

80 

4,306  2634 

10 

0,002  9089 

0,191  98G2 

'   46 

0,802  8:>4  5 

81 

1,4137107 

20 

0,005  8178 

42 

0,209  4393 

4r 

0,820  3047 

82 

1,431  1700 

30 

0,003  7266 

1  IS' 

10,81689*3' 

48 

.0,667  7580 

j    83 

4,4i8(;233 

40 

0,011  6355 

44 

0,2iV34(»l 

49 

0.8o5  2M3 

i    84 

1 ,46o  07  or» 

50 

0,0145444 

45 

0,^1799'* 

50 

0;8:2  GC46 

85 

1,483  5209 

46 

0.2T92527 

51 

0,890  1179 

86 

1  ,'500  98:^2 

1" 

0,000  0048 

47 

O,29o7060 

52 

0,90713712 

87 

4,518  4304 

2 

0,000  0097 

48 

0,314  I51î:J 

.'K) 

0,955  0245 

88 

1,53.')88i}7 

3 

0,000  0145 

49 

0,331  6126 

54 

0,9 V2  4778' 

80 

1,353  B  430 

4 

0.000  0194 

90 

0,3490659 

5:> 

0,1»:>9  934 1 

90 

1,570  7963 

5 

0,000  0242  1 

tl 

0,3665191 

56 

0,977  3844 

94 

4,588  2496 

6 

0,000  0294 

sr 

0,38»  9724 

'  sr 

0,9948377 

9f 

4,605  7029 

7 

0,000  0339- 

S3 

0,401  4257 

58 

4,0122910 

93 

1.6231562 

8 

0,000  0388 

Si 

0,418  8790 

59 

1,029 1443 

94 

4,640  6095 

9 

0,000  0436 

u 

0,4363323 

69 

i;047  4976 

95 

4,058  0628 

40 

0,000  0485 

u> 

0,4tô78fr6 

64 

4,0«4<ÎÎJ08 

96 

4,675  5464 

20 

0,0000070 

V 

0,474  2S89 

62 

1,082  1041 

97 

1,092  9604 

30 

0,000  4454 

» 

0,4886932 

63 

1,099  5:i7  4 

98 

1,710  4527 

40 

0,000  4939 

)9 

0,506  4465 

64 

M  17  V  4  07 

99 

1,727  8760 

50 

0,000  2424 

30 

0,523  5988 

65 

4.1344C40 

400 

1,745  3293 

3« 

0,541  0521 

66 

4,4519173 

200 

3,490  G5c5 

3i 

0,558  5054 

67 

1,109  3706 

300 

5,235  9878 

33 

0,5759587 

68 

4,186  8239 

34 

0,593  4419 

69 

4,204  2772 

35 

0,640  6653 

70 

4,2217305 

754.  Uaire  s  d'un  secteur  (633)  est  égale  au  produit  de  Tare  qui  lui 
sert  de  base  par  la  moitié  du  rayon.  Cfj  qui  équivaut  à  Taire  d'un  trian- 
gle qui  aurait  une  base  égale  a  la  longueur  de  celle  du  secteur  et  une 
hauteur  égale  au  rayon  (692). 

Loire  s  du  secteur  est  aussi  égale  à  la  surface  'du  cercle  de  même 
rayon,  multipliée  par  le  rapport  du  nombre  de  degrés  ou  de  minutes  ou 
de  secondes  auquel  correspond  le  secteur,  au  nombre  de  degrés  ou  de 
minâtes  ou  de  secondes  auquel  correspond  le  cercle  entier. 

Ainsi  le  rayon  du  secteur  étant  de  1",30  et  Tare  qui  lui  scrtde  base  de 
Î5'8',  ayant  calculé  la  longueur  0'",570  de  la  base  du  secteur  (733), 
on  a 
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^  =  0,570  î^=0-S371. 
La  surface  du  cercle  de  l-,30  de  rayon  étent  5-*,309  (7SI9),  on  a  aussi 

75».  Laite  d'un  segment  circulaire  s'obtient  en  remarquant  que  le 
segment  est  la  différence  entre  le  secteur  de 
même  base  et  le  triangle  OAB  (692, 734). 

Dans  la  pratique,  pour  les  voûtes  par  exem- 
ple, on  a  souvent  \ ouverture  ou  corda  AB,  et 
la  flèche  ou  montée  DE,  desquelles  il  faut  dé- 
duire le  rayon  OB,  la  longueur  de  Tare  ADB 
et  la  surface  du  segment. 

Désignant  le  rayon  OB  par  r,  la  demi-ou- 
verture BE  par  /,  la  flèche  DE  par/,  et  le 
demi-angle  au  centre  par  a,  le  triangle  rectangle  OBE  donne  (704) 


r«=i«+ (r— /)«,    d'où    r  = 


2/ 


On  a  ensuite 


sma=  -. 
r 


(Voir  Trigonométrie.) 


Ayant  r,  l  et  «,  on  a  tout  ce  qu'il  faut  pour  calculer  la  longueur  de 
l'arc  ADB,  la  surface  du  secteur  OADB,  la  surface  du  triangle  OAB,  et 
par  suite  celle  du  segment  ADB.  On  se  dispensera  de  faire  ces  calculs, 
qui  sont  assez  longs,  en  faisant  usage  de  la  table  suivante. 


Digitized  by  VjOOQIC 


^'^£  ▼!.  —  LES   POLTGONBS  RÉGULIERS  ET  LA  UESORB  DU  CERCLE.  8C 


Taâie  des  iangueurs  des  arcs  et  des  surfaces  des  segments,  la  longueur 
de  la  flèche  étant  prise  pour  unité. 


f<W4M./     Arc. 

8«f«Mti. 

Cordes. 

Aret. 

Secmeato. 

|cord«f. 

Arcs. 

SegmMts. 

^,00 

/    3,4446 

4,5708 

4,80 

5,337 

3,3085 

8,50 

8,810 

5,7280 

9,04 

/     3,446 

4,6764 

4,90 

5,427 

3,3730 

8,60 

8,903 

6,7947 

«,0t 

'     3,4  SS 

4,5834 

5,00 

5,547 

3,4377 

8,70 

9,003 

5,8606 

2,03 

3,4  S« 

4,5879 

5,40 

5,608 

3,5024 

8,80 

9,400 

5,9266 

«,04 

3,4  64 

4,5936 

6,20 

5,698 

3,5672 

8,90 

9,196 

6.9927 

8,05 

3,470 

4,5993 

5,30 

5,789 

3,6320 

9,00 

9,293 

6,0587 

2,0e 

3,4  76 

4,6054 

5,40 

5,881 

3,6969 

9,10 

9,390 

6,4248 

i,07 

3,4  83 

4,6108 

6,50 

5,973 

3,7648 

9,20 

9,487 

6,4909 

j:o« 

3,4  «7 

4.6t66 

5,60 

6,065 

3,8269 

9,30 

9,584 

6,2570 

«,09 

3,4  93 

4,6224 

5,70 

6,157 

3,8949 

9,40 

9,681 

6,3230 

«,IO 

3,4  99 

4,6283 

5,80 

6,249 

3,9571 

9,50 

9,778 

6,3890 

î,» 

3,tK64 

4,6863 

5,90 

6,342 

4,0222 

9,60 

9,875 

6,4554 

«,30 

3,334 

4,7449 

6,00 

6,435 

4,0874 

9,70 

9,972 

6,5242 

«,40 

3,390 

4,80H 

6,40 

6,528 

4,1527 

9,80 

40,069 

6,5873 

«:5o 

3,4S8 

4,8637 

6,20 

6,624 

4,2182 

9,90 

40,467 

6,6533 

«,60 

3.S37 

4,9238 

6,30 

6,715 

4,2835 

40,00 

40,264 

6,7494 

«,70 

3,S99 

4,9843 

6,40 

6,809 

4,3489 

40,10 

10,362 

6,7854 

«',80 

3,673 

2,0452 

6,50 

6,903 

44142 

40,20 

40,459 

6,8545 

«,90 

3,746 

2,1064 

6,60 

6,997 

4,4797, 

10,30 

40,557 

6.9176 

aloo 

3, S  «3 

2,4079 

6,70 

7,091 

4,5452 

10,40 

40,634 

6,9837 

MO 

3,899 

2.2297 

6,80 

7,485 

4,6407 

10,50 

10,752 

7,0498 

3,«0 

3,977 

«,2947 

6,90 

7,280 

4,6763 

10,60 

10.8i9 

7,1160 

3:30 

4,056 

2,3540 

7,00 

7,375 

4,7420 

40,70 

40,947 

7,1822 

3,40 

1     ^,«:*7 

2.4165 

7,40 

7,470 

4,8076 

10,80 

41,045 

7,2484 

3,50 

1      *.2<8 

2,4793 

7,20 

7,565 

4,8732 

40,90 

11,143 

7,3146 

3,^ 

l      4,300 

2,5422 

7,30 

7,660 

4,9389 

14,00 

41,240 

7,3809 

3,70 

\      4,383 

2,6053 

7,40 

7,755 

5,0047 

11,40 

41,338 

7,4471 

3,80 

1      *.*67 

2,6686 

7,50 

7,8'^t) 

5,0705 

14,20 

41,436 

7,5133 

3;»o 

1      4,554 

2,7320 

7,60 

:/JliJ 

5,4363 

44,30 

44,534 

7,5795 

4.00 

l      4,636 

2,7956 

7,70 

K.OVÎ 

5,2020 

44,40 

4 1 .632 

7,6457 

1  4,40 

►   l      4,722 

2,8593 

7,80 

n,vM 

5,2678 

41,50 

11,730 

7,7119 

1  ^>^<^ 

^   1      4.808 

2,9234 

7,90 

^,-2n 

5,3336 

44,60 

41.828 

7,7784 

1  ^-^^ 

}   \     4,895 

2,9874 

8,00 

8,3^^ 

5.3994 

44,70 

11,926 

7,8454 

1  ^>^^ 

a  l      4,983 

3,0512 

8,10 

HM'^^ 

5,4653 

44,80 

42,024 

7,9447 

1  4,5^ 

0  l      5,074  . 

3.4454 

8,20 

8,5iîJ 

5,5312 

44,90 

42,1?î 

7,9770 

1   4> 

0   1      6,459 

3,1796 

8,30 

8,647 

5,5974 

42,00 

42,220 

8,0433 

l 

0  1      6,«i8 

3,2440 

8,40 

8,744 

6,6630 

= 

Application.  La  flèche  d'une  voûte  en  arc  de  cercle  est  de  2",60, 
rouverture  ou  corde  est  de  20",00.  Quelles  sont  la  longueur  de  Fi 
d'intrados  et  la  surface  du  segment  compris  entre  Tare  et  la  corde? 


Prenant  la  flèche  pour  unité,  la  corde  devient  -—^^  =  7,692. 

SI,oO 


Ch 


chant  dans  la  table  la  corde  7,70  qui  en  approche  le  plus,  on  trouv 
sa  droite  8,042  pour  la  longueur  de  Tare,  et  5,2020  pour  la  surface 
segment.  Cette  longueur  et  cette  surface  converties  en  mètres  et 
mètres  carrés  deviennent  : 

8,042  X  2,60  =  20",909    et    5,2020  x  (2,60)»=  35'-',1655. 

Ces  résultats  sont  ceux  que  Ton  cherche,  avec  une  approximat 
ordinairement  suffisante  dans  la  pratique.  Si  Ton  veut  une  plus  grai 
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approximation,  on  a  recours  à  la  méthode  des  différences  proportion- 
nelles (400  et  730).  L*arc  deviendra  ainsi 

8,042  -  (8,042-7,946)  x  !j\!{q_!j'^  =8,034, 
et  le  segment 

5,2020  -  (5,2020  -  5,1363)  X  'j^'J^  ^  ^^'^  =;  5;1967. 

Lesquels  étant  convertis  en  mètres  et  on  mètres  carrés  deyicniient  : 
8;034  X  2,60=ii0"',888,    et    5,1»67  x  2,60x  2.60  =  39-%i297. 


OÈOBSËTBIE   DE    L'BBPAGE. 


LIVRE   I. 

Xe  piMi  (559). 


7S6.  Une. ligne  droite  AB  et  un  plan  MN  sont  'perpendiculaires  Vun  à 
Fiff  i«o  l'autre  lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  à  toutes 


A 


les  droites  CD,  £F...  qui  passent  par  son  pied  dans 
le  plan.  Ils  sont  obliques  Vun  à  Vautre  lorsque  la 
droite  n'est  pas, perpendiculaire  .à  toutes  celles  gui 

Z^ 1 —j      passent  par  son  pied  dans  lo  plan. 
g^^^B^  /  ^^  ^"^*  ^"^  A'Bsoit  perpendiculaire  à  deux  droites 

•u         CD,  EK  qui  passent  par  son  pied  dans  le  phtn-pour 
qu'elle  le  soit  ^t  toutes,  c'est-à-dire  pour  qu'elle  soit 
perpendiculaire  au  plan. 

*757.  Toutes  les  perpendiculaires  CD,  EF  ...  menées  h  une  droite  AB, 
par  un  môme  point  B,  sont  situées  dans  un  même  plan  MN,  qui  est 
perpendiculaire  a  AD. 

738.  Par  un  point  quelconque  A  ou  B  on  peut  toujours  mener  une  per- 
pendiculaire AB  à  un  plan  MN;  mais  on  n'en  peut  mener  qu'une. 

739.  Le  pied  B  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  A  sur  un 
plan  est  la  prnjectioji  dr  cr  point  sur  le  plan, 

La  ligne  formée  par  les  projections  des  points  d'une  lîfjne  sur  tm 
plan  est  la  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan  (689). 

740.  Par  un  point  B  pris  sur  une  droite  ou  par  un  point  Cpris  hors 
0tfi*cette  droite,  on  peut  toujours  mener  un  plan  MN  perpendiaikirB  à 
iùdUe  droite  ;  iiaais -on  n'en  peut  mener  quun. 
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741.  Lorsque 'û'xm  point  fris  hors  â^un  plan  on  ahaisse^ime  perpen- 
Fig.  101.  dèeulaire  et  différentes  -  obliques  :  1"  la  perpendi- 

culaire OG  «stplus  courte  que  toute  oblique  OA; 
T  il€ttx  oèlk|ues  OA,  OB  qui  s'écartent  également 
l\  du  pi6d  de  la  perpendiculaire    (GA  =  !(;B)    sont 

I  %  égaies,  et  réoiproqtteiRent;  3*"  des  deux  obliques 

j^X^ y     OA,  OC  fui  »'écartent  inégaleiDenttithi  pied  de  la 

vAx*^  Vp     perpendioriaire,  celle  OC  qui  s'«n  écarte  le  plus 
/  K^      A^'^9/         est  la  plus  longue,  et  réciproquement  (583). 

La  prrpeadrcalaire  QG  étant  le  plus  court  chemin 
du  point  0  au  plan,  elle  t%\A9L  àiaiaiice  dupoint  0  eunplan. 

Le  lieu  des  pieds  des  ol>liques  égales  menées  d'un<«énic  point  0  à 
un  plan  est  une  eirconférence  qui  a  pour  eentre  le  pied  G  de  laper- 
pendiculaire.  De  là  il  résulte  que  pour  mener  par  un  point  0  pris 
hors  d'un  plan  une  perpendiculaire  à  ce  plan,  on  inarque  sur  le  plan 
trois  points  ABA'  également  distants  du  point  0;  on  détermine  le  centra 
G  de  la  ciroonfn*esce  qui  passe  par  ces. trois 'points,  et  OG  est  la  per* 
pendiculaire  demandée.  ' 

T42.  Vongle  d'une  droite  OA  et  efun-p/an  est  le  plus  petit  des  angles 
que  forme  la  droite  ayec  les  différentes  droites  qui  passent  par  «on  pied 
dans  le  plan.  Ce  plus  p^Wi  angle  es^t  celui  OAG  que  fait  la  droite  avec  sa 
projection  AG  sur  le  plan  (569,  739). 

"743.  Un  plan  perpendiculaire  à  une  verticale  est  dit  horizontal  (^74). 
Comme  la  verticale,  le  plan  horizontal  varie  pour  chaque  point  Vic'ia 
surface  du  globe. 

Un  plan  oblique  sur  la  verticale  est  AWincliné  à  Vhorizon,, 

744.  La  ligne  de  plus  grande  pente  dkunplan  est  celle  de  toutes  les 
droites  que  Ton  peut  tracer  dans  ce  plan  qui  fait  le  plus  grand  angle 
avec  le  plan  horizontal,  et,  par  suite,  le  plus  petit  avec  la  verticale. 

Traçant  dans  un  plan,  d'abord  une  horizontale,  puis  une  perpendi- 
culaire à  cette  horizontale,  la  perpendiculaire  est  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan. 

74o.  La  perpendiculaire  menée  par  le  centre  d'un  cercle  à  son  plan 
est  le  lieu  .géométrique  des  points  également  distants  de  la  circonfé- 
rence (566). 

746.  Le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  d'une  droite  est  le  lieu 
géométrique  des  points  également  distants  des  extrémités  de  cette 
droite  (584}. 

747.  Lorsque  du  pied  B  d'une  perpendiculaire  AB  ii  un  plan  MN  on 
abaisse  une  perpendiculaire  BC  sur  une  droite 
DE  tracée  dans  ce  pLan,  et  qu'on  joint  le  pied  de 
cette  pcrpeadiculaire  à.  un  point  quelconque  A  de 
la  perpendiculaire  au  plan,  la  droite  AC  qui  en 
résulte  est  perpendiculaire  à  la  droite  DIE.  (Ce 
théorème  est  souvent  appelé  théorème  des  trois 
perpendiculaires). 
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Fig.  103. 
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748.  Lorsqu'une  droite  AB  est  perpendiculaire  k  un  plan»  toute  pa- 
rallèle A'B'  à  AB  est  aussi  perpendiculaire  k  ce  plan. 

Héciproquemeni,  deux  perpendiculaires  AB,  A'B' 
k  un  même  plan  sont  parallèles. 

Corollaire.  Deux  droites  parallèles  k  une  troi- 
sième sont  parallèles  entre  elles  (593). 

749.  Par  un  point  quelconque  de  Fespace  on 
peut  toujours  mener  une  parallèle  k  une  droite 
donnée  ;  mais  on  n'en  peut  mener  qu'une  (588). 

7^0.  Une  droite  est  parallèle  k  un  plan  lorsque 
sa  direction  ne  rencontre  pas  le  plan  (587). 

751.  Deux  plans  sont  parallèles  lorsqu'ils  ne  se  rencontrent  pas  (559). 

752.  Toute  droite  AB  parallèle  k  une  droite  A'B'  tracée  dans  un  plan 
est  parallèle  a  ce  plan. 

Corollaire  1.  Par  une  droite  donnée,  on  peut 
mener  un  plan  parallèle  k  une  droite  donnée. 

Corollaire  2.   Par  un  point  donné,  on  peut 
mener  un  plan  parallèle  k  deux  droites  données. 
755.  Une  droite  AB  étant  parallèle  k  un  plan» 
tout  plan  ABA'B'  conduit  suivant  cette  droite 
coupe  le  premier  suivant  une  droite  A'B'  paral- 
lèle k  AB. 
Corollaire  i.  Lorsqu'une  droite  AB  est  parallèle  k  un  plan,  si  par  un 
point  A'  de  ce  plan  on  mène  une  parallèle  A'B'  k  AB,  elle  est  contenue 
tout  entière  dans  le  plan. 

p.    j^5  pj|^  104  Corollaire  2.  Toute  droite  AB  pa- 

rallèle k  deux  plans  P  et  P'  qui  se 
coupent  est  parallèle  k  leur  inter- 
section xy  [fig.  105). 

Corollaire  3.   Deux  plans  P,  P' 

passant  par  deux  droites  parallèles 

AB,  A'B'  ne  peuvent  se  couper  que 

suivant  une  droite  xy  parallèle  aux 

deux  premières  {fig,  406). 

Deux  plans  perpendiculaires  k  une  même  droite  sont  parallèles. 

Les  intersections  AB,  A'B'  des  deux  plans  parallèles  P,  P'  par  un 

troisiôme  Q  sont  parallèles. 

74>6.  Si  une  droite  AA'  est  perpendiculaire  au 
plan  P,  elle  est  perpendiculaire  k  tout  plan  P'  paral- 
lèle au  premier. 

Corollaire  1.  Deux  plans  parallèles  k  un  troisième 
sont  parallèles  entre  eux. 

Corollaire  2.  Par  un  point  pris  hors  d'un  plan  on 
peut  mener  un  plan  parallèle  au  premier;  mais  on 
n'en  peut  mener  qu'un. 

757.  Les  parallèles  comprises  entre  deux  plans  ou 
entre  une  droite  et  un  plan  parallèles  sont  égales. 


754. 
755. 


Fig.  107 
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CoroUcdre.  Deux  plans  parallèles  ou  une  droite  et  un  plan  parallèles 
sont  partout  également  distants  (592). 

7Sd.  Deux  droites  comprises  entre  trois  plans  parallèles  sont  coupées 
en  parties  proportionnelles  (663). 

7^9.  Le  plan  de  deux  droites  qui  se  coupent  et  qui  sont  parallèles  à 
un  même  plan  est  parallèle  k  ce  dernier. 

760.  Lorsque  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles  :  leurs  plans  sont 
parallèles  ;  2*  les  deux  angles  sont  égaux  si  leurs  côtés  sont  tous  deux 
dirigés  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires,  et  supplémentaires 
si  deux  côtés  sont  dirigés  d^ns  le  même  sens  et  les  autres  en  sens  con- 
traires (595). 

761.  Étant  données  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan: 
i*  on  peut  mener  une  perpendiculaire  commune  à  ces  droites;  2*  on 
n'en  peut  mener  qu^une;  3*  cette  perpendiculaire  est  l^pliis  courte  dw- 
tcmce  des  deux  droites,  c'est-à-dire  la  plus  petite  droite  que  Ton  peut 
mener  d'un  point  quelconque  de  la  première  a  un  point  quelconque  de 
la  seconde. 

762.  Lorsque  deux  plans  M  et  N  se  rencontrent,  la  figure  que  forment 
108        ^^®  plans,  terminés  à  leur  intersection  commune  AB, 

s'appelle  angle  dièdre.  Les  plans  M  et  N  sont  les  faces  de 
^^^  Fangle  dièdre.  L'intersection  AB  est  Vhrête  de  l'angle 
fSs  dièdre  (569). 

Ainsi  la  grandeur  d'un  angle  dièdre  est  indépendante 
de  celle  de  ses  faces,  et  l'on  se  fera  une  idée  très-nette  de 
^vj  l'angle  dièdre  et  de  sa  grandeur  en  supposant  que  les  faces, 

d'abord  appliquées  l'une  sur  l'autre,  s'écartent  en  tournant 
autour  de  l'arête  AB  comme  les  deux  parties  d'un  livre  que  l'on  ouvre  : 
Fangle  dièdre,  d'abord  nul,  prend  une  valeur  qui  augmente  avec  l'écar- 
tement  des  faces.  Ainsi  l'angle  dièdre  est  engendré  par  un  plan  dans  sa 
rotation  autour  d'une  droite  tracée  dans  ce  plan,  comme  l'angle  plan  l'est 
par  une  droite  qui  se  meut  autour  d'un  de  ses  points  dans  un  plan. 
Dans  le  mouvement  du  plan,  chacun  de  ses  points  décrit  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  est  sur  l'arête  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
.  h  cette  arête. 

Un  angle  dièdre  se  désigne  par  les  lettres  AB  de  son  arête,  ou,  pour 
éviter  la  confusion  quand  il  y  a  plusieurs  angles  dièdres  qui  ont  même 
arête,  par  les  quatre  lettres  MABN  de  ses  faces,  en  plaçant  celles  de 
l'arête  au  milieu. 
765.  Deux  angles  dièdres  coïncident  quand,  ayant  même  arête,  leurs 
faces  coïncident  (551). 
Fig.  109.  2>cMx  angles  dièdres  susceptibles  de  coïncider 

sont  égaux. 

764.  Deux  angles  dièdres  PABM  et  PABN  sont 
adjacents  lorsque,  ayant  la  même  arête  AB  et  une 
face  commune  PAB,  ils  sont  extérieurs  l'un  à 
l'autre  (570). 

765.  Un  plan  P  est  perpendiculaire  à  un  autre 
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IIN  lorsque  le  premier  fait  Avec  .le  seeond,  et' d'un  même  côté  de  ce- 
lui-ci, deux  angles  dièdres  adjacents  PAAM,  PâBN  égaux  entre  eux  (573). 
..Lorsqu'un  plan  P  est  perpendieuUsre.àoin'initre  iMN/récîpreqne- 
ment  celui-ci  est  perpendiculaire  au  premier. 

MlQ.  Un  plan  PQ  (fig,  140)  est  oblique  sur  nnatitre  UN  quand  le 
premier  fait  avec  le  second,  et  d-iin*>mème  côté  de  celui-ci,  deux  angles 
xiièdres  adjacents  PAra,:PABN  inégaux  (573). 

•*W7.  On  nomme  angle  dièdre  droit  chacnn  des  deux  angles  dièdres 
«dî«eents  PABM,^PAB^que^fenne  avec  le  plan  MN  le-plan'^P-quiini  est 
Ticrpendiculairo  {Jig.  409). 

768-  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux  entre  eux  (576). 
•760.  Tout  angle  dièdre  PABM  plus  petit  qu'un  angle  dièdre  droit 
est  un  angle  dièdre  aigUy  et  tout  angle   dièdre 
PABN  plus  grand  qu'un,  angle  dièdre  droit  est  un 
angle  dièdre  obtus  (577). 

770.  Deux  angles  dièdres  sont  opposés  à  l'arêtfe, 
lorsque  chacun  d'eux  est  formé  par  le  prolonge- 
ment des  faces  de  l'autre.  Tels  sont 

^PABM  et  QAfiN. 

"771.  Deux  angles  dièdres  opposés  à  l'arête  sont  égaux  (572). 
7*22.  Tout  plan  PQ  qui  on. rencontre  un  Autr&MN  ilait,  avec  un  môme 
oôté  de  celui-ci,  deux  angles  dièdres .  adjacents  PAJIM,  PABN  dont  la 
somme  est  égale  k.deuxjinglcs  dièdres  dnoits  (580). 

.775.  La  somme  de  tous  les  angles  dièdres  eonsëoutifs  formés  du 
même  côté  4'uji  plan  MN  autour  d'une  mèmearète  'ALlV^t  égale  à  deux 
angles  dièdnss  droits,  et  la  somme  de  tous  les  angles  dièdres  conséou- 
.tifs  formés  autour  d'une  même  arôte  A6  et  emk)vassaftt.la  totaiité.dc 
l'espace  est  égalera,  quatre  angles  dièdres  .droits  (^i). 

.^774.  '  Deux  angles  dièdres  ^ont  tompiémgniaires  «t  suppUmardcnres 
dans  les  mêmes  oaa  que  deux  angles  piUins  (578  ct579).  11  en'est>de.nièiae 
des  an^lfis  aUemes^intemes^  corFâffomàin^jt-ouax^éerntf^-ettoitfia^.iMfr- 
nitions  qui  supposent  parallèles  entre  elles  les  intcrscctionsidosiëaux 
premiers  plans  par  le  troisième  (589  et  782). 
Tfli^,  L'angle  plan  d'un, angle  dièdre  AB  (Jig.  414)  e«t  Vanglcpten 
CBD  formé  par  les  perpendiculaires  iUC,'>lD 
menées  en  un  même  point  de  rarète"d«w 
chacune  des  faces  (894). 

-776.  *»eox«igle8  «dièdres  AB,  A'B'  sont 

entre  enx<comme  leurs  angles  plans  CBD, 

C'B'D',  et  réciproquement. 

Comme-aaspartioulier,  si  les  angles  dièdres 

;ti^.4 —  r^  ^'.^,..>4-^c'      sont  é^aux,  ies^ngles  plans  sont  égaux,  et 

r^ciproqvement. 

777.  Leipsqu'itiie  'droite  AB  est  perpendi- 
culaire'à  :un  pkn  P  (/y.  442),  tout  planQ 
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conduit  suiyant  cette  droite  est  perpendiculaire  au  premier  (765).  Tout 
plan  parallèle  a  ÂB  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  P*. 

778.  Par  une  droite  AC  non  perpendiculaire  à  un  plan  Mi\  f/îy,  102), 
on  peut  toujours  faire  passer  un  plan  ACB  perpendiculaire  au  premier; 
mais  on  n'en  peut  faire  passer  qu'un.  L'intersection  BC  du  plan  perpen- 
diculaire avec  le  plan  proposé  est  La  projection  de  la  droite  ÂC  sur  ce 
dernier  (739). 

779.  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires,  si  par  un 
pohït  pris  sur^Pim  d'ctix  on-rnène  une  perpen- 
diculaire AB  à  leur  intersection  xy,  oUe  est 
perpendiculaire  à  l'autre  plan. 

780.  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  sont  per- 
pendiculaires entre  eux,  toute  droite  AB  per- 
pendiculaire à  Tun  de  ces  plans  est  parallèle  à 
l'autre  ou  y  est  contenue  tout  entière. 

.781.  Tout  plan  Q  perpendiculaire  à  deux  au- 
tre» P  et  P'  qui  «e  coupent  est  perpendiculaire 
à  J«ur  intersecticm  AB  (fig*  113). 

'782.  Lorsque  deux  pians  parallèles  P  et  P' 
««ont  coupés  par  4ine  troisième  Q  {fig.  i07),  on  a 
pour  les  amples  dièdres  les  relations  données  au 
n*  690  pour  les  «angles  plans.  Les  réciproques 
•80iil^g»lement  vraies  quand,  de  plus,  les  inter- 
jections des  deux  premiers  plans  par  le  troi- 
sième sont  parallèles  (774). 

785.  Lorsque  le  plan  sécant  est  perpendicu- 
laire à  Tun  des  deux  plans  pariillèles,  il  Test 
aussi  à  Facrtre. 
"VM.t^iix  angles  dièdres  qui  ont  les  faces  parallèles  chaooBea  cha- 
cune sont  égaux  ou  supplémentaires  (760). 

''785.  Lorsque  d*mi  point,  pris  comme  on  voudra,  on  mène  des  per- 
-peadicalaîres  aux  faees  d'un  angle  dièdre,  l'angle  de  ces  perpendici|- 
laires  et  l'angle  plan   de  l'angle  dièdre  sont  égaux  ou  supplémen- 
taires (773). 

""786.  Le  plan  bissecteur  d'un  an^i^e  dièdre  est  le  lieu  géométrique  des 
points  situés  dans  l'angle  à  égalo  disteacc  «levées  faces  (:>6C). 
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787.  On  appelle  angle  solide  ou  angle  polyèdre  la  figure  limitée  a  un 
point  S,  et  formée  par  au  moins  trois  plans  qui  passent 
par  ce  point  et  se  coupent  consécutivement  deux  à  deux. 

Le  point  S  est  le  sommet  de  Tangle  polyèdre. 

Les  intersections  consécutives  SA,  SB...  des  plans  qui 

forment  Tangle  polyèdre  sont  les  arêtes  de  cet  angle; 

chaque  portion  de  plan  indéfinie  ASB  comprise  entre 

deux  arêtes  consécutives  en  est  une  face;  chaque  angle 

ASB  formé  par  deux  arêtes  consécutives  en  est  un  angle 

plan,  et  chaque  angle  dièdre  SA  formé  par  deux  faces  consécutives  est 

un  de  SCS  angles  dièdres. 

Un  angle  polyèdre  se  désigne  par  la  lettre  S  de  son  sommet,  ou, 
pour  éviter  la  confusion  quand  plusieurs  angles  polyèdres  ont  même 
sommet,  par  les  lettres  SABGD  de  ses  arêtes,  en  commençant  par  celle 
du  sommet. 

788.  Nous  ne  considérerons  que  les  angles  polyèdres  convexes,  c'est- 
à-dire  situés  tout  entier  d*un  même  côté  de  chacun  des  plans  qui  les 
forment  (615). 

789.  Un  angle  solide  prend  respectivement  le  nom  d'angle  trièdre^ 
tétraèdre,  pentaèdre..,,  suivant  qu'il  a  trois, 
quatre,  cinq...  faces  (597). 

700.  Un  angle  trièdre  est  bireciangle  ou  tri- 
rectangle  suivant  qu'il  a  deux  ou  trois  angles 
plans  droits. 

701.  Deux  angles  solides  coïncident  quand  ils 
ont  même  sommet  et  que  leurs  faces  coïnci- 
dent. 

Deux  angles  solides  susceptibles  de  coïncider 
sont  égaux, 

792.  Deux  angles  solides  SABC,  SA'B'C  sont 
opposés  au  sommet  lorsque  chacun  d'eux  est  formé 
par  les  prolongements  des  faces  de  Fautre. 
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7W.  Deux  angles  trièdres  S  et  S'  sont  égaux  : 

l*"  Quand  ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
compris  entre  deux  angles  plans  égaux  cha- 
cun à  chacun  et  situés  de  la  même  manière  : 
SA  =  S'A',  ASB=A'S'B',  ASC  =  A'SX'; 

T  Lorsqu*ils  ont  un  angle  plan  égal  ad- 
jacent à  deux  angles  dièdres  égaux  chacun 
k  chacun  et  situés  de  la  même  manière: 
ASB  =  A'S'B',  SA = S'A',  SB  =  S'B'; 

3*  Lorsqu'ils  ont  les  trois  angles  plans 
égaux  chacun  k  chacun  et  situés  de  la  mênie 
manière  :  ASB = A'S'B',  BSC = B'S'C,  CSA = CS'A'  ; 

4*  Lorsqu'ils  ont  les  trois  angles  dièdres  égaux  chacun  k  chacun  et 
situés  de  la  même  manière  :  SA  =  S'A',  SB  =  S'B',  SC  =  S'C  (620). 
794.  Deux  angles  polyèdres  quelconques  sont  égaux  : 
i*  Lorsqu'ils  ont  les  angles  dièdres  et  les  angles  plans  égaux  chacun 
k  chacun  et  placés  de  la  même  manière. 

2*  Lorsqu'ils  ont  leurs  arêtes  parallèles  chacune  k  chacune  et  situées 
de  la  même  manière. 

796.  Deux  angles  polyèdres  quelconques  opposés  au  sommet  ont  le» 
angles  dièdres  et  les  angles  plans  égaux  chacun  k  chacun  (792),  mais 
situés  dans  un  ordre  inverse.  Ainsi,  ils  peuvent  ne  pas  être  égaux,  c'est- 
k-dire  susceptibles  de  coïncider. 

796.  Dans  tout  angle  trièdre,  un  angle  plan  quelconque  est  plus  petit 
que  la  somme  et  plus  grand  que  la  différence  des  deux  autres  (602). 

797.  La  somme  des  angles  plans  d'un  angle  polyèdre  quelconque  est 
moindre  que  quatre  angles  droits. 

798.  Les  plans  bissecteurs  des  trois  angles  dièdres  d'un  trièdre  se 
coupent  suivant  une  même  droite,  qui  est  le  lieu  géométrique  des  points 
situés  dans  l'angle  k  égale  distance  de  ses  faces  (566). 

799.  Si  d'un  point  S',  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  trièdre  SABG^ 
on  abaisse  des  perpendiculaires  S'A',  S'B',  S'C  sur 
les  faces  respectives  BSC,  ASC,  ASB  de  cet  angle 
trièdre,  on  forme  un  second  angle  trièdre  S'A'B'C, 
sur  les  faces  respectives  B'S'C,  A'S'C,  A'S'B'  du- 
quel les  arêtes  SA,  SB,  SC  du  premier  sont  per- 
pendiculaires. 

De  plus,  les  angles  trièdres  S  et  S'  sont  suppléa 
mentairesy  c'est-k-dire  que  les  angles  plans  de  cha- 
cun d'eux  sont  les  suppléments  des  angles  plans  des 
angles  dièdres  de  l'autre  (775).  Ainsi,  A'S'B'  est  le  supplément  de  l'angle 
plan  A'OB'  de  l'angle  dièdre  SC;  de  même  l'angle  ASB  est  le  supplé- 
ment de  l'angle  plan  de  l'angle  dièdre  S'C. 

800.  Un  solide  terminé  de  toutes  parts  par  des  polygones  (596)  se 
nomme  polyèdre.  Ces  polygones  sont  les /aces  du  polyèdre.  Une  droite 
saÎTant  laquelle  deux  faces  consécutives  se  rencontrent  s'appelle  arête 
ou  côté  da  polyèdre.  Les  sommets  d'un  polyèdre  sont  les  sommets  des 


Fig.  117. 
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Fig.  118. 
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angles  solides  formés  par  ses  faces.  Une  droite-qui  joint  dcnx  sommets 
non  situés  sur  lat  même  iaoe  est  une  diagonale  du  polyèdre. 

80i.  Un  polyèdre  prend  respectivement  les  noms  de  tétraèdre^  pen- 
iaèdrcy  hexaèdre,..^  selon  qu'il  at4v5^  6...  faces  (397). 
802.  Le  prisme  est  uapolyèdre  compris  sous  plusieurs  plans  qui  se 
rencontrent  consticutivement  suivant  des  droites  AG,  BH, 
CI...  parallèles  entre  elles,  et  qui  se  terminent  de  part 
et  d'autre  à  deux  plans  parallèles.  Ces  droites  sont  les 
arêtes  laièrcdes  du  prismei.  Chacune   des  faces  .40116, 
B€UL..,  conifirises-ontre  deux  arêtes  latérales  est  une  face 
latéraÀe  du.prismei  Les  deux  polygones  ABCDE,  FGHIK 
auxquels  se' terminent  les  arêtes  latérales  sont  lee^ôascr* 
dm  prismsi.  La  haïUeur  du  prisme  est  la  distance^de»  deux 
"  bases  >(757).. 

805.  Dans  tout  prisme  lesarétes-  latéralee«ent  égales  entre  dles  (7S7), 
eiles'faces  latérales  sent  des  parallélognmmies  (605). 

804.  Un  prisme  est  droit  ou  o6/t9ii«- selon  que  ses  arêtes  latérales  eont 
pcrpendiiïuleires  ou  obliques  aux  plans  des  bases  (736). 

805.  Un  prisme  est  triangulaire,  quadrangulaire^.  pentagonaL.,^ 
selon  que  .ses-baaes -sent  des  trim^es^  des  qnadrilatàres,  desipeatt- 
gooee...  (597). 

806.  Un  prisme  est  dMréguUery  lorsqu'il  est  droit  et  que  «attese^ett:- 
un  polygone  régulier  (714). 

8OT.  Los- j;ectionB- faites  daau  •un.prisffio<p»r  des^plims  panailàlesiMiit 
des  polygones  égcuxi  Ainsi  les*  deux  bases  d'im^  prisme  soBt.égpies,. 
et  toute  section  faite  par  un  plan  parallèle .  aux  bases:  est  égale  à  ces 
bases. 

808.  Lai  section  faite  dans  un  prisme  par  nn  plas  perpMidicidttrst;aax 
arêtes  latérales  est  dite  section  droite}, 

809.  Un  tronc  de prismeesi la partio d'ua prisme-compmeientfe l!QflB' 
des' bases  et  la  section  faite  par  un  plan  non  parallèle  à  la;  base.  Gfiitte 
bise  et  la  .section  sont  les  bases  du  tronc  (9i0). 

aïOi  (kk  donne  le  nom  de  parallèlipipède  à-un  prisme  qui  a  pour  base 
un.  parallélogramme  ËFGHi  (60^). 

Ainsi-  un  paraUélipipèda  est:  un>  hexaèdre .  compris 
sous  six  parallélogrammes  deux,  àr  deux  égaux  et  pa- 
rallèles. 

Lai'^ows  dJtxn  pasfalUlipipèdB  e^  indifféremraeDt  une 
fsM»!  quelconque.  La  hauteur  d'un  parallèlipipède  est  la 
distimoedelarbase  àila.lase  ofiposéei 
81 1 .  Le parallélij^ipède rectangiewi celuidentisHlsi: 
les'faces  sent  des  rectaagiee.  Lestroés  arêtes  adj^aœntes  ËD,  EH^  BF; 
qui  aboutissent  à  un  même  somm^queLsonque  E,.  sonAiperpendienr 
laires- en tpe  elles. 

ai2i  LBrtr€nsditnensmned'un*parfMélipipèdereolmiigie^eùa^ 
dimensâôiiadS!saxlMMe:et sa hauteurt  c!esl^«-ëiretses^tsoîcarèt^<a^ 
ceiitcs:<MO>. 


Fîg.  119. 
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81^  Le  cube,  est  un  parailélîpipèdo  r«ctaa^  dont  toutes  les  faees 

sent  des  carrés.  Toutes  les  arêtes  sont  égales. 

814.  LsL  pyramide  est  un  polyèdre  compris  sous  un  polygone  AB€D; 

et  lea- triangles  qui  ont  pou-r  bases  les  difiërcnts  côtés 

da:  polygone  et  pour*  sommet  '  connmin  un- point    S' 

situé'hors  du  plan  de  ce  polygones  Le  polygone  ABCD 

est'la  ba»â  de  la  pyramide.  Le  sommet  S'  opposé  k  la 

base  eai  le  sommet  de  la  pyramide,  La  hauteur  de  la 

pyramide  est  la  perpendiculaire  SO  abarâsée  du>  sonr- 

mct  sur  le  pian  de  la  base.  Les  arêter-  latérales  éCmte 

pyramide  sont  celles  SA,  SB...  qui  joignent  lé  sommet 

à  la  base.  Lea-  faces  latérales  d^vne  pyramide  sont 

celles   SAB,    SBC...    qui  ont  pour  sommet' commun 

celui  de  la  pyramidew- 

81i>.  \}tie  pyramià0  est  trianguiaive;,  quadranyniaire^  pentagonale,,. 
selon,  qu'elle  a  pour- base  un  triangle,  un  quadrilatère,  un  penta- 
gc»ie...  (5d7). 

8-IC.  Une  pyramide  est  dite  régulière^  lorsque  sa  base  est  un  poly- 
gone régulier  et  que  ses  arêtes  latérales  sont  égales  entre  elleSi  Sa  sur^* 
face  latérale  est  composée  de  triangles  isocèles  égaux  dont  la  hauteur 
pst  Tapothème  de  la  pyramide  (744,  717). 
ai 7.  Un  plan  P,  parallèle  au  plan  de  la: base  ABCUË  d'une  pyra- 
mide, 1"  coupe  en  parties  propoptionnslleft  les' 
arêtes  latérales  SA^  SB.^   et  la.  hauteur,  ^i. 

. .     .If         SA       SB-  SA 

Amsilona  gj,  =  - ,       - 

AIft'C'D'E'  est  semblable  k  la  base,  et  le  rap- 
port de  ces  polygones  est  égal  à  celui  des  car- 
rés des  arêtes  latérales  et  des  hauteurs  des  deux 
'    pyramides:  ainsi 

ABCDE'  _  Ja^  _  SÂ^ 
A'B'C'D'E'.-sr'""s// 


Fig.  121. 


=  gjn;   2Ma  section 


(700). 


846}  lieseeetions  faites  dans  doux: pyramiëea 

de  même  hauteur  par  des  plans  menés  à  égale 

distance  des  bases- et  parallèlement  k  ces  bases  sont  entre  elles  comme 

ces  bases.  Si  les  bases  sont  égales  ou  équivalentes,  les  sections  le  sont 

également: 

819.  Un  tronc  de  pyramide  est  la  partie  d'une  pyramide  comprise 
entre  la  base  et  la  section  faite  pas  un  plan  quelconque.  La  base  de  la 
pyran)ide  et  la  section  sont  les  hases  du  tronc.  Lorsque  le  tronc  de  py- 
ramide est  à  bases  parallèks  {fiy^  121),  la.hauteut  du^troac  est  la  dis- 
tance hh'  des  deux  bases  (911). 

880»  Un  polyèdre  ent  cùnceœe  lorsqu'il  est  situé  entièrement  d!un 
même  côté  du  plan  de  Tune  quelconque  de  ses  faces  (615). 

821.  Deux  polyèdres  sont  de 'même,  espèce  lorsque  leurs  surfaces  sont 
composées  d'un  même  nombre  de  triangles,  de  quadrilatères,  de  pen- 
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tagones...  situés  de  la  même  manière.  Ainsi  deux  prismes  ou  deux  py- 
ramides sont  de  même  espèce,  lorsque  leurs  bases  ont  le  même  nombre 
de  côtés. 

822.  Deux  tétraèdres  sont  égavx  (801):  1'  quand  ils  ont  un  angle 
solide  égal  compris  entre  trois  arêtes  égales  chacune  k  chacune  et  si- 
tuées de  la  même  manière;  V  quand  ils  ont  un  angle  dièdre  égal  com- 
pris entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et  situées  de  la  même 
manière;  3*"  lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  trois  angles  diè- 
dres égaux  chacun  à  chacun  et  situés  de  la  même  manière  ;  4*  lorsqu*iI$ 
ont  les  arêtes  égales  chacune  à  chacune  et  situées  de  la  même  ma- 
nière (793). 

825.  Deia  prismes  sont  égavx  lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  k  la  base 
égal  et  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et  situées  de 
la  même  manière.  Deux  prismes  droits  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur sont  égaux.  Tous  les  cubes  qui  ont  un  côté  égal  sont  égaux. 

824.  Dans  tout  polyèdre  le  nombre  des  sommets  augmenté  du  nom- 
bre des  faces  est  égal  au  nombre  des  arêtes  augmenté  de  deux  unités. 
Ainsi  S  étant  le  nombre  des  sommets,  F  celui  des  faces,  et  A  celui 
des  arêtes,  on  a 

S  +  F  =  A  +  2. 

825.  Le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  Tégalité  de  deux  po- 
lyèdres de  même  espèce  (821)  est  égal  au  nombre  A  des  arêtes. 

826.  La  somme  des  angles  plans  de  toutes  les  faces  d'un  polyèdre  est 
égal  k  autant  de  fois  quatre  angles  droits  qu'il  y  a  de  sommets  moins 
deux  dans  le  polyèdre.  Ainsi,  s  étant  la  somme  des  angles  plans  expri- 
mée en  angles  droits,  et  S  le  nombre  des  sommets,  on  a 

*=4(S  — 2);    pour    S  =  8,  *  =  4(8  —  2)  =  24  droits.      (618; 

827.  Dans  tout  parai lélipipède  (810):  l""  les  diagonales  se  coupent 
mutuellement  en  deux  parties  égales;  2*  la  somme  des  carrés  des  dia- 
gonales est  égale  k  la  somme  des  carrés  des  côtés.  Ainsi,  A,  B,  C,  D, 
étant  les  diagonales,  et  a,  6,  c  étant  les  trois  côtés  adjacents,  on  a 

A»  +  B«  +  C*  +  D«  =  4a«  +  46«  +  4c«.  (743) 

Pour  le  parallélipipède  rectangle^  les  quatre  diagonales  sont  égales, 
et  Ton  a 

4D*  =  4a*  +  46«  +  4c«    ou    D«  =  a«  +  6*  +  c«, 

c'est'k-dire  que  le  carré  de  la  diagonale  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  trois  côtés. 
Si  le  parallélipipède  est  tm  cubej  les  trois  côtés  sont  égaux,  et  l'on  a 


D«  =  3c«,    d'où    Î=V3.  (705) 

c 
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Ainsi  le  rapport  de  la  diagonale  au  côté  du  cube  est  égal  à  la  racine 
carrée  de  3. 

828.  Deux  points  sont  symétriques  par  rapport  à  un  troisième,  lorsque 
celui-ci  divise  en  deux  parties  égales  la  droite  qui  joint  les  deux  pre- 
miers. 

Deux  points  sont  symétriques  par  rapport  à  une  droite  ou  à  un  plan, 
lorsque  cette  droite  ou  ce  plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  deux  points. 

829.  Deux  droites  sont  symétriques  par  rapport  à  un  point,  à  une 
droite,  à  un  plan,  lorsque  leurs  extrémités  sont  symétriques  par  rap- 
port k  ce  point)  à  cette  droite  ou  à  ce  plan. 

Ce  point,  cette  droite,  ce  plan  s'appellent  respectivement  centre  de 
symétrie,  axe  de  symétrie,  plan  de  symétrie, 

850.  Deux  polygones  ou  deux  polyèdres  sont  symétriques  par  rapport 
à  un  point,  à  une  droite  ou  à  un  plan,  lorsque  chaque  sommet  de  Tun 
est  symétrique  d'un  sommet  de  l'autre  par  rapport  au  point,  à  la  droite 
ou  au  plan  dont  il  s'agit. 

851.  Deux  droites,  deux  polygones  ou  deux  polyèdres  symétriques 
par  rapport  à  une  droite  sont  égaux  entre  eux. 

852.  Deux  droites  ou  deux  polygones  symétriques  par  rapport  \x  un 
point  ou  par  rapport  à  un  plan  sont  égaux. 

855.  Deux  angles  polyèdres  ou  deux  polyèdres  symétriques  par  rap- 
port a  un  point  ou  par  rapport  à  un  plan  dont  les  angles  dièdres  homo- 
logues égaux  et  situés  dans  un  ordre  inverse. 


LIVRE  m. 

X^m  tr*l0  florp»  v^mA: 


354.  Le  cylindre  droit  à  base  circulaire  est  le  solide  engendré  par 
un  rectangle  ABCD  qui  fait  une  révolution  entière  au- 
tour d'un  de  ses  côtés.  Le  côté  immobile  AB  est  Vaxe 
du  cylindre.  Les  ba^es  du  cylindre  sont  les  cercles  dé- 
crits par  les  côtés  AD  et  BC  perpendiculaires  à  Taxe. 
La  hauteur  du  cylindre  est  la  distance  AB  des  deux 
bases.  La  surface  latérale  du  cylindre  est  la  surface  en- 
gendrée par  le  côté  CD  parallèle  à  l'axe.  CD  prend  le 
nom  de  génératrice. 

18 
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%SS.  Le  cône  droU  à  base  circulaire  est  un  solide  eng^ondré  par  un 
triangle  rectangle  ÂBS  qui  fait  une  révolutîoii  entière 
autour  d'un  des  côtés  de  Tangle  dmiU  Le  dMé  immo- 
bile SB  est  ïaxe  ou  la  hauteur  du  o&ne,  La  tn»e  àtt  cane 
est  le  cercle  engendré  par  le  côté  AB  perpendicnlam 
à  Taxe.  Le  côté  ou  rapoihème  du  cône  est  Thypoté- 
nuse  AS  du  Iriangle  générateur.  Le  iomin0<4tto6fitf  est 
le  point  de  rencontre  S  de  la  hauteur  et  du  eôté  du 
cône.  La  surface  latérale  du  cône  est  la  «iffface  aii^en* 
drëe  par  Thypoténase  8A  du  triaiiigle  générateur;  SJk 
prend  le  nom  de  génératrice. 

856.  Tout  plan  sécant  mené  dans  un  cylindre  droit  k'basie  circulaire 
parallèlement,  1"  à  ses  bases,  T  à  son  axe,  coupe  le  cylindre,  !"  sui- 
vant un  cercle  égal  aux  ba^cs,  8*  suivant  un  rectangle  ayant  deux  po- 
sitions de  la  génératrice  pour  côtés  opposés. 

857.  Tout  plan  sécant  mené  dans  un  cône  à  base  circulaire,  1*  par 
rallèlement  à  sa  base  et  par  suite  perpendiculaire  a  son  axe,  2*  par  son 
sommet,  coupe  le  eône,  !•  suivant  un  cercle,  2"  suivant  un  triangle  iso- 
cèle qui  a  pour  côtés  égaux  deux  positions  de  la  génératrice. 

858.  Un  tronc  de  cône  est  la  partie  d'un  cône  comprise  cnire  la  base 
et  la  section  faite  par  un  plan  quelconque.  La  base  du  cône  et  la  section 
sont  les  bases  du  tronc. 

Le  côté  d'un  tronc  de  cône  droit  à  bases  parallèles  est  la  partie  AB  de 
la  génératrice  comprise  entre  les  deux  bases  {fi(/.  133),  et  la  hauteur  du 
tronc  est  la  distance  Cl)  des  deux  bases  (819). 

859.  En  général,  on  donne  le  nom  de  surface  cylindique  à  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  AB,  nommée  géné- 
ratrice y  qui  se  meut  en  restant  parallèle  à  elle- 
même  et  en  s'appuyant  sur  une  courbe  quelconque 
CDE,  appelée  directrice. 

840.  Quand  la  directrice  CDE  est  une  courbe 
plane  fermée,  tout  plan  parallèle  au  plan  de  la  di- 
rectrice coupe  la  surface  cylindrique  suivant  une 
courbe  C'D'E'  égale  a  la  directrice,  et  Ton  nomme 
cylindre  le  solide  CDEG'D'E'  compris  entre  les  sur- 
faces planes  limitées  par  ces  courbes  et  la  surface 
cylindrique  interceptée  entre  ces  mêmes  courbes. 

Les  deux  surfaces  planes  égales  et  parallèles  CD£,  C'D'E'  sont  les 
bases  du  cylindre,  et  la  distance  HH'  des  doua  bases  en  est  la  hau- 
teur. 

Un  cylindre  e^t  droit  ou  oblique,  selon  que  la  génératrice  est  ou 
n'est  pas  perpendiculaire  aux  plans  des  bases. 

Dans  le  cylindre  droit  a  base  circulaire,  la  directrice  est  une  circon- 
férence (834;. 

841.  L9i  section  droite  d'un  cylindre  est  la  section  faite  dans  ce  cy- 
lindre par  un  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice 
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842.  Un  prume  est  inscrit  dans  tin  cylindre  lorsque  ses  bases  sont 
inscrites  dans  celles  du  cylliKlre  (()4i). 

«45.  fie  môme  qu'on  peut  regarder  le  eercle  et  en  gé- 
néral une  surface  plane  quelconque  limitée  par  une 
courbe  comme  fêtant  la  limite  des  polygones  inscrits  éont 
H  {I  I  on  rend  les  côtés  infiniment  peUto  en  augmentant  indé- 
;  i|  I  finimont  le  nombre  de  ces  côtés  (o58),  le  cylindre  peut 
ë^e  considéré  comme  étant  la  limite  des  prismes  inscrits 
qui  ont  ces  polygones  pour  bases.  Ainsi  le  cylindre  droit 
peut  être  considéré  comme  ^Hant  un  prisme  droit,  et  un 
cylindre  oblique  comme  étant  un  prisme  oblique.  Par 
suile,  toute  propriété  de  la  surface  ou  da  volume  de  ces 
prismes  s'élend  à  ces  cylindres,  pourvu  que  cette  propriété  soit  indé- 
pendante du  nombre  des  côtés  de  la  base  de  ces  prismes,  et  qu'on  rem- 
place la  base  et  la  hauteur  de  ces  prismes  par  la  base  et  la  hauteur  des 
cylindres. 

844.  La  surface  latérale  d'un  prisme  »^  développe  suivant  une  sur- 
face plane.  Lorsque  le  prisme  est  droit,  le  développement  est  un  rec- 
tangle qui  a  pour  hauteur  la  hauteur  du  prisme,  et  pour  base  une 
drMte  donjt  la  longneur  est  égaie  à  la  somme  des  longueurs  des  côtés 
de  la  base  du  prisme. 

De  mème^  la  surface  latérale  d'un  cylindre  se  développe  suivant  une 
surface  plane,  et  lorsque  le  cylindre  est  droit,  le  développement  de  la 
surface  latérale  est  un  rectangle  qui  a  pour  hauteur  celle  du  cylindre, 
et  pour  tMse  le  développement  du  contour  de  la  base  du  cylindre. 
84o.  On  donne  en  général  le  nom  de  surface  conique  à  la  surlace  en- 
gendrée par  une  droite  SA  qui  se  meut  en  passant  par 
un  point  fixe  S  et  en  s'appuyant  sur  une  courbe  don- 
née BCD.  La  droite  mobile,  le  point  ttiie  et  la  courbe 
fixe  sont  respectivement  appelés  génératrice^  sommet 
et  directrice. 

846.  Lorsque  la  directrice  ftCD  est  le  contour  d'une 
surface  plane,  le  solide  SB€D  compris  entre  cette  sur- 
face et  le  sommet  prend  le  nom  de  cône.  Celte  surface 
est  la  base  du  cône,  et  la  distance  SU  du  sommet  au 
plan  de  la  bas(?  est  la  hauteur  du  cône. 

Lorsque  la  directrice  est  une  circonférence,  et  q«e  le  sommet  est  sur 
«ne  perpendiculaire  menée  au  plan  de  la  base  par  le  centre,  le  cône  esi 
droit  à  base  circulaire  (835). 

S47.  Une  pyramide  est  inscrite  dans  un  cône  lorsqu'elle  a  pour  sommet 
le  sommet  du  cône,  et  pour  base  un  polygone  inscrildans  la  base  du  côiwl 
»4«.  Le  e&ne  pemt  ^tre  considéré  comme  étant  la  limite  des  pyra- 
mides inscrites  dont  on  rendrait  les  côtés  de  la  base  infini^ient  petits 
en  augmentant  indéfiniment  le  nombre  de  ces  côtés  (84*).  Ainsi  le  cône 
droit  a  hase  circulaire  (835)  peut  être  considéré  comme  étant  une  pyra- 
mide régulière  (816)  dont  Fapothème  est  le  côté  du  cône,  et  dont  la  base 
est  un  cercle:  et  en  général  on  peut  considérer  un  cône  quelconque 
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comme  étant  une  pyramide.  Par  suite,  toute  propriété  de  la  surface  ou 
du  volume  de  la  pyramide  s'étend  au  cône,  pourvu  que  cette  propriété 
soit  indépendante  du  nombre  des  côtés  de  la  base  de  la  pyramide. 

849.  La  surface  latérale  d'une  pyramide  se  développe  suivant  une 
surface  plane,  et  il  en  est  de  même  de  la  surface  latérale  d'un  cône. 
Quand  le  cône  est  droit  à  base  circulaire,  le  développement  de  la  sur- 
face latérale  est  un  secteur  circulaire  ayant  pour  rayon  le  côté  du  cône, 
et  pour  base  un  arc  d'une  longueur  égale  k  celle  de  la  circonférence 
de  la  base  du  cône  (734). 

850.  Un  plan  est  tangent  à  un  cylindre  ou  à  un  cône  droit  à  base  cir- 
eulaire  lorsqu'il  rencontre  la  surface  du  solide  suivant  une  seule  posi- 
tion de  la  génératrice.  Pour  cela  il  suffît  qu'il  contienne  une  tangente 
EF  à  la  base  du  cylindre  ou  du  cône  et  la  génératrice  qui  passe  par  le 
point  de  contact  E  {fig,  122  et  123).  Cela  s'applique  encore  à  un  cylindre 
ou  à  un  cône  quelconque  dont  la  directrice  est  convexe. 

831.  Tout  plan  tangent  au  cylindre  ou  au  cône  droit  à  base  circu- 
laire est  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l'axe  et  la  génératrice  de 
contact. 

852.  Un  fuseau  cylindrique  EGDG  ou  conique  SEC  est  la  partie  de  la 
surface  latérale  d'un  cylindre  ou  d'un  cône  droit  k  base  circulaire,  com- 
prise entre  deux  plans  conduits  suivant  l'axe.  La  base  du  fuseau  est  la 
partie  EC,  de  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre  ou  du  cône,  com- 
prise entre  les  mômes  plans  {fig.  122  et  123). 

855.  Un  onglet  cylindrique  ABECDG  ou  conique  SBEC  est  la  partie 
d*un  cylindre  ou  d'un  cône  droit  k  base  circulaire  comprise  entre  deux 
plans  conduits  suivant  l'axe.  La  base  de  Vonglet  est  la  partie  BEC,  de  la 
base  du  cylindre  ou  du  cône,  comprise  entre  les  mêmes  plans  {Jig.  122 
et  123). 

854.  La  sphère  est  un  solide  dans  lequel  est  un  point  0  également  dis- 

tant de  tous  les  points  de  la  surface  (628). 
Fig.  IÎ7.  Q^  p^,jjj  considérer  la  sphère  comme  engendrée  par 

un  demi-cercle  KCH  qui  fait  une  révolution  complète 
autour  de  son  diamètre  KH. 

Toute  droite  OA  allant  du  centre  k  la  surface  est  un 
rayon.  Une  droite  AB  qui  a  ses  extrémités  sur  la  surface 
de  la  sphère  est  une  corde.  Une  corde  CD  qui  passe  par 
le  centre  est  un  diamètre. ToM^Xes  diamètres  sont  dou- 
bles du  rayon,  et  par  suite  égaux  entre  eux. 

Toute  section  CED  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  qui  passe  par  le 
centre  est  un  grand  cercle.  Le  quart  CE  =  ED  de  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  s'appelle  quadrant. 

La  section  AFB  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  qui  ne  passe  pas  par 
le  centre  est  un  petit  cercle. 

855.  Dans  une  même  sphère  ou  dans  des  sphères  égales,  deux  cercles 
également  distants  du  centre  sont  égaux,  et  de  deux  cercles  inégalement 
distants  du  centre  de  la  sphère,  le  plus  petit  est  le  plus  éloigné  du 
centre.  Les  réciproques  sont  éf^alement  vraies  (636). 

Digitized  by  VjOOQIC 


LITRE  III.  —  LBS  TROIS  CORPS   RONDS.  S77 

8m.  La  distance  d'un  point  à  un  autre  sur  la  surface  de  la  sphère  est 
Tare  de  grand  cercle  qui  joint  ces  deux  points. 

8tt7.  Les  extrémités  H  et  K  du  diamètre  perpendiculaire  au  plan  d*ua 
cercle  AFB  sont  les  pôles  de  ce  cercle, 

8i$8.  Le  pôle  K  d'un  cercle  ÂFB  est  également  distant  de  tous  les  points 

de  la  circonférence  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  que  tous  les  arcs  de  grand 

cercle  menés  du  pôle  à  la  circonférence  sont  égkux.  Réciproquement,  si 

une  ligne,  tracée  sur  la  surface  de  la  sphère  a  tous  ses  points  situés  à  égale 

distance  d'un  méme^  point  de  cette  surface,  elle  est  une  circonférence  qui 

d  ce  point  pour  pôle. 

8S8.  Uangle  de  deux  arcs  AB,  AC  qui  se  rencontrent  sûr  la  sphère 

est  Tangle  des  tangentes  AD,  AE  menées  à  ces  arcs 

Kg.  «8.  pj^j,  igyj.  pQjj^^  ^Q  rencontre.  Ce  point  est  le  sommet 

de  Tangle.  Les  arcs  en  sont  les  côtés. 

860.  On  nomme  fuseau  sphérique^  la  partie  ABFGA 
de  la  surface  de  la  sphère  comprise  entre  deux  demi- 
circonférences  de  grand  cercle  terminées  aux  extré- 
mités d'un  même  diamètre  AF.  Uangle  du  fuseau  est 
l'angle  DAE  des  arcs  qui  le  terminent. 

861.  On  nomme  onglet  sphérique,  là  partie  AOFBC  de  sphère  com- 
prise entre  deux  plans  AFB,  AFC  qui  se  rencontrent  suivant  un  dia- 
mètre. L'angle  dièdre  que  font  ces  plans  est  Yangle  de  Vonglet.  Cet 
angle  dièdre  a  pour  angle  plan  l'angle  DAE  (775).  ' 

862.  TJn  fuseau  ou  un  onglet  sphérique  est  droite  aigu  ou  obtus,  selon 
que  son  angle  est  droit,  aigu  ou  obtus  (769). 

865.  Deux  grands  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  entre 
eux  partagent  la  sphère  en  quatre  onglets  droits  égaux  entre  eux,  et  sa 
surface  en  quatre  fuseaux  droits,  qui  sont  aussi  égaux  entre  eux. 

864.  La  partie  ABC  de  la  surface  d'une  sphère,  terminée  par  plus  de 
deux  arcs  de  grand  cercle,  s'appelle  polygone  sphérique.  Ces  arcs  sont 
les  côtés  du  polygone;  on  les  suppose  toujours  plus  petits  qu'une  demi- 
circonférence. 

86o.  Un  triangle  spliérique  est  rectangle,  isocèle^  équilatéral  dans  les 
mêmes  cas  qu'un  triangle  rectiligne  (598,  600,  601). 

Un  triangle  sphérique  est  birectangle  ou  trirectangle  selon  qu'il  a  deux 
ou  trois  angles  droits. 

866.  Un  triangle  sphérique  est  polaire  d'un  autre  triangle  lorsque  les 
sommets  du  premier  sont  les  pôles  des  côtés  du  second  (857).  On  sup- 
pose qu'on  prend  pour  pôle  de  chaque  côté  du  triangle  celui  qui  est 
situé  dans  le  même  hémisphère  que  ce  triangle,  par  rapport  à  la  cir- 
conférence dont  ce  côté  fait  partie. 

867.  Une  pyramide  sphérique  est  un  solide  OABC  compris  sous  un 
polygone  sphérique  ABC,  et  les  secteurs  circulaires  OAB,  OAC,  OBC  qui 
ont  pour  bases  les  différents  côtés  du  polygone  et  pour  sommet  commun 
le  centre  de  la  sphère  {Jig,  128).  Ce  polygone  est  la  base  de  la  pyramide. 
Le  centre  de  la  sphère  en  est  le  sommet. 
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8118.  Une  pyramide  sphérique  est  birectavffle  oa  trireetaa^  aeloa  que 
sa  base  est  un  triangle  birectangle  ou  trireetaDgle  (865). 

869.  Trois  grands  cercles,  tels  que  le  plan  de  ehacun  d'evx  est-  |Kr- 
pendîculaîrc  aux  plans  des  deux  autres,  partagent  la  sphère  en  httît  pf* 
nunides  trirectangles  égales  entre  elles,  et  sa  surface  ea  huH  triangles 
trirectangles  égaux  entre  eux. 

Q7Ù.  Dans  tout  triangle  sphérique,  un  côté  quelconque  est  plus  petit 
qse  la  scnsuue  des  deux  autres  et  plus  grand  que  leur  différence  (60^, 

871.  La  somme  des  côtés  de  tout  polygone  sphériqiiie  est  moindre  que 
la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

872.  1/angle  de  deux  arcs  de  grands  cercles  (859)  est  égal  à  Fangle 
pian  do  Fangle  dièdre  formé  par  les  plans  des  deux  arcs. 

Les  angles  éha%  polygone  sphérique  sont  les  angles  plans  des  angles 
dièdres  formtvs  par  les  plans  de  ses  côtés  (775). 

875.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  sphérique  est  moindre  que  6 
et  plus  grande  que  -2  droits. 

874.  Deux  triangles  sphériques  situés  sur  la  même  sphère  ou  sur  des 
sphères  égales  sont  égaux  :  !•  quand  ils  ont  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  égaux  chacun  à  chacun  et  placés  de  la  même  manière;  2'  quand 
ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacuiï  à  chacni»  et 
placés  de  la  même  manière;  Z*  lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux  cha- 
cun à  chacun  et  placés  de  la  même  manière;  i"  quand  ils  ont  les  trow 
angles  égaux  chacun  à  chacun  et  placés  de  la  même  manière  (©29, 793). 

87l>.  On  peut  construire  xm  triangle  sphérique:  4*  étant  donnés  deux 
côtés  et  Fangle  qu'ils  comprennent;  y  étant  donnés  uncôtéetlesdenr 
angles  adjacents;  3*  étant  donnés  les  trois  côtés;  4*  étant  donnés  les 
Irois  angles  (&2f)). 

878.  On  appelle  aw?^,  la  partie  de  surface  d'une  sphère  comprise 
entte  deux  ptans  parallèles  CED,  AFB  (fig.  i27)vLes  base9delato7^99ïii 
les  deux:  circonférences  CED,  AFB  qui  la  terminent.  Lorsqu'un  dos  d««E 
plans  est  taogpnt  à  la  sphère^  la  zooe  n'a  qu'une  base,  et  eUe  prend  le 
nom  de  calotte  sphérique. 

877.  On  nomme  segment  sphérique^  la  partie  de  sphère  comprise  evfre 
deux  plans  parallèles  CED,  AFB  [fig,  127).  Les  bases  d^tm  segment  sont 
les  deux  cercles  CED,  AFB  qui  le  terminent.  Loraqu'un  des  denx  plans 
parallèles  est  tangent  à  la  sphère  le  segment  n'a  qu'une  hase. 

878.  La  hauteur  d'une  zone  ou  d'un  segment  sphérique  est  la  dislance 
01  des  deux  plans  parallèles  qui  comprennent  la  zone  ou  le  segraeftt 
i/lg,  f  27). 

87^.  Une  droite  est  inscrite  dans  une  sphère  lorscpi'elle  a  ses  extré- 
mités sur  la  surface  de  la  sphère;  telle  est  AB  (127). 

S8<^.  Un  polyèdre  inscrit  est  celui  dont  'tous  les  côtés  sont  inserits 
dans  la  sphère.  Une  sphère  est  circonscrite  à  tm  polyèdre  quand  le  po- 
lyèdre est  inscrit  dans  la  sphère  (64î). 

881 .  Étant  donnés  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan,  oa 
peut  toujours  trou^er  un  point  également  distant  des  quatre  premiers; 
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mais  oa  m'en  peu!  trouver  ^'vm  seul,  qui  est  èe  centre  de  la  sphère  qm 
ron>  peut  tùiQOwrs  faire  passer  par  ces  quatre  points  (6()0). 

Wd.  Les  nx  plaas  parpendieulatres  aux  milieux  des  «rèUs  d^nn  té^ 
Imèdre  se  rancontreoi  au  point  unique  égmienient  distant  des  quatre 
sommets  du  tétraèdre.  Ce  peint  est  ie  centre  de  la  sphère  qu^on  peut  t<n^ 
jours  eirconscriare  au  tétraèdre. 

883w.  Une  Hçw  droite  A£  et  une  sphère  0  sont  tangentes  lorsqu'elles 
ont  un  seul  point  A  comniua  {fiff.  i28;. 

8ft4«  Un  plan  BA£  est  tangent  à  une  sphère  O  lorsqu'il  rencontre  sa 
surface  en  uu  seul  point  Ii(fiff>  i2S). 

Tout  p4aa  hXE  perpendieiilaire  à  roxtrémitc^  du  rayon  OA  est  tangent 
à  la  sphère  (643).  Toute  droite  Afi  perpcndiculain^  à  rextrémité  du  raye» 
OA  est  taageBle  à  la  sphère,  et  située  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère  au 
poiûlAf^y.  428). 

88».  Un  polyèdre  est  circonscrit  à  une  splière  lorsque  chacune  de  se» 
faces  est  tangente  à  la  sphère. 

Utfe  sphère  est  inscrite  dans  un.  polyèdre  lorsque  le  polyèilrc  est  cir- 
conscrit à  la  sphère  (646). 

896.  Les  six  plans  bissecteurs  des  angle»  dièdres  d'un  tétraèdte  se 
rencontrefiit  au  point  unique  également  distant  des  quatre  faces  du  té- 
traèdre.  Ce  point  esi  le  centre  de  la  sphère  quon  peut  toujours  inscrire 
dans  le  tétraèdre, 

887«  Deux  sphères  sont  tangentes  lorsqu'elles  ont  un  seul  point  eum- 
mon  (644). 

888.  Ceux  sphères  qui  ont  un  point  commun  surfil  ligne  des  centres;, 
c'est-à-dire  sur  la  droite  qai  passe  pai*les  centres,  sont  tangentes  ext^ 
rieurement  ou  intérieurement  selon  que  ce  point  est  situé  enti*e  les 
eeutres  ou  sur  un  des  prokuagements  de  la  droite  qui  les  joint. 

On  a  pour  les  surfaces  €ics  sphères  des  propositions  analo^es  h 
celles  données  aux  n**  651  et  suivants  pour  les  circonfêrcnces  ;  senk- 
ment  les  surfaces  des  sphères  se  coupent  suivant  dés  circonférences. 


LIVRE  IV. 

tjtm  polyèdres  «eaiblakles  et  la  aietfare  tfea  ansie*. 


889.  Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  les  angles  dièdres 
égaux  chacun  à  chacun  et  situés  dans  le  même  ordre,  et  les  faces  ho- 
mologues semblables  (665). 

890.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  :  1*  lorsqu'ils  ont  un  angle  so- 
lide égal  compris  entre  arêtes  proportionnelles  et  situées  de  la  même 
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manière;  2*  lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux 
faces  semblables  chacune  à  chacune  et  situées  de  la  même  manière; 
3*  lorsqu'ils  ont  une  face  semblable  adjacente  à  trois  angles  dièdres 
égaux  chacun  à  chacun  et  situés  de  la  même  manière;  4^  lorsqu'ils  ont 
les  arêtes  proportionnelles  et  situées  de  la  même  manière  (670). 

891.  Deux  prismes  ou  deux  pyramides  sont  semblables^  lorsqu'ils  ont 
un  angle  dièdre  à  la  base  égal  et  compris  entre  deux  faces  semblables 
chacune  k  chacune  et  situées  de  la  même  manière. 

898.  De\ix  prismes  ou  deux  pyramides  régulières  (806,  816)  sont  sem- 
blables^ lorsque  leurs  bases  sont  des  polygones  semblables,  et  que  leurs 
hauteurs  sont  entre  elles  comme  les  côtés  des  bases,  ou  encore  comme 
les  rayons  des  cercles  inscrits  ou  circonscrits  à  ces  bases. 

893.  Deux po/yèdre*  composés  d'un  môme  nombre  de  tétraèdres  sem- 
blables chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés  sont  semblables;  et 
réciproquement  (672). 

894.  Tout  angle  dièdre  a  pour  mesure  son  angle  plan  (775),  c'est-à- 
dire  qu'il  contient  autant  de  fois  l'angle  dièdre  droit  que  son  angle  plan 
contient  l'angle  plan  droit. 

898.  Un  fuseau  sphérique  a  pour  mesure  le  double  d£  soîi  angle  (860), 
c'est-à-dire  qu'il  contient  autant  de  fois  le  triangle  trirectangle  ou  le 
huitième  de  la  surface  de  la  sphère  (869),  que  le  double  de  son  angle 
contient  l'angle  plan  droit  (939). 

896.  De  même,  un  onglet  sphérique  a  pour  mesure  le  double  de  son 
angle  plan.  Ce  qui  veut  dire  qu'il  contient  la  pyramide  sphérique  tri- 
rectangle  ou  le  huitième  du  volume  de  la  sphère,  autant  de  fois  que  le 
double  de  son  angle  plan  contient  l'angle  droit  (861,  951). 

897.  Tout  triangle  sphérique  a  pour  mesure  V excès  de  la  somme  de  ses 
angles  sur  deux  angles  droits  (872),  en  prenant  toujours  pour  unités  le 
triangle  trirectangle  et  l'angle  plan  droit  (940). 

898.  Toute  pyramide  triangulaire  sphérique  a  pour  mesure  Vexcès  de 
la  somme  des  angles  de  sa  base  sur  deux  angles  droits  (867).  Encore  en 
prenant  pour  unités  la  pyramide  sphérique  trirectangle  et  l'angle  plan 
droit  (869). 

899.  Tout  angle  trièdre  a  pour  mesure  Vexcès  de  la  somme  des  angles 
plans  de  ses  angles  dièdres  sur  deux  droits  (775)^  On  prend  pour  unités 
l'angle  trièdre  trirectangle  et  l'angle  plan  droit. 

900.  Tout  polygone  sphérique  a  pour  mesure  Vexcès  de  la  somme  de  set 
angles  sur  autant  de  fois  deux  angles  droits  quil  a  de  côtés  moins 
deux  (872).  Les  unités  sont  le  triangle  sphérique  trirectangle  et  l'angle 
plan  droit  (869,  941). 

Une  pyramide  sphérique  a  U7ie  mesure  analogue  (867),  les  unités  étant 
la  pyramide  sphérique  trirectangle  et  l'angle  plan  droit  (952). 
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LIVRE   Y. 

lle«iire  des  polyèdre*  (800). 


901.  La  meture  dxt^olume  ou  simplement  le  volume  d'un  corps  est  le 
rapport  de  son  étendue  à  celle  du  corps  pris  pour  unité  (214).  Ainsi,  en 
supposant  qu'on  prenne  pour  unité  d'espace  le  cube  dont  le  côté  est  un 
mètre,  lorsqu'un  solide,  de  forme  quelconque,  contient  douze  fois  la 
dixième  partie  du  mètre  cube,  le  volume  de  ce  solide  est  égal  au  nom- 
bre 4,2  mètres  cubes. 

902.  Le  produit  d'une  surface  par  une  ligne  est  le  produit  de  Faire  de 
la  surface  par  la  longueur  de  la  ligne.  L'aire  est  exprimée  en  unités  de 
surface  dont  le  côté  est  l'unité  qui  a  servi  a  évaluer  la  longueur  de  la 
ligne. 

905.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  quelconque  est  égal  au 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ou  au  produit  de  ses  trois  dimensions 
(812).  Supposant,  par  exemple,  que  les  deux  dimensions  delà  base  d'un 
parallélipipède  rectangle  soient  2",04  et  2  mètres,  c'est-à-dire  que  cette 
base  contienne  2,04  x  2=  4"%08  (690),  et  que  la  hauteur  du  paralléli- 
pipède soit  7  mètres  6  décimètres  ;  si  l'on  prend  le  mètre  cube  pour 
unité  d'^espace,  le  voluihe  du  parallélipipède  proposé  sera 

2,04X2X7,6  =  31,008    ou    4,08x7,6  =  31,008; 

c'est-à-dire  qu'il  contiendra  31  mètres  cubes  plus  8  millièmes  de  mètre 
cube,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  31  mètres  cubes,  plus  8  décimètres 
cubes. 

Nous  venons  de  supposer  que  le  décimètre  cube  était  la  millième 
partie  du  mètre  cube.  Cela  est  vrai  en  effet;  car  si  l'on  conçoit  la  base 
du  mètre  cube  divisée  en  100  décimètres  carrés,  et  qu'on  mène  par  les 
lignes  de  division  des  plans  parallèles  à  la  hauteur,  on  décomposera 
ainsi  le  solide  en  100  parallélipipèdes  rectangles  d'un  décimètre  carré 
de  base  et  d'un  mètre  de  hauteur.  Ensuite,  si  l'on  divise  une  arôte  laté- 
rale en  dix  parties  égales,  et  qu'on  mène  par  tous  les  points  de  division 
des  plans  parallèles  à  la  base,  on  décomposera  chacun  des  100  parallé- 
lipipèdes partiels  en  40  autres  parallélipipèdes  rectangles  ayant  un  dc- 
cioiètre  carré  de  base  et  un  décimètre  de  hauteur  ;  donc  le  mètre  cube 
sera  divisé  en  100  X  10  ou  en  1000  décimètres  cubes;  ce  qui  montre 
qu'un  décimètre  cube  est  bien  la  millième  partie  d'un  mètre  cube.  On 
verrait  de  même  qu'un  centimètre  cube  est  la  millième  partie  d'un  dé- 
cimètre cube  et  par  conséquent  la  millionième  partie  d'un  mètre  cube. 
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et  qu'un  millinictre  cube  en  est  la  bilHonième  partie.  Ainsi  lorsqu*on 
prend  le  mètre  cube  pour  unité,  un  solide,  dont  le  volume  est  1,43256983, 
contient  un  mètre  cube,  432  décimètres  cubes,  569  centimètres  cubes, 
830  millimètres  cubes.  En  prenant  le  décimètre  cube  pour  unité,  le  vo- 
lume du  corps  serait  1432,56983;  en  prenant  le  centimètre  cube,  il  se- 
rait 1432569,83;  et  en  prenant  le  millimètre  cube,  1432569830  (n*  217). 

Le  volume  d'un  cube  est  égal  au  cube  de  son  arête  (813). 

904.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits de  leurs  trois  dimensions,  ou  comme  les  produits  de  leurs  bases 
par  leurs  hauteurs.  S'ils  ont  une  même  dimension,  c'est-à-dire  même 
hauteur,  ils  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  deux  autres  dimen- 
sions ou  comme  leurs  bases.  S'ils  ont  deux  mêmes  dimensions,  c'esfr^- 
dire  même  b«sc,  ris  sont  (Mitre  cuk  comme  leurs  troisièmes  dîmei»îo09 
OIT  comme  leurs  hauteurs  (691). 

Deux  cubes  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  ïetirs  arftes  (843). 

d6t5.  Vn  'prisme  quelconque  a  pour  mesure  le  produit  êe  sa  base  par  sa 
hauteur  (802).  Lorsque  le  prisme  est  droit,  cette  hauteur  est  égsde  ai» 
arêtes  latérales. 

On  peut  prendre  aussi  pour  mesure  du  prisme  le  produit  de  sa  sec- 
tîon  droite  par  son  arête  latérale  (868). 

906.  La  surface  latérale'  d'un  prisme  quelconque  a  pour  mesure  1» 
produit  du  périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur,  ou  encore  hf  produit 
du  périmètre  de  sa  section  droite  par  son  arête  latérale  (808). 

907.  Toute  pyramide  a  pour  mesure  le  tiers  du  produit  BxH  de  sm 
base  par  sa  hauteur.  C'est  le  tioi*s  chi  volmric  d'ih»  prisme  de  base  équi- 
valente et  de  môme  hauteur  (905). 

Pour  B  =  2"',4  et  H  =  l-,2,  le  volume  V  =  ^'^'*^^^^  =  0-,960. 

9M.  La  surface  latérale  d'une  pyramide  régulière  a  pour  mesure  la 
iBQÂiié  du  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  la  hauteur  d'une  laça 
latérale  (816). 

M&;  Deux  tétraèdres^  ou  deux  prismes  triaagiiJairos,  ou  encore  deux 

pftralléiipipèdas,  qui  ont  un  angle  solide  égal,  soni  eatre  eux  conun* 

les  produits  des  côtc'^s  qm  eompreiweii't  l'angle  égal  (6&9}. 

MQh.  Un  trône,  de  prisme  iriajigulaire  AJiCJDËif  (809)  es&  é<9Bival«B&  ài 

Pig.  199.  lar  soimne  de  tj^ods  jnyrajziidâs  qui  ont  pouji  base  Gont- 

HNWc  La  bas(!  înl'érieure  DEF  du  tronc,  et  p««r  sonmelaÉ 

RespoclL&  les  souèQiets  A,  B,  C  de  la  baseï  supërieuct. 

Amsi  &=  rv^  étaat  la  bAsa  iaférienm,  et  a.=^  i*4« 

&  =  1"',4  et  c  =  l'ytt  étant  les  distanças  dfis  soaimetfr 

de  la  base  supéjrieuj?e  an  pLaa.  de  la  base  iafiàpieujre,  le 

YoLukine  V  du  iroa«  est  (907) 

T  =  i  B  (a  -f  6  +  c)  =  î  2,25(1,1  +  1,4  4-  1,6  )  =  3-,075. 
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Mi.  Un  tronc  de  pyramide.quelconqucàbases  parallèles  ABCDËFGH 
(819)  est  équivalent  à  la  somme  de  trois  pyramides 
ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc,  et 
pour  bases  respectives:  la  base  inférieure  ËFGH  du 
tiY)nc,  la  base  supérieure  ABCD  et  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ees  bases  (316).  Ainsi  H  =  Sl",5  étant 
la  hauteur  du  tronc,  et  B  =  S-'jîS  et  b  =  i»*,90  ses 
deux  bases,  son  volume  V  est  (907). 

V=|flxB4-|Hxô  +  5Hs/B5=gH(B  +  ^4-  V^l^)  = 
=  ^  2,5  (a,25  +  1,30  +  V'^>2*  X  1,90)  =6''%3fiSL 


912.  Les  volumes  de.  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  des  arêtes  ou  des  diagonales  homologues  (889),  et 
leurs  surfaces  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  lignes. 

Les  volumes  de  deux  prismes  ou  de  deux  pyramides  semblables  sont, 
de  plus,  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs,  et  leurs  surfaces 
latérales  ou  totales  comme  les^  ewrré^  ée  ces  dimensions.  (2uand  ces  po- 
lyèdres sont  réguliers  et  semblables  (892),  leurs  volumes  sont  encore 
entre  eux  comme  les  cubes  dos  rayons  des  cercles  circonscrits  ou 
inscrits  aux  bases,  et  leurs  surfaces  latérales  ou  totales  comme  les 
carrés  de  ces  rayons  (700). 

915.  Volume  d'un  ias  de  pierres  et  capacité  6un  tombereau.  Un  amas 

de  pierres  concassées  destinées  à  l'entretien  d'une 

Fig.  131.  j^^y^g  ^  p^yj,  jjg^ggg  inférieure  et  supérieure  des 

rectangles,  et  seii  rohime  est 

h 

V  =  g  [6  (2a  +  a')  4-  b'  {2a  +  a)] 


A  est  la  hauteur  du  tas,  c'est-à-dîre  la  perpendîciîhiîrc  abaispsée  d*un 
point  du  plan  de  sa  base  supérieure  sur  le  plan  de  sa  base-  inférieure; 
a  eib  sont  les  dimensions  do  la.  base  inférieure,  et  a'  et  b'  celles  de  la 
base  supérieure. 

A-  Taide  de  la  fornmle  précédente  on  calcule  aussi  la  capacité  d'un 
tombereau. 

Si  b'  était  nulle,  ce  qui  a  quelquefois  ïïeu  pour  les  piles  de  boulets^ 
on  aurait 

V=^  X  6  (2a  4- a'). 
o 

iorsf  iM  les  deux  bases  sont  sttaiMabtes,  le  solide  est  «d  tronc  de 
jfjraiiude,  et  son  volume  peut  se.  calcadear  à  Faide  de  la  fotrauk  diA 
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Fig.  flSt. 


914.  Cubage  des  terrasses.  Pour  le  calcul  des  déblais  ou  remblais, 
on  divise  le  volume  total  en  parties  limitées 
latéralement  par  des  plans  verticaux,  infé- 
rieurement  par  un  quadrilatère  ÂBCD,  et  su- 
périeurement h  la  surface  du  sol,  qui  n'a  en 
général  rien  de  géométrique,  mais  que  Ton 
suppose  être  une  surface  gauche  engendrée 
par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur 
deux  droites  opposées  EF,  HG  ou  EH,  FG, 
qu'elle  divise  en  parties  proportionnelles  dans 
chaque  position.  Les  points  E,  F,  G,  H,  se 
trouvent  à  la  surface  du  sol. 
Le  quadrilatère  ÂBCD  étant  quelconque,  désignant  respectivement 
les  surfaces  des  triangles 

ABC,    ABD,    CDA,    CDB, 

par  6,         b\        b'\       b'\ 

le  volume  V  du  solide  se  calcule  par  la  formule 

b(h  ■\-K-\-  hf")  +  b\h  +  A^  +  hT)  -h  V\h  +  h"  -h  h!")  +  ^jh'  -^h"  +  hT) 


v=. 


6 


Lorsque  ABCD  est  un  trapèze,  AB  étant  parallèle  à  CD,  on  a  6= 6' et 
6"=  6'%  et  la  formule  précédente  devient 

_  b(^h  +  %h!  4-  h"  +  h'")  +  b'^jh  ^W-\-  ^h"  +  W) 
6 

Si  ABCD  est  un  parallélogramme,  on  a  6  =  6'=6"=t'%  et  il  vient 

v_  bih-^-h'  +  N^-^h")  __  ^  A  +  A^A^^  +  A" 
V  -  -  tt  -^  , 

B  =?SI6  étant  la  surface  de  la  base  totale  ABCD. 

Si,  de  plus,  la  base  supérieure  EFGH  est  plane,  on  a  /i  +  h"^h'  -f  h"^ 
et  par  suite, 


2 


% 


Quand  la  base  ABCD  se  réduit  à  un  triangle  ABC,  le  solide  devient 
un  tronc  de  prisme  triangulaire,  et  Ton  a  (910),  B  étant  la  surface  du 
triangle  ABC, 

Il  peut  arriver  que  la  base  supérieure  se  réduise  à  une  seule  arête  EF, 
les  hauteurs  h"  et  h"'  devenant  nulles.  Dans  ce  cas,  selon  que  la  base 
ABCD  est  un  quadrilatère  quelconque,  un  trapèze  ou  un  parallélo- 
granune,  on  a  respectivement,  en  faisant  A"  =  h!"  =  0  dans  les  formules 
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précédentes  : 


„_  h(b  +  b'+b")  +  h'jb+b'  +  V^ 
y  ë  ' 

y  _  bjih  +  ih')  +  l/'{h  +  h')  __  (h  +  h')  (86  +  y) 
6  6  ' 

2  4 

Enfin  si  la  base  supérieure  se  réduisait  à  un  seul  point,  celui  E  par 
exemple,  le  solide  serait  une  pyramide,  et  Ton  aurait  (907) 


LIVRE   VI. 

M^m  p%Mjèûrem  résiliera  et  l«  mesare  4e«  «r^i*  e^vps  roB<«. 


916.  On  appelle  angle  solide  régulier  celui  qui  a  tous  ses  angles  diè- 
dres égaux  et  tous  ses  angles  plans  égaux  (787). 

916.  Un  polyèdre  régulier  est  celui  qui  a  tous  ses  angles  dièdres 
égaux  et  dont  toutes  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux  entre 
eux  (714,  800).  Ainsi  tous  les  cubes  sont  des  polyèdres  réguliers. 

Le  centre  et  le  rayon  d'un  polyèdre  régulier  sont  le  centre  et  le  rayon 
de  la  sphère  circonscrite  au  polyèdre.  Vapothème  d'un  polyèdre  régu- 
lier  est  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le  polyèdre  (717,  880,  885). 

917.  Dans  tout  polyèdre  régulier  on  peut  inscrire  une  seule  sphère,  et 
à  fout  polyèdre  régulier  on  peut  circonscrire  une  seule  sphère  (916). 

918.  Deux  polyèdres  réguliers  de  même  espèce  (821)  sont  toujours 
semblables  (889). 

919.  Un  polyèdre  régulier  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  surface  par 
le  tiers  de  son  apothème  (717,  916). 

Tableau  des  cinq  polyèdres  réguliers  qu'il  est  possible  de  construire^ 
du  nombre  et  de  l'espèce  de  leurs  faces,  et  de  leur  surface  et  volume, 
leur  aréle  ou  côté  étant  pris  pour  unité  (719). 


POLTiDEES. 

PAGES. 

SUaFACB. 

VOtUME. 

Tétraèdre 

4  triangles. 

6  carrés. 

8  triangles. 
12  pentagones. 
20  triangles. 

1,732051 
6,000000 
3,464102 
20,645779 
8,660254 

0,117851 
1,000000 
0,471404 
7,663119 
2,181 695 

Cube  ou  hexaèdre 

Octaèdre 

Dodécaèdre  

Icosaèdre *  . 
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D*après  ce  tableau,  Toctaèdre  régulier  de  0",25  =  2*",5  de  côté,  par 
exemple,  a  par  conséquent  pour 

surface  3,464 102  X  (2,5)»  =  21*'»',6ô06, 

et  pour  volume         0,471  404  x  (2,5}'  =  7*-,365  687. 

920.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  droits  à  bases  circulaires  sont 
'  semblables,  lorsque  la  hauteur  h  et  le  rayon  r  de  la  base  de  Fun  sont 

proportionnels  à  la  hauteur  h'  et  au  rayon  r'  de  ia  base  de  l'autre, 
c'est-à-dire  quand  on  a 

h:h'  =  r:r'. 

921.  Deux  sphères  sont  toujours  semblables. 

922.  La  surface  latéraie  d'un  cylindre  quelconque  (834,  840)  a  pour 
mesure  le  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Ainsi,  pour 
un  cylindre  droit  à  base  circulaire  dont  R  =  0",10  est  le  rayon  de  la 
base  et  H  =  4",25  la  hauteur,  la  surface  latérale  est  (727) 

S  =  2îrRH  =  2  X  3,1416  x  0,1  X  4,25=  2"%67. 

On  peut  encore  prendre  pour  mesure  de  la  surface  latérale  d'un  cy- 
lindre quelconque  le  produit  du  contour  de  la  section  droite  par  la  lon- 
gueur de  la  génératrice  (841,  906). 

925.  Vn  fuseau  cylindrique  a  pour  me^re  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur  (852). 

924.  Le  volume  d'un  cylindre  quelconque  est,  comme  celui  du  prisme 
(905),  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Ainsi ,  pour  un  cylindre 
droit  à  base  circulaire,  les  données  du  nr  922  fournissent  (728) 

V  =  wRHl  =  3,1416  X  0,1  X  0,1  x  4^5  =  0-%134. 

921i.  Xln  onglet  cylindrique  a  pour  mesrure  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur  (853). 

926.  La  surface  latérale  â!un  cône  droit  à  base  circulaire  a  pour  mesure 
la  moitié  du  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  son  côté  (€92). 

Ainsi,  R  =  0"',20  étant  le  rayon  de  la  base  et  C  =  0",9  le  côté,'  la  sur- 
face latérale  est  (727) 

S  =  kRC  =  3,1416  X  0,2  X  0,9  =  0"%565o. 

927.  Un  fuseau  conique  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  sa  hase 
par  son  côté  (852). 

928.  Le  volume  d'un  cône  queîctmque  est,  comme  celui  de  la  pyra- 
mide (907),  égal  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Pour  un 
eèee  4poii  k  base  circulaire  dont  le  rayon  R  de  la  base  est  0'',25,  et  dont 
la  hauteur  H  =  1",20,  on  a  (728) 

Y=  l  nKm  =  I  3,1416  X0,25  X  0,25  x  1,20  =  0-%07854. 
3  o 

Ainsi  le  volume  du  cône  est  le  tiers  de  celui  d'un  cylindre  de  base 
équivalente  et  de  même  hauteur  (924). 
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Un  tmpiet  cmnque  a  pour  mesure  le  tiers  du  produit  4e  «a  i>aso 
par  sa  hauteur  (i8S3). 

950.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  quelconques  sont  «ntre  eux 
comme  les  produits  de  leurs  bases  par  lenr^  hauteurs  (924,  988).  S'ils 
ont  même  hauteur.  Ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases;  «i  leurs 
bases  sont  équivalentes,  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  et 
s'ils  ont  des  hauteurs  égales  et  des  bases  équivalentes,  ils  sont  équi- 
ralents. 

051.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  droits  à  bases  circulaires  sem- 
blables (920)  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs,  de  leurs 
côtés,  et  encore  des  rayons  et  des  diamètres  de  leurs  bases  ; 


V 

II»        C»        R»        D» 

•V' 

||/«          -Q'S          n^          î)'» 

Lee  surfaces  latérales  et  les  surfaces  totales  de  ces  cylindres  ou  de  ces 
cônes  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  lignes. 

952.  La  surface  latérale  d'uji  b-onc  de  cône  droit  à  bases  parallèles 
Kg.  183.  (838)  a  pour  mesure  le  produit  de  son  côté  par  la  demi- 

somme  des  circonférences  de  ses  bases,  ou,  autrement, 
le  produit  de  son  côté  par  la  circonférence  de  la  section 
faite  à  égale  distance  des  doux  bases  (697).  C  =  0",60 
étant  le  côté  du  tronc  de  cône,  et  R  —  0",40  et  r=0",85 
étant  les  rayons  de  ses  bases,  sa  surface  latérale  est 
donc  (727) 

S  =  C  ^^^  +  ^^^  ^  C-(R  +  r^  =  0,6  X  3,1  il6;0,40  +  0,25;.=  l-',225. 

955.  Un  tronc  de  cône  quelconque  a  bases  paralhMos  est  équivalent 
à  la  somme  des  trois  cônes  qui  ont  pour  hauteur  commune  la  hauteur 
du  tronc,  et  pour  bases  respectives  :  la  base  inférieure  du  tronc,  la  base 
supérieure  et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases  (911). 
R  =  0*,40  et  r  =  0»,2o  étant  les  rayons  des  bases,  et  H  =  0",î50  la  hau- 
teur, le  volume  du  tronc  est  (928) 

V=gH7cR«+|HOT^+  ^11  vZ-Il"  X  rj^«  =  g  nH(R«  +  r^  +  Rr)  = 

I  3,44i«  X  0,5(M*  +  0^25'  +  0,4  x  0,2o)  =  0-%i69. 

954.  La  smrfiicc  engendrée  par  la  base  BG  d'un  triangle  isocèle  ABC, 

qui  fait  une  révolution  entière  autour  d'une  draille 

^'  MN  menée  par  son  sommet  dans  son  plan  et  hors 

du  triangle,  a  pour  mesure  la  projection    PQ  =  /) 

de  la  base  du  triangle  sur  Taxe,  multipliée  par  la 

circonférence  ^-r^^   qui  a  pour  rayon  la  hauteur 

AD  =r  7-,  du  triangle.  Ainsi  l'on  a  (689,  727) 

M  A     P      tt   K 

.ç=px  2nr,. 
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La  surface  décrite  par  la  base  d'un  secteur  polygonal  régulier  a  la 
même  expression  ;  seulement  p  est  la  projection  de  toute  la  base  du 
secteur  sur  Taxe. 

955.  Une  zone  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  hauteur  U  par  la  cir- 
conférence 23t:R  d'un  grand  cercle  (854,  876,  878),  Ainsi,  pour  H  =  0",30, 
le  rayon  R  de  la  sphère  étant  0",40,  on  a 

S  =  27cRH  =  2  X  3,1416  X  0,4  x  0,3  =:  0"*,754. 

936.  Sur  une  même  sphère,  deux  zones  sont  entre  elles  comme  leurs 
hauteurs,  et  sur  des  sphères  de  rayons  différents,  deux  zones  de  même 
hauteur  sont  entre  elles  comme  les  rayons  ou  comme  les  diamètres  des 
sphères  (935). 

957.  La  surface  S  de  la  sphère  dont  le  diamètre  est  2R  =  D  =  0",80, 
considérée  comme  une  zone,  a  pour  mesure  (935) 

S  =  2«R  X  SIR  =  43rR«  =  7cD*  =  3,1416  X  0,8  X  0,8  =2-^,01. 

Ce  qui  fait  voir  que  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  4  grands  cer- 
cles y  ou  encore  à  celle  d'un  cercle  qui  a  pour  rayon  le  diamètre  de  la 
sphère  (728). 

958.  Les  surfaces  S  et  s  de  deux  sphères  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  de  leurs  rayons  R  et  r  ou  de  leurs  diamètres  D  cl  d.  Ayant  (937) 

S=r4jiR*    et    j  =  47W-*, 
on  a  bien  S  :  *=  R«  :  r«  =  D»  :  d». 

939.  Un  fuseau  sphérique  a  pour  mesure  le  produit  de  Tare  a  corres- 
pondant k  son  angle  par  le  diamètre  2R  delà  sphère  (860,  895). 

L'angle  correspondant  étant  de  30*  et  le  rayon  de  la  sphère  étant  0",40, 
on  a  (733) 

on 

Par  suite,  la  surface  du  fuseau  est 

S  =  2Ra  =  2  X  0,4  x  0,21  =  0"',168. 

940.  Tout  triangle  sphérique  (864)  a  pour  mesure  le  produit  du  rayon  R 
de  la  sphère  par  Texcès  de  la  somme  des  arcs  a,  6,  c  correspondants  à 
ses  angles  sur  une  demi-circonférence  (872,  897).  Ainsi  la  surface  du 
triangle  est 

S=:R(a  +  ft  +  c  — ;cR). 

941.  Tout  polygone  sphérique  a  pour  mesure  le  produit  du  rayon  de 
Ia*sphère  par  l'excès  de  la  somme  des  arcs  correspondants  à  ses  angles 
sur  autant  de  fois  une  demi-circonférence  qu'il  a  de  côtés  moins  deux 
(900,  940). 
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Fig.  18». 
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942.  Le  solide  engendré  par  un  triangle  quelconque  ABC,  qui  fait 
une  révolution  entière  autour  d'une  droite  MK 
menée  par  son  sommet  dans  son  plan  et  bon 
du  triangle,  a  pour  mesure  la  surface  décrite 
par  la  base  B€ ,  multipliée  par  le  tiers  de  la 
p-      bauteur  AD  =  A  du  triangle. 

La  surface  décrite  par  la  base  du  triangle  est 
la  surface  latérale  d*un  tronc  de  cône  dans  la  figure  135  (932);  c'est 
celle  d'un  cône  lorsque  AG  ou  AB  se  confond  avec  MN  (926),  et  celle 
d'un  cylindre  quand  BG  est  parallèle  à  MN  (922).  Dans  tous  les  cas  on 
sait  mesurer  cette  surface,  et  si  on  la  désigne  par  S,  le  volume  engen- 
dré par  le  triangle  ABG  a  pour  expression  V  =  ^  SA. 

045.  Le  solide  engendré  par  un  triangle  isocèle  ABC  {Jîg,  134),  qui 
fait  une  révolution  entière  autour  d'une  droite  MN  menée  par  son  som> 
met  dans  son  plan  et  bors  du  triangle,  a  pour  mesure  la  projection  p 
de  sa  base  BC  sur  Taxe  MN,  multipliée  par  les  deux  tiers  du  cercle  qui 
a  pour  rayon  sa  baUteur  AD  =  r, .  Ainsi  l'on  a  (728) 


V  =  p  X  -  KTi^ 

944.  Le  solide  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier^  qui  fait 
une  révolution  entière  autour  d'une  droite  menée  par  son  sommet  dans 
son  plan  et  bors  du  secteur,  a  pour  mesure  la  projection  p  de  sa  base 
sur  l'axe,  multipliée  par  les  deux  tiers  du  cercle  inscrit  à  cette  base.  Le 
secteur  peut  être  un  demi-polygone  tournant  autour  de  son  diamètre. 
Dans  tous  les  cas,  r^  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit,  le  volume  en- 
gendré est 

V  =  p  X  j  jw-j». 

948.  Expression  du  volume  engendré  par  un  polygone  régulier  dans 
une  révolution  autour  d'un  de  ses  côtés  comme  axe  :  1*  en  fonction  de 
son  rayon  R;  2*  en  fonction  de  son  côté  c  (719). 
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Prg.  130. 


M6.  On  nonume  seciieur  sT^hMq^te  lu  solide^  ea^g^saàréj^  un  seeteur 
cirettlaûre  0A£  qui  fait  une  révolution  entière  au- 
tour d/ua  dianièlpe  OQ  non  intérieur  au  secteur 
.6t»iu«  dans  smi  plx^B.La  base  du  secteur  sphé- 
riq^ee  est  la'zoae  déerite  par  la  base  AB  du  secteur 
cîjrculaire  génénateur  (87i6). 

TQvi,9«eieur  sphérique  a  pour  mesure  la  hauteur 
.  if  =  MQ  de  la  -son^  qui  lui  sert  de  base,  multipliée 
par  ios  d^nx  tiers  d'ufi  grand  cercle  (944).  Pour 
H=0*y30,  le  rayon  du  secleur  étaiU  R=:0-^, 


/ 
/ 


le  volume  du  secteur  ûst  {lâ&] 

V  =  I  ::Rni  =  ^  3,4116  X  0,4  X  0,4  X  0,3  =  0^,1005. 

M7.  CoaaidéRMit  la  «phère  comme  étan^  un  secteur  sphérique  dont 
la  hauteur  de  la  zone  qui  hii  sert  de  hase  est  égale  au  diamètre  SR  ^=-  D, 
on  conclut  du  numéro  précédent  qu'une  gp/ière  a  pour  meeure  le  produit 
do  son  diamètre  par  les  deu?^  tiers  d'un  grand  cercle.  Ainsi  ^s=D=:0*,âO 
étant  le  diamètre  de  la  splicre,  son  volume  est 

V  =  2R  X  I  TcR»  =  ^  i:R«  =  i  tcD»  =  \  3.1416  X  M*  =  0-,268. 

O  O  6  D 

946.  te  peut  dira  aussi  que  <o»f  mcteur  '4phhtvque  aptar  mcnfr^lB 

tiers  du  produit  de  ktzone  qui  lui  sertdeba^O'parfk'naym.Aiiisi  (I9â9) 

V  s=  1  X  «nRfl  X  R  =  I  rtR4î. 

Même- valeur  qu'au  n*  946. 

049.  De  même,  on  peut  dire  qu'une  sphère  a  pour  mesure  le  tiers  du 
produit  de  sa  surface  par  son  rayon.  Ainsi  (937) 

V==lx4nR«xR=|i5R». 

Même  valeur  qu'au  n"  947. 

Remplaçant  dans  la  formule  précédente  R  en  fonction  de  la  sar£ace 
S  (937),  on  en  conclut  pour  la  relation  entre  la  surface  et  le  volume  de 
la  sphère 

S«  =  36«V«. 

050.  Deux  sphère  sont  entre  elles  comme  les  cubes  des  rayons  ou  des 
diamètres,  V  et  r  étant  les  volumes  de  deux  sphères,  on  a  (947) 

V:=|irR»    et    *r=irr'; 


d*oii  Ton  conclut  bien 


V:r=R»:r»  =  D»;ti». 


(9«) 
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9f6i.  Un.onglet  spltérique  a  pour  mesure  Tare  a 'correspondant  à  son 
aDçle^.œulUplié  par  les  deux  tiers  du  carré  du  rayon  R.  Ainsi 

V=5i|aM».  (896,  939) 

Mtt.  TmtieffranMd'êphéT^ue  a  pour  mesure  le  produit  B  x  -  R,  de 

sa  base  par  le  tiers  du  rayon  (867,  900,  941). 
933.  Le  solide  ejigendré par  un  seyaient  circulaire  CDm,  qui  fait  une  ré- 
volution entière  autour  d'un  diamètre  AB  situé  hors  du 
Kg.  «37.         segment,  a  pour  mesure  la  projection  PQ  =  p  de  sa  base 
^^Ç::::^;^        CD  =  6  sur  Taxe,  multipliée  par  le  sixième  du  cercle 
/  i  ^]v*     dont  cette  base  est  le  rayon.  Ainsi  l'on  a  (728) 

V  =  p  X  ^  r.b\ 

0154.  Tout  segment  sphérique  a  pour  mesure  la  domi-sonime  de  ses 
bases  multipliée  par  sa  hauteur,  plus  le  volume  de  la  sphère  dont  cette 
hauteur  est  le  diamètre.  Ainsi  H  étant  la  hauteur,  et  r  et  r'  les  rayons 
des  bases,  on  a  (728,  877,  947) 

V  --^^^i^'  H  +  I  «H^  =  f  (r'  +  r")  +  i  ^HK 

Quand  le  segment  n'a  qu'une  base,  il  faut  remplacer  dans  la  mesure 
précédente  la  demi-somme  des  bases  par  la  demi-base,  et  l'on  a 

V  =  i  ;;r»il  +  1  rM\ 

Considérant  la  sphère  comme  étant  un  segment  dont  la  hauteur  H  est' 
le  diamètre  2R  de  la  sphère,  le  premier  terme  de  la  valeur  de  V  est  nul, 
et  le  second  donne 

Comme  au  <n*  9i47. 

OttS.  Un  cylindre  droit  est  équilatéral  lorsque  sa  hauteur  est  égale 
au  diamètre  de  sa  base  (834). 

966.  Un  cône  droit  est  équilatéral  lorsque  son  côté  est  égal  au  dia* 
mètre  de  sa  base  (835). 

987.  Un  cylindre  droit  est  inscrit  dans  une  sphère  lorsqu'il  a  pour 
bases  deux  petits  cercles  de  la  sphère  (854). 

Un  cylindre  équilatéral  ADBC  est  circonscrit  à  iCne  sphère  (fig,  138) 
lorsqu'il  a  pour  axe  un  diamètre  de  la  sphère. 

9K8.  'Un  cône  est  inscrit  dans  une  sphère  lorsque  smi  sommet  et  la 
ciroonféreace  de  sa  base  sont  situés  sur  la  splière. 

Un  cône'équilatéral  BFG  est  circonscrit  à  la  sphère  {fig.  138)  lorsqu'il 
a  pour  axe  la  hauteur  d'un  triangle  équilatéral  circonscrit  à  un  grand 
cercle  de  la  sphère. 
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059.  Les  surfaces  totales  de  la  sphère,  du  cylindre  et  du  cène  équilor- 
téraux  circonscrits  sont  entre  elles  comme  les 
nombres  4,  6,  9  ;  et  leurs  volumes  sont  entre  eux 
comme  ces  mêmes  nombres  (922,  924,  926,  928» 
937,  947). 

Remarques,  V  La  surface  latérale  du  cylindre 
est  équivalente  à  la  surface  totale  de  la  sphère  ; 
2*  la  surface  totale  du  cylindre  est  moyenne 
proportionnelle  entre  celles  de  la  sphère  et  du 
cône  (316);  3'  le  volume  du  cylindre  est  moyen 
proportionnel  entre  ceux  de  la  sphère  et  du  cône. 

060.  Ixs  surfaces  totales  de  la  sphère,  du  cylindre  et  du  cône  équilar- 
téraux  inscrits  sont  entre  elles  comme  les  nombres  16, 12,  9;  e<  leurs  to- 
lumes  sont  entre  eux  comme  les  nombres  32,    12  v^2  et  9. 

Ainsi  la  surface  totale  du  cylindre  est  encore  moyenne  proportion- 
nelle entre  celles  de  la  sphère  et  du  cône;  et  son  volume  est  moyen 
proportionnel  entre  ceux  de  ces  mêmes  corps. 

061 .  On  donne  le  nom  de  jauge  à  un  ruban  portant  Tune  à  côté  de 

Tautro,  et  de  manière  que  les  zéros  se  correspondent,  deux  échelles, 

divisées  Tune  en  centimètres  pour  mesurer  les  longueurs,  et  Tautre 

1        22 
en  parties  égales  chacune  a  3  centimètres  et  =  ou    -  <1®  centimètre  ; 

d'où  il  résulte  qu'en  enroulant  la  jauge  sur  une  circonférence,  la 
!'•  échelle  donne  la  longueur  de  cette  circonférence  et  la  seconde  in- 
dique directement  quel  est  son  diamètre  en  centimètres  (727).  Cette 
jauge  permet  de  déterminer  avec  la  plus  grande  facilité  le  diamètre 
d'une  colonne,  d'un  arbre,  d'un  tonneau,  par  exemple,  en  un  point 
quelconque  de  leur  longueur. 

062.  Jaugeage  d'un  tonneau.  En  négligeant  le  bombement  des  douves, 
on  peut  considérer  le  tonneau  comme  composé  de  deux  troues  de  cône 
ayant  pour  grande  base  commune  la  section  au  centre  du  tonneau,  et 
pour  petite  base  les  fonds  du  tonneau.  On  peut  alors  déterminer  sa  ca- 
pacité d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n*  933.  Si  l'on  voulait  une  plus  grande 
approximation,  on  diviserait  le  tonneau  en  un  plus  grand  nombre  de 
troncs  de  cône. 

En  Angleterre,  on  évalue  la  capacité  V  d'un  tonneau  à  l'aide  de  la 
formule  d'Oughtred,  qui  consiste  à  remplacer  dans  l'expression  du  vo- 
lume des  deux  troncs  de  cône,  le  produit  Rr  par  R*;  cette  formule  est» 
en  appelant  H  la  longueur  intérieure  du  tonneau 

V=:i;:H(2R«  +  r«). 
o 

En  France,  on  fait  usage  de  la  formule  de  Dez,  qui  consiste  à  prendre 
pour  la  capacité  d'un  tonneau  la  valeur  d'un  cylindre  ayant  pour  hau- 
teur H  la  longueur  du  tonneau,  et  pour  rayon  l'excès  du  rayon  inté- 

3 
rieur  R  du  tonneau  à  la  bonde  sur  les  -  de  la  différence  R  —  r;  cette 
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formule,  qui  donne  des  résultats  un  peu  moindres  que  la  précédente, 
est  (924) 


V  =  i:H[R-|(R~r)J. 


Dans  la  pratique,  on  prend  encore  pour  la  capacité  Y  d'un  tonneau 
celle  d'un  cylindre  de  même  longueur  H  que  le  tonneau,  et  ayant  pour 

base  un  cercle  dont  le  diamètre  est  8  =  — - — ,  d  étant  le  diamètre  des 

fonds  du  tonneau  (ou  la  moyenne  des  diamètres  des  fonds  si  ces  fonds 
sont  différents)  et  D  le  bouje  ou  le  diamètre  au  centre  du  tonneau.  On  a 
ainsi 

V=  i «5«H  =  i  7t{d  +  2D)*  x  H. 

Le  diamètre  D  se  détermine  au  moyen  de  la  jauge,  eA  tenant  compte 
de  répaisseur  des  douves,  qui  varie  de  0",01  à  0",02  pour  les  fûts  or- 
dinaires, ou  en  introduisant  par  la  bonde  une  règle  graduée  dans  le 
tonneau.  H  est  la  longueur  totale  du  tonneau  diminuée  de  Tépaisseur 
des  fonds,  qui  est  k  peu  près  celle  des  douves,  et  des  jahles  ou  quan- 
tité dont  les  douves  dépassent  les  fonds. 

La  formule  précédente  donne  les  dimensions  du  tableau  suivant  pour 
des  tonneaux  .de  diverses  capacités.  Le  tonneau  ordinaire  équivaut  à 
«  hectolitres  et  1/5  ou  220  litres. 


CAPACITÉS  Y  S9 

■     ■ 

tOBnunj. 

9IAUÊTHB 

d 

DIAICÈTBE 

j) 

LONGUEUa 

H 

hectolitres. 

litre*. 

fflM. 

met. 

met. 

» 

0,5 

50 

0,30 

0,33 

0,622 

» 

1 

100 

0,40 

0,44 

0,699 

0,5 

» 

110 

0,40 

0,44 

0,769 

» 

2 

200 

0,62 

0,62 

0,740 

1 

M 

220 

0,52 

0,62 

0,813 

m 

3 

300 

0,58 

0,68 

0,913 

1,5 

M 

330 

0,59 

0,71 

0,93G 

» 

4 

400 

0,65 

0,77 

0,956 

2 

> 

440 

0,68 

0,78 

1,005 

» 

5 

500 

0,68 

0,80 

1,102 

2fi 

» 

550 

0,60 

0,81 

1,181 

» 

10 

1000 

0,89 

1,09 

1,217 

5 

w 

1100 

0,90 

1,10 

1,312 

» 

20 

2000 

110 

1,30 

1,674 

10 

» 

2200 

1,12 

1,32 

1,788 

» 

50 

5000 

1,60 

1,86 

2,024 

25 

» 

5500 

1,62 

1,88 

2,177 

» 

100 

10000 

2,30 

2,54 

2,104 

50 

» 

11000 

2,40 

2,64 

2,137 

y» 

200 

20000 

2,80 

2,98 

2,986 

100 

» 

22000 

2,90 

3,10 

8,047 
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Jaugeage  d'un  tonneau  m  vidange.  On  introduit  par  la  bonde  une 
règle  graduée,  qui  donne  le  grand  diamètre  D 
du  tonneau  et  la  profondeur  p  du  liquide;  on 

détermine  le  rapport  ^;  on  cherche  dans  le  ta- 
bleau ci-contre  la  contenance  v  qui  correspond 
k  ce  rapport,  et  cette  contenance  multipliée  par 
la  capacité  totale  V  du  tonneau  consignée  au 
tableau  précédent,  donne  la  quantité  v'  du  li- 
quide contenue  dans  le  tonneau. 
Pour  D=0*,80  etp  =  0*32,  par  oxempie,  on 

a  ^  =  TTSÂ  =  ^>*»  ®*»  P***  suite,  si  le  tonneau  est 

D        0,ov 

celui  du  tableau  précédent  dont  D  =  0',80, 
»'  =  Vr  =  500  x.0,37  =  185  litres. 


E 
D 

Contenance  v 

celle 

Vêtant  1. 

1,0 

1,000 

0,0 

0,W0 

0,8 

0,800 

0,7 

0,7M 

0,0 

0,630 

-    0,6 

0,500 

0,4 

0,370 

0,3 

0,250 

0,2 

0,140 

0,1 

0,050 

Pour  D  ==  0",80  et  p  =  0",27,  on  a  ^  =  ^  =  0,3375-  Le  tableau 


ne 


contient  pa»  la  valeur  correspondante  de  v;  pour  la  déterminer,  on  a 
recours  à  la  méthode  des  différences  proportionnelles  (400,  ISff),  qui 
donne 


u  =  0,250  -h  (0,370  - 
On  a  ensuite 


-0,250) 


0,0375 
0,1 


:  0,250  +  0,045  =  0,295. 


v'  =  Vr  ==  500  X  0,295  =  i  47',5. 

Au  lieu  de  dcterininer  la  quantité  de  liquide  restant  dans  le  tonneau, 
lOn  aurait  pu,  par  la  même  marche,  déterminer  le  volume  du  vide, 
.c'est- k-dire  du  liquide  soutiré. 
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CafMciiés  ordÎMÛres  det  ftUs  les  plus  usités  dans  le  commerce: 


Tièce  Henaison,  Sknterre 

^   IMawv'^hnitau. 

—  Beai;^olo^PouiUy-sttr -Loire,  MarsoiUe.  .  . 

—  Gaflrac,  Riceys,  Auvergne,  Cahors 

—  La  ChaiMy  Bonteaiix 

— *    Bonleaax..fieaniie,  Châlon,CliJnoii 

—  Orléans,  Sologne,  Anjou,  Gàtiuai^,  Nantais. 

—  BesBgewcy^  Loiret 

—  Clwr^  VoBWay,  Zovntoe 

Ifaû/  de  Bourgogne  (2  feuillettes) 

Annt*^f7nrnf  de'LaBgàedoc 

PipB  d*AwmmiiC4. 

Pièce  de  rhum. 

Sîxain  de  Halaea 

Qumtaut  de  Vmdèra 

AiMe  d'Aaîoo.  .  .  « 

—  de  Cognac 

Bùrrique  ée  Cognac 

—   dt  B&Tonoe; •  . 

Longuette  de  Jafnae 

Quart  dd  Btère 


210 

312 

2th 

220 

225 

229. 

23a 

23<{ 

2iO 

272 
380  à  600 
380  à  éiô- 
310  à  440 
110  à  120 
110  à  115 
220  k  230 
224  À  240 
310  à  340 
315  A  330 
2ÇHk  à  210 

75 


Les  empk>yé6  de  Toctrai  de  Paris  preniront  pour  6  une  valeur  qui  dif- 
ftre^  un  peu  de  la  prccodento,  elfe  est 


8=:d+(D  — d)x0,56;    d'où 


V  =  7  iso^il  =  7  4d  +  (D  — d)0,56]qi. 
4  4 


Cette  formule,  qui  donne  pour  V  des  valeurs  un  peu  plus  faibles 
que  la  précédente,  paraît  Mon  s'accorder  avec  les  résultats  fournis  par 
le  dépotage  des  fûts  les  pltrs  usités. 

Le  dépotage  coBfsiste  à  laisser  écouler  le  cotiteni  d'un  fût  datis  un 
vase  cyiîndriqne  métallique,  contre  la  paroi  cxtér.enKî  duquel  est  fixé 
un  tube  en 'cristal  qui  conmmnique  avec  le  vase  le  niveau  du  liquida 
se  ¥»it  dans  le  tube,  ai  une  écboUe  graduée  fixée  à  cMé  du  tube  indique 
la  quantité  de  liquide  versé  dans  le  vase.  Le  service  de  l'entrepôt  de 
Paris  exige  un  grand  nombre  de  ces  vases  à  dépoter,  dont  plusieurs 
jaugent  chacun  jusqu'à  800  litres  à  la  foia. 

Le  facteur  constant  0,36  suppose  que  les  douves  affectent  une  cour- 
bure parabolique  dans  le  sens  de  leur  longueur,  ce  qui  est  la  forme  la 
|(t«8  halHtueUë  dae  fèts.  Selon  cpte  la  courbure  se  rapprocherait  de 
l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  ce  facteur  deviendrait  0,59  ou  0,50. 

Sî  tous  les  tonneaux  étalent  semblables,  une  seule  règle  ou  jauge, 
convenablement  graduée,  portée  sur  une  dimension  du  tonneau,  sui- 
vant le  diamètre  d,  par  exemple,  indiquerait  directement  quel  est  le 
coDtenu  du  tonneau,  sans  exiger  aucun  calcul.  II  a  été  reconnu  que  les 
fats  usités  pouvaient  se  diviser  en  46  espèces  distinctes  par  leurs 
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formes,  et  Ton  a  établi  une  jauge  pour  chaque  forme.  10  de  ces  jauges 
sont  indiquées  par  des  clous  implantés  dans  les  quatre  faces  d'une 
règle  carrée  en  bois,  appelée  petite  jauge,  et  qu'on  emploi?  pour  les 
plus  petits  barils  jusqu'aux  muids  de  500  litres  et  même  plus.  Les  6  au- 
tres jauges  sont  gravées  à  Taide  de  clous  sur  les  6  faces  d'une  règle  à 
6  pans,  dite  grande  jauge. 

Les  employés  des  contributions  indirectes  font  encore  usage  d'une 
jauge,  dite  diagonale,  qui  consiste  en  une  simple  règle  carrée  en  fer, 
qu'on  introduit  diagonalement  par  la  bonde  de  manière  à  reposer  son 
extrémité  dans  l'angle  formé  par  les  douves  et  le  fond.  On  prend  la 
mesure  juste  au-dessous  du  bois  et  au  milieu  de  la  bonde;  cette  mesure 
est  indiquée  sur  la  règle.  Il  convient  de  déterminer  la  mesure  pour  les 
deux  côtés  du  tonneau,  et  de  prendre  la  moyenne  des  deux  résultats 
obtenus.  Cette  jauge  ne  peut  donner  des  résultats  a  peu  près  satisfai- 
sants que  pour  des  fûts  de  formes  semblables;  elle  ne  s'emploie  aujour- 
d'hui que  pour  des  fûts  d'une  capacité  qui  ne  dépasse  pas  160  litres. 

965.  Ctïbage  des  bois.  On  appelle  bois  en  grume,  les  bois  encore  re- 
vôtus  de  leur  écorce,  dont  l'épaisseur  est  moyennement  de  0",015  pour 
le  chêne.  Comme  une  pièce  de  bois  en  grume  a  la  forme  d'un  tronc  de 
cône,  son  volume  total  se  détermine  à  l'aide  de  la  formule  du  n*  933. 

On  se  contente,  le  plus  souvent,  de  prendre  pour  ce  volume  total  le 
produit  de  la  section  de  l'arbre  au  milieu  de  sa  longueur  par  cette  lon- 
gueur. L^  jauge  (961)  permet  de  déterminer  facilement  la  circonférence 
et  le  diamètre  de  l'arbre  en  un  point  quelconque  de  sa  longueur;  et  du 
diamètre  on  déduit  la  section  (728,  730).  D  étant  le  diamètre  moyen  de 
Tarbre,  écorce  déduite,  et  H  sa  longueur,  son  volume  Y  est  ainsi  (924) 

V  =  ^H=0,7854D«H.  (a) 

La  mise  en  œuvre  exige  que  l'on  équarrisse  les  bois  en  grume.  Si  la 

pièce  de  bois  qu'on  tire  d'un  arbre  devait  ôtre  tout  à  fait  prismatique, 

Ba  base  serait  le  carré  inscrit  dans  la  plus  petite  base  de  l'arbre.  Dans 

la  pratique,  on  équarrit  l'arbre  d'après  le  carré  inscrit  dans  la  section 

faite  au  milieu  de  la  longueur  de  l'arbre.  La  surface  du  c§rré  inscrit 

D* 
dans  le  cercle  de  diamètre  moyen  D  étant  -^  (n*719),  le  volume  V  de 

Tarbre  équarri  est 

V'=y  H  =  0,5D«H.  (6) 

y     2     100 

On  a  ainsi  :^  =  -  =  — =;  d'oùil  résulte  qu'il  ne  faudrait  que  1",570 

de  bois  on  grume  pour  obtenir  1"*,000  de  bois  équarri;  mais  on  compte 
généralement  sur  1"*,660  à  cause  de  l'irrégularité  des  bois. 

Les  employés  de  l'octroi  de  Paris  suivent  la  règle  précédente,  ou  la 
suivante,  qui  consiste  à  prendre  la  circonférence  moyenne  de  l'arbre,  à 
en  retrancher  le  dixième,  et  k  adopter  1/4  du  reste  pour  le  côté  de  Té- 
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quarrissage.  On  a  ainsi 


V=(?*(1=M)*XH  =  0.6D.H. 


La  formule  usitée  dans  rartillerie  est,  G  étant  la  circonférence  de 
r&rbre  au  milieu  de  sa  longueur, 

V'=^H  =  ^H  =  0,3948  D«H. 

Ce  cube,  qui  est  a  peu  près  la  moitié  du  cube  réel  (a)  de  Tarbre,  est 
sensiblement  à  celui  (6)  du  commerce  dans  le  rapport  4 :  5. 

L'épaisseur  de  Taubier  étant  à  jpeu  près  1/5  du   rayon    dans  les 

MC 

chênes  de  grosseur  ordinaire,  il  en  résulte  que  le  cercle  ?:  ^  R*  de  bois 

Tif  est  à  peu  près  les  -  du  cercle  wR»  de  l'arbre,  et  que  i"*,000  de  bois 
Tif  exige  environ  4"*,500  de  bois  avec  aubier  (214,  217,  223). 


PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE. 


DESSIN  DES  FIGURES  (*). 

IMI4.  Lorsque  les  figures  ne  servent  qu'à  aider  à  suivre  les  raisonne- 
ments d'un  théorème  ou  les  constructions  à  faire  pour  arriver  à  la  so- 
lution d'un  problème,  elles  n'ont  pas  besoin  d'être  exécutées  avec  une 
grande  précision,  et  Ton  se  contente  en  général  d'en  faire  un  croquis^ 
c*e8t-«-dire  de  les  dessiner  à  main  levée  sur  le  tableau,  l'ardoise  ou  le 
papier.  Mais  lorsqu'elles  doivent  fournir  la  grandeur  exacte  ou  même 
relative  de  leurs  parties,  données  dans  l'énoncé  ou  trouvées  comme 
solution,  on  est  obligé,  pour  les  dessiner,  d'avoir  recours  à  des  instru- 
ments. 

96S.  Les  instruments  essentiels,  et  à  l'aide  desquels  on  peut  tracer 
tontes  les  figures  de  géométrie  élémentaire,  sont  la  règle  et  le  campcu* 
Le  premier  sert  à  tracer  les  lignes  droites,  le  second  les  arcs  de  cercle, 
et  par  leur  usage  combiné  on  trace  les  angles.  Les  lignes  droites  et  les 

(*)  Nous  ne  pouirons  trop  engager  à  dessiner  avec  soin  les  constructions  que  néces- 
ntent  ces  problèmes;  c*est  le  meilleur  moyen  pour  arriver  à  se  servir  des  instruments 
avec  habileté  et  à  faire  deé  dessins  exacts.  (Voir  Notions  de  dessin») 
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angles  ou  arcs  de  cercle  sont  les  éléments  qui  déterminent  les  grandeurs 
ou  proportions  des  figures  de  géométrie. 

066.  Pour  simpHfier  les  dessins  et  en  rendre  Texécution  plus  rapide, 
on  a  imaginé  d^autres  instruments,  qui  sont  VéquerrCy  le  rapporteur  et 
le  compas  de  rédudion,  L'équerre  est  empkiy  ée  pour  tracer  les  perpen- 
diculaires, les  parallèles,  et  en  général  testes  les  lignes  droites. 

Le  rapporteur  sert  à  mesurer  la  grandeur  d'un  angle  ou  de  Tare  qui 
lui  correspond,  ou  encore  à  tracer  un  angle  d'une  grandeur  déterminée, 
et  en  général  à  combiner  des  angles  donnés  par  voie  d'addition  et  de 
soustraction. 

Le  compas  de  réduction  est  employé  pour  prendre  une  longueur  qui 
soit  À  une  longueur  donnée  dans  un  rapptort  déterminé  (292),  et,  par 
suite,  simultanément  avc^c  la  règle  tt  le  compas,  pour  construire  une 
figure  semblable  à  une  fîgare  donnée  (665),  et  dont  les  c6lés  s^ientaux 
côtés  homologues  de  cette  dernière  dans  un  rapport  déterminé. 

Remarque.  Pour  qu'un  point  soit  convenablement  déterminé  par  la 
rencontre  de  deux  lignes,  Fangle  de  ces  deux  ligues  ne  doit  pas  être 
trop  aigu.  C'est  une  considération  qu'il  ne  faut  jamais  oublier  dans  le 
choix  des  lignes  de  construction.  De  plus,  si  l'on  a  à  raccorder  une 
droite  avec  une  courbe,  pour  la  bonne  et  facile  exécution  du  dessin,  H 
convient  de  tracer  la  courbe  avant  la  liijne  droite. 


ANGLES.   TRIANGLES.    PERPENDICULAIRES.    PARALLÈLES. 

067.  Pour  construire  un  angle  égal  à  un  angle  donné  E,  du  point  E 

comme  centre,  avec  un  rayon  arbi- 

^^'  *^''  traire,  on  décrit  l'arc  correspondant 

GH  ;  du  sommet  0  qu'on  veut  donner 

à  l'angle  à  construire,  avec  le  môme 

^  rayon,  on  décrit  Tato  indofini  CL; 

■(TT     K  0  on  prend  CD.s=  iiH;  on  mène  0I>,  eÉ 

langlcDOC  esttfgal  ài'an|2^o£  (63t^ 

Bemarque,  X  Taide  du  raprporteur,  es  cofiséririFa  faciiemûnt  l'angla-Oi 

On  fpentile  constmire  aussi  en  raenioi  avec  ïéqwrre^  par  leipoéotO^ 

des  parallèles  aox  oôtés  de  l'angJe.Ë. 

.HW;  Pour  mmsiruire  un  angtie  égal'  à  la  tmanm  de  deux  €m0§ee 

donnés  Â,    B,    on    con»lruit  (9«7^ 

^  '^-  **'^-  GOE  =  A,  puis  HOG  =  B,  et  Vomi^ 

j  X  HOE=:A+:B. 

^^JJ.,  g  .       /     \  Bn  opérant  deia  même  maûèra^ 

/      I      y^        B     >.  on  peut  otxlefiir .la  somme  d'un  noBir 

/  [X^    \        y\  brc  quclcow|uc  d'angks  desuée^  et 

F  o         E  j^l L  en  général  combiner  des  angles  par 

voie  d'addition  ou  de  seastraction. 
Pofir  avoir  h  supplément  d'un  angle  GOE,  on  prolonge  le  c6té  EO,  et 
l'anglo  GOF  satisfait  à  la  question  (579). 
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'atoir  leeomplèmeni^  on  mène  OU  perpendiculaire  à  OË  (973), 
et  GOH  est  Tangle  demandé. 

A  e/  B  éicanidam  des  angles  (Ttm  triangle^  pour  avoir  le  3%  on  con- 
flirait  liOEs=  A  +  B,  et  HOP  est  i  angle  cherdié  (618). 

Etant  éumée  éeux  côtés  d,  eé  h  cLwi  -hianglsy  et  l'angle  G  qu'ils 
comprennent^  pow  construire  le  triangle  (626), 
on  fuit  ufi  angle  égal  à  Tangle  C;  sur  ses  côtés 
on  pi^nd  08  =  a  et  CA  =  6,  et  menant  AB,  ABC 
est  le  triangle  d^naodé  (620). 

On  suit  la  mènie  marche  pour  construire  un 
parallélogramme  dont  on  a  un  angle  et  les 
deux  côtés  adjaoBQts. 


Fi^  141, 


u 


lie 


MO. 


Kg,  I4Î. 


Ffmr  comémire^un  triangle  dont  on  connaît  un  côté  a  et  les 
éewc  angies  adjacents  B  et  C  (626) ,  on  trace 
BC^a;  puis  onfait  raa06ABC.=::?R«C(ACiteG, 
et  le  point  À  détermine  le  triangle  demandé 
ADO  (690). 

1^  Tun  des^  afigles  donnés  était  opposé  au 
odté<i,  on  déterminerait  le  troisième  angle  du 
triangle  (968),  et  le  problème  serait  ramené  au 
préeédefit. 


B7i. 


TI 


Kg.  143. 


Les^trw  cêtès^R^  b,  c  d^un  triœmfle  étant  donnés^  pour  construire 
le  triangle  (6^),  on  trace >BG  srcr;  des  prânladl 
et  C  comme  centres,  avec  c  eit'  fr'poiiir  rajjnom^ 
aa  décrit  deux  arcs  ée  «ercle  ^ui  se  coupent 
en  A,  et  «menant  AB,  AC,  le  triangle  ABC  satis- 
fait à  la  qnestioR  (6!I0). 

972:  Étard  donnés  deux  côtés  a,  b  d'un 
iriartgie,  et  Vwtgie  A  opposé  à  Vun  d'eux^  pour 
construire  le  triangle^  on  construit  Tangle 
domé  A  {fig.  144,  itë  et  i^kê);  sor  Tundes  eôtés  de  cet  angle  on  prend 
âélsz'b;  du  pointe  oomme  oentre,  avec  a^pour  rayon,  on  décrit  un  arc 
de  cercàe  qui  coupe  AB  en  ées  poinrtaB^  B\  lesquels  étant  joints  au 
point  C  fournissent  un  ou  deux  triangles  satisfaisant  à  la  ques- 
tiMi(€«6); 
1*  l^nqa»  A  esl.droit  ou  obtus,  B eat  aigp  (618),  etd'oaa a>b  (603) ; 
alors  rere  BB'  rencontre^  en  deux  points; 
mils  letriaagle ABC  satisfait  seul  à  la  question, 
ear  dans  le  triangle  AB'C  Tangle  A  est  le  sup- 
piëment  de  Tangle  donné. 

-2*  L-angleA  étant  aigu  {fig.  i4ô),  si  Ton  a 
a>b,  d'où  A>B,  il  y  a  encore  une  seule  so- 
lution, qui  est  :1c  triangle  ABC.  En  efTet,  dans 
le  triangle  AB'C,   qui  a  a  et  6  pour  côtés, 
rangfo  A  est  obtus.  Musle  cas  où  A  étant  aigu,  on  a  a  =  6,  B'  tombe  en 


Fig..  144. 
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A,  et  Ton  obtient  pour  unique  solution  le  triangle 
isocèle  ÂBC. 

3«  Quand  A  est  aigu  et  que  Ton  a  a  <  6,  d*où 
A  <  B,  il  en  résulte  que  B  peut  être  aigu  et 
obtus,  et  il  y  a  deux  solutions  (Jlg,  146).  Dans 
le  triangle  ABC,  qui  satisfait  à  renoncé.  Tan- 
gle  B  est  aigu  ;  dans  celui  AB'C,  qui  satisfait 
également  à  renoncé,  Tangle  B'  =  180*— B  est 
obtus. 

Il  y  a  deux  solutions  tant  que  a<b  est  plus 
grand  que  la  perpendiculaire  CD. 

Lorsque  a  <  6  est  égal  k  CD,  Tare  BB'  est  tan- 
gent à  AB  au  point  D,  et  les  deux  triangles  ABC, 
AB'C  coïncident  avec  le  triangle  rectangle  ADC, 
qui  est  Tunique  solution. 
973«  Mener  par  un  point  donné  A  une  perpendiculaire  à  une  droite 
donnée  BC.  Du  point  A,  situé  sur  BC  ou  hors 
de  BC,  comme  centre,  avec  un  rayon  suf- 
fisamment grand,   on   décrit  un    arc  de 
cercle  qui  détermine  les  points  B  et  C  éga- 
lement distants  de  A;  puis  des  points  B 
et  C  comme  centres,  avec  un  rayon  suffi- 
samment grand,  on  décrit  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent  au  point  F,  qui  est 
également  distant  de  B  et  C;  alors  menant  AI,  cette  droite  est  la  per- 
pendiculaire demandée  (584). 
Pour  résoudre  le  même  problème  en  faisant  usage  de  Téquorre,  m 
étant  le  point  par  lequel  on  veut  mener  une 
perpendiculaire  à  la  droite  xy,  on  fait  coïn- 
cider Taréte  d'une  règle  avec  xy;  puis,  ap- 
pliquant un  des  côtés  de  Tangle  droit  d*une 
équerre  ABC  contre  la  règle,  on  la  fait  glisser 
jusqu'à  ce  que  l'autre  côté  de  l'angle  droit 
passe  par  le  point  m,  et  la  droite  AC  tracée 
le  long  de  ce  côté  est  la  perpendiculaire  de- 
mandée. 
Il  est  préférable  de  faire  coïncider  l'hypoténuse  BC  de  Téquerre  avec 

xy;  d'appliquer  la  règle  contre  le  côté  AG 
de  l'angle  droit;  puis,  en  tenant  fixe  la 
règle,  de  donner  k  l'équerre  la  position 
k'WC,  dans  laquelle  l'autre  côté  A'B'  de 
l'angle  droit  coïncide  avec  la  règle,  et 
l'hypoténuse  passe  par  le  point  m.  Par  ce 
moyen,  la  perpendiculaire  se  trace  faci- 
lement jusqu'à  xy,  et  même  au-dessous 
de  cette  ligne. 
De  la  construction  faite  fig.  152  résulte 


Fig.  148. 


Kg.  149. 
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le  moyen  de  mener  une  perpendiculaire  ir  sur  le  milieu  d'une  droite  AB. 
974.  Elever  une  perpendiculaire  à  Vextremiié  B  d'une  droite  AB  qu'on 
Fîg.  150.  ne  peut  prolonger,  D*un  point  0  convenablement 

choisi  comme  centre,  avec  OB  pour  rayon,  on 
décrit  un  arc  de  cercle;  on  mène  DO,  qu'on  pro- 
longe jusqu'en  G,  et  la  droite  BC  est  la  perpendi- 
culaire demandée  (654). 
La  perpendiculaire  BG  peut  être  directement 
^ j/         menée  en  faisant  usage  de  Féquerre  (973). 


)Ç 


z^ 


Fig.  191. 


Autre  construction,  I)e  l'extrémité  B  comme  centre,  avec  un  rayon 
arbitraire,  on  décrit  un  arc  de  cercle;  du  point  D 
comme  centre,  avec  le  même  rayon,  on  décrit  un 
second  arc  qui  coupe  le  premier  au  point  E;  du 
point  Ë  comme  centre,  toujours  avec  le  même 
rayon,  on  décrit  un  troisième  arc  de  cercle;  on 
mène  la  droite  D£,  que  l'on  prolonge  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  le  troisième  arc  en  G,  et  traçant  la 
droite  BG,  elle  est  la  perpendiculaire  demandée. 
En  effet,  si  du  point  E  comme  centre,  avec  ED 
pour  rayon,  on  décrivait  une  demi-circonférence,  elle  passerait  par  les 
trois  points  DBG,  et  l'angle  B  y  serait  inscrit  (654). 

978.  Diviser  en  deux  parties  égales  :  4*  une  droite  limitée  AB;  2*  un 
arc  de  cercle  AmB;  3"  un  angle  au  centre  AGB  corres- 
pondant  à  Varc  AmB.  Des  points  A  et  B  comme  cen- 
tres, avec  un  rayon  convenable,  qui  est  toujours  plus 
grand  que  la  moitié  de  AB,  on  décrit  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent  en  I  et  T,  et  menant  IF,  cette 
droite  est  perpendiculaire   sur  le  milieu  de  AB  et 
résout  les  trois  problèmes  (584,  635,  636). 
Répétant  la  même  construction  pour  chaque  moitié 
«de  AB,  cette  droite  sera  divisée  en  4  parties  égales,  ' 
qui  pourront  à  leur^tour  être  divisées  chacune  en  2  parties  égales, 
et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui  permet  de  diviser  une  droite  en  ^parties  égales^ 
n  étant  un  nombre  entier  (994). 

Opérant  de  même  sur  chacun  des  arcs  Am,  wiB  comme  sur  l'arc  AB, 
chacun  de  ces  arcs  ainsi  que  les  angles  AGm,  mGB  seront  divisés  en 
2  parties  égales,  et  l'on  voit  qu'en  continuant  ainsi  de  suite  on  pourra 
encore  diviser  un  arc  ou  un  angle  en  2*"  parties  égaies. 

076.  Mener  la  bissectrice  d^un  angle  dont 
on  ne  peut  prolonger  les  côtés  AB ,  GD  jxisquà 
son  sommet.  On  mène  aux  distances  EF  =  GH 
des  parallèles  &  AB  et  GD;  l'angle  de  ces 
parallèles  est  égal  k  l'angle  des  deux  droites 
données  (595),  et,  de  plus,  sa  bissectrice  IK 
(975)  satisfait  à  l'énoncé. 
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Fig.    154. 


Fig.  155. 


::4. 
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'977.  Far  tm  poiat  A,  pris  hon  dtme  droite  CD,  maffier  tme  parai-' 
lèle  à  cette  droUe,  Du  peint  B  pris  sur  CD, 
eomme  centre,  avec  un  rayon  suffisamment 
grand,  on>  décrit  un  arc  de  cercle  AC;  du  point  A 
comme  centre,  avec  le  même  rayon,  on  décrit 
/  "-      /  un  second  arc  de  cercle,  sur  lequel  on  prend 

~"c  t~~û     BE=AC,  et  la  droite  AE  est  la  parallèle  de- 

imaadée  (590,  636). 
Si  CD  a  une  longueur  auffisante,  on  prolonge  Tare  CA  décrit  du 
point  B  comme  centre  jusqu*en  D;  on  prend 
DE  =  GA ,  et  menant  AE  on  a  la  parallèle  de- 
mandée (645).  Cette  construction  n^exigeanl 
qu'un  centre,  elle  est  pratiquement  préfiérable 
k  la  précédente,  quand  elle  permet  de  déter- 
'^  B  '"d^    miner  les  points  A  et  E  assez  espacés  pour 

qu'on  puisse  tracer  facilement  la  parallèle. 
Vour  résoudre  le  même  problème  au  moyen  de  Véquerre^  on  fait 

coïncider  Thypoténuse  de  Té- 
querre  BGE  avec  la  droite 
CD  ;  on  applique  une  règle 
contre  le  côté  EG ,  et  faisant 
glisser  Téquerre  le  long  de  la 
règle  jusqu'à  ce  que  l'hypo- 
ténuse passe  par  le  point  Â, 
•la  droite  E"B"  tracée  en  sui- 
vant cette  hypoténuse  est  la  parallèle  demandée  (590). 

Toute  autre  position  E'B'  que  prend  l'hypoténuee  pendant  le  mouve- 
memt  d«  l'éqnerre  est  aussi  parallèle  à  CD. 
'97B.  Mener ^  par  un  point  dornvèk^  une- droite  qui  passe  par  le  sommet 
d'un  angle  dont  on  ne  peut  prolonger  Us  coih 
^BC,  D>E.  On  joint  A  k  deux  points  B  et  D  pris 
sur  les  côtés  de  Tangle,  eti'on  trace  BD;  puis» 
en  menant  CE  parallèle  k  BD,  CF  k  BA  et  EF 
à  DA,  la  droite  qui  joint  A  à  F  satîsftit  à  l'é- 
noncé. Cette  construction  est  la  même  quand 
le  point  A,  au  lien  d^étre  situé  dans  l'angle 
donné,  est  en  dehors. 
Four  avoir  le  point  C ,  commun  à  une  droite  DE  et  au  àham 
le- plus  court  ACB  que  Fan  peut  trader  entre  A 
^  B  an  venant  toucher  DE ,  du  point  A  on 
abaisse  une  peipendiculaire  k  DE,  on  prend 
'DA'rz:  DA,  et  la  droite  A'B  détarmine  le  point  C. 
Ainsi  Fon  a  AG+CB<AC'-hC'B.  En  eiffet,  ayant 
AC=  A'C  at  AC'sr  A^C'  (584),  on  a  AC-hCB=A'B 
et  AC'+C'B=à'C'+C'B;  or  ayant  A'B<A'C  + 
CB  (602),  on  a  donc  bien  aussi  AG  +  CB  < 
AC'+C'B. 


tw. 


Fig.  158. 
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Ud  cocps  élaslîque,  ou  un  rayon  de  chaleur  ou  de  lumière,  qui  part 
da  point  A  et  yieut  frapper  D£  pour  aller  passer  en  B,  suit  le  plus 
court  chemin  ACB.  H  est  à  remarquer  que  CA  et  CB  font  des  angles 
égaux  avec  Dfi^  ainsi  qu'avec  la  perpendiculaire  CF,  AGI)  =  BGE  et 
ACF  =  BCF;  c'est  ce  que  Ton  exprime  en  disant  que  Tangle  d'incidetice 
ACF  est  égal  à  l'angle  de  réflexion  BCF. 

Pour  aller  frapper  une  bille  A  avec  une  autre  B,  en  touchant  d'abord 

la  bande  DE  du  billard,  le  joueur  mène  par  la  pensée  DA'=:  DA,  et  il 

vise  le  point  M, 

Si  DE  est  une  rivière  dans  laquelle  on  veut  faire  une  seule  prise  d'eau 

pour  alimenter  deux  usines  A  et  B  {fig,  158), 

le  point  C  est  celui  qui  donnera  le  minimum 

de  longtieur  de  conduite. 

Si  d'un  point  B  on  veut  atteindre  la  bUle  A 
en  touchant  d'abord  les  deux  bandes  MN, 
NP,  on  prend  sur  AA',  perpendiculaire  k  NP, 
DA'=DA,  et  sur  A'A",  perpendiculaire  à  MN, 
D'A''=  D'A';  visant  alors  le  point  A",  la  bille 
se  réfléchit  en  C  vers  A',  et  arrivée  on  C  elle 
se  réfléchit  vers  A: 


ii«..l!M. 


^"^Jr 


CIRCONFÉRENXE.    TANGENTE. 


PIg.  MO. 


980.  Décrire  une  circonférence  'passant  -par  trois  points  donnés  ABC, 
non  en  ligne  droite  (650).  On  mène  AB,  BC, 
sur  les  milieux  E ,  F  de  ces  droites  on  élève 
des  perpendiculaires  qui  se  coupent  en  0,  et 
la  circonférence  décrite  de  ce  point  comme 
centre  avec  AO  pour  rayon  satisfait  à  l'énoncé 
(635,  975). 

Pour  déterminer  le  centre  d'une  circonfé- 
rence, on  tracerait  deux  cordes  AB,  BC,  et 
les  perpendiculaires  menées  au  milieu  de  ces 
cordes  se  rencontre  raien tau  centre  0. 

On  déterminerait  de  même  le  centre  et  par  suite  le  rayon  d'un  arc  de 
cercle. 
La  construction  précédente  fournit  le  moyen  de  circonscrire  un  cercle 
à  un  triangle  donné  ABC  (658j. 

081 .  Pour  inscrire  un  cercle  dans  un  triangle 
donné  ABC,  on  mène  les  bissectrices  AO,  BO 
de  deux  angles  A  et  B  du  triangle  (975)  ;  du 
point  de  rencontre  0  de  ces  bissectrices  on 
abaisse  la  perpendiculaire  OC  à  l'un  des  cô- 
tés AB  du  triangle,  et  OC  est  le  rayon  du  cer- 
cle demande  (586,  657). 
En  menant  {fig,  62)  les  bissectrices  des  an- 


Fig.  m. 
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gles  extérieurs  du  triangle,  on  obtient  les  centres  des  trois  cercles 

exinscrits  au  triangle,  et  les  rayons  se  déterminent  comme  pour  le 

cercle  inscrit. 

982.  Mener  une  tangente  à  un  cercle:  i*  par  un  point  pris  sur  la 

Fig.  iw  circonférence;   2*  par  un  point  pris  hors  du 

cercle, 

!•  On  mène  le  rayon  Om  passant  par  le 
point  donné,  et  la  perpendiculaire  AB-  me- 
née à  Textrémité  de  ce  rayon  est  la  tangente 
demandée  (643,  973). 
2*  On  joint  le  point  donné  m  au  centre;  sur  Om  comme  diamètre  on 
décrit  une  circonférence  qui  coupe  la  circon- 
férence donnée  en  T  et  T',  et  les  deux  droites 
mT,  mT  satisfont  à  l'énoncé.  En  effet,  menant 
OT  et  OT',  les  angles  OTm,  OVm  sont  droits 
comme  inscrits  dans  un  demi-cercle  (654),  et, 
par  suite,  mT  et  mT  sont  tangentes  à  la  cir- 
conférence 0  (!•). 


Fig.  163. 


Fig.  164. 


Fig.  165. 


98S.  Par  un  poird  A,  pris  sur  un  arc  de  cercle  dont  on  ne  connaît 
pas  le  centre  y  mener  uhe  tangente  à  cet  arc. 
On  détermine  deux  points  B  et  C  également 
distants  du  point  A,  et  menant  par  A  la  droite 
DE  parallèle  k  BC,   elle  est  la  tangente  de- 
mandée. 
984.  Mener  une  tangente  commune  à  deux  cercles  G  et  C  A  la  plus 
grande  circonférence  on  décrit  une  cir- 
conférence concentrique  ayant  un  rayon 
égal  à  la  différence  des  rayons  des  cir- 
conférences données;  par  le  point  C  on 
•-T-^-- Y-._  Y  !  v^*-       trace  une  tangente  C'T  k  cette  circonfé- 
vcr^Vi"'  -Y'ic") —       rence;  on  mène  le  rayon  CT  passant  par 
le  point  de  contact;  on  le  prolonge  jus- 
qu'en A,  et  menant  AA'  parallèle  à  C'T, 
elle   est  perpendiculaire   aux  extrémités 
des  rayons  CA,  C'A'  et  satisfait  à  la  question. 

La  môme  construction  reproduite  au- 
dessous  de  la  ligne  CC fournit  une  seconde 
solution  BB'. 

Si  Ton  prend  CT  =  CA  +  C'A',  et  que 

Ton  construise  la  fig.  166  en  suivant  la 

même  marche  que  dans  le  cas  précédent, 

'    on  obtient  deux  tangentes  intérieures  qui 

satisfont  encore  à  la  question  (666). 

Remarque.  Lorsque  les  deux  circonfé- 
rences données  sont  tangentes  extérieu- 
rement, les  deux  tangentes  intérieures  se 


Fig.  166. 


-..1-,-^ 
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réduisent  à  une  seule,  et  alors  il  n*y  a  plus   que  trois  solutions. 
Si  les  circonférences  sont  tangentes  intérieurement,  il  n'y  a  plus 
qu'une  seule  solution,  qui  est  la  tangente  extérieure  commune  menée 
par  le  point  de  contact  des  circonférences. 

Lorsque  les  circonférences  se  coupent,  il  n'y  a  pas  de  tangontes  inté- 
rieures, mais  les  deux  tangentes  extérieures  subsistent. 
Autre  construction  pour  viener  une  tangente  commune  à  2  circonfé- 
rences. On  mène  deux  rayons 
'^*  quelconques  parallèles  et  de 

même  sens  CE,  CE';  on  trace 
ËË',  qui  détermine  le  point  0 
sur  la  ligne  des  centres,  et 
les  tangentes  OA',  OB'  me- 
nées à  Tune  des  circonfé- 
rences sont  tangentes  à  Tau- 
tre.  Le  rayon  CE"  ayant  un 
sens  contraire  de  celui  de  son  parallèle  CE,  joignant  EE",  les  deux  tan- 
gentes menées  par  le  point  0'  à  Tune  des  circonférences  sont  également 
tangentes  à  Tautre. 

Les  circonférences  décrites  sur  OC,  OC,  O'C,  O'C,  comme  diamètres, 
déterminent  chacune  deux  points  de  contact  des  quatre  tangentes. 

Les  rayons  tels  que  CA,  C'A'  menés  aux  points  de  contact  d'une  môme 

tangente  sont  parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires  à  cette  tangente. 

088.  Sur  une  droite  donnée   AB,    décrire  un  segment  capable  d'un 


Fig.  168. 


ayigle  donné.  Au  point  A,  on  forme  l'angle  BAC  égal 
à  l'angle  donné  (967);  on  mène  AO  perpendiculaire 
à  AC  et  DO  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  (075); 
du  point  0  comme  centre,  avec  0.4  pour  rayon,  on 
décrit  une  circonférence,  et  le  segment  AMB  est  le 
segment  demandé.  En  effet,  tout  angle  M  inscrit 
dans  ce  segment  est  bien  égal  à  BAC  (654),  et  par 
suite  a  l'angle  donné. 

Dans  la  pratique,  poicr  décrire  un  segment  capable 
d'un  angle  doïiné  AMB ,  ou  pour  décrire  un  arc  de 
cercle  passant  par  trois  points  donnée  A , 
M,  B  (980),  on  fait  usage  d'une  espèce  de 
compas  composé  de  deux  règles  MC,  MD. 
Le  centre  de  l'axe  d'articulation  M  étant 
situé  à  la  rencontre  des  arêtes  exté- 
rieures MC,  MD,  et  cet  axe  étant  percé 
d'un  trou  longitudinal  dans  lequel  on  a  fixé  un  crayon,  on  conçoit 
qu'ayant  ouvert  le  compas  jusqu'à  ce  que  son  angle  soit  égal  à  AMB, 
ou  que  son  sommet  étant  placé  en  M  les  arêtes  MC,  MD  passent  par  les 
points  A  et  B,  si  Ton  implante  une  pointe  en  chacun  des  points  A  et  B, 
et  que  l'on  promène  le  compas  de  manière  que  les  arêtes  MC,  MD  glissent 
contre  ces  pointes,  le  crayon  placé  en  M  décrira  Tare  de  cercle  AMB. 


Kg.  169. 
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effet  UogfeiitàXY 


«M6.   Décrire  ^un  cercle  tardent  -à  un   cercle  dmmè  O.et  kû 

Vig.  170.  «irotle  XY  en  «»  p^ésd  P.  Au'p«ûit»P  «n  wtme 

une  perpendiculaire  PC  à.XY,  en  prend  Plégiëe 

au  rayon  du  e&r^e  0,  et  Teti  traeo  10,  k:  laque^o 

oiif^ève  en  son  milieu  M  une  peryendicidaire, 

qui  renceolre  PC  «u  centre  Cdu^eercle 

ebé.  Le  cercle*  C  est  bien  en 

en^P,  et  de  plus  au  cercle  0,  puisque  la  dis- 

y'  tanoe  CO  =  CI  des  centres  est  égale  à  la  somme 

^^  GP-»-  PI  des  rayons  (651). 

fM7.  •Jftfner  vne  drcortférence  tangente  à  une  droite  xy  et  passant  par 

deux  points  donnés  A  et  B.  On  mène  AB, 
on  détermine  la  moyenne  proporlionnclle 
PM  entre  PA  et  PB  (996),  on  prend  PI  =  PM, 
et  traçant  une  circonférence  passant  par 
les  trois  points  A,  B,  1,  elle  satisfait  à  Té- 
♦noncé.  En  effet,  ayant  pT  =:^PAîk  PB,  rt'«t 
5       f  '^'       f     que  xye^t  tangente  «fn  ï  (6Î9). 

888.  Tracer  une  circonférence  tangente  à  deux  droites,  données  et  pas- 

.sant  par  un  point  dorme  A.  Lo 
^^'  ''*•  centre  de  la  circonférence  chei- 

_-— --^  chée  devailt  se  trouver  sur  la 
bissectrice  de  Tangle  S  desdeux 
droites  données,  cette  circonfé- 


; 


\ 


Fjg.  173. 


.,1/1  il  j — f>'- 4 —      rence  passera  aussi  parrle  point 

V   '\[.      I  I  A',  symétrique  de  A.  ï^c  pro- 

y  blême  se  trouve  ainsi  ramené 

\     *    J^^^"^"  -    ^       auprécédent,  et  en  achevant  la 

construction,  on  obtient  deux 

solutions  0  et  0*. 

©99.  Tracer  une  circonférence  tojngente  à  deux  droites  données  C\>^  EF 

et  aune  circonférence  donnée  0.  Menant 
à  ime  distance  T'T"  égale  au  rayon  de  la 
circonférence  0  des  parallèles  k  CD,  BF, 
et  déterminant  le  centre  I  de  la  circon- 
férence tangente  a  CD',  ET'  et  passant 
par  le  point  0  (988),  I  est  aussi  le  centre 
de  la  circonférence  cherchée,  et  IT  son 
rayon. 

Comme  le  précédent,  ce  problème  ad* 
met  deux  solutions. 

WO.  "^Pcrr  un  fOTnt^y-yaire'yassermie  crreonférence  qui  soit  tangente 
ùnne  circtn^érence- donnée  ùet'à  VTfe  ^droite  donnée  M^. 
\'*  Solution.  Swpjwsttrtt  le  prôWème'i*éflPèlu  on  a  (CTt) 


BP:BI  =  BC:BK. 
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De  plus,  les  triangles  rectangles  semblables  BCA,  BSI  donnent 

BA:BI  =  BC:BS. 
Ces  deux  proportions  ayant  les  mêmes  moyens,  les  extrêmes  donnent 

BAxBS 


BPxBK  =  BAxBS,    d'où     BP  = 


BK 


Ainsi  en  menant  par  le  centre  0  une  perpendiculaire  à  MN  et  en  tra- 
çant BR,  on  détermine  BA,  BS  et  BK,  et  la  4*  proportionnelle  BP  à  ces 
3  lignes  (995)  donne  un  second  point  P  de  la  circonférence  cherchée. 
Le  problème  est  alors  ramené  k  celui  du  n*  887. 

2*  solution.  Supposant  le  problème  résolu,  et  joignant  A  au  point  K 
et  au  point  de  contact  Q,  on  a  (677) 

AF:AT  =  AQ:Alt, 
etIeadeiix.trian[gle&rectaagles86inUabiesiAST,  AAB>4oitiiamt 

'AB:AT=:AQ:AS. 
jDe  ces  deux  proportions  onxoncLut 


AP'xAK  =  ABxAS.    jd'où    AP'  = 


nt. 


•JWgAtW. 


llelaftion  qui  détermine  un  second  point  P'  de  la  circonférence  char- 
èhée,  et  ramène  le  problème  à  celui  du  n«  987. 

Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  donnés  A,  B, 
et  qui  soit  tangente  à  une  circoTiféreace 
donnée  C. 

thi  décrit  une  circonférence  passant 
^  par  A  et  B  et  coupant  la  circonférence  G 
en  deux,  points  quelconques  D  et  K.^On 
mène  les  cordes  AB,  ËD,  et  on  les  pro- 
longe^ jusqu'à  leur  rencontre  P.  De, ce 
^ point  P. on  mène  une  tangente  PF  au 
cercle  C  (982),  et  le  point  F  est  le  point 
.de  contact  de  G  avec  la  circonférence 
cherchée  G',  qu*on  trace  en  la  faisant 
passer  par  les  3  points  A,  B,  F  (980). 
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Ayant  (678,  679) 

PF'  =  PExPD    et    PExPD  =  PAxPB. 


d'où 


PF'  =  PA  X  PB, 


il  en  résulte  que  PF  est  aussi  tangente  en  F  à  C,  et  que  par  suite  le» 
circonférences  C  et  C  sont  tangentes  entre  elles  en  ce  même  point  F. 

La  tangente  PF'  fournit  une  2*  solution  en  faisant  passer  une  circon- 
férence par  les  points  A,  B,  F'. 

992.  Décrire  une  circonférence  passant  par  un  point  donné  A,  et  qui 
soit  tangente  à  deux  circonférences  heiC. 

Fig.  176. 


On  détermine  le  centre  de  similitude  F  des  deux  circonférences  B  et 
C,  et  Ton  joint  A,  F;  par  les  points  IF,  K'  et  A  on  fait  passer  une  circonfé- 
rence (980\,  qui  coupe  AF  en  un  second  point  G,  et  traçant  une  circon- 
férence 0  passant  par  A  et  G  et  qui  soit  tangente  à  Tune  des  circonfé- 
rences B,  C  (991),  elle  l'est  à  l'autre  et  satisfait  à  l'énoncé.  Le  point  F  et 
les  points  de  contact  E  et  D  sont  en  ligne  droite  comme  étant  trois 
centres  de  similitude  (668). 

Le  centre  de  similitude  externe  F  conduirait  à  une  2*  solution  en  fai- 
sant passer  une  circonférence  auxiliaire  par  A  et  les  points  H,  K.  Le 
centre  de  similitude  interne  conduirait  à  deux  autres  solutions  en  fai- 
sant passer  successivement  la  circonférence  auxiliaire  par  A,  H,  R'  et 

A,  ir,  K. 

995.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  3  circonférences  données. 

Des  points  A  et  C  comme  centres,  avec 
R'  —  R  et  R" —  R  pour  rayons,  on  décrit 
deux  circonférences;  on  décrit  une  troi- 
sième circonférence  passant  par  B  et  qui  ^ 
soit  tangente  aux  deux  premières  cir- 
conférences auxiliaires  (992).  Le  centre 
0  de  cette  troisième  circonférence  est 
celui  de  la  circonférence  demandée, 
qu'on  décrit  avec  le  rayon 

Oa  —  Ob^Oc. 


Fij?  177. 
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UGNE8  PROPOBTIONNELLES.   POLYGONES  8EMBL.1BLE8. 

99A*  Diviser   une  droite  AB  :  1*  «i  parties  proportionnelles  à  des 
lignes  données  E,  F,  G  ;  2'  à  des  nombres 
^'  "^'  donnés;  3*  en  parties  égales  (298). 

.î-'  1*  Par  Tune  des  extrémités  de  ÂB  on 

mène  la  droite  indéfinie  AX  faisant  avec  AB 

'  F  0    un  angle  convenable;  sur  AX  on  prend 

j/'  /    I  I  I  T    AR  =  E,   RQ  =  F,   QP  =  G  ;  on  joint  PB, 

//    /    /  1  ^    et  par  les  points  R,  Q  menant  des  parallèles 

j/   {    /   /_        ;    -''         à  PB,  elles  divisent  AB  de  manière  que 


/[ 


/  ^/  Ion  a 


AD  _  DC  _  CB 
f  /-«  AR  -  RU  -  QP 

AD   DC   CB 

T  =  r  =  -G-         ''^^^ 


On  arrive  au  même  résultat  en  menant  BY 
parallèle  à  AX,  en  prenant  BL  =  PQ  =  G,  LM  =  QR  =  F,  MN  =  RA  =  E, 
et  en  menant  PB,  QL,  RM,  AN. 

2*  Ayant  choisi  une  longueur  pour  représenter  Tunité,  et  ayant  pris 
les  longueurs  AR,  RQ...  proportionnelles  aux  nombres  donnés,  par 
chacune  des  constructions  du  !•  on  aurait  divisé  AB  en  parties  propor- 
tionnelles k  ces  nombres. 

3*  Si  leslongueurs  portées  sur  AX  sont  égales  entre  elles,  AB  se  trouve 
divisée  en  parties  égales  (975). 

Dans  la  pratique,  pour  diviser  une  droite  AB  en  un  certain  nom- 

„.    ,  bre  de  parties   égales,  7 

Fig.  17«.  ^    .  ^        ^. 

^    par    exemple,    on    opère 

t~~ir'         P'"^  souvent  par  tâton- 
nement. On  ouvre  le  com- 
~^h  pas    d'une    quantité    que 
d'                                  Ton  pense   approcher    de 

=  de  AB,  et  on  la  porte  sur  AB.  G  étant  le  dernier  point  de  division,  on 

augmente  Touverture  du  compas  d'une  quantité  approchant  le  plus 

'possible  de  ^  de  CB,  et  l'on  porte  la  nouvelle  ouverture  de  compas  sur 

AB.  Si  la  7*  partie  aboutit  en  B,  c'est  que  la  nouvelle  ouverture  est  =  de 

AB,  et  en  la  portant  sur  AB  on  divise  cette  droite  en  7  parties  égales.  Si 
la  pointe  du  compas  au  lieu  de  tomber  en  B  arrivait  en  G',  on  dimi- 
nuerait la  seconde  ouverture  de  =  approché  de  BG'  ;  on  vérifierait  si  la 


i 
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nouTelie  ouverture  est  égale  k  -  de  Afi,  et  en  continuant  ainsi  de 

auite^  on  finirait  par  arriver  k  ce  résultat. 

Avec  un  peu  d*habitude,  le  troisième  ou  le  quatrième  essai  donne  un 
résultat  que  Ton  peut  considérer  comme  étant  pratiquement  exact. 

BnvpFenafit  oc  égale  à  la  première  ouverture  dn  oompas;  etYic'  égale 
Masaeonde;  puis  prenant^. sur  des^perfiMidiculaires  à  ac,  cd  =  BG  et 
(fd*  =  BC\  joignant  dd'^  la  longueur  ab  pourra  être  considérée  comme 

étant  ^  de  AB. 

Remarque  1.  Cette  méthode  par  tâtonnement  est  surtout  employée 
pMcr  diviser  un  arc  on  une* circonférence  en  un  nombre  quelconque  de 
p«tieft:égak8. 

Benmrqw  2.  Quand  le  nombre  des  divisions  est  décomposable  en 
plusieurs  facteurs,  tel  que  28  =  4x7,  on  commence  par  opérer  la  divi- 
sion en  4  parties  égales  ;  puis  on  divise  chacune  de  ces  parties  en 
7  autres  égales  entre  elles. 
ÔO».  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  X  à  trois  lignes  don- 
nées Ej  F,  G  (300).  Sur  deux  droites  OY,  OZ,  fld- 
sant  entre  elles    un  certain  angle,   on  prend 
OA=B,  ACrsF,  OC  =  G;  on  joint  AC,  et  me- 
nant  BUparaUèle^à  AC,  on*  a  ODssX.   EaefStl 
on  a  bien  (663) 

OA_OG  E_Gr 

AB"  CD     °^     P  ""».' 


Fig.  180. 


K  F  G 


ïig. 


096.  Trouver  une  moyenne  proportionnelle  X  à  deux  droites  doa* 

nées  E,  F  (302),  Sur  uae 
droite  ay,  on  prend  AB  =  E 
et  BC  =  F;  sur  AC  comme 
diamètre  on  décrit  une  demi- 
circonférence,  et  la  perpen- 
diculaire KB  s=  X.  On  a  en 
effet  (676) 


181. 
li  K 

il 
il 


K' 


/ 


\\ 


AB  :  KB  =:  KB  :  BC    ou    E  :  X  =  X  :  F,    d'oà    X*  =  E  x  P. 
En  prenant  A'B'=E  et  AX:'  =  F,  pui«  décrivant  une  demi-eireonfié^ 


Pis.  18Î. 


rence  sur  A'B'  comme  diamètre,  et  élevant  la. 
perpendiculaire  C'K',  on  a  encore  A'K'=X  (676). 
907.  Diviser  une  droite  AB  en  moyenne  et 
extrême  raison  (662).  A  Tune  des  extrémités  A 
de   la.  droite  on   élève   une  perpendicnlaiiv 

AB 

AO  =  —  ;  du  point  0  comme  centre,  avec  OA 

pour  rayoTT  on  décrit  une  circonférence;  on 
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joint  Bût  ctpi<eBft^BG'=:BC^lepoi«l»0'  sathfart  à  llénoBeé;  Eb  «fWl» 
OflM  (€99)  • 

d'où  (BC — AB)  :  AB  =  (AB  —  BG)  :  BG,.  (3SU) 

ctet-àedm  BG'  :  Ailt=  A«'  :  B6', 

ou  AB:BG'  =  BG':  AG'.  (317) 

Ce  qu'il  fallait  démontrer, 

998.  Sur  une  droite  k'B',  donnée  comme  côté  hùmx>logue  du  côté  AB 
du  polygone  ABCDË,  construire  un  secoîtd 
^^s*  ***•  polygone  semblable  au  premier  (665). 

!'•  construction.  On  fait  Tangle  B'  =  B 
(967);  On  prend  B'G'  égal  à  une  quatrième 
proportionnelle  aux  trois  côtés  AB,  A'R',  BC 
(995);  oû  fait  Tangle  B'G'D'  =  BCD;  on 
prend  G'D'  égal  à  une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  côtés  AB,  A'B',  GD,  et  Ton 
continue  ainsi  de  suite. 
Ces  quatrièmes  proportionnelles  pourront  s'obtenir,  très-rapidement 
au  moyen  du  compas  de  réduction.  Ayant  disposé  Taxe  de  ce  compas 
de  manière  que  Tune  des  ouvertures  étant  égale  à  AB,  Tautre  soit  égale 
a  A'B',  suivant  qu'on  fera  la  première  ouverture  égale  a  BC,  CD...,  la 
seeoBée»seraégâloà  B'C,  GD'.... 

En  disposant  A'B'  parallèlement  à  AB,  les  angles  B',  G'...,  égaux  res- 
pee<i%'ement  à  B,  G...,  se  construisent  trèsHrapi4e«ienl  en  menant  ave» 
réquerre  B'C',  CD'...  respectiveiucnt  parallèles  à  BC,  GD...  (977). 

3*  construction.  Onpeut  éviter  la  construction  des  angles  égaux  et  des. 
quatrièmes  proportionnelles.  Pour  cela,  après  avoir  décomposé  le  poly- 
gone ABGDE  en  triangles,  on  dispose  A'B' parallèloment  a  AB;  on  mène 
avec  réquerre  B'C  et  A'C'  parallèles  respectivement  à  BC  et  AG;  ce  qui 
détermine  le  triangle  A'B'G'  semblable  au  triangle  ABG.Menant  ensuite  G'D' 
et  A'D'  paraltèlement  à  CD  et  AD,  on  a  le  deuxième  triangle  A'C'D'  sem- 
blable à  ACD.  Continuant  ainsi  de  suite,on  obtient  le  polygone  A'B'CDTÎ* 
semMftbie  à  celui  ABGDE  (672). 

3*  construction.  Prenant  sur  AB,  à  partir  de  A,  une  longueur  égale 
à  A'B';  menant  par  le  point  obtenu  une  parallèle  à  BC;  puis  par  le  point 
de  rencontre  de  cette  parallèle  avec  la  diagonale  AG,  une  parallèle  à  CD, 
et  continuant  ainsi  de  suite,  on  obtient,  intérieurement  au  polygone 
donné,  un  polygone  qui  lui  est  semblable. 

4*  construction.  Quelquefois,  surtout  quand  on  veut  tracer  sur  le  pa- 
pier un  polygone  semblable  à  un  polygone  figuré  par  un  terrain,  on 
détermine  les  sommets  C,  D',  E\  en  les  considérant  comme  les  sommets 
de  triangles  ayant  tous  A'B'  pour  base,  et  qui  sont  semblables  aux 
triangles  homologues  du  polygone  donné. 

Remarque.  Supposant  A'B'  =  AB,  les  constructions  précédentes  four- 
nissent un  polygone  égal  au  polygone  donné. 
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999.  Trouver  la  pliis  grande  commune  mesure  de  deux  droUetcommeik- 
durables  données  k%  e^GD  (2il).  On  applique  la' règle  du  n"  99  pourdé» 
terminer  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres.  Ainsi  ron 
porte  la  plus  petite  ligne  CD  sur  la  plus  grande  autant  de  fois  que  cela 
est  possible;  on  trouve  une  fois  plus  un  reste  ËB  <  CD;  on  porte  en- 
suite EB  sur  CD,  deux  fois  plus  FD  <  EB;  puis  le  reste  FD  sur  EB,  et 
comme  il  y  est  contenu  trois  fois  exactement,  c'est  que  FD  est  la  plus 
grande  commune  mesure  cherchée. 

«8   '"•  On  a: 

,._,     ,     ,     ,    ^-pr-WH^        EB  =  3FD, 


I ' ' \ ^ ^ 1 1 

C  F    0 


Par  suite,  le  rapport 


CD  =  2EB  +  FD  =  6FD+FD=7FD, 
AB  =  CD4-  EB=7FD+3FD=10FD. 


AB  _  10 
CD  ■"  7  ' 

On  trouverait  de  même  le  rapport  de  deux  arcs  commensurables  de 
même  rayon. 

Pour  avoir  le  rapport  de  deux  angles  commensurables,  on  tracerait  les 
arcs  correspondants  de  môme  rayon,  et  le  rapport  de  ces  arcs  serait 
celui  des  angles. 

1000.  Trouver  une  valeur  approcliée,  à  moins  de  -  par  exemple^  du 

AB' 

rapport  -^  de  deux  droites  AB',  CD  {Jlg.  184).  On  divise  CD  en  7  par- 
ties égales  (994),  et  portant  son  septième  FD  sur  AB',  on  trouve  qu'il  y 
est  contenu  10  fois,  plus  un  reste  BB'  <  FD;  par  conséquent  on  a 

AB'      10  AB'      Ij^ 

Ch  ^7      ^      CD  ^  7  • 

Donc  ces  deux  rapports  satisfont  à  la  question,  l'un  par  défaut  et 
l'autre  par  excès. 

On  trouverait  par  la  même  marche  une  valeur  approchée  du  rapport 
de  deux  arcs  ou  de  deux  angles  (999). 
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DIVISION  D£  LA  CIRCONFÉRENCE  EN  PARTIES  ÉGALES.  — 
POLYGONES  RÉGULIERS. 

iOOI.  Diviser  une  circonférence  en  2,  4,  8...  2*"  parties  égales.  On  peut 

p.  employer  le  moyen  du  n*  975,  en  menant  d'abord 

\    '  un  diamètre,  qui  divise  la  circonférence  en  deux 

t^/'<\'>>^         parties  égales;  mais  le  suivant*  dans  lequel  on 

i/\    j    /\        fait  usage  de  Téquerre,  est  beaucoup  plus  expé* 

4;:::k^..JB     ditif: 

L^^yO '\^-y^  On  trace  avec  une  équerre  un  diamètre  AB;  on 

j^    }  ^^^^         fait  glisser  Féquerre  le  long  d'une  règle  ou  d*une 
^^"^î""^''^  seconde  équerre  jusqu'au-dessous  de  la  circonfé- 

rence; à  Taide  de  Ja  seconde  équerre,  dont  on  ap- 
plique un  côté  de  Tangle  droit  contre  la  première,  on  trace  le  diamètre 
CD  perpendiculaire  à  ÂB,  et  la  circonférence  est  divisée  en  4  parties 
égales.  Ayant  choisi  la  seconde  équerre  à  45%  on  repose  son  hypoténuse  - 
contre  la  première  équerre,  et  amenant  successivement  ses  côtés  de 
Tangle  droit  à  passer  par  le  centre,  on  trace  les  diamètres  EF,  GH  in- 
clinés à  45*  sur  les  premiers,  et  la  circonférence  est  divisée  en  8  parties 
égales. 

Menant  avec  la  première  équerre  un  diamètre  IK  parallèle  à  la  corde 
AF,  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  tracer,  et  opérant  par  rapport  à  IK 
comme  on  vient  de  le  faire  par  rapport  au  premier  diamètre  AB,  la  cir- 
conférence sera  divisée  en  16  parties  égales. 

Répétant  deux  fois  la  même  construction,  d'abord  en  partant  de  la 
corde  AK,  puis  de  la  corde  IF,  qui  laissent  chacune  9  divisions  de  la 
circonférence  d'un  côté  et  7  de  l'autre,  la  circonférence  sera  divisée  en 
32  parties  égales;  cette  division  est  indiquée  sur  l'arc  GG  seulement. 
Par  la  même  marche  on  peut  pousser  la  division  aussi  loin  que  Ton 
veut. 

Dans  la  pratique,  après  avoir  divisé  k  Taide  de  l'équerre  la  circonfé- 
rence en  4  ou  en  8  parties  égales,  il  convient  de  faire  les  subdivisions, 
quel  qu'en  soit  le  nombre,  par  tâtonnement  au  moyen  du  compas  (994)  ; 
on  vérifie  ainsi  les  premières  divisions  et  l'on  arrive  plus  sûrement  au 
degré  d'exactitude  nécessaire. 
1002.  Diviser  un  angle  droit  A,  ou  son  arc  correspondant  BC  en  trois 
parties  égales.  Des  points  B  et  G  comme  centres, 
ï'ig.  «w.  avec  AB  =  AG  pour  rayon,  on  décrit  des  arcs  de 

cercle,  qui  coupent  BG  aux  points  de  division  cher- 
chés, et  menant  AD,  A£,  ces  droites  partagent  l'angle 
A  en  trois  parties  égales. 

Le  triangle  ACD  étant  équilatéral,  l'angle  DAC 

est  égal  à  2/3  de  droit;  par  suite  BAD  est  égal  à  1/3 

de  droit.  Par  la  même  raison  GAE  est  aussi  égal  à 

1/3  de  droit;  donc  l'angle  BAG  est  bien  divisé  en  3  parties  égales,  ainsi 

que  l'arc  BG. 
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iOOS.  Diviser  une  circonférence  en  12  parties  égales.  On  mène  deux 
dittnètres  AB,  CD» perpendiculaire»  entre  eux  (1001), 
et  des^fttrémiAés-^dé  c^sdramètres,  avec  le  rayon  de 
la  circonférence,  on  décrit  des  arcs  de  cercle,  qui 
diviseai  chaque  quart  de  la  circonférence  en  3  par- 
ti»» égaks  (1908),  et  par  conséquent  la  circonJércnce 
en  ISipairtios  égalées. 

Îùù4i  Btftm  diviser  une  circonférence  en  6  pariies 
égaàesy  il  suffit  dy  inscrire  le  rayon  6  fois,  Tune  à 
la  suite  de  Fautrc  ;  les  pemts  obtenus  satisfont  à 
IVéttoocé  (710)fc.  La  circonlérenco  étante  divisée  en  6  parties  égaies,  les 
p^tftts  d»  dûri«ioaipri6  dfliâ  en  2  divisent 'la^ctreonférence.  en  3  parties 

Ditiser^wievirtonférence  en  6'  parties  égalés  à  F  aide  de  Véquerre  <L 

60*.  On  trace  un  premier  diamètre 
AB  avec  lliypotéauset  de  Tjéquorre^ 
on  trace  ensuite  le  diamètre  CH,  agiras 
avoir  donné  k  Téqnerre  las  posîtioB' 
indiquée  en  points  longs;  retournant 
réquerre  face  pour  face,  et  lui  don- 
nant la  position  figurée  en  pettts 
points,  on  trace  le  diamètre  EF,  ^t  la 
circonférence  est  «divisée  en  G.p^tie$. 
égaies. 

Traçant  deux  diamètres  p/^ppeadî- 
dîculaires  entre  eux,  et  opérant  pour  chacun  d'eux  comme  on  vient  de 
le  faire  ppur  celui  AB,  la  circonférence  serait  divisée  en  12.  parties^ 
égales. 

Dans  la  pratique,  pour  diviser  une  circonférence  en  parties  égales 
dont  le  nombre  est  un  multiple  de  3  ou  de  C,  il  convient,  après  Tavoir 
divisée  en  3. ou  en  6  parties  égales,  de  faire  les  subdivisionjs. par  tâtoa- 
nement,  au  moyen  du  compas  (994). 

m^f&*,  LH^dMerune  circonférence  enb  parties  égales-,'  Oti^traœ  mi  dia- 
raètrei  AB  cl  un  rayon  CD  quÂ  luft  seitpeipendi* 
culairo  (973)  ;  du  poi«t  K,  milieu  de  GÂ,  conmie 
centre,  avec  la  distanee  ËB  pour  rayon,  on  décrit 
un  arc  de  cercle,. et  inscrivaat  la  droite  DF  cinq 
fois  Hune- à  ia  suite  de  Tautre,  la  circonférence 
est  divisée  ^n  cinq  parties  égales. 

Dansda  pp^aUque,  il  est  préférable  de  procéder 

par  tâlennemeivt  à  Taide  du  compas  (994).  Le 

cinquième  de  la  circoofèrence  étant  exactement 

de72r,.on  peut  aussi  employer  très  avantage^aament  le  rapporteur 

(1048). 

fOM:  La  méthode  par  tâtonnement  à  Taide  d«L  compas  peut  être  em^ 
ployée  pour  diviser  la  circonférence  en  un  nombre  quelconquedeparties 
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égales  (9M);.iiiais  si  ce  nombre  est  un  mnUiple  de  3,  de  ioade^,  ceUa 
méthode  peut  n*ètre  employée  que  pour  les  subdivisions^ 

Lorsque  le  nombre  des  parties  divise  exactement  360^  et. si  ménmla. 
ptftLft  décimale  du  quotient  est  égale  à  i/2, 1/3,  .1/4  ou  1/5  de  degp?é^  on 
emploie  très-avantageusement  le  rapporteur.  On  fait  coiacidar*  soa 
ceotre  avec  celui  de  la  circoniërence,  et  à  son  pourtour,-  sur  le.  dassiii^ 
ottimmiIiacxlfisdivisMB&eeiMcéee  entre  elles  d'jia  n«iQbre:d(r.degm-. 
égal  au  quotient  de  360  par  le  nombre^des  divisions  de^ la einoeiiJérciMie; 
pvifl,  àrakla  dune  règle  qu'on  lait  passer  par  le  centoe  etcauseessire- 
ment  par  les: divisions  marquées,  on  reporte  cesKiiviaioBB'fi^r la  cîmmmw 
fanmee.  Ce  praeédé  est  surtout  avantageux  quand  le  Aambre  deadivM 
simia.-eet.trèe^-graiid. 

L^  rapportouir  permet  aussi  de  prendre  apprûaûmativeniciiÉ  laipr^r 

mière  .-ouverture  do  compas  quand  on.  opère  pat  tàtaoaaBifn*^. 

IDttV.  Inscrire  un.  cane  dans  un  cercle  donné,  O&tDène  dwu'diamètBes: 

AC.,  B0  pe^peIl4iculaire«^enlre  eux,  et  joignant 

les  extrémités  de  ces- diamètres,  on  obtient leï 

carré  inaerit  AB€D  (714,  .933)w 

L'usage  de  Téquerre  à  45*  (1001)  permet  de 
résoudre  trèfr^^apiéeœeni  ce  problème.  En  effet, 
plaçant  une  équerre  aaniessous  de  la  circonfé- 
rence, une  équerre  à  45*  appuyée  par  un  côté 
de  Tani^  droil  contre  laf)reraière  permettra  de 
traaer*  avec  '  son  hypoténuse  les  diamètres  ÀC, 
BD  (ilsnffii^. après  avoir  tracé  Tun  do  ces  dia- 
mètres, de -retourner  Féquerre  pour  panvoir  tracer  Tautre);  avec  le  se- 
cond côté  de  Tangle  droit  on'  mènera  AD  et  BC  ;  puis,  appuyant  Téquerre 
à  45*  en  dessou.s  de  la  première,  on  fera  monter  celle-ci  pour  tracer  AB 
et'DC. 

On  opère  d'unetnanière  namlogue  quand  les  sammets  du  carré  sont; 
£^  P,  G,  H;  seulement  rbypoténuse  de  Féquerre  à.j45°  sert  à  tracer  les. 
côtés  du  carré  au  lieu  dos  diap^nales. 

lOM.  Construire  un  carré  doni  le' acte  est  donné.  Avec  une  première, 
équerre  on  trace  une  droite  AB  égale  au  côté. donné;  on  fait,  pour  la- 
facilité  de  la  construction,  descendre  un  peu  cette  équerre  parallèle- 
ment à  elle-même,  en  la  faisant  glisser  contre  une  équerre  placée  des- 
sous; puis,  avec  Téquerre  à  45%  on  termine  la  figure  en  opérant  comme 
an  numéro  précédent.  Gomme  vérification,  la  circonférence  décrite  du 
point  0  comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  doit  passer  par  les  trois 
astres  sommets  Bs  A  D. 

1009.  InscrivBnm  ooto^one^régulier  dans  vn  cercle  donné.  Ayant  inscrit 
un  carré  ABCD  dans  le  cercle  (1007),  on  divise  en  deux  parties  égales 
chacun  des  arcs  sous-tendus- par  ses  côtés  (975),  et  joignant  les  points 
de  division  aux  sommets  rotsins,  on  obtient  Tootogone  AEBFCGDH. 

Sii  Ton  avait  eu  Toctogone  régulier  inscrit,  en  joignant  ses  sommeisr 
dé^Klenx  en  deux,  on  aurait  obtenu  lo  carré. 
Rèmairqve.  La  marche  précédente,  par  laquelle  on  insertt  un  oalago«e' 
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régulier  ayant  un  carré  inscrit,  permet,  en  général,  àtani  donné  un  po- 
lygone régulier  inscrit  dans  un  cercle^  d^inscrire  un  polygone  régulier  de 
deux  fois  plus  de  côtés. 

La  marche  par  laquelle  on  a  passé  de  Toctogone  au  carré  permet  aussi 
de  passer  d'un  polygone  régulier  inscrit  d'un  nombre  pair  de  côtés  plus 
grand  que  quatre^  à  un  polygone  régulier  inscrit  de  deux  fois  moins  de 
côtés.  Ainsi,  du  carré  inscrit  on  passera  successivement  aux  polygones 
réguliers  inscrits  de  8, 16,  32...  côtés,  et  réciproquement. 

On  peut  inscrire  un  octogone  régulier  dans  un  cercle  sans  passer  par 
le  carré.  A  Faide  de  Téquerre  à  45",  et  en  opérant  comme  au  n*  1007,  on 
divise  la  circonférence  en  8  parties  égales,  ce  qu'indiquent  les  4  dia- 
mètres HF,  EG,  AC,  BD,  qu'on  peut  se  dispenser  de  tracer  entièrement; 
puis  on  joint  les  points  de  division  obtenus,  ce  qu'il  convient  de  faire 
encore  avec  Téquerre;  ainsi,  remarquant  que  le  côté  AE  est  parallèle  à 
la  corde  HB,  en  partant  de  cette  corde,  on  trace  d'abord  les  4  côtés  AE, 
GC,  HD,  BF;  puis,  en  partant  de  la  corde  AF,  on  trace  les  4  autres  côtés 
£B,  DG,  AH,  FC,  qui  lui  sont  parallèles  ou  perpendiculaires. 

1010.  Tracer  un  octogone  régulier  dont  le  côté  soit  égal  à  une  droite 
donnée.  On  décrit  une  circonférence  d'un  rayon 
quelconqu%OA  ;  dans  cette  circonférence  on  in- 
scrit un  octogone  régulier  (1009),  ou  simplement 
un  côté  AB  de  cet  octogone;  par  un  point  I,  pris 
sur  Tun  des  rayons  OA,  OB  ou  sur  son  prolonge* 
ment,  on  mène  IL  parallèle  à  AB;  on  prend  1L=A; 
on  mène  La  parallèle  à  OB;  du  point  0  comme 
centre,  avec  Oa  pour  rayon,  on  décrit  une  cir- 
conférence, et  l'octogone  abcd..,.  inscrit  dans  cette 

circonférence  satisfait  à  l'énoncé. 
Cette  construction  est  applicable  à  tous  les  polygones  réguliers  que 
Ton  peut  géométriquement  inscrire  dans  un  cercle  donné;  mais  elle,  se 
simplifie  pour  beaucoup  de  polygones.  Ainsi,  pour. l'octogone,  après 
avoir  mené  les  droites  OA ,  OB  faisant  entre  elles  un  angle  de  45',  on 
prendra  OA  =  06  ;  par  un  point  I  on  mènera  IL  parallèle  à  AB,  et  on 
terminera  la  construction  comme  ci-dessus. 

1011.  Inscrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle  donné.  En  portant 
comme  corde  sur  la  circonférence  une  ouver- 
ture de  compas  égale  au  rayon,  et  joignant  les 
6  points  de  division,  on  obtient  l'hexagone  de- 
mandé ABCDEF  (1004). 

En  faisant  usage  de  l'cquerre  a  60%  on  peut 
inscrire  un  hexagone  en  opérant  comme  pour 
inscrire  un  octogone  avec  l'équerre  à  45*  (1009). 
Ainsi,  avec  une  équerre,  on  mène  le  diamètre  FC; 
on  fait  glisser  cette  équerre  parallèlement  à  elle- 
même  jusqu'au  bas  de  la  figure;  avec  l'équerre  à  hexagones,  dont  on 
applique  le  petit  côté  de  l'angle  droit  contre  la  première  équerre,  on 
trace  deux  diamètres  AD,  BE.  On  peut  alors  joindre  les  extrémités  des 
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trois  diamètres  pour  avoir  Thexagone;  mais,  remarquant  que  chaque 
diamètre  est  parallèle  à  deux  côtés  de  Thexagone,  on  trace  ces  côtés  en 
faisant  glisser  d*une  quantité  convenable  Téquerre  qui  a  servi  à  tracer 
le  diantétre.  C'est  par  ce  moyen  très-expéditif  qu'on  trace  les  écrous 
dans  les  dessins  de  machines. 

fois.  Construire  un  hexagone  régulier  ayant  pour  côté  une  droite 
donnée.  On  décrit  un  cercle  avec  cette  droite  pour  rayon,  et  Thexagone 
inscrit  dans  ce  cercle  satisfait  à  l'énoncé  (1011). 

IOI5.  Inscrire  un  ttiangle  équilatéral  dans  un  cercle  donné.  On  in» 
scrit  d'abord  un  hexagone,  et  joignant  les  sommets  de  deux  en  deux, 
on  obtient  le  triangle  demandé  ACE  {J!g.  19S). 

1014.  CortAtruire  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  soit  égal  à  une 
droite  donnée.  On  opère  comme  au  n**  971,  en  faisant  chaque  côté  égal 
à  la  droite  donnée. 

On  peut  aussi  faire  usage  de  l'équerre  à  hexagones  pour  tracer  le 
triangle  équilatéral,  l'angle  de  ce  triangle  étant  égal  au  plus  grand  angle 
aigu  de  cette  équerre. 

Ayant  inscrit  un  hexagone  ou  un  triangle  équilatéral,  on  pourra  in- 
scrire successivement  des  polygones  réguliers  de  42,  24,  48...  côtés,  et 
réciproquement,  en  opérant  comme  il  a  été  indiqué  au  n*  1009. 

iOi»  Inscrire  dans  un  c&cle  donné  :  1"  un  décagone  régulier;  2'  un 
'pentagone  régulier;  3*  un  pentédécagone  régu-- 
lier;  4"  un  polygone  régulier  de  30  ccté^  (597). 
1°  AB  étant  le  côté  du  décagone,  l'angle  au 

centre  0  =  -rr-  =  36*.  Menant  la  bissectrice  AG 

de  l'angle  A,  on  a  (674): 

0A:0G  =  AB:GB. 

Comme  0A  =  0B  et  AB  =  AG=:0G,  on  a  donc 

0B:0G=0G:GB. 

Ce  qui  montre  que  le  côté   AB  est  égal  au  grand  segment  OG  du 
rayon  OB  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  (997). 
Pour  déterminer  le  côté  du  décagone,  on  mène  deux  rayons  OA,  OB 
Ftg.  194.  perpendiculaires  entre  eux ,  sur  OB  comme  dia- 

mètre on  décrit  une  circonférence,  enjoint  AO', 
et  AD  =  AC  est  le  côté  du  décagone.  En  por- 
tant AD  comme  corde  sur  la  circonférence,  et 
•^"ycF'/o        1  joignant  les  points  qu'on  obtiendra,  on  aura  le 

décagone  demandé. 

T  En  Joignant  de  deux  en  deux  les  sommets  du  décagone  régulier 
inscrit,  on  aura  le  pentagone  régulier  {fig.  195). 
3*  La  différence  des  arcs  sous*tendus  par  les  côtés  de  Thexagone  et 

da  décagone  réguliers  étant  g  ""  7â  =  7»  <*®  ^*  circonférence,  la  corde 
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•3^8  TROISIÈME  PCimE. GÉOMÉTRIE* 

quF8oiis*tertd«elte  dfftérencef  est  Ic-cMé^du  pcn- 
lédéMgiiMie.  A7«ftt4e  «été,  en  le 'portant  eoimne 
«oi^de  strr-ia  cireoÀliérefiee,  «n"cenMrii»i^  ie^M- 
lygowe. 

1      i      >1 

4*  Ayant  .^  —  -  =-.5â»  ^^  wit.que  le  eatétdu 

pol^Pigsne  régulier  niseir1i^o'dO>  éôtés  est  lacoi^ 
qui  sou9*-tend  Tare  ^TDï'eôt-ia^JRfféreiiee  dcç  ««s 
^u6»4eRd«s  par  les  côtés  du  pentagone  et  *de  Tiicxagoiie-réguHers 'in- 
vertis. 

1M6.  Pour  inscrire  doM-un  cer(^'fm'fàih^§Bne replier "tCwv nombre 
queleonque  de  côtés ^  on  divise  iaeîrconlérenee -en  autant  de  parties 
égales  ^e  le» polygone^olt f avoir  décèles  "(994/f«H),  et  joignait  las 
points  de  division  on  a  le  polygone  demandé. 

Remarque.  «Pour  omistrutre  un  polygone f^licrtiuetoewttqiie  dont  le 
tôÉé-est^ni»é,««nsafit  une  roarêheanaki^oèieèUeflidiquée  au  n^fOfê 
pour  Toctogone  régulier. 
'1017.  CireoTtscrire  mipohfit^tm»  ré ffuiierà'un  cercle  dcn^   Ayant-in- 
scrit dans  le  cercle  un  polygone  régulier  ABC... 
d'un  inèn»e  nombre  dénotés,  par  les  mvlteux 'des 
arcs' sous4endus  menant  des  tangentes,  qui  «aont 
des  parallèles  aux  6Ôté»>du  polygone  inscrit,  elles 
forment  le  polygone  demandé  A'B'C...  En  géné- 
ral-efy  trace  le  polygone  circonscrit  sans  tracer  le 
.  polygone  inscrit,  en  suivant  la  même  marche  que 
pour  ce  dernier,  dont  tout  au  plus  on  ne  fait  qu*in- 
diqaerles  sommets. 
1018.  Inscrire  un  octogone  régulier  dans  un  carré  donné  ABCD.  On 
trace  les  diagonales  du  carré,  et  des  sommets  A,  B, 
C,  O,  coMine'centres,  avec  un  rayon  égal  «urappan^-AO 
du  carré,,  décrivant  des  arcs  de  cercle,  ces  arcs  déter- 
minent sur  les  côtés  du  carré  8  points  qui  sont  les 
sommets  do  Toctogone  demandé. 

t0*9.  Couvrir 'tme  surface  pltme  avec  des  polygoims 

•réguliers,  La  somne  des  angles  queTon^peut  former 

autour  du  mémepon^t  dans  un  pian  'étant  égal  à 

4-dTOîts'ou"360^(5BI),  tout  polygone  régulier 'dont  Tangle  sera  contenu 

my^ombre  entier  de  fois  dans  4'^oits  pcntètre  employé  pwir  couvrir 

onevoMtce'i^aitefefS). 
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On  peut  dtjdcà  cet  effet faîr&'Mi^: 
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Ti%    199. 


Fîg.  îeo. 


ijLÉLAtu 


►♦♦♦< 


'  1  *'Du  triangte  é^ilaAMl,  dont  Fangle  ~  |  =  - 

3      6 

de  droit  (A^.  498); 
T  '©ir carré,  dentran^c^  j  de  droit  {fig.  199)  ; 

3*  De  rhexagone  régûîrer,  dont  Tangle  =  ^^ 

6 

=  1  de  droit  {/î^.  200). 
o 

L^angle  de  Uoetogone  régulier  étaat  égal^À 
— ^  =  -  décroît,*  il  n'est  pas  contenu  tm  nom- 
bre entier  de  fois  dans  4>4voUs,  et  par  suite  on 
ne  peut  empkyer  Toctogone  ;  mais  en  combi- 
nant ce  polygone  avecle  carré,  de^naaière  que 

deux  angles  de  loctogone  et  un  angle  du  carré 
3 
aient  le  même  sommet,  ce  ^i 'tienne ,--x  84^1  =  idroits,  on  parvient 

à  couvrir  la -surface  ^g.  f  04). 

Ces  dispositions  sont  employées. journellement  par  les  carreleurs. 


TIg.  SOf. 


éi  tA  lÉié^i  4 


<MIM^«^ 


«ROiUbÈMBS  ««R.LES  JkUUaS  JIES  POLYGONES. 


«iOSO.  Trouver  Taire  d'un^polffgKme. quelconque.  On  décompose. «^e- 
Jygooeen  triangles,  en  menant  toutes  Les  diagonales  parie  mônefCOiD- 
met,  OU  en  joignant  un  point  intérieur  à  tous  les  sommets  du  polygone; 
on  mesure  Faire  de  chaque  triangle  (692),  et  la  eomnae  de  tous  les  ré- 
sultats trouvés  est  Taire  cherchée.  On. préfère  ordinairement,  surtout 
quand  on  opère  sur  le  terrain  (6'  partie),  joindre  deux  sommets  du  po- 
lygone et  abaisser  des  autres  sommets  des  perpendiculaires  sur  la  dia- 
gonale qui  en  résulte^  Le  polygone  sa  trou ve.aiasi4éc#inpefé  en  ti îac^les 
.  rectangles  et  en  tt^pèzes  rectangles  laciles  kéYaluer  (Voir  Courbôs^^el" 
oofl|fie«r,«  k  l&fkt  de  la  di^uièœc  pastie). 

ilQftl.  /Trams formpr  tm,pahjg(me , quelconque  ÂBCDE'i^n  tm  polygone 

équivalent  qui  ait  un  côté  dn  moins, 
*  Que  le  polygone  soit  convexe  [fig, 
.S#2),  /OU  qu*il  ait  un  angle  ren- 
lT9mi(fig,  203),  enjoint  C,  E;  ou 
mène  DF  parallèle  à  CE,  et  tra- 
çant CF,  les  deux  triangles  CED, 
CEF  sont  équivalents  (694)  et  par 
suite  aussi  le  pentagone  ABCDE 
et  fttf.qnadri!atère  '  ABCF. 
Remarque.  Par  cette  marche  on  peut  transformer  un  polygone  quel- 
le^tfpxn^IrtaHtlooéitBÉv^igitt. 
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Construire  un  carré  équivalent  à  la  différence  de  deux  carrée 
donnés,  a  et  b  étant  les  côtés  des  carrés  donnés,  on 
trace  deux  droites  AB,  AC  perpendiculaires  entre 
elles;  sur  Tune  on  prend  AB  =  a  <  6,  et  du  point 
B  comme  centre,  avec  b  pour  rayon,  décrivant  un 
arc  de  cercle,  il  détermine  AC,  qui  est  le  côté  cher- 
ché.  En  effet,  le  triangle  rectangle  ABC  donne  bien 
(704j 

ÂC*=:BC'  — Ïb'=6*  — a». 

On  serait  arrivé  à  la  même  solution  en  décrivant  une  demi-circonfé- 
rence sur  une  droite  BC  =  6  comme  diamètre;  en  inscrivant,  à  partir 
de  B,  une  corde  BA  =  a,  et  en  menant  AC  (654). 
Ayant  le  côté  AC,  on  construira  le  carré  comme  au  n*  1008. 
1025.  ConUruire  un  carré  équivalent  au  résultat  de  la  combinaison 
par  voie  â^addition  et  de  soustraction  de  tant  de 
Fig.  Î05.  carrés  qu'on  voudra,  a,  6,  c,  d  étant  les  côtés  des 

^  E  carrés  donnés,  pour  déterminer  le  côté  k  d*un 

carré  tel  que  Ton  ait 

A«  =  a«  +  6«  +  c«— d*. 


on  trace  deux  perpendiculaires  AB,  AC  égales  à 

a,  6,  et  Ton  joint  CB;  au  point  C  on  mène  CD =r 

perpendiculaire  a  CB,  et  Ton  joint  DB;  sur  BD 

comme  diamètre  on  décrit  une  demi-circonférence,  et  portant  DE  =  (i 

comme  corde,  puis  menant  BE,  cette  droite  est  la  valeur  de  A*.  En  effet, 

les  triangles  rectangles  successifs  qu'on  a  construits  donnent  (704,  i0î2j 


Se'  =  a«  +  b\ 

BD"  =  BC*  +  c«  =  a«  +  6*  +  c», 

BË*  =  BD*  —  d«=  a«  +  6«  +  c*—  d*. 


Pig.  «06. 


Ayant  le  côté  BE,  on  tracera  le  carré  comme  au  n*  1008. 

iW4  Construire  un  carré  qui  soit  une  fraction  quelconque  d'un  carré 
donné  ABCD,  les  3/5  par  exemple.  On  décril 
une  demi-circonférence  sur  AB  comme  dia- 

Q 

mètre;  on  prend  AE  =  g  AB  (994)  ;  au  point  E 

on  élève  la  perpendiculaire  EF  k  AB,  et  la 
corde  AF  est  le  côté  du  carré  cherché.  En 
effet,  ayant  (676)    AF*  =  AB  x  AE,  on   en 

conclut 


^,      AE       ,,  ,      AF'       AE__3 
AB*X^,    doù    ^3-î  =  l«-R- 


AF»=Ai>-^T5>    """     T-^~"ÂB~5* 
IMS.  Étant  donnés  deux  polygones  semblables  p  et  p%  construire  wi 
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troisième  polygone  P  qui  leur  soit  semblable,  et  équivalent  :  V  à  leur 
somme;  2"  à  leur  différence  : 

I*  On  construit  un  triangle  rectangle  ABC  {fig,  205)  ayant  pour  côtés 
de  Tangle  droit  deux  côtés  homologues  a  et  6  des  polygones  p  et  p\  et 
construisant  sur  Thypoténuse  BG=x,  comme  côté  homologue  de  a  et  6, 
un  polygone  P  semblable  kp  ei  p'  (998),  on  aura  P=p  +p'.  En  eflfet, 
ayant  (700) 

p:p'=:a«:6*,    d'où    (p  +  p')  :  (a^  +  6*)  =  p  :  a»,         (321) 

comme  on  a  de  plus  P  :  x*  =  p  :  a', 

ces  deux  proportions  ayant  trois  termes  égaux,  puisque  2*=:  a*  +  6*, 
on  a  donc  bien  P  =  p  +  p'; 

2*  En  prenant  le  plus  grand  côté  b  pour  Thypoténuse  du  triangle  rec- 
tangle {Jig.  204),  et  construisant  P  sur  le  second  côté  AC  =x  de  Tangle 
droit,  par  les  mêmes  raisons  que  dans  le  cas  précédent,  on  aurait 
P  =  p'-p. 

1026.  Construire  un  carré  équivalent  à  un  parallélogramme  ou  à  un 
triangle  donné,  x  étant  le  côté  du  carré,  et  6  et  A  la  base  et  la  hauteur 
de  la  figure  donnée,  selon  qu'il  s'agira  du  parallélogramme  ou  du 
triangle,  on  aura  (692,  695) 

a;*=6x/t    ou    x^^bx^. 

Ce  qui  montre  que  x  sera  une  moyenne  proportionnelle  entre  6  et  A 

dans  le  premier  cas,  et  entre  &  et  -  dans  le  second  (996). 

Remarque.  De  ce  n*  et  de  celui  1021  résulte  le  moyen  de  construire 
un  carte  équivalent  à  un  polygone  donné  quelconque.  Puis  le  n*  1023 
permet  d  obtenir  le  carré  équivalent  à  tant  de  polygones  donnés  qu*on 
voudra,  combinés  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction. 

1027.  Construire  sur  une  droite  donnée  c  un  rectangle  équivalent  à  un 
rectangle  donné  qui  a  2l  et  h  pour  dimensions.  La  4*  proportionnelle  x 
aux  trois  lignes  c,  a,  b  est  la  seconde  dimension  du  rectangle  demandé 
(995).  En  effet,  de 

c:a  =  6:ar,    on  tire  bien    cxx  =  ax.b.  (311) 

1028.  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  carre  donné,  et  dont 

les  deux  dimensions  fassent  une  somme  donnée  AB. 
Fig  .Î07.  gj^j.  ^g  comme  diamètre  on  décrit  une  demi-cir- 

^ ^  conférence;  on  prend  la  perpendiculaire  CD  égale 

-^~* ---1^"^     au  côté  cdu  carré  donné,  et  menant  DE  parallèle 

et  EF  perpendiculaire  à  AB,  les  deux  segments  AF 
et  BF  sont  les  dimensions  du  rectangle  cherché. 
On  a  en  effet  (676) 

kP  ou  c»=AFxBF. 
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Le  problème  n'est  possible  qu'autant  qu'on  a  c  <  ^,<'tron  voit  de 

yitis  que  parmi  tous  les  rectêtngles  de  Tnême  -périmètre^  le  ostrré  est  un 
maximum  (538). 
f^M.  <^onsiruire<uii  têirtangle  éguivmierU  à  untiarré  downé^  et  demi 
hséimensiorm  aient  eirire  eUes  vtne  diférence  dtm» 
Fig.  «08.  ^^^^  ^jj    g^^  ^P  comme  diamètre  on  di^crrt  «ne  cir- 

conférence; à  Textrémité  Aon  élève  une  perpendi- 
culaire AC  égale  an  côté  c  du  carré  donné,  et  joignant 
CO,  les  diuiension«  du  rectangle  cherché  sont  CD  et 
CK.  En  effet,  on  a  bien  (679) 


A 


-H 


d'oi'i 


CD:c  =  c:CE, 
-   43  CDxCE  =  i**. 

V<^\r  Ârpefiioffe  poiw  la  division  des  .surfaces. 


PRDBL^MKS   SUR   LES   POLYÈDRES   RÉGUUBRS   ET   &IUI  LA   SMltRE. 


1050.  Les  figures  suivantes  sont  les  dévelop^senients  dits,  scurfaaesr^eft 
rinq  polyèdres  réguliers,  et  elles  indiquent  assez  comment  on  tracera 
f es  développements,  le  crrté  des  polyèdres  étant  donne. 

Pour  lo.sjig.  209,  211  et  213  on  fera  usage  de  Téquerre  à  60'.  Quant 
au  dodécaèdre,  après  avoir  construit  le  pentagone  P  sur  la  Irnigoenr 
donnée  pour  côté,  on  prolongera  les  côtés  de  ce  polygone,  on  décrira 
une  circonférence  passant  par  les  points  de  rencontre,  et  à  Taide  de 
parallèles  aox  ctôtés  du  pentagone  P  on  terminera  le  tracé  de  la  moitié 
du* développement  Pour  la  seconde  moitié,  on  prolongera  aà,  on  preadra 
<d  3r  aky  sur  cd  comme  corde  ùr  décrira  ntie  circonférence  de  tnème 
rayon  que  la  première,  et  dans  cotte  circonférence,  à  raide  de  parti- 
iè&es  Bux  ciiUkti  de  la  firoittièrc  moitié  du  développement,  on  terminera 
k  cDMtmi0tion. 


Fig.  Î09.  Tétraèdre. 

A 
/   ■ 


PIg.  210.  nexaèdre.  Fig.  îll.  Octaèdre. 

r  —1 


\ 


\ 


^.4(-^P7v^ 


Vig.  tIS.  DêHtÊiire. 


Fig.  S(3.  JeuMèdre. 
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Pig.  tu. 


Fig.  115. 


MSI.  Éimtt  donnée  "une  sphère,  trotteer  son  rceyon.  On  prend  deux 
pointe  à  et  B  sur  la  surface  de  la  sphère  ;  de  ces 
points  comme  centres,  ou  niiotm  comme  pôles,  avec 
xm  rayon  convenable,  on  décrrt  deux  arcs  de  cercle 
^i  se  coupenrt  en  deux  pointsD,  D';  avec  une  autre 
ouverture  de  compas  on  détermine  de  môme  un 
troisième  pornt  f^.  D,  D',  D"  étant  également  dis- 
tants des  points  A  et  B,  ils  appartiennent  à  la  cir- 
confi^*ence  du  ^rand  cercle  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire au  milieu  de  AB,  et  il  en  résulte  que  si  Ton  construit  sur 
iAplaB-Uftitriangle  ayant  pour  côtés  les  distances  rectilignos  des  trois 
ptinÉi  il,  I>%  iD^  (Sîl),  ta  Cffconférence  circonscrite  à  ce  triangle  sera 
épdeàtfafletdhm  grend'cercle,  et  son  rayon  sera  celui  do  la  sphère  (980). 

Mit.  lÉ/anI  donnés  deux  points  Xet  B  sur  la  surface  de  la  sphèr^^ 
décrire  une  circonférence  de  grand  cercle  qui  passe 
par  ces  deux  points.  Des  points  A  et  B  comme 
pOlos,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la 
«corde  d^n  quadrant  (854,  1031),  on  décrit  doux 
•ros  et  cercle  qui  se  coupent  au  point  C,  et  de  ce 
point  comme  pôle,  avec  la  même  ouverture  de 
compas,  décrivant  une  circonférence,  elle  rt'pond 
à  Itt  qiteslion. 

On  voit  que  la  môme  construction  peut  servir  k  trouver  les  pftîes 
é  d'nne  circonférence  ou  d'un  arc  de  grand  cercle. 

M85.  Décrire  la  circo-nfcrencc  de  petit  cercle  passant  par  trois  pocnts 
A,  B,  C  sititês  sur  la  surface  de  la  sphère.  On  dé- 
termine, toujours  en  opérant  comme  au  n^  103^, 
deux  points  D,  D'  également  distants  de  A  et  B,  et 
par  D,  D' on  fait  passer  une  circonférence  de  grand 
cercle,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
•ien  de  AB,  comnK»  contenant  les  points  D,  D'  et  le 
centre  0  également  distants  de  A  et  de  B  (746).  On 
trace  de  même  la  circonférence  de  grand  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  BC; 

MMe  jcireooiévence  rencontre  la  première  aux  points  P  et  V\  qui  sont 

ImpAloiée  la  circonférenoe  demandée,  et  pennettent  Tun  et  Tautre 

de  li  tvacsr. 

Par  un  point  A,  pris  tttr  te  surfhce  de  la  sphhe,  mener  tme 
circonférence  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  une 
€monfèrentee^u  à  un  arc  de  grand  cercle  donné  BD. 
Du  point  À,  situé  sur  BD  ou  hors  de  BD,  comme 
p^le,  avec  la  oorde  d'un  quadrant  (1031),  on  décrit 
un  arc  de  grand  cercle  qui  coupe  la  circonférence 
donnée  au  poifft  P  ;  du  point  P  comme  pôle,  avec 
»ltt  môme  tatuverlure  de  compas,  décrivant  une  cir- 
cwifàwmce  de  ^rrand  cercle,  elle  passe  par  le  point 
A^t  satisfait  à  renoncé. 


Kg.  H6. 


M\%.  119. 
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Lorsque  le  pbint  Â  est  le  pôle  de  BD,  toute  circonférence  de  grand 
cercle  qui  le  contient  satisfait  à  renoncé;  mais  dans  tout  autre  cas  il 
n*y  a  qu'une  solution. 

1035.  il  y  a  trois  problèmes  qui  paraissent  appartenir  à  la  géométrie 
élémentaire,  et  qui  ne  peuvent  être  résolus  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas  (965).  Ce  sont  : 

i*  La,  trisection  de  fangle,  c*est*à-^ire  la  division  d'un  angle  ou  d'un 
arc  en  trois  parties  égales  ; 

2*  La  quadrature  du  cercle^  qui  consiste  à  construire  un  carré  ayant 
la  même  surface  qu'un  cercle  donné. 
Le   tracé  graphique   suivant  résout  cependant  ce  problème  avec 

une  approximation  moindre  qu'une 

Fig.  Î18.  unité  décimale  du  cinquième  ordre. 

:^  On  trace  un  diamètre  ÂB  et*  une 

y^v^^  tangente  BC;  on  prenii  OG  égal  au 

/  I        -v^  p  sixième  du  rayon  OA  ;  du  point  G 

y  /     .  comme  centre,  avec  un  rayon  dou- 

y^  /  "-.  .        ble  du  diamètre  AB,  on  décrit  un 

^"'^^^         /  '^       arc  de  cercle  qui  coupe  la  tangente 

^\/  en  C.  On  joint  AC,  et  la  corde  BD  est 

^  le  côté  du  carré  cherché  BDËF. 

3*  JLa  duplication  du  cube,  qui  consiste  à  trouver  le  côté  d*un  cube 

double  d*un  cube  donné. 
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INSTRUMENTS  ET  OBJETS  DE  DESSIN. 

1036.  Les  instruments  et  objets  dont  on  fait  usage  pour  V  exécution  du 
dessin  linéaire  et  du  lavis  sont  :  la  règle,  l'équerre,  le  té,  le  pistolet,  Ir 
compas,  le  compas  de  réduction,  le  compas  de  proportion,  le  double 
décimètre,  le  raf)porteur,  le  tire-ligne,  la  plume,  le  crayon  de  mine  de 
plomb,  l'encre  de  Chine,  quelques  couleurs  à  l'eau,  le  godet,  le  pinceau 
à  laver,  le  caoutchouc  ou  gomme  élastique,  l'éponge,  la  colle  à  bouche, 
la  petite  pointe,  dite  punaise,  servant  à  fixer  le  papier  sur  la  planche 
quand  on  se  dispense  de  le  coller,  le  papier,  la  planche  sur  laquelle  on 
colle  le  papier. 

Nous  allons  passer  en  revue  les  principaux  de  ces  instruments  et 
objets  de  dessin. 

i037.  L'ne  règle  doit  être  en  bois  (ordinairement  de  poirier  ou  de 
pommier  bien  sec),  afin  que  sa  légèreté  permette  de  la  faire  glisser  fa- 
cilement sur  le  papier,  et  que  sa  rigidité  s'oppose  à  toute  flexion  sous 
la  pression  de  la  pointe  qui  trace.  Elle  doit  de  plus  être  mince  (0",003  au 
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plus)»  afin  qu*il  soit  facile  de  toujours  tenir  la  pointe  du  crayon  ou  di: 
tire-ligne  à  la  même  distance  de  son  arôte  en  traçant  laf  ligne;  c'est 
pour  obtenir  le  même  résultat  que  le  dessinateur  doit  promener  le 
crayon  ou  le  tire-ligne  le  long  de  la  règle  en  le  tenant  toujours  paral- 
lèle à  lui-même. 
Pour  pouvoir  tracer  les  lignes  droites,  il  est  nécessaire  que  Tarêtc  de 
la  règle  soit  bien  dressée;  ce  dont  on  s'as- 
sure en  vérifiant  si  cette  arête  peut  coïn- 
cider avec  une  droite  AB ,  ou  mieux,  l.i 
règle  étant  placée  dans  la  position  AliCD, 
en  traçant  une  ligne  dans  toute  la  longueur 
de  l'arête  AB,  et,  la  règle  étant  retournée 
dans  la  position  ABG'D',  en  traçant  une  seconde  ligne  suivant  AB.  Si  les 
deux  lignes  coïncident,  c'est  que  Tarcte  AB  est  droite.  Ce  deuxième 
moyen  de  vérification  a  l'avantage  de  doubler  les  quantités  dont  l'are ti: 
AB  s'écarte  de  la  ligne  droite  et,  par  suite,  de  les  rendre  plus  visibles. 
1058.  Véquerre  a  la  forme  dun  triangle  rectangle.  Comme  pour  la 
règle,  elle  doit  être  en  bois  mince,  ot  elle  est  percée  d'uiî 
trou,  appelé  ceil  de  l'équerre,  qui  permet  de  la  faire  glisse) 
plus  facilement  sur  le  papier,  et  à  l'aide  duquel  le  dessina- 
teur peut  la  suspendre  quand  il  n'en  fait  pas  usage.  Comme 
le  bois  mince  est  sujet  à  se  contourner,  il  faut  éviter  de 
placer  l'équerre  sur  des  objets  mouillés  ou  chauds  et  de  l'ex- 
poser au  soleil.   Dans  l'industrie,  les  règles  et  les  équerres 
sont  ordinairement  en  métal,  afin  qu'elles  ne  se  déforment 
pas  quand  elles  so^nt  choquées  par  des  corps  durs,  et  le  plus  souvent 
les  équerres  se  composent  de  deux  règles  formant  seulement  les  deux 
côtés  de  Tanglç  droit,  afin  qu'elles  puissent  servir  à  vérifier  si  un  angle 
dièdre  saillant  d'une  pièce  est  droit,  aussi  bien  que  si  cet  angle  était 
rentrant. 

Le  plus  ordinairement  les  angles  aigus  de  l'équerre  sont  de  3i*,5  eî 
58^,5.  Il  y  a  des  équerres  dites  à  46«»,  parce  que  les  deux  angles  aigus 
valent  chacun  45";  d'où  il  résulte  que  les  deux  côtés  de  l'angle  droit 
sont  égaux  entre  eux.  Il  y  a  aussi  des  équerres  dont  l'un  des  angles  aigus 
a  30'  et  l'autre  60",  et  que  l'on  nomme  équerre  à  hexagones,  a  cause  do 
l'usage  facile  qu'en  font  les  dessinateurs  pour  tracer  les  hexagones 


Fig.  tso. 


(1009,  1014). 
On  s'assure  que  les 


Fig.  2SÎ. 


arêtes  d'un  équerre  sont  droites  en  opéran*. 
comme  pour  la  règle  (1037),  et 
l'on  reconnaît  que  son  angle 
est  droit,  en  appliquant  dans 
deux  positions,  comme  l'indi- 
quent les  fiff,  221  et  222,  un  des 
côtés  de  cet  angle  contre  l'arèfe 
MN  d'une  règle;  si  les  lignes  AC, 
AC  tracées  le  long  de  l'autre 
côté  de  l'angle  se  confondent  en 
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ufac  Ui*imc  droite  Ai,  c'est  que  l'angle  e^t  droit;  la  ^  fSBk  i 
est  ai'jindro  qu'on  droil,  et  la  fig.  iii  montre  ^n  iicaii^tK. 

1059.  Le  compcjf  est  un  in^tninieat  fbmé  de  dem  bnnelio  ifB,  â€« 
ordinairement  en  cuÎTre,  i  iiniii»  nr  me  extpé- 

iiiit<'  au  moyen  d'un  axe  autour  duquel  elles  peu» 
vent  tiMiraer  à  frottement  nî  trop  fort  m  trop 
faible,  et  amié^  à  rextrêmîté  libre  d'une  pointe 
fine  en  arier,  dite  pointe  sèche.  Quand  le  compas 
est  einpioxtî  pour  tracer  des  arcs  de  cercle  sur  le 
papier,  une  des  pointes  sèches  est  remplacée  par 
un  porte-irayon  on  par  un  tire-ligne,  dont  on 
augmente  au  besoin  la  longueur  par  une  rallonge 
mobile  si  le  cercle  à  tracer  est  griai 
Lor5([ue  le  frottement  de  la  lèle  en  compas  est 
\  trop  considérable,  les  branches  fléchissent  quand 

\  on  ouvre  ou  ferme  le  compas,  et  îl  est  éiflictie  de 

^c  prendre  exactement  une  longuenr donnée;  quand 
au  contraire  il  est  trop  iàiblr^  les  pointes  peuvent 
se  rapproeher  ou  s  écarter  pendant  qu*OB  trace  nn  arc  de  cefde.  On 
obtient  un  frottement  convenable  en  serrant  plus  on  moins  un  écrou 
dont  est  armé  Taxe  du  compas.  On  reconnaît  que  la  charnière  d'un 
compas  est  bien  ajustée,  en  ouvrant  et  fermant  ientennent  le  compas; 
si  Ton  n'ol>serve  aucune  secousse,  c'est  que  Ti^natement  est  bon.  Dans 
ifes  meilleurs  compas.  Tune  des  branches  est  à  tète  d'acier;  comme 
c'est  la  tête  qui  pénètre  dans  l'autre,  et  qu'eUe  est  simple,  on  dit  pour 
e:'tt(t  raison  que  le  compas  est  à  simple  d'acier. 

1^0 ur  conserver  en  bon  état  un  compas,  et  en  général  tout  instranenl; 
uiétaliique,  il  faut,  immédiatement  après  sVn  être  servi,  .FeMoyer  tnvtc 
un  Diorreau  de  peau  de  gant;  sans  cette  précaution,  l'acier  et  mente  le 
i'ilMf  peuvent  s'oxyder  en  quelques  jours. 

Lorsque  les  cercles  sont  trop  grands  pour  qu'on  puisse  le»  tracer  avec 
le  compas  ordinaire  à  rallonge,  on  a  recours  au  compas  à  verge,  qui  w 
coiiiposo  de  deux  embrassés  ou  coulisses  mobiles  le  long  d'une  ràgie 
graduée*,  eu  un  point  quelconque  de  laquelle  on  peut  le»  fixer  par  une 
vis  de  pression.  L'une  des  embrasses,  qui  est  le  plus  souvent  fixe,  porte 
tuie  pointe  sèche  qui  se  place  au  centre  du  cercle  k  tracer,  et  l'autre, 
qu'on  peut  fixer  en  un  point  quelconque  de  la  longueur  de  la  r^e, 
peut  recevoir  une  seconde  pointe  sèche,  ou  un  porte-crayon,  ou  un  tire- 
iigne. 
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IMO.  Le  compas  de  réduciûni,  se  compose  de  deux  branches  dVtgalc 
Pig.  •  m.  loDgueup  AB,  CB^  mobiles  autour  d'un  axe  0 

placé  en  un  point  intermédiaire  aux  exlré- 
mités,  de  manière  que  ces  branches  forment 
un  compas  à  pointes  sèches  de  chaque  côté  de 
Taxe.  Une  rainure  pratiquée  suivant  Taxe  de 
chaque  branche  permet  d'y  faire  gHsser  Taxe 
de  rotation,  et  par  suite  de  faire  varier  le  rap- 
port eatre  les  longueurs  des  branches  des 
deux  GompA».  Coittme  les  ouvertures  des  com- 
pas sont  proportionnelibs  aux  longueurs  des 
branobe»  (les  deux  triangles  semblafaies  MC 
et  OBD  donnen^t  en  elM  A£  :  BO :=  OA  :  Ôfi), 
lion  oon^oit  qu!on  peut  obtenir  des  ouvertures 
qui  soient  entre  elles  dans  un  rapport  quel** 
conque.  Uuq  éahi^Ue  gravée  sur  Tune  dm 
branelie»  indiifue  le  point  ou  l'on  doit  fixer 
Taxe  d'articulation  pour  obtenir  le  rapport  voulu  de  réduction* 

SA  les  longueurs  des  branches  n'étaient  pas  dans  le  rapport  ifui  a: été 
gravé,  ce  qui  peut  arriver  par  suite  d'une  mauvaise  graduatien  ou  d'mi 
accident  qui  a  obligé  de  naocouroir  les  pointes^  pour  eëtBnir  dea  ouver- 
tures qui  soient  dans  un  rapport  donné,  i  :  'S  par  exemple,  on  traeerail» 
parles  moyen»  ordinaires  (994),  deux  droites  dont  les  longuouns  fussent 
dans  le  rapport  1:3;  puis  on  ferait  par  tàtannement  glisser  Taxe  du- 
corapas  jusqu'à  ce  que  l'une  des  ouvertures  étant  prise  égale  àlalont- 
gueur  deTune  des  lignes,  l'autre  ouverture  fut  égale  à  la  seconde  lignc« 
et  dans  cette  position  de  Taxe,  une  oui*erturo  queloonque  serait  à  Fouvei^ 
tme  correspondante  dans  le  rapport  i!:3.de8  kmgueumdes  lignée. 
Ultl.  Le  oomjms  de  proportion^  fondé  sur  le  niètno-  pninoipe  que  ie 
précédent,  se  compose  de  doute  règles  d'égale  longueur^ 
réunies  à  une  extrémité  par  une  chamièdre  dont  l-aïae' 
est  au  point  de  concours  des  bord»  intérieure  dBs> 
deux  règles*  Les  deux  règles  ayant  été  divisées  eni 
parties  d'égale  longueur  à  partir  de  Tartieulatie»^  ai. 
l'on  vont»  par  exemple,,  aiiroir  les  3/ 10  d'une  longueur 
donnée,  on  ouvre  lo  compas  jusqu'à  oe  que  Iftdlstnuœ' 
des  divisions  marquées  10  sur  If»,  deux  règles  aoiti 
égale  à  la  longueur  donnée,  et  la  distaaee  des  diivi- 
siena  maitqjaées  3  est  la  longueur  cherchée; 


s.  ÎS5. 
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1042.  Le  rapporteur  consiste  en  un  demi-cercle ,  ordinairement  en 

corne  transparente  ou  en  métal  évidé,  afin  qu*on 
Fig.  î«6.  puisse  voir  le  dessin  qui  se  trouve  dessous.  Le 

bord  ou  limbe  est  divisé  en  180  parties  égales  ou 
degrés,  divsisés  en  demi-degrés.  Le  diamètre,  base 
de  l'instrument,  qu'on  appelle  ligne  defyù  corres- 
pond aux  divisions  0<»  et  180".  Le  centre  est  indiqué 
par  un  point  qui  permet  de  le  faire  coïncider  avec 
le  sommet  de  Tangle  à  mesurer  ou  à  rapporter. 
Une  graduation  commence  à  chaque  extrémité  de 
la  ligne  de  foi,  afin  de  n'avoir  jamais  à  retourner 

rinstrument,  et  de  pouvoir  lire  immédiatement  la  valeur  de  l'angle  et 

celle  de  son  supplément. 
La  description  de  l'instrument  suffît  pour  faire  comprendre  comment 

on  en  fera  usage,  soit  pour  mesurer  un  angle  A'O'B',  soit  pour  tracer 

un  angle  A'O'B'  égal  à  un  angle.donné  AOB  (967,  1006). 

1043.  Un  bon  tire-ligne  a  ses  lames  ou  palettes  en  acier,  parfaitement 
égales,  minces,  sans  cependant  qu'elles  fléchissent  sous  la  pression  que 
le  dessinateur  peut  exercer  contre  la  règle,  ce  qui  ferait  varier  leur 
écartement,  et  par  suite  la  largeur  de  la  ligne  qu'on  trace. 

L'encre  de  Chine  s'introduit  le  plus  souvent  dans  le  tire-ligne  en 
trempant  celui-ci  dans  le  godet,  en  ayant  soin  ensuite  d'enlever  avec  le 
doigt  l'encre  qui  est  à  l'extérieur  des  lames,  laquelle  s'attacherait  à  la 
règle  et  souillerait  le  papier.  Mais  il  est  préférable  de  se  servir  d'une 
plume  dont  le  bout  a  été  plongé  dans  l'encre;  on  ne  risque  pas  ainsi 
d'émousser  les  extrémités  des  lames  en  les  posant  sur  le  fond  du  godet, 
et  les  faces  extérieures  ne  se  couvrent  pas  d'encre. 

Le  tire-ligne  se  tient  de  manière  que  les  deux  lames  reposent  bien 
uniformément  sur  le  papier,  et  qu'il  soit  vertical  ou  très-légèrement 
penché  du  côté  vers  lequel  on  trace  la  ligrte,  et  on  le  promène  lente- 
ment parallèlement  à  la  règle  en  n'appuyant  que  légèrement  sur  le  pa- 
pier et  contre  la  règle.  Après  s'en  être  servi,  on  le  suce  pour  enlever 
l'encre  qu'il  contient,  on  l'essuie  avec  soin,  et,  les  lames  écartées,  on  le 
renferme  dans  la  boîte.  Chaque  fois  qu'on  veut  recommencer  à  se  servir 
d'un  tire-ligne,  on  en  suce  la  pointe,  ou  au  moins  on  la  trempe  légère- 
ment dans  l'eau;  l'encre  de  Chine  monte  mieux  entre  les  lames  ainsi 
décapées  et  humectées. 

Comme  l'encre  de  Chine  sèche  très-vite,  il  faut  la  renouveler  souvent 
dans  le  tire-ligne  et  il  est  bon  de  la  couvrir  dans  le  godet  pour  éviter 
son  épaississement  trop  rapide. 

Quand  les  pointes  du  tire-ligne  sont  émoussées  par  suite  de  l'usure 
ou  d'un  accident,  on  n'en  obtient  plus  que  des  lignes  très-irrégulières. 
Pour  rajuster  instrument,  les  lames  étant  rapprochées  à  l'aide  de  la 
vis,  on  égalise  leur  longueur  en  frottant  le  bout  sur  une  ardoise  ou 
mieux  sur  une  feuille  de  papier  d'émeri  à  la  marque  00  du  commerce; 
puis  on  arrondit  le  bout  en  faisant  décrire  une  demi-circonférence  au 
manche  du  tire^ligne. 
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Si  la  vis  devenait  difficile  à  tourner,  on  la  lubrifierait  avec  une  très- 
légère  goutte  d'huile  non  siccative,  telle  que  Thuile  de  pied  de  bœuf. 

1044.  Les  crayons  de  mine  de  plomb  sont  les  seuls  employés  pour 
le  dessin  linéaire;  ils  doivent  être  d'un  grain  fin  et  homogène,  et  tracer 
deslipes  également  noires;  on  doit  pouvoir  les  taiUer  fin  sans  les  cas- 
ser. Ceux  du  n*  3  lignes  sont  les  plus  convenables;  pour  les  croquis  et 
le  dessin  pittoresque  ou  d'ornement  on  emploie  ceux  des  n*"  1  et  2  des- 
sbiy  qui  sont  moins  fermes.  On  donne  ordinairement  la  préférence  aux 
crayons  Conté;  mais  les  crayons  Gilbert ^  Faber  et  Walter  sont  très- 
employés. 

Le  classement  des  crayons  se  fait  d'après  leur  dureté,  les  tendres  por- 
tent le  n'  4  ;  mais  il  varie  quelquefois  notablement  d'un  fabricçint  à 
l'autre;  voici  celui  des  crayons  Gilbert  : 

N*  i  (BB)    très-noir  et  tendre  pour  ombrer.  ' 

N*  0  (HB)    dur  et  noir  pour  écrire  et  dessiner. 

N*  i  (F)       pour  ombrer  moins  noir. 

N*  3  (H)       dur  pour  les  bureaux. 

N*"  4  (HH)    plus  dur  pour  les  ingénieurs. 

N*  5  (HHH)  très-dur  td. 

Le  n*  4  (HH)  nous  fait  un  très-bon  usage. 

4048.  L'encre  de  Chine  n'est  autre  chose  que  du  noir  de  fumée  ag- 
glutiné avec  une  colle  de  gomme  et  de  gélatine.  Sa  qualité  dépend  sur- 
tout du  dégraissage  complet  du  noir,  auquel  on  peut  suppléer  en  partie 
en  versant  la  teinte  d'encre  dans  une  petite  cuve  en  papier  h  gros  grains, 
et  en  la  faisant  rouler  sur  les  parties  encore  sèches  du  fond.  La  plus 
grande  partie  du  noir  gras  qui  forme  une  couche  terne  à  la  surface  de 
la  teinte  reste  adhérente  au  papier. 

L'encre  de  Chine,  qui  est  la  plus  importante  des  couleurs  employées 
pour  le  dessin,  doit  être  choisie  de  la  meilleure  qualité  possible.  Elle 
doit  être  très-dure  et  a  cassure  luisante  et  d'un  éclat  métallique. 

En  frottant  l'extrémité  d'un  bâton  d'encre  de  Chine  sur  l'ongle  hu- 
mecté, elle  doit  s'y  étendre  sans  le  rayer,  c'est-à-dire  qu'elle  doit  être 
unie  et  sans  gravier,  et  la  tache  noire  qui  en  résulte  doit  sécher  rapi- 
dement, et  être  luisante  avec  reflet  bronzé.  Si  au  contraire  l'encre  est 
raboteuse  et  d'un  noir  mat,  elle  est  de  très-médiocre  qualité. 

Quand  on  délaye  de  l'encre  de  Chine,  il  faut  frotter  légèrement  le  bout 
du  bâton  sur  le  fond  du  godet  en  porcelaine,  qui  doit  être  bien  lisse,  et 
éviter  tout  mouvement  brusque  ou  choc  qui  pourrait  détacher  du  bâton 
de  l'encre  mal  délayée. 

Si  l'encre  délayée  est  trop  épaisse,  elle  ne  coule  pas  assez  vite  pour  le 
mouvement  du  tire-ligne;  si  elle  est  trop  claire,  les  traits  ne  sont  pas 
assez  apparents;  dans  les  deux  cas  les  lignes  manquent  de  netteté. 

Il  faut  essuyer  le  bâton  d'encre  de  Chine  après  s'en  être  servi  ;  sans 
quoi  son  extrémité  se  gerce  en  séchant,  et  quand  on  s'en  sert  de  nou- 
veau, il  s'en  détache  des  parcelles  et  le  délayage  se  fait  mal.  Le  linge 
employé  ne  doit  pas  laisser  de  duvet  adhérent  à  l'extrémité  du  bâton.  ^ 
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VencTO  qui  a  séché  dans  le  godet,  ne  doit  pas  être  enqil^ée  une  se- 
conde fois;  elle  se  délaye  mal,  eaule  dificilement  dans  le  tiee-lîgne,  et 
de  plus  elle  a  perdu  sa  qualité  indélébile;  ainsi  en  lavant  par  dessus  les 
lignes  qui  en  sont  tracées,  elles  déteignent  et  salissent  le  dessin. 

L*enere  ordinaire  à  écrire  attaque  les  palettes  du  tire-ligne»  ooula 
trop  fort  et  ne  peut  donner  des  traits  uns  et  purs. 

I4>4B.  Les  pineeaux  dont,  on  fait  ordinairement  usa^  pour  le  lavia 
sont  montés  dans  une  plume  de  cygne  qui  a  de  0",00&  à  0*^007  de  dia- 
mètre intérieur  près  du  piaceau.  Les  meilleurs  sont  en  poil  de  martna; 
ils  sont  plus  fermes  et  plus  élastiques  que  ceux  en  petit  gris;  uitde  ces 
derniers  du  prix  de  i  fr.  50  vaut  environ  o  fr.  en  poil  de  martre. 

Prenant  un  pinceau  par  Textréraité  supérieure  de  La  plume,  le  trem- 
pant dans  un  verre  d'eau,  puis  Le  secouant  en  frappant  Tautre  extMtuiia 
de  la  plume  sur  le  doigt,  il  doit  faire  parfaitement  la  pointe.  De  plus,  si 
après  ravoir  trempé  dans  Tcau  on  le  courbe  en  Tappuyant  sur  le  bord 
du  verre,  et  qu'on  le  fasse  glisser,  en  quittant  le  verre  il  doit  reprendre 
subitement  sa  forme  primitive.  Si  à  ces  deux  épreuves  le  pinceau  se 
déforme,  et  si  au  lieu  de  faire  la  pointe  il  fait  la  fourche,  c'est  qu'il  a 
été  mal  fabriqué  ou  qu'il  manque  d'élasticité. 

Pour  se  servir  d'un  pinceau,  on  le  garnit  d'une  hampe,  petit  manche 
en  bois,  en  ivoire  ou  en  pointe  de  porc*épie,  et  pour  exécuter  un  lavis» 
il  est  nécessaire  d'avoir  deux  pinceaux  montés  sur  La  môme  hampe  ; 
l'un,  celui  qui  fait  le  mieux  la  pointe,  pour  poser  les  teintes,  et  l'auti» 
pour  y  ajouter  l'eau  nécessaire  pour  les  fondre  et  lea  adoucir.  Ce  der- 
nier ne  doit  jamais,  servir  à  prmidre  une  teinte,  il  doit  toujours  restftP 
propre  et  trempé  d'eau,  afin  qu'il  soit  tout  prêt  quand  on  en  veut  faira 
usage.  11  faut  éviter  de  se  servir  d*un  bon  pinceau  pour  délayer  dâ» 
couleurs. 

Après  s'être  servi  d'un  pinceau»  il  faut  le  laver  ai^c  soin  dans  de  l'eau 
claire,  et  le  secouer  légèrement  pour  chasser  l'eau  qu*il  conticoit  et  lui. 
faire  reprendre  sa  pointe;  sans  ceLa,  il  se  déforme  en  séchant,  il  est 
difficile  à  nettoyer  quand  on  vent  s'en  servir  de  nou\H3au,  et  bientùt  on 
ne  peut  plus  l'employer  pour  des  dessins  soignés. 

1047.  Le  papier  employé  pour  le  dessin  linéaire  doit  avoir  le  plus 
d'épaisseur  possible,  être  d'un  grain  fin  et  être  bien  collé.  Le  papier  à  /a 
forme,  qui  est  fait  feuille  par  feuille,  est  préférable  k  celui  fabriqué  à. 
ia  mécanique^  qui  ne  résiste  pas  assez  au  frottement  de  la  gomme  élas- 
tique.  Les  feuilles  de  papier  a  la  forme  se  distinguent  par  leun»  bords 
minces  et  inégaux  appelés  ébarbvres.  Celles  de  papier  à  la  mécanique 
sont  coupées  nettement  sur  tout  leur  contour. 

Le  papier  à  la  forme  qui  porte  des  tUagrammos  transparenta  paml- 
lèlcs  et  espacés  de  0",03  environ  est  dit  vergé. 

Ccst  surtout  quand  il  s'agit  d'exécuter  ua  lavis  soigné  qu'il  fiaui  ap^- 
porter  une  grande  attention  dana  le  choix  et.la.codasenv^ition  du  papier. 
Le  grand^aigle  vergé  convient  pour  les  études  simples^,  et.  le  grandr* 
aigle  vélin,  à  grain»  est  préférable  pour  les  dessins  plus  compliqués, 
il  doit  être  sans  taches  ni  grattures,  d'une  épaisseur  uniforme,  d'ur 
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giain  un  et  r^ulier,.  ot  de  plus  être  bien  H  unifonnéitteiit  coUé.  Le 
pqiier  à  la  marque  WJiatinaa  est  tro^-eniployé,  mais  il  o»à(te  moitié  ca 
ms  an  papier  ver^ 

Dimeff^ions  des  fpmUe^  êepoj^er  emplotfées  pour  le  étesshr: 


Grand-monde. 

i-,22 

sur   0",90 

JésuBk- 

0%7Û.  sur  ^aô 

«caiidMgle.  . 

l  ,05 

«r,Jo 

Grand^reiflin.  . 

0  ^k           ^  ,49 

Plombier.  .  . 

»,8& 

0  ,65 

Petitrniisîiu .  . 

0  ,5».           »•  ,4» 

C]iapelet.  .  .  . 

»,ao 

0  ,S8 

Carre.  .  .  .  .  . 

«>  ,»:i          0^  ,Aa 

iT 


Ces  papiers,  goiIBBIo  le  papier  ovcUnatre  k  écrire,  dit  papier  écolier^  se 
lirreatau  eommerce  en  mains  de  25  feuilles  et  en  rames  de  20  mains. 
1048»  La  planche  à  dess^iner  doit  être  en  bois  tendre  et  bon^ogène, 
tel  que  le  peuplier  et  le  tilleul;  elle  est 
^***  *^^"  emboîtée  en  hêtre  ou  en  chêne,  et  elle 

doit  être  parfaitement  plane.  De  plus,  ses 
côtés  doivent  être  bien  dressés  et  perpen- 
diculaires entre  eux  si  Ton  veut  faire  usage 
du  té. 

L-c  té  est  composé  d'une  règle  bien  ajus- 
iée  à  an^le  droit  sur  une  tête  plus  épaissii 
forn^ant  une  joue  qui  s'appuie  conslam- 
ïuenl  roAire  k»  bords  de  la  planche.  Le  té,  en  remplaçant  la  règh^  et 
réqueiTO,  permet  de  tracer  très-rapidement  des  droites  parallèles  el 
perpendiculaires  entre  ellc.«.  C'est  surtout  en  architecture  qu'il  est  trè.s- 
employé. 

DESSIN   UNÉAmK. 

1M8.  i)è:<  que  le  dessin  exige  quelque  précision,  et  surtout  s'il  doit 
recevoir  des  teintes  de  quelque  étendue  posées  avec  le  pinceau,  lo  par 
pier  doit  être  collé  sur  la  planche  à  l'aide  di'  la  colle  à  bouche. 

Pour  coller  une  feuille  de  papiei-,  on  l'étalé  sur  la  planche;  avec  uue 
éponge  fine  imbibée  d'eau,  on  en  mouille  toute  la  surface,  k  lexoeptioA 
d'une  bande  de  û",03  environ  tout  autour;  quand  le  papier  est  bien  pé- 
nétré par  l'eau  et  qu'il  n'est  plus  mouillé,  on  passe  l'éponge  exprimée 
sur  la  bande  de  0'",03,  en  évitant  de  trop  humecter  celle-ci,  car  mouillée 
eafiore  par  la  colle  k  bouche,  elle  sécherait  plus  lentement  que  le  centre 
de  la  feuille,  et  le  papier  se  décollerait. 

La  feuille  étant  convenablement  humide,  on  la  retourne  de  manière 
que  la  face  mouillée  soit  appliquée  sur  la  planche;  alors,  k  l'aide  du 
bâton  de  colle  k  bouche  humecté  d'eau  ou  mieux  de  salive,  on  com- 
niencc  par  coller  la  feuille  sur  une  étendue  de  0*,03  a  0~,04  vers  le 
Qùlieu  d'un  de  ses  petits  côtés;  on  en  fait  autant  au  milieu  du  côté  op- 
posé; pois  successivement,  en  tendant  toujours  coavenablomcnt  la 
ffiuiUe,  aux  milieux  des  grands  côtés  et  aux  quatra  angles,,  et  enfin  on 
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colle  les  parties  intermédiaires.  La  surface  du  bâton  de  colle  étantrendue 
convenablement  gluante  en  le  trempant  dans  Teau  ou  en  Fagitant  entre 
les  lèvres,  on  en  frotte  le  dessous  du  papier  sur  une  laideur  de  0*,006 
environ  ;  on  applique  sur  la  planche  la  partie  de  papier  lubrifiée,  et 
dessus  on  pose  un  morceau  de  papier  un  peu  fort,  sur  lequel  on  frolU* 
vivement  avec  Fongle  ou  avec  tout  autre  corps  dur,  tel  qu'un  couteau  à 
papier  ou  un  manche  de  canif. 

Plus  Topération  du  collage  est  faite  rapidement,  moins  le  papier  est 
sujet  à  goder.  Une  fois  la  feuille  collée,  on  la  laisse  bien  sécher,  et  len- 
tement; une  trop  forte  chaleur  pourrait  la  faire  décoller,  en  la  tendant 
trop  brusquement  avant  que  la  colle  fût  sèche. 

1050.  Tracé  des  directrices.  Quand  la  feuille  de  papier  est  sèche,  de 
ses  quatre  sommets  A,  B  C,  D  comme  centres,  avec  un  même  rayon  un 
peu  plus  grand  que  la  moitié  de  AD,  on  décrit  quatre  arcs  de  cercle  qui 

se  coupent  deux  à  deux  en  E,  F;  de 
*^'  ces  points  obtenus  comme  centres, 

A n        avec  un  même  rayon  plus  grand  que 


(.>' 


-^^ 


hY 


-^-- 


-K 
-M 


la  moitié  de  EF,  on  décrit  quatre  au- 
tres arcs  de  cercle  qui  se  coupent  en 
G  et  H.  Menant  EF,  GH,  ces  droites, 
appelées  directrices,  sont  perpendi- 
culaires entre  elles  (973),  elles  divi- 
sent la  feuille  de  papier  en  4  parties 
à  peu  près  égales,  et  elles  sont  d'un 
grand   secours,   tant  pour  disposer 
convenablement  les  différentes  parties  du  dessin  sur  la  feuille,  que  pour 
donner  de  Texactitude  au  dessin  lui-même.  Les  directrices  se  tracent  au 
crayon  seulement,  et  on  les  efface  quand  le  dessin  est  passé  à  Fencre. 

Les  lignes  d'un  dessin  de  machine,  et  surtout  d'architecture,  jetant 
pour  la  plupart  parallèles  et  perpendiculaires  entre  elles,  on  les  dispose 
sur  la  feuille  dc»manière  qu'elles  soient  parallèles  aux  axes  EF,  GH,  et 
pour  tracer  Tune  quelconque  IK  de  ces  lignes,  on  mène  toujours  une 
parallèle  à  Taxe  EF,  et  non  à  une  droite  LM  tracée  précédemment,  afin 
de  ne  pas  ajouter  k  l'erreur  qui  a  pu  être  commise  en  menant  la  paral- 
lèle LM,  (îelle  que  Ton  peut  commettre  en  traçant  IK  (977).  Sans  cette 
précaution,  on  s'expose,  après  avoir  mené  quelques  lignes,  à  avoir  des 
droites  qui  s'écartent  sensiblement  du  parallélisme,  et  le  dessin  est  très- 
inexact. 

Quand  on  a  plusieurs  parallèles  à  mener,  il  convient  de  fixer  la  posi- 
tion de  chacune  d'elles  par  un  point,  puis  de  les  tracer  toutes  sans  que 
réquerre  mobile  cesse  d'être  en  contact  avec  la  règle  ou  l'équerrc  ûxe; 
on  n'a  ainsi  qu'une  seule  fois  à  faire  coïncider  l'arête  de  Téquerre  avec 
l'axe  EF  ou  GH. 

Quand  on  fait  usage  du  té  (1048),  les  directrices  n'ont  plus  la  même 
importance,  puisqu'elles  ne  servent  alors  qu'à  diviser  la  feuille  de  ^ 
pier  en  4  parties  à  peu  près  égales;  aussi  se  dispense-t-on  souvent  de 
les  tracer,  et  dans  le  cas  contraire  on  les  trace  directement  avec  le  1^, 
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nns  les  déterminer  par  des  arcs  de  cercle,  on  les  place  seulement  le 
mieux  possible  an  milieu  de  la  feuille  de  papier. 

1081.  Échelle  du  dessin.  Lorsque  Tobjet  (ju'on  représente  est  de  pe- 
tite dimension,  chacune  de  ses  piirties  est  représentée  en  vraie  gran- 
deur par  le  dessin,  et  Ton  dit  que  le  dessin  est  de  grandeur  naturelle 
ou  de  candeur  d^ exécution;  cette  dernière  expression  est  surtout  usitée 
dans  les  ateliers. 

Lorsque  les  objets  qu*on  représente  sont  de  grandes  dimensions,  on 
ne  peut  plus  les  représenter  en  vraie  grandeur  sur  la  feuille  de  papier; 
alors  le  dessin  n*est  qu'une  figure  semblable  à  l'objet,  c'est-à-dire  que 
le  rapport  de  chaque  dimension  du  dessin  à  la  dimension  correspon- 

4     14 

dante de  l'objet  est  constant  (998).  Selon  que  ce  rapport  est  -,  -,  --..., 

1    i     i 
on  dit  que  le  dessin  est  à  Véchelle  de  -,  -,  -tr."  ^^^^  ^^  pratique,  selon 

M    5    lu 

qu'an  mètre  de  longueur  est  représenté  sur  le  dessin  par  4  décimètre, 
f  centimètre,  23  centimètres,  1  millimètre,  etc.,  au  lieu  de  dire  que  l'é- 

14      4       4 
chelle  est  de  iÂ»  ïââj  i»  tsâô'  ^*^-»  ^"  ^'*  '®  P^^^  souvent  qu'elle  est 

de  !  décimètre^  4  centimètre j  25  centimètres,  4  millimètre,  etc.,  pour 
mèlre.  ^ 

Quand  l'objet  qu'on  représente  est  très-petit  et  très-détaillé,  pour  la 
clarté  du  dessin,  on  adopte  un  rapport  d'échelle  plus  grand  que  4,  et 
selon  que  ce  rapport  est  égal  à  2,  3,  4...,  on  dit  que  le  dessin  est  au 
double,  triple,  quadruple.,,  de  grandeur  naturelle  ou  de  grandeur  d'exé- 
cution. 
L'échelle  d'un  dessin  se  trace  au  bas  de  la  feuille,  et  on  la  représente 

par  une  ligne  droite 
sur  laquelle  on  porte 
c  A  B  ^es  longueurs  égales 

*•*  '^"'*[, 1 2  j  4        P      représentant  chacune 

un  décimètre,  un  mè- 
tre, 400  mètres,  etc., 

selon  les  dimensions  de  l'objet  représenté.  L'échelle  étant  de  j^  {Jig  229j, 

chacune  de  ses  divisions   est  égale  à  un  centimètre  et  représente 
an  mètre. 
Le  0  de  l'échelle  se  place  au  premier  point  de  division  A,  et  l'on  di- 

1 
▼ise  l'intervalle  AC  en  40  parties  égales,  représentant  chacune  —  de 

l'unité  figurée  par  AB;  c'est  un  décimètre  dans  la  figure. 

Pendant  l'exécution  du  dessin,  l'échelle  sert  a  donner  à  toutes  ses 
parties  les  dimensions  convenables,  et  après  elle  permet  de  retrouver 
les  dimensions  de  chacune  des  parties  du  dessin  ou  mieux  de  l'objet 
représenté.  Ainsi,  ouvrant  les  branches  d'un  compas  d'une  quantité 
^pleàl'une  des  dimensions  du  dessin,  et  faisant  glisser  Tune  des  pointes 
jusqu'à  ce  qu'étant  placé  en  un  point  de  division  de  l'échelle,  l'autre 


Fif.  229. 
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pointe  tombe  entre  A  et  C,  le  nombre  de  mètres  indiqué  par  ia  pramièBe 
pointe,  plus  le  nombre  de  décimètres  et  parties  de  décimèlKe  indiiiiié 
par  la  seconde  pointe,  cs^t  la  dimension  de  Tobjet  figuré  «itr  le  de^ein 
par  Touvepture  du  comfMus;  par  ««emple,  cette  dimenmon  est  de  il^^iS» 
si  la  première  pointe  étant  placée  au  noialire  A  de  réciielle,  la  seconda 
tombe  au  imlinu  de  TiniervaUe  des  dini8ion8  3>et4  de  AiG  k  partir  en 
point  A. 

Les  fractions  des  inlervalles  des  diviaions  de  àC  me  fieiAvoïkt  être 
qu'apf^roximatives,  et  Ton  conçoit  qu'on  peut  oenunettre  de  ^aves  er- 
reurs quand  le  rapport  de  Téchelle  est  très-petit,  comme  pottr  les  traeéit 
de  routes,  chemins  de  fer  ou  canaux,  et  «a  général  pour  tous  les  plana 
topographiques.  Afin  d'obtenir  plus  d'exactitude,  on  adopte  la  dispos!* 

tien  do  la^^r.  230,  qui  représente  une  échelle  de  mqââ»  soit2  cpntimèlros 

pour  100  mètres. 
Âuai  points  €,  A,  B...  oa  élève  des  perpeodiculaipes  à  CB;  aur  Ak'  o» 


Fig.  230. 


rt  r 


«\  m  «>  911 


J 


porte  10  longueurs  égales,  et  par  les  points  de  division  on  mène  des  pa- 
rallèles à  GB;  on  prend  A'a  égal  au  dixième  de  X'C  ou  de  AC;  on  joint 
Aa,  et  par  tous  les  points  de  division  de  AC  on  mène  des  parallèles  à  \a. 
Une  oblique  quelconque  Aa  s'écartant  de  la  perpendiculaire  AA'  menée 

{ 
par  son  pied  de  quantités  qui  augmentent  de  —  de  A'a  (de  1  mètre  dans 

la  figure)  en  passant  d'une  parallèle  a  CB  ii  la  voisine,  cette  échelle, 
bien  exèoutée,  donne  exactement  les  dixièmes  de  A'a,  i^  approximatt- 
voment  une  fraction  de  ces  dixièmes. 

Ayant  ouvert  les  brancliesdu  oompaa  d'une  quantité  égaie  à.unc  di- 
mension du  dessin,  on  place  une  des  pointes  sur  un  point  de  division 
de  AB,  de  manière  que  l'atitre  pointe  tontbe  en  A  et  C;  puis,  en  tenant 
toujours  la  première  polnle  sur  la  perpendiculaire  à  AB,  on  fait  monter 
le  compas  parallèlement  à  lui-même  jusqu'il  ce  que  la  seconde  pointt^ 
rancontpe  une  oblique  à  AC.  -Bupposanl^  qu'^après  ce  moujvemant  Time 
des  pointes  soit  en  o  et  l'autre  en  h,  la  dimenaion  cherchée  «est  de 
i90  +  iO  +  6  =  St46  mètres;  les  £00  mètres  ^oat  indiqués  par  ia  fiar^ 
pendtcolaire  o,  les  40  mètres  par  l'oblique  A,  et  les  6  mèiiiea  (par  Ja  pe^ 
rallèle  à  AB.  Si  la  scconde.pointe  avait  rencontré  l'oblique  ft«ntfe<li^st^. 
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par  la  distance  du  point  de  rencontre  an  pomt  %,  on  ffnrait  jugé  approxi- 
mativement le  nombre  de  décimètres  qn*il  faut  ajouter  *à  846  mètres 
pomr  avoir  la  dimension  cherchée. 

Il  convient  que  les  échelles  soient  tracées  sur  lafeuîlîeméme  du  des- 
sin, afra  que  les  retraite  on  altongements  du  papier  ^e  ftissent  indis- 
tinctement sentir  sur  le  dessin  et  sur  les  écîïeHes.  'La  pins  grande  va- 
riation du  papier  se  produit  quand  on  coupe  lu  feuille,  qu'on  avait  es 
la  précaution  de  coller  sur  une  planche,  afin  de  la  bien  tendre  pour  fti- 
cilitpr  Texécution  du  dessin. 

Cependant  les  échelles  iopograpkiques  [jfig.  990}  sont  généralement 
(gravées  avec  le  plus  grand  soin  sur  des  règles  en  cuivre  ou  en  rvoire. 

liMSÎ.  Quoique  l'échelle  permette  de  trouver  les  dimensions  des  dif- 
férentes parties  d'un  dessin,  en  mécanique  et  en  architecture  on  écrit 
ces  dimensions  sur  les  objets  représentés;  elles  prennent  le  nom  de 
cotes,  et  un  dessin  doit  en  général  être  coté  avec  le  plus  grand  soin 
avant  d'être  remis  au  constructeur,  pour  lui  faciliter  son  travail  et  évi- 
ter les  erreurs. 

WB.  Ocmnd  les  directrices  et  Téchelle  sont  tracées,  on  fait  le  desstJi 
m^cray&n,  complètement  et  btcc  exactitude;  sans  quoi  on  s'expose  ii 
finre  des  erreurs  en  passant  à  Tencre,  et  en  somme  on  ne  gagne  rien 
fomme  temps.  Il  faut  éviter  de  trop  se  servir  de  la  gomme,  qui  graisse 
1p  papier  et  empêche  Tencre  de  Chine  de  marquer. 

Bans  Texécution  d'un  dessin,  il  est  important  de  commencer  par  éta- 
blir avec  soin  dans  les  proportions  voulues 'les  lignes  principales,  tettcK 
qne  celles  de  plus  grande  hauteur  et  de  plus  grande  largeur.  Elles  dé- 
terminent les  points  extrêmes  et  principaux,  qui  sencnt  avec  elles  de 
guide  pour  tous  les  détails  du  dessin. 

WS4.  En  fossamt  tm  dessin  à  Venore,  on  suit  le  même  ordre  d'exé- 
cution que  pour  l'esquisse  au  crayon;  on  répète  ainsi  les  mêmes  con- 
structions, et  Ton  «'aperçoit  plus  facilement  d'une  erreur  qu'on  a  pu 
cmniaettre  dans  le  travail  au  crayon.  On  doit  s'attacher  à  faire  les  lignes 
<^lc8  dans  toute  leur  étendue,  convenablement  fines,  et  d'une  teinte 
H>ncre  uniforme  pour  tout  le  dessin. 

Le  n^oi^  des  courbes  entre  elles  ou  des  courbes  avec  des  droites 
doit  dtre  sens  pli  wij&rrëL  Aussi,  quand  on  a  a  raccorder  une  courbe 
avec  une  droite,  doit-on  tracer  lu  courbe  avant  la  droite. 

C'est  toujours  un  inconvénient  que  de  gratter  sur  un  dessin,  et  quand 
il  y  a  nécessité  de  le  faire,  il  convient  d'attendre  que  le  dessin  soit  coni- 
plétement  passé  ii  Tencrc;  car  aux  endroits  grattés  le  papier  boirait,  et 
(«soignes  qu'on  yiraceraît  ne  seraient  pas  nettes. 

C'est  surtout  quand  le  dessin  doit  être  lavé  qu'il  faut  éviter  de  gratter 
on  de «e  servir  de  la  gomme-ponce;  le  papier  absorberait  la  teinte  aux 
endroits  grattés  ou  efiiicés,  et  il  en  résulterait  des  taches  qu'on  ne  pour- 
rait réparer.  Dans  ce  cas,  avec  une  éponge  douce  imbibée  d'eau  très- 
'laire,  on  forme  unegootte  reeoiivrant  totalement  la  partie  h  effacer,  et 
«pand  eelk-Ksi  eut  convenablement  détrompée,  c'eet-îv-dire  après  2  ou 
3  mimite»,  on  passe  l'éponge  dessus,  légèrement  et  à  plusieurs  reprises. 
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jusqu'à  ce  qu*elle  ait  disparu  ;  alors  on  lave  la  place  avec  de  l'eau  très- 
claire,  et  on  laisse  sécher  le  papier. 

Comme  cette  opération  altère  le  papier,  il  est  l>on  d'encoller  la  partie 
épongée,  au  moyen  d'une  légère  eau  d'alun,  qu'on  passe  dessus  à  l'aide 
d'un  pinceau.  Cette  dissolution  se  prépare  en  mettant  dans  un  verre  on 
morceau  d  alun  avec  une  petite  quantité  d'eau,  et  en  remuant  jusqu'à  ce 
que  celle-ci  prenne  une  saveur  saline  assez  prononcée.  Une  dissolution 
trop  chargée  donne  un  dessin  sec  et  dur,  et  trop  faible  elle  n  empêche 
pas  le  papier  d'absorber  les  teintes. 

I0)S5.  La  forme  et  les  dimensions  des  corps  se  représentent  en  géDé- 
ral  par  les  projections  de  leurs  lignes  de  contour  sur  deux  ou  un  plus 
grand  nombre  de  plans,  en  ayant  recours  à  des  traits  de  force  ou  à  des 
cnibres,  qui  permettent  de  distinguer  facilement  les  pleins,  les  creux, 
les  saillies,  en  un  mot  tout  le  relief  des  corps. 

Le  plan  d'une  machine,  d'un  bâtiment,  d'un  terrain,  etc.,  est  la  pro- 
jection, sur  un  plan  horizontal,  de  la  machine,  du  bâtiment,  du  ter- 
rain, etc. 

La  projection  sur  un  plan  vertical,  d'une  machine,  d'un  bâtiment,  etc., 
est  appelée  élévation^  que  l'on  désigne  souvent  sous  le  nom  de  vue;  l'é- 
lévation ou  la  vue  est  dite  de  face  quand  elle  est  la  projection  de  la  face 
principale;  elle  est  au  contraire  dite  de  côté  ou  latérale ^  quand  elle  est 
la  projection  d'une  face  latérale. 

La  section  faite  par  un  plan  est  dite  horizontale  ou  verticale,  selon 
que  ce  plan  est  horizontal  ou  vertical.  Une  coupe  verticale  est  encore 
dite  longitudinale  ou  transversale^  selon  le  sens  suivant  lequel  elle  est 
faite  dans  l'objet  qu'on  représente. 

La  coupe  verticale  d'un  terrain  se  nomme  profil.  Le  profil  fait  suivant 
Taxe  d'une  route,  par  exemple,  se  nomme  profil  en  long;  ceux  faifc 
transversalement  sont  des  profils  en  travers. 
4056.  En  dessin  géomctral,  on  suppose  que  la  source  lumineuse  est 

le  soleil,  et  qu'elle  est  située  à  Tin- 
fini,  c'est-à-dire  que  ses  rayons 
sont  parallèles  entre  eux.  On  sup- 
pose de  plus  que  les  rayons  lumi- 
neux arrivent  inclinés  de  haut  en 
\  bas,  de  gauche  à  droite  et  de  l'ar- 

46*r.  rière  à  l'avant  du  spectateur,  cl 

'"^  T  que  de  plus  si  Ib  et  l'b'  sont  les 
projections  d'un  rayon,  ces  droites 
font  des  angles  de  45*  avec  la  ligne 
de  terre  LT.  Ainsi  les  rayons  lumi- 
neux sont  parallèles  à  la  diagonale 
d'un  cube  dont  une  face  est  paral- 
^  lèle  au  plan  horizontal  et  une  autre 

au  plan  vertical. 

Diaprés  ces  conventions,  ayant  les  projections  d'un  corps,  il  est  tou* 
loian  facile  de  déterminer  quelles  sont  celles  de  ses  faces  qui  sontéclai* 


o'  9' 


II" 

— '1; 

•:-3 

h^l 

/ 


Digitized  by  VjOOQIC 


MOTIONS  DE  DESSIN. 


337 


Fig.  232. 
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réeSf  et  par  suite  de  tracer  les  trait»-  de  force,  que  Ton  place  sur  les 
arêtes  saillantes  qui  séparent  une  face  éclairée  d'une  face  qui  est  dans 
rombre.  Ainsi  Tauge  représentée  par  la^^r.  231  a  en  projection  hori- 
zontale des  traits  de  force  sur  les  arêtes  bc,  cd,  gh^  giy  et  en  projection 
verticale  sur  les  arêtes  b'f,  J'e'\  toutes  les  autres  arêtes  sont  en  traits 
fins.  Les  arêtes  en  creux,  telles  que  km^mn^  kg,.,  sont  toujours  en  traits 
fins.  Les  arêtes  cachées,  telles  que  e/,  Ar'm'...  sont  en  lignes  pointées. 

Les  traits  de  force  sont  motivés  par  la  considération  que  Ton  admet 
qu'il  n'y  a  pas  d'arêtes  vives  dans  la  nature,  qu'elles  sont  toutes  plus  ou 
moins  arrondies,  et  que  par  suite  quand  elles  séparent  deux  faces,  l'une 
éclairée  et  l'autre  dans  l'ombre,  elles  sont  privées  de  lumière  et  se  pro- 
jettent suivant  de  petites  bandes  noires. 

Gomme  on  le  voit  dans  l^fig,  231,  les  traits  de  force  montrent  bien 
si  une  partie  du  corps  représenté  est  en  creux  ou  en  relief. 

Lorsque  deux  faces  adjacentes  d'un  coq)s  sont  parallèles  au  rayon  lu- 
mineux, on  met  un  trait  de  force  sur  leur  arête  commune,  afin  que  le 
dessin  rende  mieux  le  relief,  quoique  cette  arête  ne  soit  réellement  pas 
dans  l'ombre. 
La  fig.  232  représente  un  cylindre  creux  avec  l'application  des  traits 
de  force.  En  menant  a  la  base  des  tangentes  pa- 
rallèles à  la  projection  horizontale  ri  du  rayon 
lumineux,  on  a  les  limites  a,  6,  c,  d,  des  traits 
de  force;  quand  la  base  est  circulaire,  ces  li- 
mites sont  mieux  et  plus  facilement  détermi- 
nées en  menant  par  le  centre  une  droite  ah 
perpendiculaire  à  ri,  et  par  suite  faisant  un 
angle  de  45'  avec  LT.  Les  traits  de  force  se  ter^ 
minent  en  s'amincissant,  et  se  raccordent  avec 
les  traits  fins  en  arrivant  à  la  ligne  ab. 

La  ligne  ^qui  limite  la  projection  d'une  par- 
tie arrondie,  sans  être  la  projection  d'une  arête 
saillante  séparant  une  surface  éclairée  d'une 
surface  dans  l'ombre,  ne  doit  pas  recevoir  de 
trait  de  force;  cela  permet  de  distinguer  de 
suite,  à  la  simple  inspection  d'une  projection,  si  la  section  de  la  pièce 
est  polygonale  ou  courbe. 

gf  est  un  trait  de  force,  qu'il  convient  d'amincir  aux  extrémités,  afin 
de  faire  sentir  le  relief  qu'a  le  corps  vers  son  milieu.  C'est  également 
pour  faire  sentir  le  relief  des  pièces  ou  des  parties  de  pièces  l'une  sur 
l'autre,  que  dans  l'ensemble  d'un  dessin  les  traits  de  force  devraient 
être  d'autant  plus  faibles  qu'ils  représentent  des  arêtes  plus  éloignées 
pour  la  projection  verticale  et  situées  plus  bas  pour  îa  projection  hori- 
zontale. C'est  ce  qu'on  néglige  le  plus  souvent  de  faire  dans  la  pratique. 
1037.  Ordinairement  les  écritures  d'un  dessin  sont  en  «  CAPITALE  » 
pour  le  titre  général  du  dessin,  en  «  Romaine  »  pour  le  titre  particu- 
lier de  chaque  dessin,  et  en  «  Italique  »  pour  les  écritures  à  l'intérieur, 
telles  que  légendes  ou  notes.  La  position  et  la  hauteur  des  écritures  se 
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déterminent  par  deux  lignes  parallèles  tracées  an  crayon,  ^  un  deasi* 
nateur  qui  n'est  pa»  liabik  écrivain  doit  les»  esquisser  au  crayon  avant 
de  les  faire  à  Tencre. 

la^d.  Copie  des  dessins.  Si  le  dessin  doit  être  reprodint  à  la  imème 
échelle,  il  Faidc  du  compas  on  rapporte  successivemont  >sur  la  feuille 
de  papier,  Ics^axes,  les  points  principaux,  puis  les  détails.  Quand  le 
dessin  e^  terminé  au  crayon,  on  le  passe  à  Tencre. 

Quand  dans  un  dessin  à  reproduire  il  y  a  un  conÉoiur  sinueux  qui 
n*a  rien  de  géométrique,  on  a  recours  à  une  droite  du-debsin  ou,  si  cela 
est  utile,  à  une  droite  auxiliaire,  sur  laquelle  on  abaisso  des  perpendi^ 
culaires  d*autaat  de  points  du  contour  qu'il  est  nécessitire.  Ayant  ro* 
produit  la  droite  et  les  perpendiculaires,  on  a  des  points  qui  petoMl- 
tent  de  tracer  le  contour. 

Au  lieu  d'avoir  recours  a  des  perpendiculaires,  on  peut  reporter  sur 
la  copie  un  point  quelconque  du  contour  en  le  considérant  conime«étaiit 
le  sommet  d'un  triangle  qui  a  pour  base  la  droite  auxiliaire.  Avec  denx 
conipas,  un  dans  chaque  main,  on  prend  à  la  fois  les  distances  du  point 
considôrô  aux  extrémités  de  la  base  du  triangle,  et  Ton  reporte  simul- 
tanément ces  distances  sur  la  copie,  ce  qui  donne  sans  tracé  le  point 
considéré,  qu'on  ne  fait  d'abord  que  marquer  légèrement  avec  la  pointe 
de  Tun  des  compas. 

La  reproduction  des  dessins  à  la  mèine  échelle  se  fait  le  plus  sou- 
vent sur  un  papier  rendu  transparent  à  Faide  d'un  vernis  gras  ou  gom- 
meux,  ou  sur  un  calicot  très-fin,  imprégné  d'un  vernis  gras,  séché  et 
laminé.  Le  dessin  obtenu  se  nomme  calque^  il  est  fait  sur  du  papier  à 
calquer  ou  de  la  toile  à  calquer.  Ayant  étendu  une  feuille  de  papier  à 
calquer  ou  de  papier-toile  sur  le  dessin,  on  reproduit  directement  ce- 
lui-ci en  en  suivant  les  contours  avec  le  tire4igne  ou  la  plume. 

Quand  il  n'y  a  pas  d'inconvénient,  on  peut  obtenir  promptement  la 
copie  d'un  dessin,  en  appliquant  le  modèle  sur  une  feuille  de  papier,  et 
en  piquant  avec  une  aiguille  les  points  principaux  en  nombre  suffisant 
pour  pouvoir  faire  ensuite  tout  le  tracé  avec  facilité. 

Si  le  dessin  doit  être  reproduit  k  une  autre  échelle,  après  avoir  des- 
siné cette  nottvôlle  échelle  sur  la  feuille  de  papier,  comme  au  n°  1051, 
on  lui  rapporte  ies  différentes  parties  du  modèle,  et  on  les  dessine  au 
fur  et  a  mesure  qu'on  les  obtient  à  la  nouvelle  échelle.  Le  compas  de 
réduction  (1040)  permet  d'obtenir  très-raprdement  à  une  autre  échelle 
la  reproduction  d'un  dessin.  Ayant  pris  une  dimension  du  modèle  avec 
nn  côté  du  compas,  il  suffît  de  la  repiorter  sur  la  copie  nvec  l'autre 
c64é.  Le  compas  de  proportion  (1041)  peut  aussi  être  employé  à  cet  e^ 
fet;  ukais  moins  avantageusement  que  le  précédent 

La  reproduction  à  la  même  échelle  ou  à  une  éohaUe  plus  grande  ou 
plus  petite,  d'un  dessin  très-chargé  de  détails  ou  de  contours  qui  n*on4 
rien  de  géométrique,  se  fait  avantageusement  par  la  méihode  des  cat^ 
reaux.  On  renferme  le  dessin  k  reproduire  dans  \m  iwdtangle  qu'on  di- 
vise en  carrés  égaux,  et  l'on  reproduit  le  rectangle  divisé  ^n  earreaux 
k  U  nouvelle  échelle;  dans  la/^.  333  la  reproduciion  se  faisant  dnns- 
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le  rapport  3 : 5,  on  a  pris  ab  =  3/5AB,  et  ad  ==  3/5A*D  (095).  Celk^ait,  on 
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dessine  de  proche  en  proche  dans  les  carrés  successifs  du  second  cadre 
tous  les  détails  qni  se  trouvent  dîhis  les  carrés  correspondants  de  Tori- 
gintl. 

Si  l'on  veut  conserver  intact  le  modèle,  il  suffit  de  le  recouvrir  de 
papier  à  calquer,  sur  lequel  on  établit  le  système  de  carreaux. 


LAVIS. 


Fig,  234. 


WSt.  Le  /arw  consiste  à  teinter  un  dessin  au  trait,  soit  pour  donner 
aux  objets  leur  couleur  naturelle,  soit  surtout  pour  figurer  les  ombres 
que  Ton  observerait  sur  les  corps  naturels,  afin  d'en  rendre  les  formes 
sensibles.  Le  lavis  se  fait  au  moyen  d*encre  de  Chine  et  de  couleurs  dé- 
lajFées  dans  l'eau,  qu'on  applique  avec  le  pinceau  (1046).  Souvent  on  ne 
fait  usage  qne  d'encre  de  Chine. 
MS(K  Rayon  lumineux  incident  Rayon  réfléchi.  Point  brillant. 
Ligne  brillante.  Un  rayon  LB  qui  émane 
d'une  source  lumineuse  est  appelé  rayon  in^ 
aident;  ce  rayon  venant  rencontrer  la  surface 
/  d'un  corps,  il  est  renvoyé  dans  l'espace  sui- 
vant Bl,  et  il  prend  le  nom  de  rayon  réfléchi. 
Les  rayons  incident  et  réfléchi  sont  situés 
dans  un  môme  plan,  qui  contient  la  normale 
BN  à  la  surface  réfléchissante  au  point  B  ;  de 
plus  ces  rayons  font  des  angles  égaux  avec  Ik 
normale,  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  l'an- 
gle  ^incidence  LBN  est  égal  à  l'angle  de  réflexion  NBL  Le  point  de  la 
surfece  le  mieux  éclairé  est  celui  A  pour  lequel  le  rayon  LA  est  normal 
à  la  surface  ;  mais  pour  un  observateur  placé  en  1,  celui  qui  paraît  le 
mieux  éclairé  est  le  point  B,  que  pour  cette  raison  on  nomme  poiitt 
brillant.  Les  points  autres  que  B  ne  paraissent  même  éclairés  pour  Tob- 
servateur  placé  en  1  que  parce  que  la  surface  n'est  jamais  parfaitement 
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unie,  et  que  ses  aspérités  ou  cavités  présentent  toujours  des  petites  sur- 
faces qui  réfléchissent  la  lumière  vers  I. 

La  droite  6N  étant  normale  à  la  surface,  elle  est  normale  à  toute  les 
courbes  tracées  par  le  point  B  sur  la  surface;  ainsi  la  surface  étant  de 
révolution,  BN  est  non-seulement  normale  k  la  courbe  AB  déterminée 
par  le  plan  LBI,  mais  aussi  k  la  génératrice  GG'  passant  par  B,  et  Ton 
peut  dire  que  réciproquement  elle  est  normale  à  la  surface,  dès  qu*elle 
est  normale  à  AB  et  a  GG';  c*est  sur  cette  réciproque  qu'on  se  fonde 
pour  tracer  BN,  c'est-à-dire  pour  déterminer  le  point  brillant  B. 

Si  la  source  lumineuse  est  située  à  Tinfini,  comme  on  peut  le  suppo- 
ser pour  le  soleil,  source  adoptée  dans  la  pratique  du  dessin,  et  si  de 
plus  on  suppose  que  Tobservateur  se  trouve  aussi  à  une  distance  infinie, 
tous  les  rayons  lumineux  sont  parallèles  entre  eux;  celui  qui  est  normal 
k  la  surface  détermine  encore  le  point  le  mieux  éclairé,  et  le  point 
brillant  est  celui  pour  lequel  le  rayon  réfléchi  est  parallèle  k  la  direc- 
tion constante  allant  k  Tobservatcur.  En  dessin,  ce  rayon  réfléchi  est 
perpendiculaire  au  plan  vertical  ou  au  plan  horizontal,  selon  c|ull 
s'agit  de  la  projection  verticale  ou  de  la  projection  horizontale  du  corps 
éclairé. 

Cela  établi,  il  en  résulte  que  menant  un  rayon  lumineux  quel- 
conque Ib,  et  par  un  point  b  de  ce  rayon  une  droite  bi  parallèle  k'  la 
direction  que  doit  avoir  un  rayon  réfléchi  pour  qu'il  aille  k  l'observa- 
teur, la  bissectrice  bn  de  l'angle  Ibi  sera  parallèle  k  la  normale  BN  qui 
détermine  le  point  brillant  B.  Le  problème  de  la  détermination  du  point 
brillant  revient,  comme  l'on  voit,  k  mener  k  la  surface  une  normale  BN 
qui  soit  parallèle  k  une  droite  donnée  bn. 

Quand  la  surface  est  de  révolution,  menant  par  l'axe  un  plan  parallèle 
k  6n,  il  coupe  la  surface  suivant  une  génératrice  ou  méridienne,  et  le 
problème  revient  k  mener  k  cette  génératrice  une  normale  parallèle 
k  bn  ;  c'est  ce  que  l'on  fait  après  avoir  obtenu  cette  génératrice  en  vraie 
grandeur,  soit  par  rabattemejGit  sur  l'un  des  plans  de  projection,  soit 
par  projection  sur  un  plan  auxiliaire. 

La  source  lumineuse  et  l'observateur  étant  supposé  être  k  l'infini,  si 
la  surface  est  courbe  en  tous  sens,  comme  celles  de  la  sphère  et  de 
l'ellipsoïde,  il  n'y  a  qu'un  seul  point  mieux  éclairé  que  tous  les  autres, 
et  également  qu'un  seul  point  brillant  ;  mais  si  la  surface  est  engendrée 
par  une  droite,  comme  celles  du  cylindre  et  du  cône,  il  y  a  toute  une 
génératrice  dont  les  points  sont  mieux  éclairés  que  les  autres,  et  le 
point  brillant  devient  une  ligne  brillante,  qui  est  aussi  une  génératrice 
de  la  surface. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  quand  la  génératrice  est  une  droite,  il 
peut  arriver  qu'aucun  rayon  lumineux  ne  soit  normal  k  la  surface  ;  c'est 
ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  un  cylindre  vertical  ;  alors  la  généra- 
trice la  mieux  éclairée  est  encore  déterminée  par  les  rayons  lumineux 
passant  par  l'axe  ;  mais  cette  génératrice  n'est  mieux  éclairée  que  rela- 
tivement k  toutes  les  autres,  qui  en  définitive  se  trouvent  dans  des  plans 
tangents  plus  inclinés  par  rapport  aux  rayons  lumineux.  L'on  conçoit 
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de  même  que  dans  ce  cas  la  \\g;ne  brillante  peut  ne  Tétre  que  relative- 
ment; ainsi,  pour  le  cylindre  vertical,  un  rayon  réfléchi  par  la  ligne 
brillante  devant  être  horizontal,  comme  la  normale  au  cylindre  est  aussi 
horizontale,  il  faudrait  que  le  rayon  lumineux  le  fut  également,  ce  qui 
est  contraire  à  Thypothèse  faite  sur  sa  direction. 

1001.  Lq.  lumière  directe  est  colle  qui  est  transmise  sans  intermé- 
diaire, du  corps  lumineux  à  Tobjet  éclairé.  La  lumière  réfléchie  est 
la  lumière  que  les  corps  éclairés  renvoient  aux  corps  environ- 
nants (1060).  \ 

Le  rejlet  est  la  lumière  renvoyée  sur  la  partie  dans  Tombre  d'un  corps 
par  les  corps  voisins,  le  sol  et  Tatmosphère.  C'est  à  la  réflexion  de  la 
lumière  par  Tatmosphère  que  sont  dus  Vaurore  et  le  aépuscule;  autre- 
ment on  passerait  subitement  de  la  nuit  au  jour  et  du  jour  à  la  nuit. 

Du  sens  de  la  lumière  réfléchie,  que  Ton  peut  supposer  être  contraire 
à  celui  de  la  lumière  directe,  il  résulte  que  les  surfaces  reçoivent  d'au- 
tant mieux  la  lumière  réfléchie  qu'elles  sont  plus  opposées  à  la  lumière 
directe;  ainsi  une  surface  privée  de  lumière  directe  doit  être  d'autant 
moins  foncée  qu'elle  se  rapprochera  davantage  de  la  position  normale 
au  rayon  lumineux. 

1062.  Vombre  est  l'obscurité  plus  ou  moins  grande  que  produit  sur 
la  surface  d'un  corps  la  privation  de  lumière  directe. 

Vombre  propre  d'un  corps  est  celle  produite  sur  la  portion  de  sa  sur- 
face privée  de  lumière  directe. 

La  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumihe  est  la  ligne,  droite  ou 
courbe,  qui  sépare  la  partie  éclairée  de  la  surface  d'un  corps  de  l'ombre 
propre.  Elle  est  la  directrice  d'une  surface  cylindrique  dont  la  généra- 
trice reste  parallèle  au  rayon  lumineux  et  constamment  tangente  k  la 
surface  du  corps.  Dans  la  figure  de  la  page  348,  la  génératrice  aa'  fait 
partie  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

Vombre  portée  est  celle  que  produit  un  corps  sur  la  surface  d'un  autre 
corps,  en  interceptant  une  partie  ou  la  totalité  des  rayons  de  lumière 
directe  qui  seraient  venus  frapper  cette  surface,  l'ombre  peut  aussi  être 
portée  par  une  partie  saillante  d'un  corps  sur  une  partie  de  la  surface 
du  même  corps. 

1065.  Ombres  à  V encre  de  Chine  destinées  à  faire  sentir  les  formes 
planes  ou  arrondies^  les  parties  fuyantes  et  les  positions  relatives  des 
objets. 

r  Une  surface  plane  éclairée  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projectior. 
reçoit  sur  toute  son  étendue  une  teinte  claire  et  uniforme;  c'est  qu'en 
effet  tous  ses  points  se  trouvent  dans  les  mêmes  conditions  de  lumière. 

2®  L'intensité  de  la  lumière  reçue  par  un  corps  éclairé  directement 
étant  en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance  a  la  source  lumineuse, 
il  en  résulte  que  de  deux  surfaces  parallèles,  celle  qui  est  la  plus  éloi- 
gnée du  spectateur  placé  en  avant  du  plan  vertical  ou  au-dessus  du 
plan  horizontal  reçoit  la  teinte  la  plus  forte. 

3*  Par  la  même  raison,  sur  une  surface  plane  et  éclairée,  oblique  par 
rapport  au  plan  de  projection,  l'intensité  de  la  teinte  n'est  pas  uniforme, 
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elle  va  on  augmentant  à  mesure  qnc  les  éléments  de  la  surface  s'éloi- 
gnent, et  sur  une  ligne  trar(*e  sur  la  surface,  parallèlement  au  plan  de 
projection,  la  teinte  est  uniforme. 

4**  La  quantité  de  lumière  qui  arrive  sur  une  môme  surface  éta&t  psfH 
portionnolle  îi  la  projection  de  la  surface  sur  un  plan  normal  àladirec- 
tion  de  la  lumière,  (ît  par  conséquent  proportionnelle  au -sinus  de  Tan- 
gle  formé  par  la  surface  avec  la  direction  de  la  lumière,  il  en  résulie 
qu'une  surface  plane  éclairée  doit  recevoir  une  teinte  d/autant  plus 
claire,  qu'elle  s'approche  davantage  de  la  position  normale  à  la  direc- 
tion du  rayon  lumineux. 

5"  Une  surface  arrondie  pouvant  être  considérée  oomme  Gomposée  .4e 
surfaces  planes  Infiniment  petites,  ce  qui  précède  slapplique  à  oessur- 
faces  élémentaires,  et  il  en  résulte  que, pour  une  surface  couithe  écLuffée 
les  teintes  doivent  augmenter  graduellement  depuis  rélémeat  de  sur- 
face qui  est  normal  k  la  direction  du  rayon  lumineux,  jusqu'à  la  ligne 
de  séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

La  considération  du  point  brillant  ou  de  la  ligne  briUaote  fait  qu'or- 
dinairement on  déplace  un  peu  la  partie  la  moiofi  teintée  de  la  sur- 
face (1060). 

1064.  Le  sens  de  la  lumière  réfléchie  pouvant  d'une  manière  géné- 
rale être  supposé  contraire  à  celui  de  la  lumière  directe  (i064),  il  en 
résulte  que  sur  les  surfaces  dans  l'ombre  la  dégcadaUon  des  teintes 
suit  un  ordre  inverse  de  celui  des  surfaces  éclairées.;  .ainsi  une  Aurface 
dans  l'ombre  est  d'autant  plus  fonoée,  qu'elle  serait  plws  oLaîre  ei  ia  lu- 
mière directe  pouvait  venir  la  frapper,  ou  auitcen^ent,  une  eurfaee  dans 
l'ombre  doit  être  d'autant  plus  £oucée,  qu'elle  est  plus  rapproefaée  du 
spectateur  ou  moins  opposée  à  la  lumière  directe. 

106^.  Les  ombres  portées  suivent  la  même  loi  de  dégradaUon  que 
les  ombres  propres.  Ainsi  pour  l'ombre  portée  sur  une  surface  cylin- 
drique éclairée,  la  teinte  la  plus  noire  correspond  à  la  partie  la  plus 
claire  de  la  partie  éclairée  ;  puis  elle  va  en  diminuant  progressivenoAnt 
d'intensité,  de  manière  à  se  confondre  avec  l'ombre  profpre  au  delà  ide 
la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière.  Si  la  suriaee  cylindiâ- 
que  est  complètement  dans  Tombre,  les  teintes  se  placent  sur  tonte  la 
surface  comme  elles  le  seraient  sur  l'ombre  portée,  si  une  partie  de  la 
wrface  était  éclairée. 

L'ombre  portée  sur  une  surface  quelconque  décroît  graduellement  à 
mesure  que  la  distance  de  la  surface  au  corps  qui  porte  ombre  aug- 
jtnente,  et  si  le  corps  qui  porte  ombre  a  une  très-grande  hauteur,  coBune 
un  clocher,  par  exemple,  les  contours  de  l'ombre  ne  doivent  plus  se 
distinguer  que  &iiblement  vers  les  limites  éloignées  de  ia  base. 

Outre  la  diminution  d'intensité  d'une  ombre  portée  à  mesure  fueia 
distance  du  corps  qui  porte  ombre  augmente,  on  la  termine  sur  UmX 
son  pourtour  par  un  liseré  moins  foncé,  ai^peie  pénombre»  La  pénoialMne 
est  d'autant  plus  large,  et  ses  limites  plus  incertaines  que  le  corps  fai 
porte  ombre  est  plus  éloigné. 

1066.  Sur  les  arêtes  saillantes  formées  par  les  surfaces  éclairées,  on 
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ménage  un  filet:  clair,  appelé /^^  de  Imnière,  à  peu  près  de  la  largeur 
d'un  trait  de  force  (1056),  dont  Tefifet  est  inverse.  L'u  filet  de  lumière 
reçoit  une  légère  teinte  quand  les  surfaces  qu'il  sépare  ont  reçu  une 
feinte  d*une  certaine  intensité. 

Par  auite  de  Teffet  de  la  lumière  réfléchie,  on  ménage  aussi  des  fileta, 
appelés  re/htSy  sur  les  arêtes  sail^lantcs  séparant  deux  surfaces  dans 
Fombre  ;  ile  sont  un  peu  moins  foncés  que  les  surfaces  qu'ils  séparent 

Quand  les  deux  surfines  formant  une  arôtc  saillante  sont  visibles, 
comme  Tune  d'ailes  est  toujours  moins  teintée  que  Tautre,  il  n'y  a  pas 
lieu  de  réserver  ni  filet  lumineux  ni  reflet. 

1067.  Toute  teinte  appliquée  sur  une  surface, dans  Tombre,  propne 
ou  portée,  prend  le  nom  de  teinte  d'ombre^  et  toute  teinte,  quelle  que 
smi  soa  iatensÂté,  appliquée  sur  une  surface  éclairée,  se  nomme  dem»- 
iemte. 

Une  teinte  plate  eal  une  teinte  uniforme  placée  sur  toute  une  surface. 
Les  teintes  pkUes  noires  sont  appelées  pochées^  et  les  teintes  grises, 
demi'teintes. 

1068.  Pour  préparer  une  iemie^  on  frotte  légèrement  le  bout  du  bâton 
d'encre  de  Chine  dans  un  godet  bien  lavé  et  contenant  un  peu  d'eau 
pure;  puis  avec  le  pinceau  on  môle  bien  l'encre  et  l'eau.  La  tointc  ainsi 
obtenue  est  en  générai  trop  foncée;  ou  la  ramène  au  ton  voulu  en  y 
aîoutant  avec  le  pinceau  la  quantilké  d'eau  nécessaire  et  en  agitant  de 
nouveau;  ordinairement  cette  seconde  op^ation  se  fait  dans  un  second 
godet,  afin  de  réserver  la  teinte  primitive  pour  préparer  toutes  les  autres, 

i069.  Pour  poser  une  teinte^  on  incline  la  planche  sur  laquelle  est 
le  dessin,  et  on  la  maintient  dans  cet  état  en  la  calant  de  manière  à 
rempôcher  de  vaciller.  Alors  on  trempe  le  pinceau  dans  la  teinte,  en 
FenÂ^nçant  assez  pour  qu'il  en  soit  imbibé  sufiisamment,  ce  qui  a  lieu 
qpund  il  n'en  pourrait  plus  prendre  sans  cesser  de  faire  la  pointe  et 
sans  la  laisser  échapper.  S'il  en  avait  pris  en  excès,  on  l'en  débarrasserait 
ea  le  ûôsant  glisser  légèrement  appuyé  sur  le  bord  du  godet.  Puis,  en 
comnen^ant  par  Tangle  gauche  supérieur  de  Tespaco  que  doit  couvrir 
la  teinte,  on  fait  exactement  suivre  au  pinceau  une  petite  étendue  de  la 
limite  supérieure,  puis  de  la  limite  de  gauche,  et  on  couvre  la  partie 
amsi  bordée  sur  deux  côtés  en  lui  donnant  à  peu  près  la  forme  rectan- 
gulaire; on  fait  suivre  au  pinceau  une  autre  petite  étendue  de  la  limite 
supérieure,  puis  de  la  limite  de  gauche,  on  fait  lo  remplissage  intérieur 
en  lui  donnant  toujoiu's  à  peu  près  la  forme  rectangulaire,  et  Ton  con- 
tinue ainsi  de  suite  jusqu'à  Tangle  droit  inférieur  de  la  teinte. 

Pendant  ce  travail,  on  trempe  de  temps  en  temps  le  pinceau  dans  le 
godet,  afin  qu'il  reste  toujours  bien  imprégné,  et  que  le  bord  de  droite 
et  celui  du  bas  de  la  partie  de  teinte  posée  soit  coUFtanmient  une  espèce 
de  petit  réservoir,  qu'on  avance  peu  à  peu  et  tissez  souvent  pour  que 
S9B  bsrds  n'aient  pas  le  temps  de  sécher.  Comme  ce  petit  réservoir  ne 
doit  plus  exister  quand  on  arrive  à  la  fin  de  la  teinte,  on  a  soin  pour 
terminer  la  teinte  d'essuyer  le  pinceau  à  plusieurs  reprises  sur  le  bord 
du  godet.  S'il  restait  malgré  cela  un  excès  de  liquide,  pn  essuyerait  de 
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nouveau  le  pinceau,  en  le  passant  au  besoin  entre  les  lèvres,  et  on 
en  promènerait  la  pointe  en  effleurant  le  liquide. 

Pour  qu'une  teinte  soit  uniforme,  on  ne  doit  jamais  laisser  en  arrière 
un  excès  de  liquide,  qu'on  a  toujours  soin  de  ramener  dans  le  petit  ré- 
servoir dont  il  vient  d'être  question;  il  faut  surtout  que  les  mouvements 
imprimés  au  pinceau  soient  de  même  sens,  parallèles  entre  eux  et  de 
même  étendue.  On  ne  doit  jamais  revenir  sur  la  partie  de  teinte  qui 
commence  à  sécher;  on  s'exposerait  à  faire  une  tache  beaucoup  plus 
grande  que  celle  qu*on  veut  faire  disparaître.  S'il  est  nécessaire  de  poser 
une  seconde  teinte  pour  colorer  d'avantage  la  première,  il  faut  attendre 
que  celle-ci  soit  suffî^mment  sèche. 

Les  teintes  grises  sont  les  plus  difficiles  à  poser;  il  y  a  presque  tou- 
jours tache  à  l'endroit  où  l'on  pose  le  pinceau  pour  conmiencer  la  teinte, 
et  à  l'endroit  abandonné  momentanément  soit  pour  prendre  de  la  cou- 
leur, soit  pour  continuer  une  autre  partie  qui  menace  de  sécher.  Pour 
conserver  à  la  teinte  la  même  nuance,  le  pinceau  doit  constamment 
prendre  la  même  quantité  de  couleur. 

1070.  Les  taches  sont  blanches  ou  noires.  Les  premières  sont  pro- 
duites par  un  papier  gras  en  quelques  endroits  ou  mal  nettoyé,  et  par 
un  grain  de  poussière  ou  un  corps  étranger  pris  dans  la  teinte.  Les 
taches  noires  sont  dues  à  un  papier  de  mauvaise  qualité  ou  qui  a  été 
trop  fatigué,  à  ce  que  le  pinceau  n*a  pas  été  parfaitement  lavé,  ou  en- 
core k  ce  qu'on  a  laissé  sécher  une  teinte  en  la  posant. 

Pour  faire  disparaître  une  tache  blanche,  on  passe  dessus,  légère- 
ment et  à  plusieurs  reprises,  la  pointe  du  pinceau,  seulement  humide 
de  couleur  afin  que  le  raccord  sèche  sans  cerner  à  son  contour.  Si  la 
tache  est  noire,  pour  la  faire  disparaître,  il  faut  éponger  la  teinte  tout 
entière  pour  l'afi'aiblir,  en  insistant  d'avantage  sur  la  tache;  laisser  sé- 
cher le  papier;  puis  appliquer  une  ou  plusieurs  teintes  faibles  sur  toute 
la  surface.  On  peut  encore  raccorder  une  tache  noire  avec  la  teinte  en 
rétendantpar  des  raccords  successifs  de  plus  en  plus  adoucis  au  pourtour. 
Quand  une  teinte  plate  à  appliquer  sur  une  surface  plane  doit  être 
un  peu  foncée,  ou  met  d'abord  une  teinte  très-faible  sur  la  surface, 
puis  une  seconde,  et  parfois  une  troisième,  qui  arrive  au  ton  voulu» 
Avant  de  poser  une  nouvelle  teinte,  on  a  soin  de  laisser  convenablement 
sécher  la  précédente. 

1071.  Les  bavoches  sont  les  petites  franges  inégales  qui  dépassent 
les  limites  de  la  teinte.  Pour  ne  pas  bavocher,  il  faut  tenir  le  pinceau 
presque  perpendiculairement  au  papier,  et  n'aborder  le  contour  de  la 
teinte  qu  avec  la  pointe.  Si  en  posant  une  teinte  grise  on  fait  une  ba- 
voche,  on  la  repousse  vivement  vers  la  teinte  avec  le  bout  du  doigt,  qui 
l'efface  et  sèche  le  papier;  puis  on  continue  de  suite  la  teinte  et  on  la 
passe  sur  la  partie  effacée. 

1072.  Fondre  une  teinte,  c'est  étendre  fort  loin,  avec  le  pinceau  à 
l'eau,  une  teinte  que  l'on  vient  de  poser. 

Adoucir  une  teinte^  c'est  l'étendre  sur  les  bords,  avec  le  pinceau  à 
l'eau,  immédiatement  après  l'avoir  posée,  pour  l'amener  subitement  de 
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son  ton  naturel  à  celui  du  papier.  Comme  Ton  voit,  ers  deux  opérations 
ne  diffèrent  entre  elles  que  parTétenduo  sur  laquelle  on  dégrade  la  teinte. 

1075.  La  dégradation  d'une  teinte  peut  s'obtenir  à  Taide  d'une  série 
de  teintes  plates  superposées  et  mises  en  retraite  Tune  sur  Tautre,  ou 
à  Faide  de  teintes  fondues.  Dans  un  lavis  fait  avec  goût,  on  applique 
ordinairement  ces  deux  modes  de  dégradation.  Mais  Ton  peut  dire  que, 
d'une  manière  générale,  avec  les  teintes  plates,  on  fait  mieux  et  surtout 
plus  géométriquement  sentir  la  forme  des  corps. 

Les  teintes  plates  composant  une  grande  teinte  dégradée  se  posent 
comme  il  a  été  indiqué  au  n"  i069;  mais  comme  d'un  côté,  au  moins, 
elles  n'ont  pas  de  limite  dessinée  à  l'avance,  môme  tau  crayon,  il  y  a  un 
peu  plus  de  difficulté.  Cependant,  avec  un  peu  d'attention,  on  acquiert 
promptement  une  sûreté  de  main  et  do  coup  d'oeil  qui  permet  de  les 
limiter  avec  la  même  netteté  que  si  elles  l'avaient  été  à  l'avance  par 
une  ligne.  II  faut  éviter  de  poser  une  teinte  plate  avec  une  trop  grande 
abondance  de  liquide,  son  contour,  qui  se  dessine  toujours  par  une 
ligne  plus  foncée,  serait  alors  trop  vivement  accentué.  Si  l'on  s'aperçoit 
que  la  teinte  en  séchant  tend  à  former  une  limite  trop  dure,  on  en 
éponge  le  bord  par  des  applications  légères  successives  du  doigt,  sans 
frotter. 

Pour  fondre  une  teinte  claire,  tenant  la  planche  inclinée  de  manière 
que  la  partie  de  teinte  qui  doit  être  la  plus  foncée  soit  en  haut,  on 
commence  à  poser  la  teinte  comme  s'il  s'agissait  d'une  teinte  plate 
(1069),  c'est-à-dire  par  la  partie  supérieure,  mais  en  la  menant  de  gauche 
à  droite  dans  toute  la  longueur,  et  de  haut  en  bas  jusqu'à  la  limite  où 
l'on  veut  commencer  à  la  fondre.  Alors,  avec  le  pinceau  à  l'eau,  on 
continue  la  teinte,  en  le  passant  d'abord  un  peu  au-dessus  de  la  limite 
où  l'on  a  laissé  la  teinte,  puis  successivement  au-dessous  tant  que  cela 
est  nécessaire,  en  donnant  toujours  les  coups  de  pinceau  dans  le  sens 
du  contour  à  fondre  et  non  dans  le  sens  perpendiculaire.  Il  convient 
de  procéder  par  teintes  faibles,  qu'on  pose  successivement  en  les  fon- 
dant à  partir  de  limites  différentes. 

Le  pinceau  à  fondre  doit  être  peu  chargé  d'eau,  et  on  a  soin  de  le  laver 
plusieurs  fois  pendant  l'opération  pour  le  débarrasser  de  la  teinte  dont 
il  s'est  chargé  en  l'entraînant.  On  parvient  ainsi  à  fondre  la  teinte  jus- 
qu'à ce  qu'elle  arrive  au  ton  du  papier. 

Quand  la  teinte  est  trop  grande  pour  être  fondue  d'un  seul  coup,  dans 
toute  sa  longueur,  on  opère  par  parties,  en  ayant  soin  de  ne  pas  fondre 
d'abord  une  petite  étendue  à  la  fin  de  chaque  partie,  afin  de  faciliter  la 
reprise  de  la  teinte  pour  la  continuer. 

Si  la  teinte  devait  être  fondue  des  deux  côtés,  on  tiendrait  la  planche 
horizontale,  et  l'on  fondrait  chaque  côté  comme  ci-dessus,  en  commen- 
çant, s'il  y  a  lieu,  par  le  côté  où  le  papier  est  blanc,  le  côté  situé  sur 
une  teinte  déjà  posée  séchant  beaucoup  moins  vite. 

Lorsque  la  teinte  à  fondre  est  très-foncée  et  se  répète  un  grand 
nombre  de  fois,  comme  dans  les  pochés  des  fenêtres  d'une  façade,  on 
prépare  dans  des  godets  une  série  de  teintes  d'intensités  décroissantes. 
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qud  servent,  la  plus  foncée  à  commencer  la  teinte,  et  les  sni vantes  sibo- 
cessivement  à  la  fondre,  jusqu'à  la- dernière  qu  on  fond  avec  le  pinceau 
à  Teau. 

Si  la  teinio  très-forte  est  seule  et  d'une  grande  étendue,  au  Heu  delà 
poser  par  le  procédé  précédent,  on  peut,  après  Tavoir  posée  à  sa  partie 
supérieure,  la  fondre  jusqu'à  une  certaine  distance  après  avoir  a)#ttté 
avec  le  pinceau  une  certaine  quantité  d'eau  dans  le  goidet;  puis  canti- 
nuer  successivement  à  la  fondre  après  aveir  toujours  ajouté  de  iioiH 
valle  eau  dans  le  godet.  La  quantité  d'eau  ajoutée  chaque  fols  dans  le 
godet  doit  aller  en  augmentant;  si  elle  est,  par  exemple,  de  2  efaai^^ 
du  pinceau  la  première  fois,  elle  est  succesahrement  de  4,  6...  charges 
les  fois  suivantes. 

$*il  est  nécessaire  de  répéter  plusieurs  fois  cette  opération,  on  a  soin 
4e  changer  chaque  fois  les  endroits  où  l'on  teàt  des  raprises  de  teintes, 
et  Ton  ohange  également  la  progr^sion  de  l'eau  ajoutée  dans  le  godet. 
Si  la  température  est  un  peu  élevée,  il  convient,  pour  humecter  le 
papier,  de  poser  une  couche  avec  le  pinceau  à  eau,  avant  d*étendre  une 
grande  teinte  plate  ou  de  fondre  une  teinte  d'une  grande  étendue. 

1074.  On  nomme  garde-main,  la  feuille  de  papier  blanc  qu'il  est  né- 
cessaire d'avoir  constamment  sous  la  main  qui  manœuvre  le  pinceau, 
pour  garantir  le  dessin  du  frottement  de  la  main  et  des  vêtements.  Il 
sert  de  plus  à  essayer  chaque  teinte  avant  de  la  poser,  pour  s'aasurar 
que  son  intensité  est  convenable. 
107^.  Lavis  dun  prisme.  Pour  exécuter  un  lavis  quelconque,  en 

commence  par  déterminer  les  contours 
ÙA&  ombres  propres  et  des  ombres  pov- 
bées,  que  l'on  se  ooiitcnte  de  tracer  lé- 
^renient  au  crayon  s'ils  ne  sont  pas  des 
lignes  du  dessin;  puis  on  pose  une  teinte 
plate,  grise,  de  peu  d'intensité,  dite  ternie 
(Tébatwhe^  sur  toutes  les  surfaces  dans 
Tonibrc. 

La  dlrectiondu  rayon  lumhieux  sur  le 
j^an  horizontal  indique  de  suite  qu'en 
élévation  l'arête  aa'esl  la  ligne  de  sépa- 
ration d'ombre  et  de  lumière,  et  cjuc  la 
face  abb'af  est  seule  dans  l'ombre.  On 
pose  alors  la  teinte  d'ébauche  sur  toute 
cette  face;  quand  elle  est  sèche,  on  ki 
pose  de  nouveau  de  a  en  e,  en  la  limi- 
tant à  une  ligne  verticale  ou  parallèle  à 
bb';  puis  de  a  en  d.  On  force  alors  la 
teinte,  et  on  la  pose  de  acné;  puis,  con- 
tinuant à  la  foncer  à  chaque  opérattoa, 
on  la  pose  successivement  en  reculant 
constamment  vers  a,  et  en  se  limitant 
toujours  à  des  verticales.  Les  limites  des 
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diverses  couches  sont  égalameiié  «Mpacées^  et  le  aAmJine  des  teintes, 
sftiM  Texagérer,  doit  être  assn  graiijd  |K>ur  qu'il  n'y  ait  pas  un  contraste 
trop  bmsifve  de  Tune  k  rautre.  La  largeur  a'b'  étant  égaie  à  0^,056  on  peut 
employer  S  teéntes  de  ehaeime  0'»,W7  de  largeur,  et,  selon  lalacgeur  de 
kl  niréKe,  le  «ombre  des  teistoB  yarie  ordinairement  de  5  à  9. 

Les  onrfjftces  dans  Tombre  étant  tenainées,  on  passe  aux  demi-teintes 
des  surfaces  fuyantes,  e'6sira-4ire  à  la  face  gffg'.  On  étend  une  teinte 

très-faible  sur  la  largeur  ^A=  t  gA  et  on  la  fond  de  manière  qu'arrivée 

«n  t,  milieu  de  ^/,  elle  ne  se  distingue  pas  du  papier  blanc.  Quand  le 

papier  est  suffisamment  sec,  on  pose  la  teinte  sur  la  largeur  g'k=  -  g'f 

et  on  la  fond  de  inanière  que  quand  sa  largeur  g'p  occupe  les  deux  tiers 
^^  g'fj  <ïll<^  se  confonde  avec  le  papier. 

Si  la  largeur  ^f  avait  u»e  certaine  étendue,  au  lieu  de  ne  faire  que 
deux  dégradatioBS,  on  en  feraiit  tou nK^me  4.  Si  la  surface,  par  suite  de 
son  inclinaison  avec  le  rayon  lumineux,  était  moins  éclairée,  après  y 
avoir  posé  las  teintes  dégradées^on  la  couvrirait  entièrement  d'une  teinte 
UDÎimue. 

Enftn  «n  termine  le  travail  par  les  demi-teintes  uniformes  qui  doi- 
vent recouvrir  les  laces  paralAèlas  aaia  plans  de  projection,  c'est-à-dire 
ies  faces  <iffa'  et  abtmbfrf.  On  étend  d'abord  une  teinte  très-faible  sur 
toute  l'étendue  de  eel  surfaces;  quand  le  papier  est  suffisamment  sec, 
OD  pose  de  nouveau  la  teinte,  et  on  recommence  encore  une  troisième 
fois  l'opération,  en  ménageant  chaque  fois  les  filets  lumineux.  Dans 
l'élévatifNt  du  pvtsme,  le  filet  lumineux  ne  sera  n»énagé  que  sutA'ant 
VaxHefa^;  dans  le  plm^  ii  régnera  le  long  de  la  porttoe  afgm  du  am- 
tnur. 

On  voit  que  les  faces  pianos  dans  l'ombre  sont  dégradées  k  l'aide  de 
teintes  plates,  fS  qun.'40tten«pil  sont  éclairées  le  sont  à  l'aide  de  teiutûs 
fimdues. 

Avant  de  peser  une  teinte,  en  l'eseaie  sur  le  garde-aiaia,  afin  de  s'as- 
auner  que  son.  intensité  oesvfient  k  la  position  de  la  surface  sur  laquefle 
on  doit  la  poaer^  et auvsi  à  sa  position  sur  cette  surface. 

Pour  éviter  le&pertes  de  temps,  on  peut  s'écarter  de  l'orâne  précédent 
d'exécution^  ainsi^  par  exemple,  pendant  qu'une  teinte  dans  Tombne 
eëeiie,  on  pe«t  poser*ufiB  deniÎHteiiiÉ&  qui  n'a  ausn  elle  aucune  partike.de 
conteur  commune. 

i#7«.  F(mr  Uteer  une  pyramide^  et  en  général  un  polyèdre  quelean^m, 
OD  suit  la  même  nurehe  et<m  applique  les  mêmes  principes  que  pour  un 
priflOie. 
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Fig.  236. 


1077.  Lavis  éTun  cylindre.  Le  rayon  lumineux  dont  la  projection  est 

tangente  en  a  à  la  base  du  cylindre  dé- 
termine en  élévation  la  ligne  aa'  de  sé- 
paration d'ombre  et  de  lumière,  et  le 
rayon  lumineux  se  projetant  normale- 
ment à  la  base  du  cylindre  détermine  la 
ligne  relativement  la  mieux  éclairée  bb' 
(1060). 

Quant  à  la  ligne  brillante  relative 
(1060),  on  peut  admettre  que  c'est  celle 
pour  laquelle  les  rayons  réfléchis  sont 
situés  dans  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  vertical.  Menant  par  le  point  b  une 
perpendiculaire  bi  à  la  ligne  de  terre  et 
la  bissectrice  bn  de  Tangle  Ibi^  le  rayon 
OB  parallèle  à  bn  détermine  la  ligne  bril- 
lante relative  BB'.  En  effet,  tout  rayon 
lumineux  dont  la  projection  est  LB,  pa- 
rallèle k  /6,  rencontre  BB',  se  réfléchit 
suivant  une  direction  qui  a  pour  projec- 
tion la  perpendiculaire  BI  à  la  ligne  de 
terre,  et  Tangle  d'incidence  est  bien  égal 
à  Tangle  de  réfleiion,  puisque  les  pro- 
jections LBN  et  NBI  de  ces  angles  sont 
égales. 
€ela  établi,  on  divise  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre  en  un 
•certain  nombre  de  parties  égales  (ce  nombre  augmente  avec  le  diamètre 
du  cylindre,  et  il  est  tel  que  a  et  par  suite  b  soient  des  points  de  divi- 
sion), et  Ton  considère  le  cylindre  comme  étant  un  prisme  dont  la  sur- 
face latérale  est  composée  de  facettes  rectangulaires  ayant  pour  bases 
ces  parties  égales.  Alors,  sur  la  projection  verticale,  les  teintes  doivent 
aller  en  diminuant  d'intensité  depuis  Tarète  aa'  jusqu'enj[/'du  côté  de 
Fombre,  et  jusque  vers  BB'  du  côté  de  la  lumière;  elles  vont  également 
en  diminuant  d'intensité  depuis  rr'  jusque  vers  66'.  Les  largeurs  des 
teintes  s'obtiennent  en  projetant  sur  l'élévation  du  cylindre  les  points 
de  division  de  la  demi-circonférence  de  la  base.  Cependant  il  convient, 
pour  l'effet  du  lavis,  que  la  première  teinte  ad  dans  Fombre  soit  sensi- 
blement plus  large  que  ses  voisines,  et,  pour  cela,  on  augmente  de  1  le 
nombre  des  teintes  de  a  en  Ar,  en  balançant  la  largeur  de  la  nouvelle 
teinte  sur  celles  des  autres,  comme  l'indiquent  les  amorces  pointées  ^% 
A'...  de  Isifig.  236;  on  peut  même  augmenterai  en  reculant  légèrement 
d  vers  /.  En  augmentant  de  1  le  nombre  des  parties  égales  de  aj  sur  le 
plan,  et  en  projetant  verticalement  les  points  de  division,  on  obtient 
très-sensiblement  les  points  g',  A'...  qui  fixent  les  largeurs  des  teintes. 
Après  avoir  posé  la  teinte  d'ébauche  de  aa'  enff,  comme  on  ne  pose 
pas  de  teinte  de  6  en  k,  on  commence  par  en  étendre  une  excessivement 
faible  de  k  en/  et  de  6  en  r,  puis  on  étend  la  même  teinte  de  j  en/  et  de 
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Fig.  137. 


p  en  r,  et  encore  la  même  teinte  de  g  en  r  pour  terminer  Tombre  du 
côté  de  la  lumière.  Oh  fonce  alors  un  peu  cette  teinte,  et  on  la  pose 
depuis  le  point  voisin  de  h  jusqu'en/;  on  la  fonce  encore  un  peu,  et  on 
la  pose  de  h*  en/;  on  continue  ainsi  de  suite,  toujours  en  fonçant  un 
peu,  et  en  posant  constamment  jusqu*en  /,  tant  qu'il  reste  plus  de 
teintes  à  poser  pour  arriver  en  a  qu'on  veut  en  avoir  à  droite  de  d  pour 
produire  la  courbure  de  la  partie  dans  Tombre;  on  arrive  ainsi  en  A'. 
Alors,  après  avoir  encore  foncé  la  dernière  teinte,  on  la  pose  de  g'  ene; 
on  la  fonce  de  nouveau,  et  on  la  pose  de  a  en  d,  pour  terminer  Téléva- 
tion.  Jl  ne  reste  plus  qu*k  poser  la  demi-teinte  uniforme  sur  le  plan  du 
cylindre,  en  suivant  la  marche  indiquée  au  numéro  précédent  pour  la 
projection  du  prisme,  et  en  réservant  le  filet  lumineux  sur  la  partie  (tbt 
du  contour. 

Souvent  on  se  contente  de  deux  teintes  pour  chacune  des  parties 
bb'r'r  et  aa'/'f' 
1078.  Lavis  d'un  cône.  Traçant  le  rayon  lumineux  passant  par  le 

sommet  du  cône,  il  vient  ren- 
contrer le  plan  horizontal,  c'est- 
à-dire  le  plan  de  la  base  du  cône 
au  point  Q,  et  menant  par  ce 
point  des  tangentes  Qa  et  Q^  à 
la  base  du  cône,  elles  sont  les 
traces  horizontales  des  plans 
contenant  les  rayons  lumineux 
tangents  au  cône.  En  plan,  la 
ligne  de  séparation  d'ombre  et 
de  lumière  est  formée  par  les 
deux  génératrices  ja,  si^  et  en 
^élévation  par  la  génératrice  s'a 
projection  verticale  de  sa.  La 
génératrice  dont  les  projections 
sont  sb  et  s'a  est  la  ligne  relati- 
vement la  mieux  éclairée.  Me- 
nant bi  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre,  et  la  bissectrice 
671  de  l'angle  /6i,  le  rayon  sB 
parallèle  à  bn  détermine  la 
ligne  brillante  relative  ^'B  en  élévation.  £n  plan,  la  ligne  brillante  rela- 
tive est  sb. 

Cela  fait,  on  termine  en  suivant  la  même  marche  que  pour  le  cylindre 
(1077),  ce  que  montrent  les  lettres,  qui  désignent  les  lignes  ou  points 
analogues  dans  les  ^g.  236  et  237.  On  divise  rb  en  trois  parties  égales 
et  on  les  reporte  de  6  en^';  on  divise  ensuite  Ja  en  parties  égales,  qu'on 
a  soin  de  rendre  un  peu  plus  petites  que  celles  de  rj.  On  arrive  à  diviser 
convenablement Ja,  en  portant  sur  cet  arc,  autant  de  fois  qu'il  est  pos- 
sible, a  partir  de  J,  l'une  des  parties  de  r;,  et  en  augmentant  de  1  le  nom- 
bre des  divisions  obtenues;  si  cependant  le  reste  obtenu  vers  a  était 
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trà-petit,  on  ponmiit,  en  le  considérait  connne  une  divisioa,  prendre 
Ifr^Hombre  ebtena  non  angmenté  de  1  pour  celui  des  divi«ien8  de^o. 
L'Orc^'a  étaitt  lûim  divisé  en  parties  égales,  on  >projeile  les  points  oè» 
tenrus  s«r  la  ligne  de  terre,  et  leuars  pirojeetiotts  détermtneirt  sans  Man-* 
cernent  sensible  lès  génératrices  linûtaïKt  les  teinrtes  sur  réléviAioB. 

fOn  porte  sur  Tare  a/»  à  partir  de.  a  et  autant  de  fais  qîu^il  est  possiMe, 
rttAe  des  parties  égales  de  77;  dans  la  /^sh  237  eUe  y  est  contenue  ium 
fais  «vec  un  reste  df,  et  par  sniie  la  partie  Vq/*  daas  ToHibreine  coih 
tieai  4fue  éetix  teinitee^  comne  pour  le  c^^lindre  (dOTT),  k  ktrgenr  de  la 
teiiite  la  plus  noire  s'aê  potnrraètre  augmeiitée  en  reeulantuapeu  ^d 
v«rstf/. 

A  «est  à  renavccutor  qne' la  pairtie  /a/"  émm  roitibrea.d*autant  meii» 
de  largeur  que  la  hauteur  s'j  du  cône  est  plus  petite  par  rapport  au 
dkHttètrc  r/  de  kl  base,  et  qu'elle  commence  à  être  nulle  dès  que  /  est 
le  point  de  contact  de  la  tangente  menée  par  Q  a  la  base  du  cône,  e'est* 
à-Klire' quand  sff  e«l  incliné  à  45*.  L'arc  af  est  égal>à.r6  quand  le  cûac 
deWent  un  cylindre,  et  Ton  a  af>rb  pour  un  tronc  de  cône  dont  la 
grande  base  est  au-dessus  du  plan  de  la  petite  base. 

lies  IfBiileB  des  feintes  étant  déterminées;  on  pose  cellcs-cî  en  opérant 
ctfmine  pour  le  cylindre.  En  élévation,  il  n'y  a  pas  de  teinte  de  s'b  à  s% 
efeil  y  en  a  trois  de  s^b  à  ^r;  de  l'autre  côté,  k  partir  de  s'k,  les  teintes 
sxnt  de  plus  en  plna  foncées  ju^squ'à  celle  s'ady  qui  doit  toujours  être 
seuBiblenient  plus  forte;  ladoiaiiêre  s'df  est  du  môme  ton  que  celle  qui 
précède  t^ad.  En  plan^  sftm>  ne  reçoit  pas  de  teinte  ;  de  fp  k  st^  et  de  sm 
k  tfo,  les  teintes  sont  de  pins  en' pi  us  foncées  ;  k  partir  des  plus  fortes  sad^ 
sùii,  les  teintes  sont  de  plus  en  plus  faibles,  et  la  dernière  srn'p^  opposée 
k  la  partie  nom  teintée  ^mp  est  «niforme. 

Comme  ou  le  mt,  toutes  les  teintes  se  terminent  en  pointe  au  sommet 
dv  cône. 

«Selon*  la  règile  généraite,  on  cooimence  le  lavis  par  la  pose  de  la  teinte 
d'éèaache  sur  les  parties  ^'a;^  et  jam7;  puis  l'on  continue  par  les  teintes 
les  plus  faibles,  camine  pour  le  cylindre. 
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Fig.  t38. 


iW9.  Lavis  d'une  sphère.  La  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière 

est  dans  Tespaice  une  circonf»* 
renoe,  qui  se  projette  suivant 
une  ellipse  sur  chacun  des  plana 
de  projection.  Gherckonssa  pro- 
jection Terticaie;  par  la  même 
marche  on  trouvera  sa  projec- 
tion korisontale.  D^liwrd  le  dia- 
mèlve  ac  perpenâie«ilairc  au 
rayon  lamincux  e«t  son  grand 
axe;  il  «uffit  alors  d'avoir  son 
dwni  pelit  ne  0^'  pour  pou- 
voir «onalruire  «ette^courbe  par 
points  (voir  5' partie)'.  Rabattant 
sur  le  plan  horizontal  le  phm 
Pa*0'  pyofelant  verticalement  le 
rayon  lumineux:  passant  par  le 
centre  de  la  sphère,  le  centre 
de  la  sphère  Tient  en  0^;  le 
grand  cercle  d'intersection  de 
la  s]^re  par  ce  plan  se  rabat 
en  vraie  grandeur,  et  le  rayon 
lumineux  passant  par  le  centre 
ûe  la  sphère  se  rabat  en  oCK'. 
Menaql  alors  une  perpendiculaire  0"d  à  oO^,  ou  am  cercle  0^  une 
tangente  parallèle  à  aCK',  le  rayon  O^d  est  te  mbarttement  dn  demi- 
petit  axe  cherché;  en  relevant  le  point  d  en  d\  O'd  est  dors  ce  demi- 
petit  axe. 

Le  point  de  la  surface  de  ht  sphère  frappé  «emMdement  par  un  rayon 
luflunevx  a  è  p«ur  rabatteBwnt,  et  il  se  r^ève  en  b^  sur  le  plan  verti- 
cal. Menant  bi  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  la  bissectrice  en  de 
l'angle  Ibi,  et  le  rayon  CB  parallèle  à  cette  bissectrice,  B  est  le  rabat- 
tement du  peint  brillant,  qui  se  relève  en  B'  sur  le  plan  vertical  (106^^). 
Les  limites  des  teintes  sont  des  ellipses,  et  les  largeurs  de  ces  teintes 
s'obtiennent  en  opérant  comme  on  l'a  fait  pour  le  cylindre  et  le  cône 
(1077,  i078);  c^est  ce  qu'indique  la  figure  S38.  Les  teintes  se  posent  éga- 
iemeot  en  suivant  la  même  marche. 

Pour  le  plan,  on  opérerait  comme  pour  rélévation  ;  mais  comme  tout 
est  symétrique  par  rapport  à  la  ligne  de  terre,  ayant  une  des  projections 
des  divers  éléments  néeessaires  povr  le  lavis,  on  pourra  fecilement  des- 
siner l'autre  sans  répéter  les  constructions  précédentes. 

iOM.  Couleurs  ordinairement  employées  fowr  le  lavis.  Entre  ée 
Chine  (1046),  bleu  de  Prusse,  bleu  d'indigo,  carmin,  gomme*gutte,  ocre 
jaune,  terre  de  Sienne  naturelle,  terre  de  Sienne  calcinée,  c'est-à-dire 
colorée,  sépia  naturelle,  sépia  rouge^  teinle  neutre,  vert  anglais,  vert 
de  vessie. 
La  gonmie^-gutte  est  un  mélange  natnrel  d'une  gomme  et  d'une  rérâie 
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colorée;  les  autres  couleurs  sont  des  matières  colorantes,  broyées  fine- 
ment avec  de  la  gomme,  puis  mises  en  pâte  et  séchées.  Toutes  ces  cou- 
leurs se  trouvent  facilement  en  bonne  qualité,  et,  sauf  le  carmin,  à  assez 
bas  prix. 

4081.  Teintes  conventionnelles  (extrait  en  partie  des  feuilles  lithogra- 
phiées  de  TÉcole  Centrale). 

i*  Machines: 

Fonte.  Bleu  de  Prusse  mêlé  d*encre  de  Chine  et  d'un  peu  de  carmin. 

Fer.  Bleu  de  Prusse  et  encre  de  Chine  très-faible,  très-étendue  d'eau. 

Acier,  Bleu  de  Prusse  seul,  très-faible. 

Cuivre  rouge.  Terre  de  Sienne  calcinée  et  carmin. 

Cuivre  jaune  ou  laiton,  Gomme-guttc. 

Bronze.  Gomme-gutte  et  très-peu  de  carmin. 

Bois.  Terre  de  Sienne  calcinée,  un  peu  de  carmin  et  un  peu  d'encre 
de  Chine. 

Remarque.  A  une  grande  échelle,  c'est-k-dire  sur  une  surface  d'une 
certaine  étendue,'  les  teintes  précédentes  sont  très-faibles  ;  à  une  petite 
échelle,  leur  valeur  est  à  peu  près  doublée. 

Plomb,  Étain,  Ztnc.  Bleu  d'indigo  et  encre  de  Chine  très-étendue 
d'eau. 

Verre.  Bleu  de  Prusse  et  gomme-gutte  très-étendue  d'eau. 

Cuir,  Sépia  naturelle,  ou  sépia  rouge  et  un  peu  d'encre  de  Chine. 

Cordes.  Étoupes.  Ocre  jaune  et  un  peu  de  sépia  rouge. 

Eau  en  plan.  Bleu  de  Prusse  faible  en  laissant  quelques  lignes  blan- 
ches; on  donne  ensuite  quelques  touches  horizontales  avec  la  même 
teinte  plus  forte.  Teinte  neutre  pour  les  ombres. 

Eau  douce  en  coupe.  Bleu  de  Prusse  très-étendu  d'eau.  Retouches  avec 
la  môme  teinte  plus  intense  pour  renforcer  la  ligne  de  niveau. 

Eau  de  mer  en  coupe.  Bleu  de  Prusse  très-étendu  avec  une  petite  por- 
tion de  gomme-gutte.  Retouches  avec  la  même  teinte  plus  intense  et  ren- 
forcement de  la  ligne  de  niveau. 

2**  Constructions: 

Pierre  de  taille  en  élévation.  Ocre  jaune  et  terre  de  Sienne  calcinée, 
très-faible.  Les  assises  ont  été  dessinées  régulièrement  sur  toute  la  sur- 
face avant  de  poser  la  teinte. 

Pierre  de  taille  en  coupe.  Carmin  très-faible.  Les  pierres  ont  été 
dessinées  régulières,  au  moins  celles  faisant  parement,  avant  de  poser 
la  teinte. 

Moellons  piqués  en  élévation.  Ocre  jaune  et  terre  de  Sienne  calcinée, 
avec  une  pointe  de  sépia  colorée.  Assises  régulières  sur  toute  la  surface, 
avant  de  poser  la  teinte. 

Moellons  piqués  en  coupe.  Carmin  très-faible.  Assises  dessinées  régu- 
lières, au  moins  le  long  des  parements,  avant  de  poser  la  teinte. 

Maçonnerie  ordirvaire.  Comme  pour  la  pierre  de  taille,  soit  en  éléva- 
tion, soit  en  coupe  ;  seulement  les  assises  sont  dessinées  à  la  plume,  au 
lieu  de  l'être  au  tire-ligne,  ce  qui  les  rend  un  peu  sinueuses. 

Pierres  sèches  e7i  élévation.  Terre  de  Sienne  calcinée  et  teinte  neutre 
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faible»  employées  avec  deux  pinceaux.  Avant  de  poser  la  teinte,  on  a 
dessiné  à  la  pl:ime  des  pierres  à  pou  près  rectangulaires. 

Pierres  sèches  en  coupe.  Carmin  très-faible.  Quelques  pierres  à  peu 
près  rectangulaires  ont  été  dessinées  à  la  plume  dans  )c  massif  de  ma- 
çonnerie. 

Briques  ordinaires.  Terre  de  Sienne  et  carmin. 

Briques  réfractaires.  Ocre  jaune. 

Briques  en  coupe.  Carmin  faible. 

Béton  en  plan.  Terre  de  Sienne  calcinée  et  teinte  neutre  faible,  em- 
ployées avec  deux  pinceaux.  Des  petits  éclats  de  pierre  ont  été  dessiné^ 
à  la  plum(%  d*une  manière  irrégulière,  sur  la  surface,  avant  de  poser  hi 
teinte. 

Béton  en  coupe.  Carmin  très-faible.  Petits  éclats  dessinés  à  la  plumo 
et  parsemés  à  l'avance  dans  la  masse. 

Enrochements  en  plan.  Terre  de  Sienne  calcinée,  retouches  avec  terre 
de  Sienne  et  sépia  colorée.  Ces  retouches  sont  destinées  à  donner  du 
relief  aux  galets  qui  composent  Tenrochement,  et  qu'on  a  dessinés  à  la 
plume  avant  de  poser  la  teinte. 

Enrochements  en  coupe.  Carmin  très-faible.  Avant  de  poser  la  teinU*, 
on  a  dessiné  les  galets  à  la  plume  et  on  les  a  fait  légèrement  tourner  a 
laide  de  quelques  traits  de  plume. 

Gravier  en  plan.  Terre  de  Sienne  calcinée  faible.  Sable  et  quelques 
petits  cailloux  à  la  plume  avec  la  même  teinte  plus  forte. 

Gi-avier  en  coupe.  Carmin  très-faible.  Sable  et  quelques  petits  caillou  k 
à  la  plume  avec  de  Tencre  de  Chine. 

Sable  en  plan  et  en  coupe.  Mêmes  teintes  que  pour  le  gravier;  mais  le 
sable  à  la  plume  sans  petits  cailloux. 

Rochers  en  plan.  Teinte  neutre  et  touches  de  terre  de  Sienne  calcinée, 
appliquées  à  deux  pinceaux.  Retouches  avec  de  la  terre  de  Sienne  mê- 
lée avec  de  la  sépia.  Ces  retouches  sont  d'une  teinte  plus  forte  et  figurent 
des  crevasses  irrégulières  dans  les  rochers. 

Rochers  en  coupe.  Carmin  faible.  Des  crevasses  irrégulières  sont  des- 
sinées à  la  plume  avant  de  poser  la  teinte. 

Argile  en  coupe.  Carmin  très-faible.  Des  traits  de  plume  irréguliers  et 
légèrement  inclinés  représententlcs  couches  stratifiées  d'argile. 

Vase  en  coupe.  Carmin  très-faible.  Des  traits  de  plume  irréguliers,  à 
peu  près  horizontaux  et  d'autant  moins  rapprochés  qu'on  s'éloigne  plus 
de  la  surface,  sont  donnés  avant  de  poser  la  teinte. 

Terrain  en  coupe.  Sépia  naturelle  avec  un  peu  de  carmin ,  ou  sépia 
roug»  seule.  Renforcée  k  la  ligne  du  sol  par  une  teinte  de  sépia  plus 
forte,  fondue  irrégulièrement.  Quelques  retouches  irrégulières  avec  la 
même  teinte. 

Talus  et  terrain  en  plan.  Sur  les  remblais  ou  déblais,  sépia  rouge  fai- 
ble. Sur  les  talus,  vert  anglais,  ou  terre  de  Sienne  et  bleu  de  Prusse; 
pour  les  ombres  des  talus,  ajouter  de  l'encre  de  Chine  ;  l'intensité  doit 
être  d'autant  plus  forte  que  le  point  est  plus  élevé. 

Tes  terrassements  s'indiquent  très-souvent  par  une  simple  teinte  de 
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goittUlâ-guUc  sur  )e«  parties  k  déblayer,  et  une  teinte  rose  de  canrnif 
sur  les  parties  à  romblsyer. 

Pcasé  en  pian.  Teinte  neutre  et  caraiin  três-fa^ble  mêlés,  toociies  de 
tovre  de  Sienac  avec  un  second  pinceacr  avant  qvte  la  ternie  soit  sèche. 
Les  pavés  sont  légèrement  dossinés  au  tire-ligno  avant  de  teinter. 

Pavé  en  coupe.  Carmin  tpès-faibk?  comme  pour  la  pierre  de  taille.  Avant 
de  poser  la  teinte  on  dessine  ïi  la  plimte  les  pavés,  dessous  la  couche 
de  sable  à  l'aide  de  points,  et  au-dessous  le  terrain  par  quelques  groupes 
de  traits  irrvignUm»  et  de  sen»  divers. 

Empierrements  en  plan.  Terre-  d«  Sienne  calcinée  et  teinter  neutre, 
en){»ioyéefl  à  deux  pinceanix. .  Uvelques  cailloux  de  diverses  grosseurs, 
parsemés  sur  la  surface  et  àessinés  à  la  plume,  avant  de  poser  les 
teintes. 

Empicrremeiits  en  coupe.  Carmin  très-ftuble.  Avant  dt*  poser  la  tefnrU% 
on  tks«ine  à  la  plume  l<\s  cailloux  sur  t(Wite  Tépaisseur  de  Ferapierre- 
menly  el  au-dessou»  le-  terrain  comme  sous  les  pavés. 

Tuiles  eth  élévation  ou  en  pktn.  Ten*e  de  Sienix*  calcinée  et  carmin. 
Mi'ïuc  teinte  que  pour  les  briques,  aviîc  uu'peu  plus  de  terre dv  Sienne. 

Ardoises  en  élévation  ou  en  plan.  Teinte  neutre  mêlée  d'un  peu  de 
bleu  d'ittdigo. 
3"  Topographie. 

Bois  et  forêts.  \"  ■Hinuie.  Teinte  plate  de  terre  de  Sienne  naturelle 
faible. 

2"'  Rédaeiiom.  Fond  <le  terre  de  Sienne  calcinée  et  de  vert,  fàfblos. 
Les  arbres  en  deux  teintes  de  vert  de  vessie  mélangé  d'un  peu  de  bïeu 
de  Prusse,  l'unt  taïMesur  tonte  la  nvasse,  Tautre  forte  (ht  cèté  de  Tom- 
brc.  Les  ombres  projetées  en  sépia  colorée-.  Les  chemins,  les  arbres  ou 
massifs  et  quelques  petite»  toufiès  d'herbe  ont  été  légèrement  dessinés 
a  la  plume  avant  ée  poser  l«8f  teintes. 

Bt'oxtssaiiles.  V  Minute.  Terre  de  Sienne  naturelle  et  vert  de  vessie 
mélangé  do  bleu  de  Prusse.  Ces  deux  teintes  appliquées  à  deux  pinceaux 
efc  .<iinultiméuftent  pour  qu'elles  se  fondent  Tune  dans  Fautre  et  forment 
une  teinte  panachée. 

2*  Rédaction,  Fond  de  terre  de  Siemre»  ealcinée  ef  <fe  vert  cotmne 
pour  les  fiirèts.  Même-  vert  pour  les  broussailles  que  pour  les  arbres. 
Sép<ia  ronge  pour  les  ombres.  Massifs  de  broussvHIes  et  petites  touffes 
d/hcrbe  dessinés  légèrement  k  la  plume  avant  de  teinter. 

Bois  marécageux.  1*  Minute.  Fond  de  terre  de  Sienne  naturelle  pour 
tes  parties  boisées.  Bleu  do  Prusse  clair  et  par  touches  horizontates  pour 
les  parties  aquattqnes,  dont  les  contours  ont  été  tracés  à  la  plumef 

S*  Rédaction.  Parties  boisées  comme  pour  les  forêts.  Parties  aquati- 
ques par  touches  horizontales  de  bleu  de  Prusse,  en  ménageant  quel- 
qnies  btenc».  Aetonebes  avec  la  même  teinte  plus  forte.  Ombres  dans 
Ttou  avec  de  la  teinle  neutre.  Contours  des  parties  aquatiques,  arbres 
ctpelilevlMiaés  d*iiierbe  dessinés  à  la  plume  avant  de  teinter. 
Frés.  !•  Minute.  Tdnte  plate  de  vert  die  vessie  et  bien  de  Pousse 
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W*  BMaJBêioru  Fond  de  vert  an  peu  plus  clair  que  pour  la  mimiiB^ 
c'e8t>à-dire  contenant  moins  de  bleu.  Touches  horizontales  avec  It 
n.ème'vertplUBiiitease.  Geuis  d'eau  et  quelques  petites  touffes  d*herbe 
çîte(  Ht. dessiné»»  lai  plume  aivaîU  de  teinter. 

Fâttiragnsi.  r  Minute.,  Même»  teii^tes  (|ue  pour  la  minute  des  bmu^ 
sailles  plus  une  teinte  de*  bieut  îmli^o.  Ce»  trois  teintes  appliquerez  avec 
tPMpineettux. 

iT  Rédaction*  Terre  de  Sienne  cakinéo  et  vevt-pré,  avec  deux  pin*- 
ceauz%  Touches  horizontales  avec  le-i»^i«  verti,  particuiicrement  sur  le 
tiavaii'»  laiplume,  qui  oonsiaie  simplement  eoi  quelques  traînée»  à  peu 
près  horiiaatales  et  sinueuses  de  petits  traits  figurant  de  Therbe. 

Terres  humides.  1*  Minute.  Vert-pré  et  bleu  de  Prusse  faible,  à  deiu- 
ptii0eaux« 

S'  Rédaction.  Touches  horizontale»  de  vert-pré,,  en  ména^çeantun  p(hi> 
d€riblàn«,  que  Ton  remplit  par  de»  touches  bleues..  Des  petites  traînées 
àlaphifue  figurent  do  Ffaarbe;  c'e«t  sur  cea  ta*aînées  que  Ton  place 
priveapaiement  les  toacfaes»d^  verl^fé« 

Marair.  V  Minute.  Comme  pour  les  bois  marécageux,  en  roinixla^nt 
la  terre  de  Sienne  par  du  vert-pré;. 

2°  Rédaction.  Vert-pré  sur  la.  terre,  et  revenir  avec  quelques  touches 
plus- fortes,  priDcipaiement  sur  des  petites  traînées  à  la  plume  figurant 
de  riierbe,  et  sur  les  contours  dtt  côté  de  Tombife.  £au  comme  pour  las 
bois  marécageux. 

Tourbières  et  vases.  V  Minute,  Fond  de  V€rt*pré.sur  le  sol.  Toucbi^S' 
de  bdétt  dans  le»  toiii4)ièresi  Teinte  neutre  et  sépia  rouge  mêlées  pour 
les  vases;  qui  séparent,  sur  une  étendue  plus  ou.  moins  grande^  le  8*4 
de  Teau. 

^  Rédactian.  Gomme  à  la  uiinuAe,  ntiaw  en^  plus  de»  touches  homeoii- 
tâles  en  vert-pré  plu»  foncé  sur  le  sol.  Le»*  contours  des  tourbières^  les 
lignes  qui  séparent  le  sol  des  vase»  ou  de  Feau^  et  quelque  petite»  tra;^ 
nées  figurant  de  l'herbe  sont  dessinés  à  Tenere  avant  de  poser  les  teintem 

Éicauf:  Bêdaeiion.  Terrains  environna»!»  teintés  selon  leur  nature. 
Pour  rétang,  bleu  de  Prusse  par  touches  horizontales  eamenageant.de» 
blancs,  et  retouches  avec  la  même  teinte,  en  fonçant  davantage  du  (Mé 
die  rcitmbre. 

Latt.  Rédactioiu  Terrains  enviiHNsnant»  ordinairement  fond  de  pré. 
Powr  fe  lac,  teinte  de  bleu  de  Prusse  sur  le»  bords^,  adoucie  vers  le  mi- 
lieu, plus  forte  du  côté  de  Tombre. 

Wêr.  Rt^chêTs,  i**  MitMte.  Mer,,  teinte  plate  de  bleu*  rerdâtre  (bleu,  ce 
PPQS^ff  etgomme^-gutte).  Rochersv  sépia  rouge  seule.  Les  rocher.s  b<«t- 
dant  la  mer  sont  dessinés  à  l'avance  avant  de  poser  les  teintes. 

T  Rédactian.  Mer,  mèaae  teinte  que  pour  la  minute,  mais  plu»^  forte 
et 'adoucie  des  bords  ^ar»  le  large^.  Pour  les  rochers,  sépia  ronge,  ro- 
touches  de  terre  de  Sienne  caioinée  et  de  teinte  neuitre.  Les  terraiim 
8001  ttrinlés  selon  leur  naÉuia. 

TkrPês^  labouréts,  1*  Mikmâe.  Teinte  pl«te  d»  terre  de  Sienne  calciné». 
Des  ligne»  pointées  faites  à  la  plume  bordent  les  chemins  et  divisent  Im 
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terrain  en  champs.  Un  liséré  vert  s'applique  sur  les  lignes  qui  bordent 
les  chemins. 

^"^  Rédaction.  Teintes  appliquées  par  bandes  ou  sillons  dans  le  sens 
de  la  longueur  des  champs.  Ces  teintes  varient  d'un  champ  à  Fautre, 
et  Ton  s'arrange  pour  que  dans  l'ensemble  de  toutes  ces  teintes  variées 
lo  jaune  domine  (terre  de  Sienne  et  gomme-gui  te). 

Vergers.  1"  Minute,  Vert  de  vessie  et  bleu  de  Prusse  très-étendus 
d'eau.  Des  points  foncés  disposés  en  quinconce  pour  figurer  les  arbres. 
Les  chemins  ont  été  k  l'avance  dessinés  à  la  plume  ou  au  tire-ligne. 

2*  Rédaction.  Fond  de  même  vert  que  pour  la  minute,  mais  plus  foncé. 
Pour  les  arbres  et  les  haies,  le  même  vert  plus  foncé  encore.  Les  ombres 
ih<  arbres  et  haies  à  la  sépia  rouge. 

Vignes,  i*  Minute.  Teinte  neutre  faible.  Chemins  et  divisions  du  ter- 
rain  dessinés  à  la  plume  ou  au  tire-ligne. 

2**  Rédaction.  Même  teinte  que  pour  la  minute,  mais  plus  forte.  Ceps 
en  quinconce  dessinés  à  la  plume  et  représentés  par  un  trait  vertical 
enveloppé  d'un  second  trait  en  hélice.   Petite  ombre  à  la  plume  pou 
chaque  cép. 

Sables.  1*  Minute.  Teinte  plate  faible  de  terre  de  Sienne  calcinée  pour 
les  sables;  teinte  plate  faible  de  bleu  de  Prusse  pour  la  rivière. 

2*  Rédaction.  Pour  les  sables,  même  teinte  que  pour  la  minute,  mais 
un  peu  plus  forte,  et  pointillé  à  la  plume  avec  de  l'encre  pâle.  Pour  la 
rivière,  môme  teinte  que  pour  la  minute,  mais  adoucie  des  bords  vers 
le  milieu,  et  plus  forte  du  côté  de  l'ombre. 

Landes.  1®  Minute.  Vert  terne,  sable  et  carmin,  très-faibles  et  appli- 
(jués  avec  trois  pinceaux.  Les  couleurs  dominantes  sont  le  sable  et  le 
carmin. 

2"  Rédaction.  Fond  de  sable  et  de  vert  faible  par  touches  horizontales. 
Retouches  avec  un  vert  plus  fort  pour  les  genêts,  qui  ont  été  légèremenl 
dessinés  k  la  plume  par  quelques  traînées  de  petits  traits.  Pointillé  k  la 
plume  sur  les  parties  de  sable. 

Friches.  4*  Minute.  Vert-pré  pâle,  et  sépia  rouge  mélangée  d'un  peu 
de  terre  de  Sienne;  ces  deux  teintes  appliquées  avec  deux  pinceaux. 

T  Rédaction.  Vert-pré  par  touches  horizontales,  en  ménageant  des 
blancs,  que  l'on  remplit  ensuite  avec  de  la  sépia  rouge  mêlée  de  terre 
de  Sienne.  Quelques  touches  plus  foncées  sur  le  vert,  principalemenl 
sur  les  traînées  de  petits  traits  faits  k  la  plume  pour  figurer  quelques 
herbes. 

Bruyères.  1*  Minute.  Vert  clair  et  carmin  faible  k  deux  princeaux. 

V  Rédaction.  Même  travail  que  pour  les  friches,  mais  avec  du  vert  et 
du  carmin. 

Villages.  Parcs.  Jardins.  4*  Minute.  Carmin  faible  pour  les  parties 
«onstruites;  vert  faible  pour  les  jardins;  les  parties  boisées  et  pièces  de 
verdure  comme  pour  les  forêts  ou  les  prés. 

2"  Rédaction.  Parties  construites,  carmin  plus  fort  que  pour  la  mi- 
nute; jardins,  teintes  variées  posées  en  rectangles  ;  le  reste,  comme  aux 
échantillons. 
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1082.  L objet  spécial  de  la  trigonométrie  est  de  fournir  des  méthodes 
pour  calculer  toutes  les  parties  d'un  triangle  (angles  et  côtés),  quand  on 
a  des  données  suffisantes  pour  les  déterminer  (969  à  972). 

Bemarque.  Un  polygone  quelconque  étant  composé  de  triangles,  il  en 
résulte  que  le  but  plus  général  de  la  trigonométrie  est  de  soumettre  au 
calcul,  dans  tout  polygone  suffisamment  défini,  les  relations  qui  existent 
entre  les  directions  et  les  grandeurs  des  côtés  et  des  diagonales  de  ce 
polygone.  * 

DETERMINATION    d'uN    POINT. 

1085.  Moyen  de  fixer  la  position  d'un  point  sur  une  ligne.  Comme  oti 
peut  prendre  sur  une  ligne,  à  partir  d'un  point  de  cette  ligne,  une  même 
longueur  dans  les  deux  sens  (556),  il  en  résulte  qu'il  ne  suffit  pas  de 
connaître  la  distance  d'un  point  k  un  point  déterminé  de  la  ligne,  pour 
connaître  la  position  du  premier  ;  mais  qu'il  faut  en  outre  connaître  le 
sens  dans  lequel  on  doit  compter  cette  distance. 

Pour  simplifier  les  expressions  et  faciliter  les  calculs,  on  est  convenu 
de  considérer  les  distances  portées  dans  un  sens  comme  positives,  et 
celles  prises  dans  l'aptre  sens  comme  négatives.  Pour  cette  raison,  dans 
les  calculs,  les  premières  distances  s'affectent  du  signe  +,  et  les  s<i- 
condes  du  signe  —  (410).  On  a  l'habitude  de  considérer  comme  posi- 
tives les  distances  portées  dans  le  sens  de  gauche  à  droite  et  de  bas  en 
haut,  et  comme  négatives  celles  comptées  de  droite  k  gauche  et  de  haut 
en  bas. 

1084,  Le  point  fixe  0  d'une  ligne,  k  partir  duquel  on  compte  les  dis- 
tances prises  sur  cette  ligne,  prend  le  nom  d'origine. 

Quand  la  ligne  sur  laquelle  on  compte  les  distances  est  droite,  elle 
prend  le  nom  d'orr^. 

La  distance  d'un  point  quelconque  de  l'axe  k  l'origine  prend  le  nom 
d'abscisse;  on  la  désigne  généralement  par  x,  que  l'on  afiecte  du  signe  4- 
du  du'  signe  —  selon  qu'elle  est  comptée  dans  un  sens  ou  dans  l'autfr. 
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I08S.  Étant  données  deux  directions  xx'  et  yy\  que  nous  supposerons 
rectangulaires  entre  elles,  on  connaîtra  laposi-- 
tion  d'un  point  quelconque  du  plan  de  ces  deux 
directions  quand  on  aura  les  projections  de  ce 
poird  sur  k»  érêiiesxM! '0t yy'  (689). 

En  effet,  p  et  g  étant  les  projections  d'un 
point  sur  les  droites  xx^  et  yy\  élevant  des 
perpendiculaires  indéfinies  pM.  et  qM.  à  ces 
droites,  chacune  de  ces  perpendiculaires  con- 
tiendra le  point,  qui  est  alors  leur  point  unique 
de  rencontre  M.  ^ 
Le  point  M  étant  déterminé  quand  on  a  se» 
projections  p  et  g,  comme  ces  projections  le  sont  par  leurs  distances  à 
une  origine  prise  sur  chacun  dos  axos  rrx',  yy'  (1083),  un  point  est  donc 
déterminé  dans  un  plan  quand  on  connaît  les  abscisses  de  ses  projec- 
tions sur  deux  axes  rectangulaires  tracés  dans  ce  plan. 

On  prend  pour  origine  commune  sur  les  axes  xxf  et  yy' "le  point  de 
rencontre  0  de  ces  axes. 
Ces  axes  prennent  le  nom  d'axes  coordonnés. 
L'axe  xx'  est  Y  axe  des  abscisses  ou  des  x. 

L'axe  yy'  est  Yaxe  des  ordonnées  ou  des  y,  c'est-a-dire  que  les  lon- 
gueurs comptées  sur  cet  axe  à  partir  de  Torigina  0  sont  appdées  or- 
données, au  lieu  d'abscisses. 

'Ox  est  la  partie  des  abscisses  ou  des  x  positives,  et  Ox'  celle  des  abs- 
cisses ou  des  X  négatives.  De  même  Oy  est  la  partie  des  ordonnées  ou 
des  y  positives,  et  Oy'  celle  des  ordonnées  ou  des  y  négatives. 

L'abscisse  Op  de  la  projection  p  est  aussi  l'abscksc  du  point  M.  Comme 
(m  a  Op=: Mg,  on  voit qae  Tub^cisse  d>in  peint  estk  difitanoedu  poMBt 
à  Taxe  des  y.  Cette  abscisse,  que  l'on  désigne  p«r  se,  «st  poiâtîve  on  wé- 
gative  selon  qu'elle  «eert  comptée  sur  Ox  ou  surOx',  c'««t-4MHre  sel0ii^e 
le  point  est  à  droite  on  k  gauche  ée  V^ae  des  y. 

De  même,  Fordonnée^Og  <1e  la  projection  q  est  l'ordonnée  an  pointll. 
dn  a  aussi  Oq  =  Mp,  ce  qui  fait  vo^  que  Tondonuée  d'un  point  quel- 
conque est  la  distance  de  ce  point  k  l'axe  des  x.  L'ordonnée  *e  Aéskgme 
par  la  kttre  y,  et  etle  est  positive  on  négative  suivant  que  le  point  se  ' 
trouve  au-dessus  ou  au-dessous  de  Taxe  des  x. 

L'abscisse  et  Tordonnée  d'un  point  ©ont  les  coordonnées  de  ce  p«tfft. 
Ainsi  un  point  est  déterminé  par  les  veUeurs  ntfj^briquês  ^àe  «©y  coor- 
dwmées  xety  (44 1). 
On  a  : 

Pour  M,  x=  +  Op  et  y^^Oqi 
M',  x  =  — Op'  et  y  =  +  0^; 
M",  x  =  -0p'  et  y  =  -(>g'.; 
M'",  X  =  +  Op    et    y  =  —  Oq\ 

Quand  x«o,  c'est  que  le  point  «et  sitaé  sur  l'axe  des  y;  y  «^  «ùidi- 
f  tte  qu'il  se  trotrve  sur  l'axe  des  x^  et  si  l'on  a  à  la  fois  x  s-O  •«!  y«tfO, 
«>it  qu'il  est  question  de  l'origine  O  des  aises. 
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Remarque  1.  Ce  qui  vient  d'être  dit  |)Our  des  axes  pei-pendicutetree 
^\  yy'  s'applique  h  des  axes  faisant  enti'«  eux  un  angde  quelconque; 
mais  alors  les  lignes  VLp,  Mg...,  qui  se&tent  t«(UJ<Mirti  fiarallèles  aux  ax«s 
yy\  xx\  sont  obliques  sur  les  axes  rei^ectifs  xx'  et  yy'. 

Remarque  2.  Dans  le  cas  où  les  axes  soat  reclangiftlaiires»  jcùgnant  OJf, 
le  triangle  rectangle  OMp  donne  C^Oi] 

05'  =  a-  +  y\ 

La  distance  de  l'origine^  à  un  autre  poiai .qu«lco«q«e  M',  M".,.  éoftBf 
la  même  relation  avec  les  coordonnées  du  point  4M>iMtdéré. 

IOÔ(;.  3Ioye7L  de  fixer  la  position  (JCwi  poùii  dans  Vespuoe..  ^  «léme 
qu'.un  point  est  déierauûné  sur  tin  piLiii  par  aee 
projections  sur  deux  dpoiUes  l'i^oiaiifiilaires 
tracées  dans  le  plan  (1085},  o»  commît  lapow- 
lion  d'un  point  quelconque  de  l'espace  qitandses 
prcyections  sur  trois  plansptsrpemiicuiaires  entve 
eux  sont  déterminées  (739). 

En  efifet,  a,  6  et  c  étant  les  projecdiotts  d'un 
point  M  sur  les  trois  plans  i8%,  asùz  «t  .^Oz, 
déterminés  par  les  axes  reotangulari«s  xx\  yy' 
et  zz'  qui  sont  leurs  inlersectic^ns,  si  par  cha- 
cun de  ces  points  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  correspondant, 
chacune  de  ces  perpendiculaires  passera  au  point  M,  et  ce  point  devant 
se  trouver  k  la  fois  sur  les  trois  perpendiculaires,  il  sera  leur  point 
unique  de  rencontre.  Ainsi  un  point  eslhien  détermine  par  ses  projec- 
tions sur  les  trois  plans. 

Chacune  des  projections  a,  6,  c  étant  déterminée  quand  on  -connaît 
ses  projections  respectives  p  eiq^p  et  s,  q  et  s,  sur  deux  axes,  il  en 
résulte  que  ces  trois  projections,  etpar  suite  le  point  M,  sont  déterminées 
ifaand  on  connaît  les  trois  points  p,  g,  s,  qui  ne  soat  autre  chose  que 
les  projectioiis  du  point  M  sur  les  iroifi^iLes  xx\  yy\£z'  («89,  747). 

tLes  Irois  poinis  p,  9,  f,  situés  sur  lesiax«>s,  étant  détenuinés  pai*  leurs 
ahscisses  par  rapport  à  l'origine  0  (4083),  un  point  M  est^donc  déter- 
miné quaiid  on  connaît  les  abscisies  de  ses  pr<^ectioms  sttr  irais  tmcs  rcc- 
iangulaires. 

Les  trois  axes  nectangulaires  xx\  yy\  xz'  preuneat  eoc^T  le  is/mn 
d'axes  coor^nmés;  xx'  est  ïaxe  des  x,  yy'  celui  des  y,  et  zs'  celui  des  r. 
Les  trois  plans  déterminés  par  ces  axes  scitnt  appelés p/aTi^  coordonnés. 
Les  abscisses  Op.  Oq  et  Os  des  projections  du  point  H  sur  los  axes 
sont  appelées  les  coordonnées  du  point  M  ;  Op  en  est  Fahscisse  x,  Oç 
r«0irdonsée  y.  -et  O  Tordonnée  2.  Ainsi  un  point  est  détenjnné  par  se» 
imordonnées  (.1085). 

djWBOXoeim  a  Op  =  Mc,  Oç^Mô  et  0<f  =  Ma,  les  coordonnées  x^y  et  r 
d*un  point  sont  donc  éf^ales  a«x  dislanees  de  ce  point  aux  plaas  o»or- 
wéMinés.  Ces  eoerdonnées  sont  positives  ou  négatives  selon  que  les  pro^ 
jections  du  point  sur  les  aites  sont  sur  les  parties  Gx,  Qy  et  O2,  ou  sur 
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celles  Oxf,  Oy'  et  Oz'.  Ainsi  la  coordonnée  x  sera  positive  ou  négative 
selon  que  le  point  M  sera  à  droite  ou  à  gauche  du  plan  i/Oz^  dit  plan 
des  y  z;  y  sera  positive  ou  négative  selon  que  M  sera  en  avant  ou  en 
arrière  du  plan  xOz  ou  des  x  z,  et  enfin  z  sera  positive  ou  négative  selon 
que  M  sera  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  xOy  ou  des  x  y. 

Quand  x  =  0,  c'est  que  le  point  est  sur  le  plan  yOr  ;  de  nit^ine  si  y=0, 
ou  z=  0,  c'est  que  le  point  est  respectivement  sur  le  plan  xOr  ou  a:Oy. 

Quand  on  a  à  la  fois  deux  coordonnées  nulles,  c'est  que  le  point  est 
sur  l'un  des  axes;  ainsi  pour  x=0  et  y  =  0,  le  point  est  sur  l'axe  zz'.  Si 
les  trois  coordonnées  sont  nulles,  c'est  que  le  point  se  trouve  sur  les 
trois  plans  coordonnés,  et  il  ne  peut  être  que  l'origine. 

Remarque  1 .  Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  des  plans  ou  axes  rectangu- 
laires s'applique  à  des  plans  ou  axes  faisant  entre  eux  des  angles  quel- 
conques; seulement  alors  les  perpendiculaires  Ma,  M6,  Me  aux  plans  de 
projection  restant  toujours  parallèles  aux  axes,  elles  deviennent  obli- 
ques. Les  projections  a,  6,  c  sur  les  plans  coordonnes,  ou  celles  p,  ç,  s 
sur  les  axes,  au  lieu  d'être  dos  projections  orthogonales,  sont  îilors  des 
projections  obliques. 

Remarque  2.  La  distance  OM,  du  point  M  k  l'origine  0,  étant  la  diago- 
nale d'un  parallélipipède  qui  a  pour  arêtes  les  coordonnées  du  point, 
dans  le  cas  où  les  axos  sont  rectangulaires,  le  parallélipipède  est  rec- 
tangle, et  l'on  a 

ÔM*  =  X*  +  y*  +  z\  (827) 

Cette  relation  existe  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  autour  de 
l'origine  0. 

■    MOYENS  DE   FIXER  LA   POSITION   DINE   DROITE. 

1087.  La  position  d'une  droite  étant  fixée  par  celles  de  ses  extrémités ^ 
^lle  lésera  donc  par  les  coordonnées  de  ses  extrémités  (1086). 

Une  droite  peut  aussi  être  définie  par  les  conditions  qui  font  connaître  : 
!•  la  position  de  l'une  de  ses  extrémités;  2*  la  longueur  de  la  droite; 
3"  la  direction  et  le  sens  de  la  droite. 

r  La  position  de  l'une  des  extrémités  de  la  droite  est  définie  par  les 
valeurs  algébriques  des  coordonnées  de  cette  extrémité. 

2"  La  longueur  de  la  droite  est  définie,  sans  avoir  égard  au  signe  algé- 
brique, par  le  rapport  de  son  étendue  à  celle  de  l'unité  linéaire  (686). 

3"  //  reste  à  poser  les  données  nécessaires  pour  fixer  la  direction  et  le 
aens  de  la  droite. 

Quelle  que  soit  la  position  de  la  droite  par  rapport  aux  axes  coordon- 
nés, on  connaîtra  sa  direction  et  son  sens  par  rapport  à  ces  axes,  quand 
on  aura  sa  direction  et  son  sens  par  rapport  à  des  axes  parallèles  aux 
premiers  et  menés  par  son  extrémité  déterminée. 

1088.  Cette  dernière  partie  de  la  question  est  donc  ramenée  à  déter- 
mine?' les  données  nécessaires  pour  fixer  la  direction  et  le  sens  de  la  droite 
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Fig.  241. 


par  rapport  à  des  axes  coordonnés  ayant  pour  origine  une  extrémité  de  la 
drot/tf(555,  556). 

Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  la  droite  est  dans 
Tun  des  plans  coordonnés,  celui  des  xy,  par  exemple  (1086). 

vSoit  Ou  cette  droite,  dont  le  sens  est  indiqué 
par  Tordre  Ou  de  ses  extrémités;  la  direction 
de  cette  droite  sera  déterminée  quand  on  con- 
naîtra Tangle  uOx  que  fait  la  droite  avec  la 
partie  Oj  de  Taxe  des  abscisses,  et  que,  de  plus, 
on  indiquera  que  cet  angle  est  -compté  en  des- 
jl"        q  /a     X     S"s  ^^  ^^^  dessous  de  Ox,  car  on  peut  mener 

par  0  deux  droites  faisant  des  angles  égaux 
avec  la  partie  Ox. 
Afin  de  se  dispenser  de  désigner  si  Tangle 
doit  être  compté  en  dessus  ou  en  dessous  de  Ox,  on  a  fait  une  conven- 
tion analogue  à  celle  mise  en  usage  au  n«  1083  pour  fixer  la  position 
d*un  point.  Ainsi  Ton  est  convenu  de  considérer  comme  positifs  tous  les 
angles  que  décrit  la  droite  Ou  en  tournant  autour  du  point  0  dans  le 
sens  de  la  flèche  AB,  et  comme  négatifs  ceux  qu'elle  décrit  en  tournant 
dans  le  sens  do  la  flèche  AG. 

L'angle  positif  est  nul  quand  Ou  se  confond  avec  Ox;  puis  il  prend 
toutes  les  valeurs  positives  comprises  entre  O""  et  90",  peni^mt  que  Ou 
passe  de  Ox  à  Oy;  quand  elle  se  confond  avec  Oy,  elle  fait  un  angle  po- 
sitif de  90"  avec  Ox.  Ou  continuant  à  tourner,  elle  décrit  tous  les  angles 
positifs  de  90"  à  180*  ;  elle  fait  ce  dernier  angle  avec  Ox  quand  elle  se  con- 
fond avec  Ox'.  Continuant  à  tourner,  les  angles  positifs  prennent  toutes  les 
valeurs  de  180^  à  270*;  à  cette  dernière  valeur,  elle  se  confond  avec  Oy'. 
Tournant  encore,  elle  vient  se  confondre  avec  Ox  après  avoir  décrit  tous 
les  angles  positifs  de  270"  à  360".  Dans  une  nouvelle  révolution  Ou  dé- 
crirait tous  les  angles  positifs  de  360"  à  720",  et  continuant  son  mouve- 
ment, elle  décrirait  tous  les  angles  positifs  supérieurs  k  720". 

Si  Ou  avait  tourné  dans  le  sens  de  la  flèche  AC,  elle  aurait  successi- 
vement décrit  tous  les  angles  négatifs,  comme  elle  a  décrit  toug  les 
angles  positifs  en  tournant  dans  le  sens  de  la  flèche  AB.  11  est  k  remar- 
quer que  les  angles  +«,  +(360*  +  a),  4- (720"  +  a),  etc.;  —  (360"— a), 
—  (720*  ~  a),  etc.,  désignent  tous  la  même  droite,  en  direction  et  sens. 
Remarque,  Pendant  que  la  droite  Ou  décrit  les  angles  autour  du  point 
0,  chacun  do  ses  points  décrit  les  arcs  correspondants  k  ces  angles  (631)» 
fit  suivant  que  les  angles  sont  positifs  ou  négatifs,  cVst-k-dire  selon  le 
mouvement  de  Ou,  ces  arcs  sont  positifs  ou  négatifs.  Ainsi  un  angle  est 
déterminé  quand  on  a  l'arc  correspondant,  ot  réciproquement. 
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expressions  trig0n0mêtr1qle6.  leth  l'sage  pour  exprimer  la  valeur 
d'cn  angle  ou  d'un  arc  quelconque,  positif  ou  négatif. 

1089.  DasfeS'le  cas  où  ia  droite  considérée  Ow  a  une  de  ses  oxtréiiîités 

située  à  Torigine  0,  la  droite  est  déter- 
iTTÎnée  quand  on  connaît  les  valeurs 
al^briques  des  coordonnées  y  =  Mp 
et  «  =  M7'de  son  autre  extrémité  M 
(1083). 

Les  rapports  entre  les  quantités  y, 
i:  et  OM  sont  constants,  quelle  que  soit 
}a  position  du  point  M  sur  la  droite 
Ow,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  va- 
èeuT  de  OU  =  r,  quantité  toujours  po- 
sitive, puisqu'elle  tndique  ta  distance 
dtt  point  M  à  Forigiae  O,  -et  q«i>41e  est 
cMDfftée  dans  le  sens  positif  4e' Ou.  91 
«nréenhe  alors  que  si  Fon  n*a  besoin  que  ée  connaître  la  directîMi  et 
*)e  eens  de  4a  droite,  il  suiHt  d'avoir  les  vale«re  alg^ébriques  de<leax  ties 
rapports  constants  qui  existent  entre  les  quantités  x,  y  et  r;  car  atlri- 
'iMmnt  une  Talemr  qveiconque  à  r,  ces  rapports  donnent  les  valeurs  cor- 
'vespondanles  «de  a;  et  y  (476). 

40M.  Les  quantirtés  x^  17,  r  louroîs^enrt  entre  elles  6  rapports,  ou 
€Xfr»sn9W  trigionomMriqiiêeê^  qui  prennent  les  iioms  particuliers  sui- 
vants : 


^-^  nq){)ort  de  rordonaée  Jlpau  rayon  de  l'arc  AB  passant  j»ar le  point  M, 

estle  vmus  de  l'angle  wOx  =  a,  et  de  l'arc  AU,  que  nous  -dési^rne- 
Tons  aussi  parax.  Uost  de  noéofie  signe  que  rordonnée  j/  (1065). 

-,  rapport  4o  Tabscissc  Op  hu  rayon,  est  le  cosimcs  de  Taille  ot  de 

l'arc  «.  i>ens^e  «st  celai  ^e  x; 

-,  rapport  de  l'ordonnéo  à  l'abscisse,  est  la  tan  génie  do  l'angle  cl  de 

l'arc  a.  Elle  est  positive  ou  négative  selon  que  y  et  x  sont.âe  nriMo 
«igné  ou  de  signes  contraires; 

-,  rapport  inverse  du  sinus,  ot  de  niômc  signe,  est  la  cosécante  de 

l'angle  et  de  l'arc  a  ; 
-,  rapport  inverse  du  cosinus,  et  de  même  signe,  est  la  sécante  de  l'angle 

et  de  l'arc  a. 

-,  rapport  inverse  de  la  tangente,  est  la  cofangentc  de  l'angle  et  de 

l'arc  a.  Elle  est  positive  ou  négative  selon  que  xoty  ont  le  même 
signe  ou  des  signes  contraires;  elle  est  par  conséquent  de  même 
signe  que  la  tangente. 
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En.abcégi^»  en  icrit  : 

sina=:2-,      cosa=-,       tanga— ^, 

C08eca=  -,       seca=-,  cota=— . 

y'  X  y 

1091.  Remarques.  Dans  le  cas  oà  le  rayon  r  est  égal  h  Tunité,  les 
expressions  précédentes  deviennent  : 

i*  Siiaa=:y.  Ctest'iamioiUé'deAa  cmrde^MtS'ieMJdant  Xijuic^^Qm'^^ 
dont  à  V angle  dmihle  <de  a.; 

2*  Cos  0L=:x.  Le  cosinus  et  le  sivus  de  a  sont  respectivement  égaux  au 
sinus  et  au  cosinus  du  complément  de  jx.  C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  sur 
lujïg.  242. 

3*"  Menanl  la  tangente  AT  {Ji^,  il42),  ies  deux  triangles  &enihla)9lej&  QAT 
et  OpM  donnent  (670, 10j9i)}. 

AT      y      , 

—  =r  ^  =  tanff  a. 

r         X  ^ 

Ainsi  la  tangente  d^un  angle  a  est  aussi  représentée  par  le  rapport  y  à  un 
rayon  quelconque  t^  de  la  tangente  positive  au  négative  AT  menée  à  To- 
rigine  A  de  Varc  décrit  avec  le  rayon  r ,  et  prolongée  jusqu'à  la  rencontre 

de  rauire  côté  de  Vangle  a.  C'est  ce  qui  a  fait  donner  k  l'expression  -  le 

nom  de  tangente.  Dans  le  cas  où  r=  i,  on  a  algébriquement 

ianga=:AT; 

4*  Les  mêmes  triangles  semblables  OAT  et  OpM  donnent 

ÛT      ^       ^ 

—  =  ^  =  séc  a. 
r         X 

JHnsi'la  sécante  est  aussi  représentée  parole  rapport  au  rayon  de  tapor» 
iion  de  sécante  OT,  comptée  sur  le  deuxième  côté  de  Vangle  et  comprise 
enttfe  le  oenire  et  la  éangxnte.  C'est,  oe  qui  lui^  Xait  dennerie  nom  de 
sécante.  Dans  le  cas  où  r  =  1,  on  a 

séca  =  OT; 

'  5«  Menant  au  point  B  la  tangente  BS  jusqu'il .Jla  feaocoiUre  >^e  Qu^  ks 
^etu-tEiaagleft^âniblablefi  OJtS,  O9M  dasAeMt 

m      X  .  « 

—  =  -  z=:  cota. 
r        y 

€e  qui  fait  voir  -qœ  ta  cotangente  âNtn  angie  est  aussi  reprèsenfêée  par 
le  rapport  de  la  tangente  DS  au  rayon.  Dans  le  cas  où  r  =  1 ,  on  a 

cot  a  =  BS. 
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Ces  formules  et  la  figure  font  voir  que  la  cotangente  d^un  angle  n'est 
autre  chose  que  la  tangente  de  son  complément.  Cest  ce  qui  lui  a  fait 
donner  le  nom  de  cotangente; 

6"  Les  deux  triangles  semblables  OBS  et  OgM  donnent  aussi 

OS      r  . 

—  =  -  =  coséc  a. 

r      y 

AvMX  la  cosécante  d^un  angle  est  aussi  représentée  par  le  rapport  de  la 
parfie  de  sécante  OS  au  rayon.  Dans  le  cas  où  r  =  1,  on  a 

coséc  a  =  OS. 

Ces  formules,  ainsi  que  la  figure,  font  voir  que  la  cosécante  dun  angle 
n'est  autre  chose  que  la  sécante  de  son  complément. 

1092.  De  ces  remarques  il  résulte  qu*on  a  : 

y  X       ^  Al 

sina=^,      cos«=-,      tanga=— , 

OS        .  OT  ,         BS 

coseca  =  — ,     séca=: — ,      cota= — ; 
r  r  r 

ei  que  dans  les  cas  où  r  =  i,  il  vient 

8ina  =  y,       cosa  =  a:,      tanga  =  ÂT« 
coséc  a  =  OS,     séc  a  =  OT,      cot  a  =  BS. 

Ces  dernières  valeurs  des  expressions  trigonométriques  sont  repré- 
sentées par  de  simples  lignes,  qui  prennent  le  nom  de  lignes  trigono- 
métriques. 

1093.  Il  y  a  encore  deux  autres  expressions  trigonométriques,  que 
nous  nous  contenterons  de  définir,  vu  leur  usage  peu  fréquent. 

=  -^  est  le  sii^is  verse  de  Fangle  ot  de  l'arc  a.  Pour  r  =  1  le  si- 
nus verse  est  égal  k  Xp. 

"  =  —  est  le  cosinus  verse  de  Tangle  et  de  Tare  a.  Pour  /■  =  1 , 

le  cosinus  verse  est  égal  à  Bq. 

1094.  Signes  des  expressions  trigonométriques.  Comme  dans  les  six 
expressions  trigonométriques  du  n®  1090,  il  n'entre  que  les  coordonnées 
X  et  y  de  variaoles,  et  qu'il  est  de  la  plus  grande  facilité  de  reconnaître 
les  signes  de  ces  variables  quelle  qu«  soit  la  valeur  de  a,  la  détermina- 
tion des  signes  de  ces  expressions  n'offre  aucune  difiiculté  (447,  1085). 

Pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  0"  et  90", 
X  et  y  restent  positifs,  et  x  varie  de  r  k  0,  tandis  que  y  varie  de  0  à  r  ; 
donc  (1090)  : 
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sin  a  =  +  ?^,  el  varie  de  0  à  +  1  ; 

T 
X 

cosa  =  +  -,  et  varie  de  +  1  à  0  ; 
langa=  +  î^,  et  varie  de  0  à  +  oo; 
coséc  a  =  +  - ,  et  varie  de  +  Q^  à  1  ; 

T 

séca  =  4-  -,  et  varie  de  i  à  +  oo; 
cot  a  =  H-  - ,  et  varie  de  +  oo  à  0. 

Pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  +  90*  et  -h  180", 
y  est  positif  et  varie  de  r  à  0,  au  lieu  que  x  est  négatif  et  varie  de  0 
k  —  r,  donc  : 

sin  a  =  -f  -,  et  varie  de  -f  1  à  0 ; 
r 

cos  a  = = ,  et  varie  de  0  a  —  1  ; 

r  r' 

tang  a  =  — ^  =  —  ^ ,  et  varie  de  —  c»  à  0  ; 

r 
cosec a  =  H — ,  et  varie  de  4  k  +  oo; 

y 

séc  a  = = ,  el  varie  de  —  oo  à  —  1  ; 

—  X  X 

cota= = ,  et  varie  de  0  à— oo. 

y         y 

Pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  +  i80"  et  +  270*, 
y  est  négatif  et  varie  de  0  à  —  r,  tandis  que  x  est  négatif  et  varie  d^ 
—  r  à  0;  donc  : 

sin  a  =  ^^  H ^,  et  varie  de  0  k  —  4  ; 

cos  a  ±= = ,  et  varie  de  —  I  a  0  ; 

tang  ce  =  ^^  =  4-  4,  et  varie  de  0  k  +  co; 

cosec  a  = = ,  et  varie  de  —  oo  a  —  1  ; 

—y        y 

r             r 
séc  a  = = ,  el  varie  de  —  i  ii  —  oo  ; 

cota  = =  H — ,  et  varie  de  +  co  k  0. 

—2/  y 

Pour  les  valeurs  de  a  variant  de  4-  i^O*  à  +360", 
y  est  négatif  et  varie  de  —  r  a  0,  tandis  que  x  est  positif  el  varie  de  0 
à  +  r  ;  donc  : 
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gin  a  =  — ^  =  —  '^,  et  varie  de  —  là  0'; 

r  r^ 

cos  a  =  4-  -,  et  varie  de  0  a  +  i  ; 

tang  a  =  -— ^  =  —  i ,  et  varie  de  — oo  à  0  ; 

7'  T 

coséc  a  = = ,  et  varie  de  —  i  à  — oo  ; 

—y        y 

T 

séc  a  =  - ,  et  varie  de  +  oo  à  +  1  ; 

"4"  5C            ce 
cot  a  =  —  = ,  et  varie  dte  0  à  —  do. 

—y        y 

Poun  le&  valeurs  de  x  supérieiuresi  à^^O^^,  les  ex^oseions  tuigeiiAiné- 
triques  reprennent  successivement  les  mêmes  valeurs  et  les  mâmes  si^ 
^nes  que  pour  les  angles  de  0°  à  360';  ainsi  les  expressions  trigonomé- 
triques  sont  les  mêmes  pour  tes  angles  de  (360  -h  30)*,  (360  xSf  H-  30)%  etc., 
que  pour  un  angle  de  30*. 

L'inspection  de  la  Jlg,  2i2  fait  voir  que  pour  un  angle  négatif  quel- 
conque  —  a  (n*  1088),  les  expressions  trigonométriques  ont  les  mêmes  va- 
leurs et  les  mêmes  signes  que  pour  Pcmgle  positif  360-  —  or,  I>'6Ù  il  résulte 
qu'en  formant  pour  les  angles  négatifs  le  tableau  précédent,  on  retrou- 
verait les  mômes  valeurs,  mais  dans  un  ordre  inverse.  Airasi,  pour  les 
angles  de  0*  à  —  90%  on  aurait  les  mêmes  valeurs  que  pour  les  angles 
positifs  de  360'  à  STTOV 

La  figure  suivante  indique  les  signes  des  expressions  trigonométri- 
ques pour  les  diverses  valeurs  de  Tangie  ou  de  Tare  «. 


Fig.  t48. 


Sinus  et  cosécanie. 

y 


Cosinus  et  sécante. 

y 


Tangente  et  cotangente. 

y\ 


I091S.  Il  est  à  remarquer  que  les  valeurs  absolues  des  coordonnées  y 
et  X  (1089),  et  par  suite  celles  des  expressions  trigonométriques  d'un 
angle  quelconque  uOx  (1090),  sont  égales  à  celles  de  l'angle  aigu  que  fait 
la  droite  Ou  avec  Oxou  avec  son  prolongement  Ox'  (fig  242),  cet  angle 
aigu  étant  dans  tous  les  cas  considéré  comme  positif. 

Il  résulte  donc  qu'en  formant  le  tableau  (ri*  1138)  des  valeurs  des  ex- 
pressions trigonométriques  correspondant,  à  tous  les  angles  positifs 
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compris  entre  0*  et  90*,  il  contiendra  aussi  les  valeurs  absolues  des 
expressions  trigonomélriques  d'un  angle  quelconque  plus  grand  que  9(9*; 
ayant  ces  râleurs  absolues,  on  leur  donnera  le  signe  qui  convient  à 
l'angle  en  consultant  le  tabïeau  du  n*  4094  ou  la  ûg.  243. 

Veut-on  avoir,  par  exemple,  le  srnus  d'un  angle  MOa:=  +  215"?*  On 
remOTque  que  Ou  feit  avec  Ox'  un  angle  aigu  de  215— 180  =  35';  on 
cherche  dans  Ta  table  {1\39J  le  sinus  0,5735S  de  Tangle  de  35%  et  donnant 
k  ce  sinus  le  signtî  —qui  convient  à  Fangle  de  215%  on  obtient  --0,573i>î? 
pour  le  sinus  de  Fangîe  +  Slo*. 

Étant  donné  un  angle  quelconque,  on  peut  donc  déterminer  les  v»^ 
leurs  algébriques  de  ses  expressions  trigonométriques. 

1096.  De  là  on  est  conduit  k  se  demander  si,  étant  donnés  la  valeur 
et  le  signe  d'une  seule  expression  trigonométrique,  l'angle  est  déter- 
miné. D'après  ce  qni  précède,  l'angle  aigu  a  ayant  la  valeur  donnée  +^ 
pour  sinus,  Tangle  obtus  supplémentaire  ISO* — a  a  le  même  sinus;  le 
sinus  proposé  ne  détermino  donc  pas  un  angle,  puisqu'il  satisfait  à  deux 
angles  supplémentaires  formés  avec  Oa:  par  deux  droites  symétriques 
par  rapport  à  Ta^e  Oy.  De  m^mo,  à  une  valeur  riégative  •— *  du  sinus 
correspondent  les  deux  angles  180"  +  a  et  360« —  a,  que  font  avec  Ox 
deux  droites  symétriques  par  rapport  k  Oy'  { fig,  242f). 

Comme  k  l'angle  aigu  «  correspond  un  cosinus  positif,  tandis  qu'à  son 
supplément  180"  —  a  correspond  un  cosinus  négatif,  on  voit  qu'étant 
donné  un  sinus  positif,  si  en  outre  on  indique  le  signe  du  cosinus,  Fan- 
gle sera  déterminé.  De  plus,  connnc  k  Fangle  fST  +  «  correspond  un 
cosinus  négatif,  tandis  qu'à  Fangle  3150* — a  correspond  un  cosinus  po- 
sitif, on  voit  donc  qu'étant  donné  un  sinus  quelconque,  positif  ou  néga- 
tif, et  le  signe  du  cosinus  correspondant,  Fangle  est  déterminé. 

On  ferait  voir  de  la  même  manière  quli  une  même  valeur  positive  dit 
cosinus  correspondent  les  deux  angles  a  et  360*—  a  formés  par  deux 
droites  symétriques  par  rapport  k  Ox;  et  qu'k  une  même  valeur  néga- 
tive correspondent  les  deux  angles  180*  —  «  et  180"  +  a  formés  par  deux 
droites  symétriques  par  rapport  k  Oac';  mais  que  si  en  outre  de  la  va- 
leur algébrique  du  cosinus  on  donne  le  signe  du  sinus  correspondant, 
Fangle  est  déterminé. 

+ 1  étant  la  tangente  d'un  bjo^o  a,  on  aura  k  la  fois  ^  =  ^  et.  ^  =  -—^ , 

équations  qui  peuvent  être  satisfaites  par  deux  droites  Ou  etOtt",  direc- 
tement opposées  et  faisant  avec  Ox  les  angles  a  et  tSO"  4-  «.  Ainsi  Fan- 
gle n'est  pas  déterminé  par  sa  tangente;  il  le  sera  quand,  on  outre,  on 
connaîtra  le  signe  de  l'une  des  coordonnées  y  et  a:,  ou,  ce  qui  revient 
aa  même,  celui  du  sinus  ou  du  cosinus. 

Si  la  tangente  donnée  était  —  ^,  on  aurait  k  la  fois  --<.=  --^  et 
—  /  =  ~^,  valeurs  qui  seraient,  satisfaites  par  deux  droites  ùid  et  Cm'", 

r  X 

directement  opposées  et  faisant  arec  Otr  les  angles  90*  +  «  et  ^75'  +  «. 
L'angle  n'est  donc  pas  déterminé  par  ces  valeurs;  mais,  comme  dan^ 
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le  cas  précédent,  il  le  sera  dès  qu'en  outre  on  connaîtra  le  signe  du 
sinus  ou  du  cosinus  correspondant. 

En  général,  à  une  même  valeur  algébrique  d'une  des  expressions  tri- 
gonométrîques  principales,  sinus,  cosinus  et  tangente,  correspondent, 
pour  chacune  des  deux  autres,  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires; c'est  ce  que  montre  lafig.  243.  11  en  résulte  qu'ayant  la  valeur 
de  l'une  quelconque  de  ces  expressions,  il  suffira  de  connaître  le  signe 
de  l'une  des  deux  autres  pour  que  l'angle  soit  déterminé. 

1097.  Désignation  d'un  angle  au  moyen  des  mois  fiuit^  base,  pente. 
Quand,  dans  la  pratique,  on  dit  que  le  fruit  d'un  mur  est  de  0",01  par 
mètre,  par  exemple,  on  entend  que  la  face  que  l'on  considère  s'écarte 
de  la  verticale  de  0",01  par  chaque  mètre  de  hauteur  verticale,  et  0,01 
est  la  tangente  de  l'angle  que  forme  la  face  du  mur  avec  la  verticale.  La 
base  d'un  talus  par  unité  de  hauteur  a  la  même  signification.  La  pente 
d'une  route  ou  d'un  chemin  de  fer  est  la  hauteur  dont  il  s'élève  pour 
\  mètre  mesuré  sur  l'horizontale  ;  ainsi,  dire  que  la  pente  d'un  chemin 
de  fer  est  de  0'",003  par  mètre,  c'est  indiquer  que  le  chemin  forme  avec 
l'horizon  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à  0,003.  Si  le  mèlre  était 
mesuré  sur  le  chemin  même,  0,003  serait  le  sinus  au  lieu  d'être  la  tan- 
gente. Du  reste,  dans  les  cas  ordinaires  de  chemins  de  fer,  et  môme  de 
routes,  les  angles  formés  avec  l'horizon  sont  assez  petits  pour  que  la 
tangente  ne  diffère  pas  sensiblement  du  sinus. 

1098.  Nous  avons  vu  comment,  ayant  une  table  des  valeurs  des 
expressions  trigonométriques  des  angles  de  0*  k  90%  on  déterminait 
ces  valeurs  pour  un  angle  quelconque  (1095)  Remarquant  que  le  sinus, 
le  cosinus,  la  tangente,  la  cotangente,  la  sécante  et  la  cosécante  d'un 
angle  aigu  sont  respectivement  égaux  au  cosinus,  au  sinus  à  la  cotan- 
gente^  à  la  tangente,  à  la  cosécante  et  à  la  sécante  de  son  complément, 
il  suffit  donc  de  connaître  les  valeurs  des  expressions  trigonométriques 
des  angles  de  0*  à  45**  pour  pouvoir  eh  conclure  cellesde  tous  les  angles 
possibles.  Veut-t-on  avoir,  par  exemple,  le  sinus  d'un  angle  de  70'? 
Il  suffît  de  chercher  dans  la  table  le  cosinus  0,93969  de  l'angle  de 
90  — 70  =  20"  (1109). 

Le  cosinus  d'un  angle  de  425**  a  pour  valeur  absolue  celle  0,57358  du 
cosinus  de  180  — 125  =  55'  (1138),  qui  est  aussi  celle  de  sin  35*;  sa  va- 
leur algébrique  est  donc  —0,57358  (n**  4094). 

Règle  génf^rale.  Quand  on  a  à  déterminer  la  valeur  d'une  expression 
trigonométrique  d'un  angle  comipris  entre  90'  et  480°,  on  prend  cette 
valeur  pour  le  supplément  de  l'angle,  et  en  lui  donnant  le  signe  qui 
convient  à  l'angle  proposé  (4094)  on  a  le  résultat  cherché.  Dans  la  pra- 
tique on  n'a  guère  à  considérer  que  des  angles  moindres  que  deux  droits; 
du  reste,  pour  les  angles  supérieurs  h  cette  limite,  il  n'y  aurait  pas  plus 
de  difficultés. 

t099.  Disposition  des  tables  trigonométriques.  Dans  les  applications 
on  ne  fait  guère  usage  que  des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes; 
aussi  les  tables  dressées  ne  contiennent-elles  que  les  valeurs  de  ces 
expressions  trigonométriques. 
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En  donnant  deux  entrées  à  ces  tables,  comme  dans  celle  du  n*"  il 38, 
qui  contient  les  valeurs  de  ces  expressions  trigonométriques  pour  les 
angles  successifs  de  minute  en  minute,  on  obtient  directement  les 
expressions  trigonométriques  de  ces  angles  et  de  leurs  compléments 
jusqu'à  90*;  au  lieu  qu'avec  une  seule  entrée  on  ne  les  aurait  eus  direc- 
tement que  jusqu'à  45**. 

L'entrée  par  les  premières  lignes  horizontales  et  verticales  fournit  les 
valeurs  des  expressions  trigonométriques  pour  les  angles  de  0'  à  45% 
et  Ventrée  par  les  dernières  lignes  horizontales  et  verticales  les  donne 
pour  les  angles  de  90*  à  45". 

De  cette  double  entrée,  il  résulte  que  chacun  des  nombres  de  la 
deuxième  colonne  verticale  est  à  la  fois  le  sinus  de  l'angle  indiqué  dans 
la  première  colonne  verticale,  et  le  cosinus  de  l'angle  indiqué  dans  la 
dernière  colonne  verticale;  ce  qui  devait  être,  ces  deux  angles  étant 
complémentaires  (1098).  De  môme,  un  nombre  quelconque  0,80902  de 
la  troisième  colonne  verticale  est  à  la  fois  le  cosinus  de  l'angle  de  36% 
désigné  à  la  première  colonne  verticale,  et  le  sinus  de  l'angle  complé- 
mentaire 53"  60' =54*,  désigné  à  la  dernière  colonne  verticale.  Les  co- 
lonnes verticales  4  et  5  fournissent  des  résultats  analogues  pour  les 
tangentes  et  cotangentes. 

Les  tables  ordinaires,  au  lieu  de  contenir  les  valeurs  naturelles  des 
expressions  trigonométriques,  contiennent  les  logarithmes  de  ces  gran- 
deurs. De  plus,  on  a  augmenté  les  logarithmes  négatifs  de  10  unités, 
afin  de  les  rendre  positifs;  ce  qui  équivaut  à  multiplier  les  valeurs  des 
expressions  trigonométriques  par  l'unité  suivie  de  10  zéros  (395,  397). 

Pour  avoir  une  expression  trigonométrique  dont  le  logarithme  a  été 
augmenté  de  10  unités,  on  commence  par  diminuer  la  caractéristique 
do  ce  logarithme  d'un  nombre  d'unités  seulement  suffisant  pour  que  la 
nouvelle  caractéristique  se  trouve  dans  les  tables  de  logarithmes  que 
l'on  a  à  sa  disposition;  le  nombre  correspondant  au  nouveau  loga- 
rithme, divisé  par  l'unité  suivie  d'un  nombre  de  zéros  égal  à  10  moins 
le  nombre  des  unités  retranchées  de  la  caractéristique,  est  la  valeur 
de  l'expression  trigonométrique  cherchée  (401).  On  trouve  ainsi  que 
sin  65*  =  0,906  31  et  que  cos  55*  =  0,573  58. 

Les  tables  de  Lalande  contiennent  les  logarithmes  des  expressions 
trigonométriques  de  minute  en  minute,  ayec  5  décimales,  et  les  diffé- 
rences de  ces  logarithmes. 

Les  tables  de  Callet  contiennent,  avec  7  décimales,  dans  une  première 
partie  les  logarithmes  des^  expressions  trigonométriques  des  angles  de 
seconde  en  seconde  de  0*  à  5*,  et  par  conséquent  de  85*  à  90*  à  cause  de 
la  double  entrée;  et  dans  une  seconde  partie,  ces  logarithmes  des  angles 
de  dix  secondes  en  dix  secondes  de  0*  à  90*.  Les  tables  contiennent  éga- 
lement les  différences  des  logarithmes. 

Les  sinus  et  cosinus  étant  tous  plus  petits  que  l'unité,  ainsi  que  les 
tangentes  des  angles  de  moins  de  45*  et  les  cotangentes  des  angles  di^ 
45*  à  90*  (tang  45*  =  cot  45*  =  1 ,  et  log  tang  46*  =  log  cot  45<»  =  0),  leurs 
logarithmes  sont  négatifs.  Pour  les  rendre  positifs,  on  loa  a  augmentés 
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de  10  nnités  ;  mais  pour  Is  facktlfé  d^s.calôuis,  il  comvkmt  ée  rétoUff  le^ 
vfai  logaTlthme  à  «ar&eféri«#qoe  ^nk  fiég«tiv««  €3»  Tp«i  lofujlbim  « 
pour  partie  décimale  pDsith  c  c^lle  ûe  ta  taliie^  «t  pour  «sraelérislifMft, 
h  ctfffërence,  prise^  ayoc  le  signe  moins,  oMenue  eo  retnmckaAI  ia  en* 
ractéristiqtte  de  la  table  de  10  unités. 
Ainsi  la  table  donnant,  par  exemple  : 

log  sin     48-a4/W=  9,501  9795,  on  a  Jog  sin     18*àl'20''=î^01  9795; 

ki|g€05»     ir31Woi=9,97©900a,  OA  a  log  cos    18*31'îîr  ="î;916  9002; 

log  tang  18''31'20"=  9,525  0794,  on  a  log  tang  W31'80''î=T,5250794; 

lèg  cqj     irtl'gO"  =  M74  920«,  on  »  log  cot     W3rai0"  =  0,474  9206 . 

Ce  9o»t  ces  secondes  valeurs  qu'il  faut  employer  dans  la  pratique 
(roir  résolution  des  triangles).  Les  tangentes  des  angles  de  45-  à  90* 
€t  krs  cotangentos  des  angles  de  0"  à  45'*  étant  supérieures  k  Tunilé, 
leurs  logarithmes  sont  positifs;  aussi  a-t-on  inscrit  ces  logarithmes 
dans  les  tailles  svns  les  augmenter  de  10  unités;  c'est  ce  qui  fait  quTI 
n'y  a  pas  mi  de  changement  dans  la  dernière  ligne  du  tableau  précéiTent. 
Il 00.  Fix^  la  position  é^une  droite  dans  l'espace.  Nous  venons  de 
voir  comment,  à  Taide  des  cxpressioi^s  trigonomé- 
Pig.  Î44.  triques,  on  fixe  la  direction  et  le  sens,  c'est-à-dire 

la  position  d'une  droite  dans  un  des  plans  coor- 
donnés. Examiinoas  maintenant  le  cas  où  la  droite 
est  située  hors  de  ces  plans. 

Supposons  toujours  les  plans  rectangulaires  entre 
eux,  et  ayant  pour  origine  l'extrémité  0  de  la  droite 
Ou,  dont  le  sens  est  Ou.  La  position  de  la  droite 
sera  déterminée  quand  on  cojuiaîtra  les  valeurs 
/  algébriques  des  coordonnées  c,  y»  a  d'un  point  H 

/y  situe  à  la  distance  quelconque  +  OM  =  r  de  l'ori* 

gi»e  (10^)«  GeUe  position  sera  donc  déterminée 

quand  on  connaîtra  les  rapports  î,  ^,  j;,  ^tiî  pfeKfieitt  lei «ignos  df 

X,  y  et  2,  car  r  étant  toujours  positif,  on  lui  donnant  une  valenr  quel- 
i^ofique,  on  en  déduira  k»  valeu4*8  a^ébriques  corrospondantes  de 
aî,  y  et  «. 

Désignons  par  a,  p  et  y  les  angles  que  fait  Ou  avoc  les  axes  respectifs 
Ode,  Oy,  Ot.  Mp  étant  pcrp^itdtculaire  k  0;^  (747},  Op  est  1  abscisse  x  du 
portit  M,  etf  «dans  le  ftlaii  «Os «  on  a 


Op       X 
OM       r 


1 009  a.  (1090) 


On  a  de  même  dans  les  plans  «Oy  «*iiO« 

3^  ï=!rC0«P  Ot   *=ttOOgt- 

r  ^       r  ' 

Ce  qui  fait  voir  que  cotitiaissatit  U^  coskiua  doa  4tAgl(l8  q«e  fiait  la 
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droite  avec  les  axes,  on  connaît  les  rapports  algébriques  -,  ^,  î,  et 

r     r     r 

par  suite  la  direction  et  le  sem  delà  droite. 

1  toi.  On  a  X*  +  y*  +  2*  =  Ol*  =  r»;  (|086, 

ï*      «•      z« 

par  suite  -,  +  ^^  + -.  =:  i, 

c'est-à-dire  cos'  a  -f  cos*  ?  +  cos'  y  =  I .  (a) 

Ce  qui  fait  voir  la  propriété  peniarqiiable,  que  la  scnnme  des  cayrés 
des  cosiiîtùs  des  angles  que  fait  une  droite  avec  trois  axes  rectangulaires 
est  égale  à  Vunité, 

Remarque  \,  Cette  relation  montre  qu*on  ne  peut  pas  choisrr  arbitrai- 
rement les  cosinus  des  angles,  et  par  suijte  les  angles  que  doit  faire  une 
droite  avec  trois  axes  rectangulaires  ;  mais  qu'en  se  donnatit,  avec  lours 
signes,  les  cosinus  des  angles  que  doit  faire  la  droite  «ve<;  deux  des 
axes,  etlesignedu  cosinus  de  Tangle  qu'elle  doit  faireavec  le  troisième, 
on  peut  de  Téquation  (a)  déduire  ce  troisième  cosimis,  et  par  suite 
fixer  la  position  de  la  droite. 

Remarque  2.  Donner  le  cosinus  de  Tangle  que  fait  la  droite  avec  un 
axe,  revient  à  faire  connaître  une  nappe  conique  de  révolution  ayant 
pour  axe  Taxe  donné,  et  sur  laquelle  se  trouve  la  droite;  Donnant  deux 
oosmus,  c'est  que  la  droite  est  Tune  des  deux  iifénératricos  iiit6r86Ctioa3 
de  deux  nappes  coniques;  comme  Tune  de  ces  génératrices  £ût  msk 
angle  aigu  avec  le  troisième  axe,  tandis  que  l'autre  fait  un  angle  obtus, 
donner  le  signe  du  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  droite  avec  le  troisième 
axe,  c'est  désigner  celle  des  deux  génératrices  qui  satisfait  à  l'énoncé. 
Remarqua  3.  Si  la  droite  était  dans  le  plan  de  deux  axes,  la  formule'fa) 
deviendrait 

cas«a  +  cos»p  =  i.  (1085) 


^KOTIONS  SVR  LCS  PROJECTIOffS  DUNE  tlGKB. 

1102.  Une  droite  ayant  deux  sens  (656),  la  longueur  d'une  droite  finie 
prendra  le  signe  +  ou  le  signe  —,  suivant  qu'il  s'agira  de  l'un  ou  .de 
l'autre  sens  de  la  droite. 

Quand  on  considère  une  droite  indépendamment  d'aucun  axe,  on 
peut  indifféremment  adopter  comme  positif  l'un  quelconque  de  ses  sens» 
l'autre  sens  est  négatif.  Mais  lorsque  la  droite  est  considérée  par  rap- 
port à  un  système  d'axes,  le  signe  à  donner  à  chaque  sens  de  la  droite 
est  ÛMliqué  par  les  signes  des  sens  correspondftnts  des  ai^es. 

Le  sens  de  la  profection  d*Mne  droite  sur  v»  axe  esi,  AoniBie  pour  .la 
droite,  indiqué  par  l'ordre  des  lettres  de  deux  de  «es  points^  et  le  signe 
4e  chacan  des  sens  de  cette  prcjeciton  est  indi4|ué  par  ceux  des  inèmes 
de  l'fljLe  (4083). 

Pour  fixer  les  idées,  la  longueur  absolue  de  la  droite  M'H"*"  ou  WW 
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Fi^.  245. 


étant  de  30",  la  valeur  algébrique  de  M'M'' 
est  4-  30-,  et  celle  de  M"M'  est  —  30-.  De 
même,  la  valeur  absolue  de  la  projection 
'PY  ou  p"p'  de  M'M''  sur  Taxe  Oz  étant  de  22-, 
la  valeur  algébrique  de  p'p"  est  +  22",  et 
colle  de  j/y  est  —  22». 

i  105.  Expressioji  algébrique  de  la  prqjeo- 
iion  (Tune  droite  sur  un  axe.  Ayant  Op"^=x'\ 
abscisse  du  point  M",  et  Op'  =  a:',  abscisse 
du  point  M',  il  en  résulte  qu'on  a 

p'|,"=  + (a:"'— «'),    et    p'y  =  — (a:"~a:'). 

On  aurait  des  expressions  analogues  pour  les  projections  sur  chacun 
des  autres  axes  Oy  et  Oz. 

Ces  expressions  s'appliquent  aux  cas  où  les  valeurs  de  x'  et  de  x"  sont 
de  signes  conti'aires,  comme  à  ceux  où  elles  ont  même  signe;  seule- 
ment il  faut  affecter  x'  et  x"  des  signes  qui  leur  conviennent  :  ainsi  les 
valeurs  do  x'  ot  de  x"  étant  négatives,  ce  qui  a  lieu  quand  M'  ol  M"  sont 
à  gaucho  du  plan  dos  yz,  on  a 

py  =  +  [-  X"-  (^  X'}]  ^  +  Hx-"  +  X'), 
et 

PY  =  —  [  —  x"—  (—  x')l  =  —  (—X"  +  x').  (422) 

Si  x'  est  négatif  et  x"  positif,  les  formules  établies  comme  précédemment 

donnent 

py  =  4.  [4-  ar/'-  (-X',  ]  =  -i-  [x"  +  x'), 
et 

py=-.[+x"-(-x')]=-(x"-f-x'). 

1104.  Relation  entre  une  droite  et  ses  projections  (H06).  Si  par  le 
point  M'  [fig,  245)  on  menait  des  axes  parallèles  aux  premiers,  les  pro- 
jections de  M'M"  sur  ces  nouveaux  axes  seraient  respectivement  égales 
aux  projections  sur  les  premiers;  de  plus,  ces  projections  seraient  les 
coordonnées  du  point  M".  Alors,  les  axes  étant  rectangulaires,  appe- 
lant u  la  longueur  de  M'M",  on  pourra  appliquer  la  formule  du  n*  1086, 
et  poser 

2^«=  (x"-xr  +  (/'-  y')^  +  (2:"-2:')«. 

Dans  le  cas  où  Tune  dos  projections  est  nulle,  co  qui  «irrivo  quîind  la 
droite  est  située  dans  Tun  des  plans  coordonnés  ou  parallôlo  k  v.o  plan, 
la  formule  précédente  devient,  en  supposant  que  c'est  par  rapport  an 
plan  dos  xy  que  la  droite  jouit  de  ces  propriétés, 

ttî=  (x"— x'/-f  (y'^— y)?. 

Formule  identique  k  celle  du  n*  1085,  et  qu'on  peut  établir  comme  la 
formule  générale  précédente,  en  supposant  la  droite  située  dans  le  plan 
de  deux  axes  déterminés. 

Si  la  droite  était  k  la  fois  dans  deux  plans  coordonnés,  xy  et  x r  par 
exemple,  ou  parallèle  k  ces  plans,  elle  so  confondrait  avec  Taxe  des  x 
ou  lui  serait  parallèle.  Alors  elle  se  projetterait  en  véritable  grandeur 
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Fig.  246. 


«ar  cet  axe,  tandis  que  ses  projections  sur  yy'  et  sz!  seraient  nulles,  et 
la  formule  précédente  deviendrait 

u«  =  (x"— X')»    ou    «  =  x"— X', 

formule  qui  n'est  autre  que  celle  du  n*  1103. 

IIOK.  La  somme  algébrique  des  projections  des  diverses  portions 
droites  d'une  ligne  brisée  ÂGDE  sur  un  axe  quelconque^  c'est-à-dire  la 
projection  de  cette  ligne  brisée  sur  Vaxe^  est  égale  à  la  projection  sur  le 
même  axe  de  la  droite  AE  qui  joint  les  extrémités  de  la  ligne  (1106). 

xf  étant  Tabscisse  du  point  A,  x" 
celle  des  points  B  et  D,  x"'  colle  du 
point  C  et  x»^  celle  du  point  K,  on  a 
successivement  (1 103)  : 


Projection  de  AB  =  x"  —  x', 
Id.       de  BC=:x'"-x", 
Id,       de  C!)=:x"  — x'", 
Id,       de  DE=x»^—x". 

Faisant  la  somme  de  toutes  ces  pro- 
jections, on  a,  en  réduisant  (419)  : 

Projection  de  ACDE  =  x»^— x'. 

Ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  projection  de  la  droite  AE  qui  joint 
les  extrémités  de  la  ligne  brisée. 

Hemarque.  Considérant  une  ligne  courbe  comme  étant  une  ligne 
brisée  dont  les  éléments  sont  infiniment  petits  (558),  il  en  résulte  que 
ce  qui  j)récède  s'applique  à  une  ligne  quelconque. 

1 106.  Projection  d'une  droite  et  en  gé?iéral  d'une  ligne  quelconque  sur 
un  axe,  en  fonction  des  expressions  trigonométriques  (1103). 

4*  Soit  une  droite  M'M"  située  dans  le  plan  xy 
et  ayant  son  extrémité  M'  située  à  Torigine  des 
axes.  On  a  (1090),  en  représentant  par  u  la  lon- 
gueur de  M'M",  par  P,  et  P,  les  projections  Wp 
et  Wq  de  la  droite  sur  les  axes,  et  en  remarquant 
que  ces  projections  ne  sont  autre  chose  que  les 
coordonnées  du  point  M''  : 


1 

Fig.  M-. 

vr 

'-i^ 

K 

ô" 

î^w 

X' 

=  cosa,      et 


jf 


sina; 


d'Où 


P,=  ttcosa,   et      P„=  usina. 


2*  Ces  expressions  s'appliquent  également  au  cas  où  la  droite  M'M" 
étant  dans  le  plan  x'y',  l'extrémité  M'  n'est  pas  a  l'origine. 

En  effet,  les  angles  a  et  p  que  fait. Ml»"  avec  ces  axes  étant  les  mêmes 
qu'avec  les  axes  parallèles  M'x  et  M'y,  comme  de  plus  les  projections 
x''— x'  et  y" —y'  sont  respectivement  égales  à  P»  et  P,,  on  peut  donc 
encore  poser 

x''  — x'  =  ttCOsa,       et      y"  — y'  =  ttsina. 
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3?  W  reste  encore  à  considérer  le  cas  où  M'M''  n*est  pas  dans  un  même 
plan  que  Taxe  Ox. 

Fig.  248.  D'abord  Tangle  «  que  fiut  M'M"  avec  Ox  est 

égal  à  l'angle  M"M'x'  que  fait  cette  droite  avec 
Taxe  M'x'  parallèle  k  Ox  (S69j,  comme  de  plus 
la  projection  STN  de  ITM"  sur  M'x'  est  égale 
k  la  projection  p'p"  =  Px  de  cette  même 
droite  sur  Ox,  on  peut  donc  encore  poser 

Px  =  tt  cos  «. 

Akisi,  queliii  que  soit  la  posKtioa  d'une  droite  par  rapport  k  un  axe« 
la  valeur  algébrique  dû  sa  pirojection  sur  cet  axe  est  égale  k  la  longueur 
absolue  de  la  droite  nmltipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  positif  que  font 
entre  eux  les  sens  positifs  de  la  droite  et  de  Taxe  (1083, 1088). 

Remarque.  Nous  avons  dit  (3")  que  les  projections  M'N  et  p'p"  étaient 
égales  entre  elles.  En  effet,  les  perpendiculaires  M"N,  M'p'  et  M'y  me- 
nées aux  axes  étant  dans  les  plans  qu'on  peut  conduire  par  M'  et  M" 
p«rpendieulairei]freni  à  la-fors  aux  axes  parallèles,  comme  ces  plans  cou- 
peraienl  les  axes  on  M',  N,  p'  et  p'\  et  que  dos  parallèles  4:oinpr}S6fl 
entre  plans  parallèles  sont  égales,  on  a  bien  M'N=py'.  ' 

4"  Pour  une  ligne  brisée  ACDE  (fig.  246),  on  a,  en  faisant  AC  =  w', 

GI)=:w'' et  en  désîgw«nt  par  a,  a" les  angles  pos*tffs  que  font 

AC,  CD avec  Ox  (3'): 

rj  1    «/.      n/^         ,   i  dont  la  somme,  c  est-^indire 

Id.         de  BC  =  BGcosa'    j 

PrqjfiClio7i  de  u'  =«'  cosV 
Id.  dtf  ti"  =tM"  cosa^ 
/d.         de  u!^  ^vT  côs  a'". 

Faisant  la  somme  de  toutes  ces  projections,  on  a 

X»*  —  X'  =  u'  CO»  «'  +  yf'  COS  c^'  +  ff'  COS  a'". 

X»' — x'  étant  U  projection  du  chemin  direct  AE  (2*),  on  voit  donc  que 
la  sonnne  algébrique  des  produits  de  chacun  des  côtés  d'un  chemin  po- 
lygonal, par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le  côté  avec  un  axe,  est  «'gale 
k  la  projection  du  chemin  direct  sur  le  même  axe  (1105). 

Représentant  cette  somme  de  produits  par  2uco*a,  par  U  la  longueur 
du  chemin  direct,  et  par  a  l'angle  <tue  fait  co  chemin  direct  avec  l'axe, 
l'équation  précédente  devient 

U  COStt  =  ^t£C0Sa. 

Rêmarqtte  1.  Une  ligne  courbe  pouvant  être  considérée  comme  étant 
compostée  d*itne  infinité  de  lignes  droites  (558),  cette  dernière  expres- 
sion loi  est  encore  applicable. 

^  "rqtie  2.  a'  étant  l'angle  que  forme  AC  avec  une  parallèle  k  Ox 
)ar  l'extrémité  A,  et  tion  par  C,  dans  le  cas  de  la  figure  246  il 
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est  compris  entre  9170*  et  360";  a"  étant  Tangle  que  forme  CD  avec  une 
parallèle  KOx  menée  par  Textrémitc  C,  il  est  compris  entre  90"  et  180*; 
«"'  est  compris  entre  0*  et  90". 

î/angle  «',  formé  par  AC  avec  Ox,  étant  compris  entre  270*  et  360", 
son  cosinus  est  algébriquement  égal  au  gombus  de  Fan^e  aigu  360" — a', 
qui  est  le  plus  petit  des  deux  angles  formés  par  AG  avec  Ox.  Do  mémo 
le  cosinus  d'un  angle  «,  compris  entre  laO"  et  27«*  esl  aigébriqufiinent 
égal  au  cosinus  de  Fangle  obtus  360*  —  a, ,  qui  est  le  plus  petit  des  deux 
angles  que  forme  ladroite  avec  Ox.  Poiur  déterminer  la  projection  d'une 
droite  ou  d'une  suite  de  droites  sur  un  axe,  on  peut  donc,  pour  la  faci- 
lité des  calculs,  prendre  le  cosinus  du  plus  petit  des  angles  que  formo 
chaque  droite  «v^c  Ox. 

FORMUliES  EXFBIXAIfT  i£S  IHSLAT|OS(S  ENTRE  tES  GXFRES9IOM 
TRIGONOMÉTRIQUES. 

1107.  Relations  entre  les  expressio7is  irigOHométi'iques  d'un  vunne 
angle  ou  dun  même  arc  a, 
Oa  a  (1«M]  : 

1*  sin  «  ss  «-»      d'i^ù      y  =  r<in  a,; 
et      cos«a=-,      d*oii      x  =  rcosa. 

T 

Substituant  ces  valeurs  de  y  et  de  x  dans  l'équation 

y"  +  a:«  =  r*,  imn) 

il  vient  r*  sîn*  a  -f  r*  cos»  a  =  r', 

OU  si©*  «  +  cos*  »  =  1  ; 

d'où  l'on  tire 


8ina  =  ±:  v'I — cos' a      et      cosa=±  \/r^--'sîn*a- 


2*  tang  a  =  ^  = 


X       rcosa       cusa' 

j^   «     s.                       sin  a  Abakc 

d  ou    tang  a  = ;  ou      sm  a  = -^-3^ — 


±:^'i^9mhi  ^\4H-4a«g*« 

sfci/l  — COg^a  i 

et        tang«= — ^ ou      cosa=- 


cosa  ±  v^l  +  tang*  a 


Q*  n^*         ^       rcosa       cos« 
3*  cot«  =  -  = 


d-où     cot«=*^*.-^"Jl? 


ou      sin  «  = 
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COSa  cota 

el  cota  = 7  OU       cosa  = 


±:  v^l  —  COS"  a  ±:  y/i  +  (-Ot*  a 

r  T  \  1 

\"  sec  a==  -  = = OU     cosa  =  —, — , 

X        7- cosa        cosa  seca 


4  .  ±  v'séc'a  —  1 

sec  a  = ■   •       ou       SiU  a  = ï — ; , 

±L  v/4— sin'a  sec  a 

séc  a  = =  ±L  v/l  4-  tang*  a      ou      tang  a  =  ifc  v^séc'  a  —  4  , 


4  d:v/4— C0t*a  ,  4 

seca  = =  — ï — ou      cota= ,  ■ 

cosa  COt  a  ±  v^séc«a  — 4 

5*  co»ec  a  =  -  =  — : —  =  —. —  OU      sin  a  = 


y       rsina       sin  a  coséca' 

4  ±  i/coséc'a— 4 

cosec  a  = ,'  ou  cos a  =  — -, . 

dr  \^4— COS*a  COSéC  a 


4  dii/l  +  tang*  a  ^  1 

cosec  a  =  -: —  =  — 34 s —     ou     tang  a  = =:, 

sin  a  tang  a  ^         ±:Vcoséc*a— 1 

COSéc  a  =  -: =  ±.  \J\  -h  COt*  a       ou        cota  =  rfc  i/coséc*a  — 4i 

sin  a  ^  ^ 

,  4  sec  a  "  ,  coséc  a 

cosec  a  =— —  = .  ou      seca= — . 

sm  a       -t  y^séc*  a—  4  ±  v/coséc«a— 4 

1108.  Relations  entre  les  expressions  trigonométriques  de  deux  angles 
ou  de  deux  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  a  et  — a. 

Pour  une  même  valeur  de  r,  les  droites  faisant  avec  Oa;  les  angles  a 
et  —a  donneront  (1089)  : 

4*  Pour  y,  deux  valeurs  y  et  — y  égales  et  de  signes  contraires; 

par  conséquent  les  sinus  -    et  —  ^  (4090)  seront  égaux  et  de  signes 

contraires  ;  donc 

sin  ( — a)  =  —  sin  a. 

Ainsi ,  deux  angles  égaux  et  de  signes  contraires  ont  des  sinus  égaux, 
mais  de  signes  contraires. 
2*  Pour  X  les  deux  valeurs  seront  de  même  signe;  par  conséquent 

X  X 

les  deux  cosinus  seront  ensemble  ou    +  -    ou ;    donc 

r  r 

C0S( — a)  =  cosa. 

Ainsi ,  deux  angles  égaux  et  de  signes  contraires  ont  même  cosinus. 
3*  De  ce  que  les  valeurs  de  x  sont  égales  et  de  même  signe,  tandis 
que  celles  de  y  sont  égales  et  de  signes  contraires,  il  en  résulte  que  les 

tangentes    ^    et   —  -    sont  toujours  égales  et  de  signes  contraires, 
donc  tang  (—  a)  =  —  tang  a. 
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Fig.  24». 


P  K    X 


\iii8i,  deux  angles  égaux  et  de  sigjies  contraires  ont  des  tangentes, 
égales,  mais  de  signes  contraires. 
De»  raisonnements  analogues  font  voir  qu'on  a  : 
4*  coséc  (— a)  =  —  coséc  a; 
5»  séc  (  —  a)  =  séc  «  ; 
6*  cot  {—  a)  =  —  cot  a. 

1109.  Relations  entre  les  expressions  trigonométriques  de  deitx  an-- 
yles  ou  de  deux  arcs  complémentaires,   c'est-k-dirc  dont  la  somme 

Soit  a  =  ttOx  et  a*  =  uOy. 

^  et  X  étant  les  coordonnées  du  point  M,  et  r 
étant  le  rayon  OM , 
On  a  pour  Tangle  «  (1107) 

Og    ou    y  =  rsina,    et    Op    ou    x  =  rcosa. 

Au  contraire,  pour  Tangle  positif  «',  les  même» 
valeurs  de  y  et  x  donnent 

y  =  r  cos  a'    et    «  =  r  sin  a . 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  y  et  ces  deux  valeurs  de  x,  on  a,  en 
..supprimant  r,  commun  aux  deux  membres  de  chaque  équation, 

sin  a  =  cos  a'    et    cos  a  =  sin  a'. 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  on  a 

sin  a  __  cos  a' 
cos  a""  sin  a" 
«•'est-k-dire  (2«,  1107) 

tanga  = 

On  a  aussi  (3%  4107) 

tanga  =  cota'. 

Ainsi,  les  angles  a  et  af  étant  complémentaires,  les  sinus,  cosinus  pf 
tangente  de  Vuh  sont  respectivement  égaux  aux  cosinus,  sinus  et  colan- 
gente  de  Vautre.  C'est  ce  qu'on  vérifie  facilement  sur  la  figure  249  (1098). 

1 1 10.  Relations  entre  les  expressions  trigonométriqnes  de  deux  angles 
ou  de  deux  arcs  dont  la  différence  a — a'=90*. 

Admettant  la  définition  que  deux  angles 
sont  complémentaires  lorsque  leur  somme 
algébrique  est  égale  à  un  droit,  ce  cas  ren- 
tre dans  le  précédent,  en  considérant  a' 
comme  négatif. 

Soit  M'Ox  =  a'  le  plus  petit  des  deux  an- 
gles et  MOx  =  a  le  plus  grand.  Ces  angles 
étantcomptés  dans  le  sens  positifet  à  partir 
delaraéme  direction  Ox,  Tangle  MOM'=a— a'. 

D*après  la  relation  qui  existe  entre  a  et  a^. 


tanga' 


ou    tangatanga'=  i. 
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•quelles  que  soient  dn  reste  les  valeurs  de  ces  angles,  MOtt*  est  tmi* 
jours  droit  ;  d'où  il  résulte  que  les  triangles  rectangles  MSp,  ttH^'  sent 
égaux,  et  Ton  a,  en  valenrs  absolues,  Mp  en  y^Of  eu  s^,  e«  Op  #u 
X  =  Wp'  ou  y'. 

Remarquant  maintenant  que  y  et  x'  sont  toujours  de  même  signe 
et  X  et  y'  de  signes  contraires,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  «  et  «', 
c^est-ànAire  quelle  que  soit  la  position  de  îangle  ârdri  M0M'  awloiir 
du  point  O,  ce  que  1  on  peut  vérifier  sur  la  figure  pour  les  positiMM 
MOM',  MiOM'i,  M,OM',,  M,OM',,  qui  renferment  toutes  les  autres,  il  en 
résulte  qu'on  a 

y  =  af    et    x  =  — y'. 

Remplaçant,  comme  au  numéro  préoédent,  y,  x,  y',  et  x"  par  leurs 
valeurs  posées  au  n*  1107,  on  conclut 

sina  =  co8a'    et    cosa  =  —  sino'. 

Ainsi,  pou7*  deux  angles  dont  la  différence  vaut  un  droit,  le  sinus  du 
plus  grand  est  égal  au  cosinus  du  plus  petit,  et  a  le  même  signe  y  et  son 
cosinus  est  égal  au  sinus  4e  ce  dernier,  mads  de  signe  contraire. 

Divisait  monabrek  Haenabne  ces  deux  é^uiUions  .on  ^ 

sifi  a  __      oos  tf' 
cosa  "~"      siiTô?' 

d'où  Ton  déduit,  d'après  les  mômefi  équations  «^ulau  nuroérp  précédiMt, 

tanga  =  — — ;„tanga  tanga'  =— 1    et  tanga= — cota'. 

Application,  Quels  sontie  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  d'un  angle 
de  165*? 

La  relation  a— «'=90*  devient  165*— a'=  90*,  d'où  a'=165'— 90*=75*. 

La  table  du  n*  1138  donnant  cos  75-=  0,25882,  sin75'  =  0,^«5'98 -et 

cot  75'  — 0,26795,  on  a  donc  sin  165*  =30,258  82,  cosl65"=— 0,96393  et 

tanglfô»^:^  —  0,26795. 

Itll.  iielations  entre  les  expressions  irigomxmétrifpi^ de  deux  (U)^ 

glejf  ou  de  deux  itrcs  a,  et  )à^t  celles  de  leur 

somine  [a  +  b]. 

Soit    mOX  =  by     MOm  =  a    et    par    suite 
M0A  =  (a  +  6). 

Cherchons  d'abord  les  relations  qui  existent 
entre  les  coordoainées  MQ  =  Y,  OQ  =  X,  et 
celles  OP  =  x'  et  1A?=y'  du  même  point  M 
par  rapport  aux  deux  systèmes  d'axes  rectan- 
gulaires X,  y  et  x',  y'. 
Y  étant  la  projection  sur  Oy  du' chemin  OPM, 


Kig.  2M. 


cl  X  étant  celle  du  même  chemin  sur  Ox,  on  a  (1106) 


Y  =0^  cos  POy  +  y'  cos  P60, 
K=52'co86  +y'cosMcx. 
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L'angle  Mcx  =  y'Ox,  dont  l'excès  sur  un  droit  est  égala  x*^  ow  b\ 
donc 

cosMcr  =  — win6.  (lilO) 

Relation  qui  existe  quelle  que  soit  la  position  du  point  M,  c'est-à-dire 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  6.  (Test  ce  qu'on  peut  vérifier  en 
faisant  la  figure. 
L'angle  POy  a  pour  complément  Fangle  h\  donc 

cosPOy=sin6.  (H09) 

Cette  relation  est  vraie  quelle  que  soit  la  valeur  de  h  ;  car  quand  cet 
angle  est  obtus,  son  excès  sur  ait  drovt  est  égal  k  POy,  et  l'on  a  bien 
oncore  ^ 

cosP0y  =  sîn6.  (1110] 

L'angle  P60  =  6  (5S4);  donc 

co»JR60  =  cosô. 

Substituant  ces  valeurs  de  cosMcx,  cosPOy  et  cosP60  dans  ^Mt& 
de  X  et  Y,  on  a 

Y  =  x*  sin  6  -f-  y'  cos  6, 
X  =  a;'  cos  6  —  y'  sin  6. 
Comme  on  a  (H07) 

Y  =  r  sin  (a  H-  6) ,    X  =  r  cos  (a  +  6; , 
y'=  r  sin  a,  x'~  r  cos  a, 

les  équations  précédentes  reviennent  donc  k 

r  sin  (a+6)  =r  cos  a  sin6  +  r  sina  cos  6, 
r  cos  (a-\'h):=r  cos  a  cos  6  —  r  sina  sin  6, 

ou,  en  supprimant  r, 

sin  (a  4-  6)  =  sin  a  cos  6  4-  cos  a  sin  6,  (1) 

cos  (a  +  6)  =  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  b,  (2) 

°'         '      cos  (rt  + 6;       cosa  cos6  — sma  sm6      ^ 

Divisant  les  deux  termes  de  celte  valeur  par  cosa  cos6,  on  a,. en  re- 
marquant encore  que  le  sinus  divisé  par  le  cosinus  donne  la  tangente, 


tang{a  +  »)  =  .i2Hi£±i^  ;3) 

®  ^         '       1  — tanga  tang6  ' 


-tang 

1112.  Expressions  irigonométriqiLes  de  la  différence  (a  —  b)  de  deus. 
angles  B.  et  b  en  fonction  de  celles  de  ces  angles.  En  cODSorvamt  à  6  U 
même  valeur,  si  dans  les  formules  (i)  et  (2)  du  numéro  précédent  on 
fait  (a  +  à)  =0  et  par  suite  az=(a-^ 6),  elles  deviennent 

sin  a  =  sin  (a — h)  cos  6  + cos  (a — b)  sin  6,  (1) 

cosa  =  cos  fa — 6)  cos  6— r  sin  (a — 6)  sin  6.  '2) 
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De  l'équation  (2)  on  tire  (474) 

,       ,,      cosa   .    .    ,       .,  sin  6  ,. 

cos(a— 6)=  r+sm(a— 6) r-  (3' 

^         '      cos  6  ^         '  cos  6  ^ 

Substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (1),  il  vient,  en  isolant 
sin  (0—6), 

.    ,       . ,  /       .    .   sin*6\        .  cosa  sin  6  ... 

sin  (a— 6)  1  cos  6  -\ 7  ]  =  sin  a r — .  4 

\  cos  bj  cos  6  ^  ' 

Comme  on  a  (4*,  n"  469) 

.   .    sin*6       cos*6  +  sin'6  1  /,.*«! 

cos  b  H 1-  = -T = r ,  (1 107) 

cos6  cos 6  cos 6  ^        ' 

substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (4),  il  vient 

sin  (g — 6)  __  sin  a  cos  6 — cosa  sin  6 
cos  6       ~  cos  6 

r/est-à-dire 

sin  (a — 6)  =  sin  a  cos 6 — cosa  sin  b. 

Substituant  cette  valeur  de  sin  (a —6)  dans  Téquation  (3),  on  en 
conclut 

cos  (a  —  6)  =  cos  a  cos  6  -f-  sin  a  sin  b. 

Comme  au  numéro  précédent,  on  peut  poser 

,        ,.       sin  (a — 6        sinacos6  —  cosasin6 

tang  la — b)  = ) =-  = r-, — ■■ :— rî 

°*  cos(a — b)       cosa  cos  6  4- sin  asm  6 

d'où,  en  divisant  les  deux  termes  de  cette  valeur  par  rosa  cos  6, 

tang(a-6)  =  i?M£ZLÎiM^. 
®^         '      l+tangatang6 

H 15.  Relations  entre  les  expressions  trigonoviétriques  d'un  angle  a 
et  celles  d'un  angle  double  2a. 

Faisant  b=a  dans  les  valeurs  de  sin  (a  +  6),  cos  (a  +  b)  et  tang  (a +6) 
(mi),  on  a: 

r  sin(a  +  6)    ou    sin2a  =  sina  cosa  +  cosa  sina, 

r>st-â-dire 

sin  2a  =  2  sin  a  cos  a  ;  (a) 

i**  cos  (a +  6)    ou    cos2a=cos*a  — sin*a.  (1) 

Couiuh;  on  a  (1107) 

cos'a=l  — sin'a, 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (1),  elle  donne 

cos  2a  =  1  —  2  sin*  a.  (b) 
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Si,  au  lieu  d'éliminer  cos'a  de  Téquation  (1),  on  avait  éliminé  sin*a, 
qn  aurait  obtenu 

cos  2a  =  2  cos»  a—  1  ;  (6'  ) 

3-  tang(a  +  6)  =  tang2a=j-§?^.  y, 

1114.  Relations  entre  les  eocpressions  trigonom étriqués  d\tn  angle  a  pi 
celle  â!un  angle  moitié  -  a. 

M 

1 

Remplaçant  2a  par  a,  et  par  suite  a  par  ^  «  dans  les  t'orniiiles  du 

numéro  précédent  : 

1*  La  formule  (a)  donne 

.    \  \ 

sma==2sin  -  acos -a; 
*  2 

^t  la  formule  (h) , 

i 
cos  a  =  1  —  2  sin*  -  a, 

d*où  (525) 

.1  _^  4  /l  —cos a 

2*  La  formule  (h*)  donne 


cosa  =  2cos»-a  — 4, 


d^où 

cos 


3*  La  formule  (c)  devient 


2;tang-a 
tanga= 


i— tang*-    a 


ce  qui  revient  à  Féquation  du  second  degré 

d'où  Ton  tire  (526) 

tangia  =  — r-^±\/,    \     +1  =  —!—  (— 1  ±:  ^i -f  tang«a) . 
^  2  tanga    .  y  tang*a  tanga  ^  y    ^^       o    / 

On  a  aussi  (ii07) 

sm-a  r, 

.        i  2        _^  i  /ï^-cosa 

cos- a  ' 

IH^.  Pour  avoir  les  expressions  trigonœnéiriques  de  3a  en  fonctioti 
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de  celles  id^  a,  il  suffît  de  iaire  6=;2a  <Uas  les  foniuiies  j[!},  (S)»  (3}  eu 
n*  liH,  ce  qui  donne 

sin  3a  ==  sin  t»  oosto  +  C08  a  sin  2a, 
cos4a^cosa  cos2a — sin  a  sin  2a. 

Remplaçant  sin 2a  et  cos2a  par  leurs  valeurs  (a)  et  (6)  du  n*  H13, 
et  amplifiant  k  Taide  de  la  relation  sin'a  +  C06*a^lt  ces  formules 
deviennent 

sin  3a  =  3 sin  a  —  4sin''<0,  [i] 

cos  3a  =  4  cos'  a  —  3  cos  a.  (2) 

1116.  En  faisant  de  même  b  =  3a,  puis  6  =  4a,  .et  «iosi  de  suite, 
dans  les  formules  du  n*  llii,  on  arriverait  4mx  relatiotu  çpd  existent 
entre  les  expressions  trigonométriques  d'un  multiple  quelconque  detL  et 
celles  de  a. 

4117.  En  changeant  a  en  7  a,  les  formules  (1)  et  (2)  du  w*  1116 

donnent 

sina=3sin  -  a  —  4sin'  -  a, 

cosa=4cos'~  a —  3cos  -  a. 

Formules  exprimant  les  relations  qui  existent  entre  les  sinus  et  cosinus 
d'un  angle  triple  d'un  autre  et  les  sinus  et  cosinus  de  ce  dernier, 

1118.  Autres  relations  entre  les  expressions  trigonométriques^  fr^ 
quemment  employées  dans  les  applications, 

V  En  combinant  par  addition  et  ^soustraction  les  valeurs  dès  sinus  et 
cosinus  de  (a  +  b)  et  (a — b  (ilii  et  il  12),  oa  ol>Uent 

2sina  cos&r=8m  (a-f  6)  +  sin  (a  — 6), 
2 cosa  sin  b  =  sin  (a  +  6)  —  sin  (a — 6), 
2  cosacos  6  =  cos  {a —  6)  +  cos  (a  -f  6), 
2sin  a  sin6  ==  cos  (a—  b)  —  cos  (a  +  b). 

Formules  servant  à  transformer  le  produit  de  deux  expressions  frigeno^ 

métriques  en  une  somme  ou  une  différence. 

2*  Faisant  dans  les  formules  précédentes  (a  +  &}  =  p  et  (a— 6)  =9, 

1  1 

d'où  (4S0)  a^^-lp-^-q)  et  6=  -  (p  — 9),  elles  deviennent 

sinp  +  sin  ^a=  2sin  g  (p 4- ^)  cos  -  (p  —9), 

1  1 

sin  p  —  sing  =  2C0S  -  (p  +  q)  sin  -  (p  —g), 

cosp  +  COBÇ  =  2cos  j  (p  +  g)  cos ^  {p--  g), 

1  i 

cosg  — cosp  =  2sin  -  (p  +  g)  sin  g(p— g). 
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Formules  d'un  fréquent  usage^  suriaut  dans  les  calculs  logarithmiques^ 
pour  changer  une  somme  ou  nne  èifférence  en  vn  proémi* 
3*  Ces  dernières  formules  donnent  par  division,  ci  en  remarquant 

que^ï^=:tai^pA=-4Ti  (^f^l 

^      cosA       ^^^         cotA 

11  1 

,    .  sin-(u+o)cos-(p— g;      tmg^'p  -i-  g] 

'^  ^      cos-fp  +  g)s*n-(p— ç)      tangr-(p— (jr; 

sin-(p-f-ûf) 
sinp  +  sinûf  i^^     ^'      ^       i  /     . 

cosp+cosa  = î ^  **°^  2  ^^  ^  ^^* 

z 

sinp  +  sinq     '^"4^?^^l        ,1,         , 

— «- ^= =  cot-  {p—q)f 

cosq — cosp       .    i ,  ,  2  ^'^     ^' 

sin-(« — q] 
smp  — smg_       2^^         —  t  /   — 

cosp+cosûf"""       i,  ~       ^2^^^^     ^" 

^^       ^      cos2(p— g) 

C0S-(p  +  Oj 

sinp  — smûF  2^*^     ^  ^1  /     . 

cosg-cosp=  .    i,    ^     =eot^(P+^/-    • 
^  ^     sm-(p+g) 

i  1 

.  .  cos-(p  +  g)  cos-(p— f) 

cosp  +  cosg  2  '^      ^'         2^*^     ^'  M,     .     ,      A, 

-=■ ; ; =COt-    p  +  <7    COt  -    «  —  Qj. 

cosg  — cosp      .1,     ,     ,    .    1,       *   ,  2^^^      ^         2^^      ^' 

^  ^     sift^(p  +  9)  Rm^(p-g) 

La  première  de  ces  formtiles  fetft  voir  le  résuHai  raRMrquable,  que 
la  somme  des  sinus  de  deux  angles  est  à  leur  différence  comme  la  tan^ 
gente  de  la  demi-somme  de  ces  angles  tet  à  la  tangente  de  leur  demi-- 
différence. 

4*  Voici  encore  quelques  autres  transformations  de  sommes  ou  diffé- 
rences en  produits  : 
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\ 

,      sina_^sin6      sin(a=fc6) 
.anga±tang6  =  ^^  *  ÏSTS  =  cosacos6' 

.  ^_     4      ,      1     _cosa+cos6  _2cos^(o-f  6)co8!(a— 6) 
cosa      CCS  6       cosacos6  cosacos6 

^    ,  fc— — î 1     __  ces  6— cosa  _8sin^(a— 6)sini(a  +  6^ 

^       ""         ""cosa      cosô"""    cosacosô   ~  cosaoosft 

sin 


a  +  cos6=  sina  +  sin  (90»— 6)=28in(45«+  ^)  sin  ("i.V-f  "^-y^V 
sino— cosô  =:sin  a— sin(90«— 6)=— 2sin  (^S°— ^V"  )  s'"  f*'^"—  ^T^)  - 
1+  sin  a  =  14-  cos (OO'iJpa)  =  2 cos« ^45' — |^ , 
1  — sina=i  — cos(90«  — a")  =  28in«  f^S'  — 1\ 

V- .      /îsin'^ 
1— cosa      i    /  2      ^        a 

/- = —     à     Asin«f45*— i")  , 

.^.  \/2sin(45»'±:a) 

1  ±  tanga  =  -^ ^ ^ . 

®  cosa 

Pour  a-f  ^  +  c=i:=180%  on  a  : 

....  ,        a        b        c 

sina  +  sin6  +  sinc  =  4cos  -  cos  -  cos-, 

X  X  Tu 

.     .    ,         .  .    .    a    .     b         c 

j$ina  +  sin 0  — sine  =  4sin  -  sni  -  cos  ^, 

cot  -  +  cot  -  +  cot  -  =  cot  -  cot  -  cot  2 , 
sin*-4-8in*-  +  sin'-  +  2sin^sin-sin-=r4. 

CALCUL  DES  TABLES  TRIGONOMÉTRIQUKS. 

1119.  Nous  avons  expliqué  au  n*  1099  la  disposition  des  Uihlcs  trigt»- 
nométriques.  Nous  allons  montrer  comment  on  peut  calculer  <vs 
tables. 

1"  A  mesure  que  Ton  fait  décroître  un  angle  moindre  que  îM)",  le  rap- 
port de  Tare  qui  lui  sert  de  mesure  à  son  sinus  diminue,  et  approche 
autant  que  Ton  veut  de  l'unité,  qui  est  sa  valeur  limite  (484. 
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385 


Fig.  »t. 


Supposant  OM  ou  r=i,  ona(10^2)  M/>  =  sina, 
Op  =  eosa,  ÂT  =  tanga;  soit  de  plus  a  la  lon- 
gueur de  Tare  AM. 


On  a 


a  >  sin  a    et    a<  tang  a. 


En  effet  sin  a  ou  Mj?  étant  la  moitié  de  la  corde 
sous-tendant  un  arc  double  de  Tare  a,  on  a  bien 


a  >  sin  a. 


(i) 


De  plus,  la  surface  du  secteur  OAM   étant  moindre  que  celle  du 
triangle  OAT,  on  a 


|0Axa<3  0Axtanga; 


d'où 


sma 


a  <  tang  a    ou    (n*  H07)    a  <Pii^. 

^  ^  '  fCOSa 


(692,  734) 

(2) 


Des  inégalités  (1)  et  (2),  on  tire  respectivement 


sma 


>i      et 


a  i 

sin  a       COSa' 


Ce  qui  fait  voir  que  le  rapport  de  la  longueur  de  Varc  au  sinus  est  com- 
pris entre  1  et  la  quantité  toujours  pltis  grande  que  Vunité 


cosa 


1 


Or,  comme  k  mesure  que  Tangle  «  diminue   décroît  et  s'ap- 

'  ^  °  cosa  ^ 

proche  de  plus  en  plus  de  l'unité,  dont  il  peut  différer  d'aussi  peu 

eji 


que  Ton  veut,  il  en  résulte  que  —. — ,   qui  est  plus  petit  que  , 

diffère  encore  mains  et  peut  être  considéré  comme  ayant  Vunité  pour 
limite. 
2*  Des  inégalités 


a<tanga    et    a >  sin  a    ou    a>tangacosa,      (1107) 


on  conclut 


tang  a 


<1    et 


tang  a 


>  cosa. 


Ce  qui  fait  voir  que  le  rapport 


-,   toujours  plus  grand  que  cos  a. 


tang  a' 
est  compris  entre  1  et  cos  a,  et  a  par  conséquent  Vunité  pour  limite, 

3*  Démontrons  maintenant  que  la  différence  entre  la  longueur  a  de 
rare  et  le  sinus  est  moindre  que  le  quart  du  cube  de  a. 

.    1 
i          sm  ^  a 
De  l'inégalité  (!•)  ^  a  < 7—,  on  conclut 

z  1 


COS5. 
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.     1         fl  A 

sin-a>  -acos  ~a. 

Multipliant  membre  à  membre  cette  inégalité  par  inéquation 

.    1  1 

sm  a  =  2  sin  -  a  cos  -  «,  (1114) 

Mim,«n remarquant qfue- le  facteur  cammi»  «or -a  disparaît, 
sma  >  acos"  -  a, 


•Q 


•u  encore 


sina>  a  M  — sin«-aj,  (ii07) 


d'où 


sin  a>a  —  a  sin'-  a, 


a — aln  «  <'a«in'  — .«. 

2 


Multipliant  membre  k.membrfi  cette  inégalité ^par  celle  sin  -  a  <^  a 
élevée  au  carré,  c'est-.à-dire  par 

.  ,1         a* 

«H  a  bien,  en  supprimant  le  facteur  commun  siîi'^  «, 

a» 
a—  sm«<  -.. 

4 

Calculons  quelle  est  cette  limite  d'erreur  pour  un  mngle  de  40*,  qu 
«st  le  plus  petit  des  tables  de  Callet. 
Le  rayon  étant  i ,  Tare  correspondant  à  180*  est 

wr  =  t:  =  3,iAto9fi6 (726 

et  la  longueur  a  de  l'arc  correspondant  k  10"  j;st  (733) 

d'où 

^   =0,000000000000032 


i 


Ainsi,  pour  un  angle  de  10",  en  prenant  Tare  pour  le  sinus,  Terreur 
«st  moindre  que  les  trois  dixièmes  environ  dune  unité  décimale  du 
treizième  ordre.  On  peut  donc  poser,  avec  »une  erreur  moindre  qu'une 
unité  décimale  du  treizième  îordre,'qui'  Ton  a 

*  sin  iO"  =  0,000  0^8  481  368  1. 
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Avec  le  môme  degré  d*exftetUude,  an  peut  tirer  ée  la  formule 


cos  iO"  =  V*— 8în*l<>"»  (**07) 

cos  10"  =  0,^9  999  998  824  8. 

4"  A  Taide  des  valeurs  de  sin  10",  de  cos  10"  et  des  formules 

sin(a+fr)=sinacosfr4-cosasin6  |  mw] 

cos(a  +  ô)==cosaco6  6— sînasin6  j        '    ■       ^ 

on  peut  calculer  les  sinus  et  cosinus  de  tous  les  angles  de  lO*'  en  lO*' 
jusqu'à  45". 

On  aurait  la  tangente  et  la  cotangente  de  chacun  de  ces  angles  à  Faide 
des  formules 

tanga  = et      cot  a  = -: — .  1107) 

®  cos  a  sma  ' 

5*  Les  expressions  trlgonométrîques  des  angles  de  0**  k  45"*  donnent, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  n"'  1098  et  1109,  celles  des  angles  de  45»  à  90*. 
Enfin,  ayant  les  expressions  trigonométriques  jusqu'à  cette  limite, 
celles  des  angles  supérieurs  s'obtiendront  d'après  ce  qui  a  été  dit 
n"  1095. 

On  conçoit  que  cette  manière  de  calculer  les  expressions  trigonomé- 
triques est  très-longue  et  pénible;  on  l'a  simplifiée  en  employant  une 
autre  marche,  qu'il  importe  peu  d'exposer  ici,  notre  but  n'étant  pas  de 
mettre  à  même  de  calculer  des  tables  qui  sont  déjà  établies  aussi  com- 
plètes que  peuvent  l'exiger  les  besoins  de  la  pratique. 

Comme,  dans  la  pratique  de  l'ingénieur,  on  a  ordinairement  des  de- 
grés d'approximation  su^sants,  en  supposant  qu'un  angle  compris 
entre  deux  autres  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  d'une  minute  est  égal 
à  celui  de  ces  derniers  qui  en  approche  le  plus,  nous  n'avons  donné 
dans  notre  table  que  les  expressions  trigonométriques  des  angles  de 
minute  en  minute  (1138).  Dans  le  «as  oà  l'on  ne  se  contenierait  pas  de 
cette  approximation,  on  aurait  recours  à  la  méthode  des  parties  pro- 
portionnelles, en  opérant  comme  au  numéro  suivant  pour  les  tables  lo- 
garithmiques. 

1120.  L'usage  des  tables  logarithmiques  repose  sur  la  résolution  des 
deux  questions  :  V  étant  donné  un  angle  trouver  le  logarithme  d'une  de 
ses  expressions  trigonométriques;  T  réciproquement,  étant  donné  \v 
logarithme  d'une  expression  trigonométrique,  trouver  l'angle  corres- 
pondant. Ces  deux  questions  se  résolvent  par  la  même  marche  que  les 
questions  analogues  des  n"'  400  et  401  sur  les  nombres. 

Avec  les  tables  de  Lalande  on  trouve  ainsi  (1099)  :  r  que 


log  sin  25M2'34"  =1,62918+  ^'^^^.fj^^^  =1,62918+0,00015=1,629 


60 


33. 
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On  dispose  Topération  de  la  manière  suivante  : 

log  sin  25*  12'       =T,629 18  27x34  _ 

pour  34"  15  60       "" 

log  sin  25*  12'  34"  =T,629  33 
On  trouve  de  même 
og  cos  38*45'24"=T,89203— Mî!2i£><?i  =T,892  03— 0,000  04=T,891 99. 

On  écrit 

log  cos  38*  45'        =7,892  03  10x24  _ 

pour  24"  —4  60 

log  cos  38"  45'  24"  =T,891  99 
2»  Ayant  log  sin  a  ="4,629  33,  on  a 

a  =  25*  12'  +  60"  X  ^  =  25»  12'  34". 

Ml 

On  dispose  ainsi  Topération  : 

log  sin  a  =  î,629  33 
logsin25M2'        ^7,62918  60x15  _ 

pour  34"  15  27      "" 

a  =  25M2'34" 


Do  niômo,  ayant  log  cos  a  =  1,891 99,  on  a 
On  pose 


a  =  38*  45'  +  60"  x  -^  =  38'  45'  24". 
10 


log  cos  a  =  1,891  99 
log  cos  38'  45'        =T,89203  60x4 

pour  24"  —4  10     — 

o  =  38-45' 24" 

Au  1"  et  au  2'  on  opère  pour  la  tangente  comme  pour  le  sinus,  et 
pour  la  cotangente  comme  pour  le  cosinus. 

Qviand  on  détermine  Fangle  au  moyen  des  tables  de  Lalande,  en  par- 
tant du  sinus,  l'erreur  commise  est  moindre  que  1"  pour  des  angles  in- 
férieurs à  12*;  au  delà  de  12%  on  n'a  plus  les  secondes  exactement; 
dans  le  voisinage  de  : 

22*    30*    40*    45*    50*    55*    eO**    70*    80% 

l'erreur  peut  atteindre  respectivement  : 

2"     3"     4"     5"      6"     7"     8"     12"    30"; 
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vers  85*  elle  peut  s'élever  a  une  minute;  enfin,  dans  le  voisinage  de  SS\ 
comme  on  voit  le  même  logarithme  se  rapporter  à  3  angles,  et  que  par 
suite  on  peut  prendre  Tun  quelconque  de  ces  angles,  Terreur  peut 
s'élever  à  3'. 

Ainsi  les  angles  voisins  de  90*  sont  très-mal  déterminés  par  leurs 
sinus.  De  même  les  petits  angles  sont  mal  déterminés  par  leurs  cosinus. 
Les  tangentes  donnent  des  erreurs  beaucoup  plus  petites  :  au-dessous 
de  12'  l'erreur  est  moindre  que  1'';  vers  27*  elle  est  de  9,'\  et  vers  45* 
de  2'',4.  Au  delà  de  45*  elle  diminue  pour  repasser  par  les  premières 
valeurs,  les  différences  tabulaires  redevenant  les  mêmes. 

Ainsi  dans  la  pratique,  autant  qu'il  sera  possible,  on  devra  déterminer 
les  angles  au  moyen  de  leurs  tangentes  ou  de  leurs  cotangentes,  de 
préférence  à  leurs  sinus  ou  cosinus. 

Pour  résoudre  les  deux  questions  précédentes  avec  les  tables  de 
Gallet,  on  procède  comme  avec  celles  de  Lalande;  seulement  le  calcul 
des  parties  proportionnelles  est  encore  plus  simple.  On  a,  par  exemple  : 

1-        log  sin  25- 12'  34",8  =  1,629  3187  +  MOO  0448x4,8  ^ 

=  Î,6293i87  +  0,0000215  =  1,6293402. 

On  dispose  ainsi  les  opérations  : 

log  sin  25*  12'  3r     =  1,629  3187  44,8 

pour  4",8  215  4,8 

logsin  25»  12'34",8  =  1,6293402  358  4 

179  2 


215,04 


On  trouve  de  même 

log  cos  25- 12- 34'-,8  =  ï,9565358  -  ^^^^^ 7^  ^  '^'  = 

=  T,9565358  —  0,000  0048  =  î,956  5310. 

On  écrit  : 

log  cos  26- 12'  30''     =  r,9563358  9,9 

pour  4",8  —48  4,8 

log  cos  25M2'34^8  =  1,9565310  79  2 

396 


47,5  2 


Ainsi,  pour  avoir  la  quantité  dont  il  faut  augmenter  ou  diminuer  le 
ogariihme  des  tables^  on  divise  la  différence  tabulaire  par  10,  et  on 
multiplie  par  le  nombre  qui  indique  les  secondes  et  fractions  de  seconde 
en  excès. 

On  opère  pour  les  tangentes  comme  pour  les  sinus,  et  pour  les  co- 
tangentes comme  pour  les  cosinus. 
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•   2*  Soit                    logsina  =rî,6î93402  2150    1  **^ 

on  a   Iogsm25^i2'3^0^     =M293IS7  35S0  1  4,7 

pour                           4",8                 216  444 
a  =  25M2'34'',8 

Soit  encore       logcosa  =  J,9565310  480    I  99 

onalogco8  25M2'30"    =4,9565368  840  14,8 
pour                         4^8               -48  48 

a=:2fiM2'34'\« 

Pour  avoir  le  nombre  de  secondes  et  fractions  de  seconde  dont  il  faut 
augmenter  ou  diminuer  Vangle  des  tables^  on  multiplie  pai:  iO  la  diffé* 
reîice  entre  le  logarithme  donné  et  celui  des  tables^  et  on  divise  le  pro^ 
duit  par  la  différence  tabulaire. 

Pour  les  tangentes  on  opère  comme  pour  les  sinus,  et  pour  les  cotan- 
gentes  comme  pour  les  cosinus. 

Table  de  la  limite  de  Terreur  correspondant  à  différents  angles,  en 
partant  du  logarithme  du  sinus  : 

5*  10*        20**        30*       40*        45'       50*     84*    87*    88'  89*89*40' 

0",005    0",01     0",02    0^,03    0^^,04     0^05    0\\    0",5    i''     2"    5"    iO". 

De  même  que  les  angles  qui  approchent  de  90*  sont  trè«Hfn8l  déter- 
minés par  leurs  sinus,  les  angles  très-petits  le  sont  très-mal  par  leurs 
cosinus.  » 

Les  tangentes  et  cotangentes  ne  présentent  pas  le  môme  inconvénient. 
L'erreur  augmente  jusqu'à  45*,  où  elle  est  encore  moindre  que  0",03, 
puis  elle  diminue  jusqu'à  90*.  Ainsi  le  chiffre  des  dixièmes  de  seconde 
que  Ton  obtient  est  exact,  et  il  convient  même  de  conserver  le  chiffre 
des  centièmes,  quoiqu'il  puisse  être  fautif  de  quelques  unités. 


PRINCIPES  SUR   LESQUELS  S' APPUIE   LA  RÉSOLUTION  DES  TIOANGLES 

RfiCTiLiewes. 

1121.  Remarque,  Pour  abréger,  nous  désignerons,  dans  tout  ce  qui 
va  suivre,  les  angles  des  triangles  parles  lettres  A,  B,  C,  placées  à  leurs 
sommets,  et  les  côtés  respectivement  opposés  à  ces  angles  par  les  let- 
tres a,  6,  c,  qu'on  écrit  vers  le  milieu  de  ces  côtés.  Dans  le  cas  où  le 
triangle  est  rectangle,  la  lettre  A  désigne  l'angle  droit,  et  a  l'hypoténuse. 

1122.  Théorème  i.  Dans  tout  triangle  rectangle^  chaque  côté  de 

Vangle  droit  est  égal  à  Vhypoténuse  multipliée  par 
Fig.  Î53.  i^  cosinus  de  Vangle  o/^acent. 

6  et  c  pouvant  être  considéré»  comme  les  pro- 
jections de  a  sur  leurs  directions^  on  a 

6=:acosC    et    c  =  a cosB.         (H06j 

De  ce  que  les  angles  B  et  C  sont  complémentaires,  ott  a  cos€:i=:'«mB 
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et  casB«:s::»iiv(I(ii08),  cl»  par  suite; 

6=asînB    et    c  =  asinC. 

Ainsi,  dans  tout  triangle  rectangle,  c  flaque  côté  de  V  angle  droit  est 
égal  à  r hypoténuse  multipliée  par  le  cosifULSide  Uaagle  aéyaceait  oiupQir* 
le  sinus  de  Vangle  opposé. 

Corollaire,  Les  deux  équations  d'=  a  sih  IV  et  c=a  cos  B  donnent 


h       sin 

c       cos 

B 

1^=  tangB, 

(H07) 

d'où 
On  a  de  môme 

6  = 
c  = 

c  tang  B. 
~b  HangC. 

Comme  on  a  tangB 

=  cotC  et 
6  =  ccQtC 

taiigG=catB(H09), 
et  c  =  6cotB. 

on  a 

donc  aussi 

Ainsi,  dans  tout  triangle  rectangle^  chaque  côté  die  tanglb  droit  est 
égal  à  Vautre  multiplié  par  la.  tangente  de  Vangle  opposé  au  premier  ou 
par  la  cotangente  de  Vangle  adjacente 

1125.  Théorème  2.  Dans  tout  triangle  rectiligne  les  sinus  des  an- 
gles sant  entre  eux  comme  les  côtés  opposés, 
^^^'  *®*'  Du  sommet  G  abaissant  une  perpendicnteire- 

€D  sur  le  côté  c  : 

1*  Dans  le  cas  où  cette  perpendiculaire  tbmfitr 
suo  le  côtéc,  on  a  respectivement  dans  les  trian- 
glcs  rectanjj^les  ADC  et  BDC, 

CD=6'sinA    et    GD  =  asiaB.      (M22) 

BTgalknt  ces  dieux  valeurs  de  CD,  orv  a 

&siaA  =  a3iaB, 

sin  A  :  sin  B  =  a  :  b,  (312), 


d'où 


Fig.  «55. 


2*  Dans  le  cas  où  la  pevpendiculaîre  CD  tombe 
sur  le*  prolongement  dô»  c,  on  a  encore  dans  le  trian- 
gle ADC, 

CD=r6siaCA», 

ou,  puisque  les  angles  CAD  et  A,  qui  sont  supplé- 
mentaires, ont  le  môme  sinus  (t095), 

CD  =  6  sin  A. 


Le  triangle  BDC  donne  aussi  CD  =  a  sinB. 
De  ces  deux  valeurs  de  CD  on  conclut  encore 


sin  A  :  sînB  =;«:  6. 
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:r  Dans  le  cas  où  le  point  D  tomberait  en  A,  le  triangle  serait  rec- 
tangle, et  Ton  aurait  directement  (!•) 

CD    ou    6  =  asinB; 
ou  bien,  en  remarquant  que  sinA  =  i, 

6sinA==asînB; 
d'où,  encore, 

sinA  :  sinB=a:  6. 

Si,  au  lieu  de  prendre  le  sommet  C  pour  abaisser  la  perpendiculaire, 
on  avait  choisi  l'un  des  deux  autres  A  et  B,  on  aurait  eu  respecti- 
vement 

sin  B  :  sin  C  =  6  :  c, 
et 

sin  C  :  sin  A  =  c  :  a. 

K  Ces  trois  proportions,  qui  prouvent  ce  qu'il  fallait  démontrer,  se  ré- 
sument dans  la  suite  de  rapports  égaux 

sin  A  _  sinB  _  sin  C 
a    ~~     b  c"' 

1124.  Théorème  3.  Dans  tout  triangle^  le  carré  d'un  côté  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  des  deux  autres^  moins  le  double  rectangle  de  ces 
deux  côtés  multiplié  par  le  cosinus  de  Vangle  compris  entre  ces  côtés. 
Ainsi  l'on  a,  par  exemple  (fig.  255), 

a*=6*  +  c*— 26ccosA.  (i) 

On  démontre  en  géométrie  (709)  que,  dans  tout  triangle,  le  carré  d'un 
côté  opposé  à  un  angle  aigu  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés,  moins  le  double  rectangle  compris  sous  l'un  de  ces  côtés 
et  la  projection  de  l'autre  sur  le  premier.  On  démontre  que  ce  double 
rectangle,  au  lieu  de  se  retrancher,  s'ajoute  quand  l'angle  opposé  au 
côté  considéré  est  obtus  (708).  Ainsi  les  figures  254  et  255  donnent  res* 
pectivement  : 

a*  =  6«  +  c*  — 2cxAD,  (2) 

a*  =  6*H-c«-f  2cxAD.  (3) 

Dans  le  triangle  rectangle  ADC  on  a,  pour  la  figure  254,  AD  =  6  cos  A, 
et  pour  la  figure  256,  AD  =  6  cos  DAC  ou  AD  =  —  6  cos  A,  puisque  A 
est  le  supplément  de  DAC  (1095).  Ces  deux  valeurs  de  AD,  substituées 
dans  les  formules  (2)  et  (3),  les  ramènent  toutes  deux  à  la  formule  gé- 
nérale (i). 

Quand  l'angle  A  est  droit,  son  cosinus  est  nul,  et  cette  formule  géné- 
rale donne  le  résultat  bien  connu  (704) 

112tt.  Théorème  4.  La  somme  algébrique  des  projections  de  deux  cotés 
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cTtin  triangle  sur  le  troisième  est  égale  à  ce  troisième  côté  (ii06}.  Ainsi 
Ton  a  fig.  S54  et  255 

c  =  a  cos  B  +  ^  ces  Â. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  RECTIUGNES  RECTANGLES. 

i  126.  Résoudre  un  triangle^  c'est,  étant  données  trois  de  ses  six  par- 
ties, angles  ou  côtés,  déterminer  les  trois  autres.  Comme  il  faut  que  les 
trois  parties  connues  déterminent  le  triangle,  il  est  donc  nécessaire 
qu'une  au  moins  des  parties  données  soit  un  côté,  les  trois  angles  ne 
déterminant  pas  le  triangle  (626). 

Les  trois  inconnues  pourront,  d'une  manière  générale,  se  déduire 
d'un  système  de  trois  équations  établies  entre  les  inconnues  et  lea 
quantités  données  (476).  Ce  système  découle  du  n*  ii24,  et  il  est 

a»  =  6'  +  c»  —  26c  cos  A, 
6«  =  a»  +  c*  —  2accos  B, 
c^  =  a*  •{-  6*—  2a6 cos  C. 

A  ce  système  on  peut  substituer  le  suivant,  qui  lui  est  équivalenti  et 
qu'on  déduit  du  n*  li25 

a=  6  cos  C  +  ccosB, 
5  =  acosC  +CCOSA, 
c=:a  cos  B  +  6cos  A. 

La  relation  suivante  permet  de  simplifier  les  calculs  relatifs  à  la  ré- 
solution des  triangles  : 

A  +  B  +  C  =  180*. 

1127.  Dire  qu'un  triangle  est  rectangle,  c'est  donner  un  de  ses  an- 
gles; par  conséquent,  il  sufiit  de  connaître  deux  de  ses  autres  parties 
pour  qu'il  soit  déterminé  (1126). 

1*'  cas.  Étant  donnés  (fig.  253)  rhf/poténuse  a  et  Vun  des  angles  aigus^ 
B  par  exemple^  trouver  Vangle  C  et  les  deux  côtés  b  et  c. 

Le  triangle  étant  rectangle,  les  angles  aigus  sont  complémentaires» 
et  l'on  a 

C=90»— B, 

On  a  de  plus 

6  =  asinB    et    c  =  acosB.  (1122) 

2*  cas.  Étant  donnés  le  coté  b  et  Vangle  B,  trouver  C,  a  e<  c. 

C  =  90*  -  B. 

Dé  la  relation  6=  asin  B  (1122),  on  tire 


sinB' 
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to  a  aiB»»i  (im,  coffol.) 

c  =  6tangC    ou    c  =  6cotB  =  r — ^.         (1109) 

3"  cas.  Étant  dormes  rhyipoténuse  a  et  un,  côté  b^  trowoex  c,  B  ^^  C. 
Le  triangle  étant  rectangle,  on  a  (704) 


Si  Ton  voulaft  calculer  c  à  Faide  des  logarithmes^  on  donnerait  à 
cette  valeur  la  forme 


€  =r  v/(aH-6>(o  — ie).  (7D3.) 

De  la  fftlâtion  b^  oisin  B  (iiSld),  on  tue 

b 
sin  B  =  -. 
a 

De  sin  B  on  conclut  B;  puis  on  a 

C  =  90"  —  B.    On  a  aussi    cos  C  =  «[tt  B  =  -. 

a 

4*  cas.  Étant  donnés  les  côtés  h  et  c,  trcntcer  Vhypoténuse  a  ri  les 
angles  h  et  d. 
Comme  on  a  6  =  ctangB  (1122,  coroL),  on  en  conclut 

6  ^ 

tang  B  =  -.    On  a  aussi    cot  C  =  tan!rl^=  ~. 

Ayant  B  à  Taide  de  tang  B,  on  conclut,  du  reste, 

C=r  W— B; 

pu»,  delà  rdalitta  6  =::a.siiàB  (liâd),  cio  tire 

h 
sm  B 

Pour  avoir  a,  on  pourrait  poser  immédiatement 


a  =  ^6«  +  c«. 
On  aurait  ensuite  déterminé  B  à  Faide  de  la  ro.iatîou 

t  =  a  sin  B. 

Puis  on  aurait  posé 

C  =  W)-— B. 

Mais  ce  mode  d'opérer  conduit  à  des  calculs  plus  longs  que  le  pré- 
cédent. 
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RÉaOLUTION  DES  TRIANGLES  RBCXaifiNES  QUELCONQUES. 

1128.  !•'  cas.  On  donne  du  triangle  ABC,  Jiff,  254,  un  côté  a  et  deux 
angles  A  et  B;  trouver  les  deux  autres  eôiés  b ,  c,  et  le  troisième  an- 
gle C. 

Dans  tout  triangle,  la  somme  des  trois  angles  étant  égala  à  deux  droits, 
on  a 

C  =  i80*  — (A-f  B). 

D-aprèa  le  tbé<tt«a»e  liée  sinus  des  angles  d'un  triangle  soAt  enire  eux 
eoiBnic  tes  cèié»  opposés  à  ces  angks  (ilSt3),  on  a  * 

sin  A:  sînB  =  a:  6,    et    sInA  :  sîn  C=:a  :  c; 

d>ù  Ton  eonclut  fcspeclîvemeiit 

#.  — ^sinB       .    ^_^sinG 
sinA  sinA 

on  log6r=^loga4-logsiQB*--logsfi0A, 

logcsrloga  +  logsinC  —  logstnA. 

On  calculerait  la  suriiace  S  du  triangle  au  moyen  de  la  formula 

ou        logS^Sloga  +  logsinB  +  logainG— log^  — logsinA. 

AppHcation,  Soit: 

a=:$78d»,24,    A  =  «lt7'2a^4    et    B  =  «T'Sii'l  r,». 

Calcul  de  G 

C  =  180»  —  (A  4-  B)  =50M8'2A",8; 
calcul  de  b 

log  a  =  3,831  8212  log  a  =  3,831  8242 

log  sin  B  =T,9f>9  5838  '  log  sin  B  ==T,999  5538      (1099) 

-log sin  A  =  0,172  0615 


log  sin  A  =  1,827  9385 

log  b  =  4,003  4365 

6  =  40  079-,44; 
calcul  de  c 


log  b  =  4,003  4365 


log  a  =  3,831  8212  log  a  =  3,831  8212 

log  sin  C  =  1,886  1953  log  sin  C  =  î,886  1953 

-log sin  A  =  0,172 0615 


log  sin  A  =  1,827  9385 

log  c  =  3,890  0780 

c  =  7763»,86; 


log  c  =  3,890  0780 

Digitized  by  VjOOQIC 


396  QUATRIÈME  PARTIE.  —  TRIGONOMÉTRIE. 

calcul  de  S 

2  log  a  =  7,663  6424  2  log  a  =  7,663  6424 

log  sin  B  =  £,999  5638  log  sin  B  =  T',999  5538 

log  sin  C  =  1,886  4953  log  sin  G  =  1,886 1953 

log  2  =  0,301  0300  —  log  2  =ï,698  9700 

log  sin  A  =7,827  9385  —  log  sin  A  =  0,172  0615 

log  S  =  7,420  4230  log  S  =  7,420  4230 

S  =  26  328  300  mètres  carrés. 

Nous  avons  suivi  deux  marches  pour  effectuer  les  calculs  logarithmi- 
-ques.  Dans  la  première  on  écrit  les  vrais  logarithmes  qui  se  retran* 
chent,  en  ayant  soin,  pour  éviter  la  confusion,  de  les  séparer  par  un 
trait  de  ceux  qui  s'ajoutent.  Puis  appliquant  la  règle  3*  page  7,  de 
chaque  somme  partieUe  fournie  par  les  chiffres  des  logarithmes  qui 
s'ajoutent,  on  retranche  successivement  les  chiffres  correspondants  des 
logarithmes  qui  se  retranchent,  ce  qui  fournit  les  chiffres  successifs  du 
logarithme  cherché.  Ainsi  log  S  s'obtient  en  disant  4  et  8,  12,  et  3,  15, 
moins  5,  10;  on  pose  0  au  résultat,  et  on  ajoute  1  à  la  colonne  suivante, 
-qui  donne  1  +  2  +  3  +  5  =  11,  moins  8,  3  ;  on  pose  3  au  résultat,  et  Ton 
•continue  ainsi  de  suite  en  observant  toujours  la  règle  de  la  soustrac-^ 
tion  (28}.  Pour  les  caractéristiques  qui  sont  négatives,  on  suit  les  règles 
relatives  à  l'addition  et  à  la  soustraction  des  quantités  algébriques  (421, 
422). 

Dans  la  seconde  marche,  on  change  le  signe  de  chaque  logarithme  à 
retrancher,  ce  qui  ne  donne  plus  que  des  quantités  à  ajouter.  Ainsi  dans 
le  calcul  de  S,  ayant  log 2  =  0,301 0300,  on  a  —  log 2  =  — 0,301  0300 
=  1  +  1  —0,301 0300  =  1,698  9700  ;  de  même,  ayant  log  sin  A=7,827  9385, 
on  a  — log  sin  A  =  l— 0,8279385=0,1720615.  La  valeur  des  logarithmes 
changés  de  signe  s'obtient  d'après  la  règle  du  n*  398,  relative  au  com- 
plément d'un  nombre. 

1129.  2*  cas.  Qn  donne  deux  côtés  a,  b,  et  Vangle  A  opposé  à  Vun 
â^evaHy  trouver  c,  B  e^  G  (972). 

De  la  proportion 

sin  A:sinB  =  a:6,  (1123) 


on  tire 

on  a  ensuite 

puis 

donne 

On  a  la  surface 


.    ^      bsink  ,  . 

sin  B  = •  :  (a 

G=180--(A  +  B); 

sin  A  :  sin  G  =  a  :  c 

sin  G 
c  =  a—. — r. 
sm  A 

s  =  2È4!LÇ.  (,133) 
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Bemarque.  Cette  solution  demande  quelques  éclaircissements:  la 
même  valeur  (a)  de  sinus  B  correspondant  à  deux  angles  supplémen- 
taires, Tun  aigu  et  l'autre  obtus  (1096),  il  convient  d'examiner  dans  quel 
cas  il  faudra  prendre  B  aigu  ou  obtus,  ce  qui  conduit  aux  remarques 
suivantes,  qui  découlent  de  ce  que  dans  tout  triangle  deux  angles  ntr 
peuvent  être  droits  ou  obtus  (618),  et  que  au  plus  grand  angle  est  op- 
posé le  plus  grand  côté  (603}. 

i*  L'angle  donné  A  étant  droit  ou  obtus ^ 
Tangle  B  est  nécessairement  aigu.  Ayant  Â  >  B,. 
on  doit  avoir  aussi  a  >  6.  Il  y  a  alors  toujours 
une  solution;  mais  il  n'y  en  a  qu'une;  c'est  cf- 
que  fait  voir  la  figure  256. 

2*  L'angle  A  étant  aigu,  si  l'on  a  en  même 
temps  a  >  6,  d'où  A  >  B,  il  en  résulte  encore 
que  B  est  aigu,  et  il  n'y  a  également  qu'une^ 
solution.  La  figure  257  fait  voir  qu'en  effet  l'an- 
gle A  serait  obtus  dans  le  deuxième  triangle 
AB'C  qui  a  a  et  6  pour  côtés.  Dans  le  cas  où  A 
étant  aigu  on  a  a=6,  B'  tombe  en  A,  et  l'on  ob- 
tient pour  unique  solution  un  triangle  isocèle. 
3*  Soit,  comme  dans  le  cas  précédent,  A  aigu, 
mais  a<b.  Dans  ce  cas,  B  >  A  peut  être  aigu 
ou  obtus;  il  y  a  alors  deux  solutions;  c*cst  ce 
qu'indique  la  figure  258.  Dans  le  triangle  ABC,, 
qui  satisfait  à  l'énoncé,  l'angle  B  est  aigu;  dans 
le  triangle  AB'C,  qui  satisfait  également  à  re- 
noncé, B'  =  180^— B  est  obtus. 

11  y  aura  deux  solutions  tant  que  a<b  sera 
plus  grand  que  CD  =  6  sinA,  c'est-à-dire  tant 
qu'on  aura 


Fig.  258. 


...             6  sin  A 
a>6smA    ou    <  4. 


Lorsque  a=  CD  =s  fr  sin  A,  l'arc  BB'  est  tangent  à  AB  au  point  D,  les. 
deux  triangles  ABC  et  AB'C  coïncident  avec  le  triangle  rectangle  AIX^ 
et  il  n'y  a  plus  qu'une  solution. 

Enfin,  si  l'on  avait  a  <  CD  ou  a<  6  sin  A,  l'arc  BB'  n'aurait  aucun 
point  commun  avec  AB,  et  il  n'y  aurait  pas  de  solution. 

Si,  au  lieu  de  commencer  par  déterminer  les  angles  B  et  C,  on  a>niL 
voulu  avoir  d'abord  le  côté  c,  on  aurait  posé 


d'où 

et  par  suite 


a*  =  6*  -f  c*  —  26c cos  A, 
c*  —  26  cos  A  X  c  =  a*  —  6*, 


(IHi) 


c  =  6  cos  A  ±  v/a«  — 6'  +  6»cos*A  526) 
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un 


c  =  *  cos  A  ±:  V<ï*  —  6*  sin»  A»  (KOÎ) 

1130.  T  cas.  Cosmaisiant  deux  cotés  a,  b,  e<  l'angle  cùmfris  G, 
Irouscer  c,  A,  B. 
r  On  a 


c  =  \/a>  4-  6*— 2a6  omC»  (I«4) 

c  étant  coDOU,  on  pose 

.       asinC  ijjao\ 

smA= ,  (1123) 

puis  B=:18r— (A  +  C). 

Ttr  On  pent  commencer  par  âéterminer  A* 
On  a 

sin  A  :  siii  B  =  «  :  è. 

Dans  cette  proportion  il  entre  deux  inconnues,  sin  A  et  sin  B  ;  on  en 
l'ait  disparaître  une  en  posant 

(sin A  +  sinB)  :  (sinA— sinB)=s:  (a  +  6)  :  (a—  6),        (321) 
ou,  en  remplaçant  le  premier  rapport  par  son  égal  (111^»  3*}, 

tong  i  (A +B)  :  ta«f  ^  (A^«):=^(a  +  6)  :  (a-6). 

~  (A  4-  B)  =  r  (180*  — C)  =  m"  étant  connu,  cette  proportion  ne  ren- 
ie! M 

ferme  d'inconnue  que  tang  -  (A—  B),  et  elle  en  donne  la  valeur, 

; 

tangl(A-B)=^tangi(A  +  B), 

de  laquelle  on  conclut  -  (A  —  B)  =  7l^  Ayant  la  demi-somme  m*  et  la 

2 

ticmi-diflférence  re  de  A  et  B,  on  a  (480). 

A  =  TiV*  +  ?r    et    B  =  m" — w". 
Ayant  A  et  B,  on  pose  (H23) 

a  &in€ 

C=  — : — r-, 

smA 

Cette  solution  est  préférable  à  la  première  pour  l'emploi  des  loga- 
rithmes (1128). 
On  déterminerait  la  surface  à  Taide  de  la  formule 
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1131.  4^  cas.  On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  c;  déterminer  les  trois 

angles  A,B,  G. 

Posant 

a*  =  6*  +  c«  —  26c  cosA,  (H24) 

on  tire 

51  +  c*— a« 

'^'^  = 26F—-  <^) 

Des  formules  semblables  donneraient  B  et  C. 

Du  reste,  ayant  déterminé  ainsi  A  et  B,  on  pourrait  poser 

C  =  180--(A4hB), 

ce  qui,  dans  tous  les  cas,  sert  de  vérification. 

La  formule  (a)  peut  être  remplacée  par  une  autre  plus  propre  àraBi- 
ploi  des  logarithmes  (1128). 

On  a 

2sin*^  A=l  — cosA.  (HU,  f) 

Remplaçant  cosA  par  sa  valeur  (a),  on  a 

««^«•iA=* sr-  = Wc 

26^ 263 '         ^  '^*'  ^^^) 


d'où 

sin 


in|A=y^IIE^H±î). 


On  peut  simplifier  cette  formule  en  faisant  le  périmètre 
a+^+c  =  5fe    d'où    a  +  »6— c=2(j)  — c)    et   ^-*4-t:=â(p--fr), 
ce  qui  donne 

.    1  ,      4  //p  — 6)(p— c) 
sin^A=y    ^       ;^^       ^  (6) 

valeur  facile  k  traduire  littéralement. 

r  A  ^Bt  nécessairpmrent  aigu,  son  mnus  donne  sa  valeur  et  par 

suite  celle  de  A. 
On  aurait  de  même 


M  aini u ^ 


'Î-V^ 


(p  — g)  (p-~6) 


Mais  on  peut  poser,  ne  serail-cc  quecoinme  vérification, 
<:  =  «B0''— (A4-B). 


Digitized  by  VjOOQIC 


400  QUATRIÈME  PARTIE.  —  TRIGONOMÉTRIE. 

On  se  procurerait  par  une  marche  semblable  cos  5  A  et  tang  -  A. 
Du  reste,  comme  on  a 


cos  ■ 


iA  =  Y/l-sin«|A,  (H07) 

remplaçant  sin  ^  A  par  sa  valeur  (6),  on  a 


ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  efifectuant  les  calculs  et  sim- 
plifiant. 

On  a  ensuite  (4107,  T) 


!._!^_V^ 


-c) 


cos- A 


^<^  -i/(p~fe)(p--c) 

VPiP—a)  V      P(P— a) 

bc 


Comme  pour  les  sinus,  on  obtiendrait  des  formules  analogues  pourles 
angles  B  et  C. 

La  surface  du  triangle  se  calculerait  au  moyen  de  la  formule  du  3- 
du  numéro  suivant. 

1132.  L'aire  d'un  triangle  peut  s'exprimer  en  fonction,  soit  de  deux 
côtés  et  de  Fangle  compris,  soit  d'un  côté  et  des  angles,  soit  des 
trois  côtés. 

r  On  a,  en  désignant  Taire  du  triangle  par  S, 

ç     ex  CD 
S —, 

Remplaçant  CD  par  sa  valeur  b  sin  A  (H22),  on  a 

c      bc  sïn  A.  ,  . 

S=__.  (a) 

Ce  qui  montre  que  Vaire  d'un  triangle  est  égale 
à  la  moitié  du  produit  de  deux  côtés  quelconques  multiplié  par  le  sinus 
de  Vangle  compris. 

T  Faisant  b  =     .  ^    dans  l'expression  précédente  (1123),  on  a 

g_  c'sinA  sînB  _  c'sinAsinB 
"^       asinC       ""2sin(A  +  B)' 
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3*  Ayant 

8inA  =  2sin  -  Acos -A,  (Hii) 

i  i 

remplaçant  sin  -  A    et    cos  -  A  par  leurs  valeurs  (H31),  on  a 


sinA:=:2\A^-P"'°i^f,7^)ty~^). 
Substituant  cette  valeur  de  sin  A  dans  Téquation  (a),  il  vient 

Pour  0=200-,  6  =  180-  et  c  =  170-,  on  a 

S  =  V275(275-200)  (275— ISOj  (275  —  170)  =  14343-. 


APPLICATIONS. 

1153.  Observations,  En  trigonométrie,  toutes  les  questions  se  ra- 
mènent à  la  détermination  des  triangles,  ou  mieux  à  celle  des  côtés  et 
des  angles  de  ces  triangles. 

Sur  le  papier,  une  droite  se  trace  avec  une  règle,  et  un  angle  se  dé- 
termine avec  le  rapporteur  (1042);  mais  pour  la  triangulation  sur  te 
terrain,  ces  moyens  sont  insuffisants. 

Pour  déterminer  sur  le  sol  une  ligne  droite  passant  par  deux  points 
désignés,  on  plante  dans  la  direction  de  cette  droite  des  piquets  appelés 
jalons^  de  manière  que  quand  on  se  place  en  un  des  points  donnés,  et 
qu'on  fixe  Tautre,  tous  les  jalons  paraissent  se  confondre  en  un  seul  et 
cachent  ce  dernier  point  (6*  parfie). 

Pour  mesurer  les  angles,  soit  sur  le  terrain,  soit  dans  Tespace,  on 
emploie  divers  instruments  :  le  graphomèlre,  la  bouswle^  le  cercle  ré- 
pétiteur  Nous  cionnons  la  description  et  Tusage  de  ces  instruments 

dans  la  6*  partie  [Lever  des  plans). 
1134.  Trouver  la  hauteur  CD  d'un  édijice  dont  le  pied  est  accessible. 

Sur  le  terrain,  supposé  horizontal, 

'^"  "  on  mesure  une  base  DE  à  peu  près 

wrvK^  égale   à  la  hauteur  de   Tédifice  afin 

d'éviter  les  trop    petits    angles,   soit 

DE=c  =  10-;  on   place  Tinslrument 

*  X  en   E  pour   évaluer  l'angle   B,    que 

\  nous  supposerons  de  41  ,  et  s<>it  BË 

^ — . ^^^B    =AD  =  1"',20  la  hauteur  de  Tinstru- 

^    ment.  Cela  fait,  le  problème  est  ra^ 

mené    à   déterminer    le   côté    b   du 
triangle  rectangle  A  BC,  dont  on  connaît  le  côté  c  et  Tangle  B.  Or  oii 

26 


D 
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a  (1122,  corol.) 

6  =  c  tangB  =  #0><*tti«4ï»Hrt0x«a^929  =  8-,693; 

donc  CD  =  8-,693  +  l-,20  =  9-,893. 

Dans  lé  cas  où  le  terrain  n*est  pas  horizontal,  un  cmip  de  niveau,  si 
rinstrument  à  nMS4ir6r  les  4Ui^gi6«  «'«st  pas  disposé  à  cet  effet,  donne 
le  point  A;  par  suite  «a  a  i.^,  q«ie  Vfm  s^'oule  à  M^  qui  se  détermine 
comme  dans  le  cas  précédent. 

1138.  Trouver  fa  distance  AC  du 'point  A  où  Von  esl  'placée  au  point 
inaccessible,  mais  visible^  Ç. 

On  mesure  une  base  AB  de  100  mé- 
tras, fMcr  cxemfie;  fttis^mraiée<l«gra- 
phomètre,  on  détermine  les  angles  A  et 
B,  soit  Ârr^»*  et  l=s4A".  Le  problème 
est  alors  ramené  à  déterminer  le  côté  b 
d'un  triangle  quelconque  dont  on  con- 
mii  le  e^té  c  et  les  angles  adjacents  A 
et  B  (1128). 

On  a  â'abor4 


Pig.  261. 


f»Qi8 


c  ==  180-—  (A  +  B)  =  180«—  (69»'^(Mr)t=gr3.. 


4l*«ù 


»c-slnfi      îie0x0,'d69 


sinC 


M*« 


liM.  Dééermimriêihmdeur4^unéâijlicê4ont4ef^ 
ou  d'une  montagne. 


Fig.  26S. 


Oans  oe  «as,  on  me  f^ut^  «Aans 
le  trtasgk  tisel»wgle  AM,  niesv- 
rer  fue  Tangle  B,  qui  est  de  43  de- 
grés pw  exemple,  et  -cette  donnée 
ne  suffit  {u»  poixr  oaleiilor  AC. 

Alors  on  commence  par  déter- 
miner la  distance  BG  du  point  B, 
où  Ton  se  trouve,  au  poin-tC  •con- 
sidéré comme  inaccessible  «  itn 
opérant  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent. Ainsi  on  mesure  me^sae 
BB'  ««r*e  so!>  «*  o«  détemiiiie  les  angles  que  fait  cette  base  avec  lies 
•«fractions  BC  et  B^C;  «1<»8,  dam  le  iriangte  BB'C,  coMaissaitt  ia  i)(|B(> 
W  et  les  angtea  aljaeenU,  on  détermine  BC  comme  thww  le  cas-pfé- 
«édent. 
Ayant  BC  m  «  r=  50«*,  par  exemple,  on  a  (llftW 
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6  =  a  sin  B  =  500  x  0^682  =  341% 

4iSY.  ^oimr  la  dùiance  dednaipmntÊ  mwoMMnMm  C  «f  tT. 

p.    ^^  On  ^éternim  les  diitMices  à€  et  AC 

^^'  da  point  k  It  dxâtun  Aes  points  iiiaccass»- 

^^^c*  ^^  ^  ^  ^'^  ^^  opérant ^camnM au  n*  113&; 

A^U--- —    ,  ''  i  poîBt  «icwmiit  r^ngle  CîiC',  tm  a,  dans 

W'-X        •"''        !  ^®  trâa«fl«  CAC,  tes  desK  côtés  AC,  AC; 

•    m/      iiVipi'i^iifc     iimij  -  ^^  rangle  compris;  su  détermine  dors 

Z,^-;;''^  "^--^          1  le  e5té  CC  -coaune  1  a  été  indiqué  an 

'; i*  Détêrminatiên  de  AC  On  mesum  k 

bass  A«  =  WCr,  par  «eicmpls;  pwis  1%»- 
gle8AC  =  66%  et  ABC=:37*;  d'fiiù  ACB^i«»  — (a6*^37i)«77*.  0« 
aa)»rs 

sînA€ft:«[nABC~A6:A€, 

-i-^A  ^^.^ABxsinASC       lOOxO.CMS      ^.^^, 

**^*  ^^^       siflAGB      =       0^7U  '   =^^^^' 

T  Dêiermùèaiion  de  AC'.  Cm  mesure  les  anglesfiACsr  j?"  el  A0C'=5§9"; 
«•où 

ACB  =  1W  —  {3r  -f  %T]  =  Ô6*. 
On  a  alors,  dans  le  triangle  ABC\ 

sia  AG'B  z  sia  ABC  =  AB  z  k€\ 


d'où 


..-,,      ABK«inA*C      imxO,9<986       M^Mm  te 


3*  Détermvmtkm  de  f  angle  GAC'.  Qttaad  lesqaatre  points  ABGG'  sont 
dans  nm  même  plan,  on  a  GA€'  =  BAC  —  BAC ^  66*  — IH*  ==:  W».  Si  ees 
«qualre  points  n'étaient  pas  dans  un  mèaie  plaa,  on  mesurerait  dirente- 
neat  œt  angle. 

4*  DUerminaikm  de  CL'.  On  a  dstts  le  ti-iangle  ACC  ^1130) 


CC=t  \/K*  +  AC*— 2x  ACx  ACx  cosCAGS 
<aa 

ce  =  Vfi^  ,^76»  +  ltt),46«  —  Si  X  64,76  x  120,46  x  0,«T462  =c72-,88. 

On  aurait  pu  déterminer  GG'  ea  suivant  la  marche  2*  du  n*  1130. 
1158.  ra6/e  des  valeurs  ruUureUes  des  expressions  Mgonométriquei^ 
des  angles  successifs  de  minute  en  minute, 
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CINQUIEME   PARTIE. 

CÉOttÉTRIE  MIS  COUftHES 
OU  NOTIONS  DE  GËOMÉTiUË  ANALYTIQUE. 


If  59.  Le  but  éekt  géométrie  eanaly tique  est  cTétudier  les  propriétés 
des  figvres  par  tes  procédés  du  ealcuî  ou  de  Ycamlfue  algébrique, 

€*e5t  Descftrtes  ^i  a  trouvé  \^  noyen  de  représenter  des  figures  par 
dtos  équations,  et,  par  eontre,  de  ramener  eertaifl»  problèmes  de  calcul 
kdes  qaestkms  et  géométrie;  e^est  surtout  sois»  ce  dernier  rapport 
qne  la  géométrie  analytique  Tient  efi  aide  d'an»  manière  efficace  à 
fmgénieur. 

1146^.  La  géométrie  aii«}ytîq«ie,  eomme  ?a  géojaiétrie  élémentaire,  se 
divisé  en  deux  parties  (568)  :  la  gêométyie  plune  eu  à  êemx  émnmmiamj 
et  }h  géométrie  de  Fespace  on  ii  trot»  dimensions. 

DÉTERMINATION   D*UNE   LIGNE. 

1141.  Nous  avons  vu  que  la  position  d'un  point  dans  un  plan  ou 
dansTespace  est  fixée  quand  on  connaît  ses  coordonnées  (1085,  1086). 
Pour  qu*une  ligne  soit  détarniinée»  il  suffit  qu£  ses  divers  points  soient 
fixés,  et  que  par  conséquent  on  connaisse  les  coordonnées  de  ces 
pointa. 

Lorsqu'une  même  relation  algél}rique  existe  entre  les  coordonnées  de 
chacun  des  points  d'une  ligne,  il  est  de  la  plus  grande  facilité  de  déter- 
miner autant  de  point»  qu'on  veut  de  la  ligne,  et,,  par  suite,  de  tracer 
ceUe  ligne,  en  raccordant,  aussi  exactement  que  possible,  les  points 
obtenus.  S'il  s'agit,  par  exemple,  d^une  courbe  plane,  donnant  une  var 
leur  à  l'une  des  coordonnées,  la  relation  sert  à  déterminer  Tautre  coor^ 
donnée  du  point  correspondant  de  la  courbe  (464). 

Supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  les  coordonnées  de  cbacun  des 
points  d'une  ligne  sont  liées  par  la  relation  y  =  3j:  +  2",  sF  Ton  fait 
X  =  4",  par  exemple,  le  point  de  la  ligne  qui  correspondra  à  cette  va- 
leur de  X  aura  pour  ordonnée  y=3x4+2  =  i4*.  Donnant  à  x  une 
nouvelle  valeur,  on  aurait  une  autre  valeur  correspondante  de  2^,  et 
par  suite  un  second  point  de  la  ligne. 


Digitized  by  VjOOQIC 


428  CINQUIÈME  PARTIE.   —  GÉOMÉTRIE  DES  COURBES. 

Lorsque  la  courbe  n'est  pas  plane,  comme  on  ne  peut  prendre  arbi- 
trairement qu'une  de  ses  coordonnées,  les  deux  autres,  qui  en  dépen- 
dent, restent  inconnues  et  ne  peuvent  être  déterminées  que  par  deux 
relations  ou  équations  (476). 

1142.  Coordojtnéf's polaires.  Un  point  M  est  aussi  déterminé  dans  un 

plan  MOj-,  quand  on  connaît  Tangle  MOx  =  a,  que 
fait  avec  Taxe  Ox  la  droite  OM  qui  joint  le  pôle  0 
^  et  le  point  M,  et  la  distance  OM  =  p,  qui  prend  le 

\(t  nom  de  rayon  vevlfur. 

0 ^ X        Les  deux  quantités  a  et  p  sont  appelées  coordon- 
nées polaires. 
Lorsqu'une  même  relation  existe  entre  les  coordonnées  polaires  de 
chacun  des  points  d'une  ligne,  on  peut,  comme  dans  le  cas  précédent, 
déterminer  autant  de  points  que  l'on  veut,  et  par  suite  tracer  la  ligne. 

1143.  Coordonnées  focales.  La  position  d'un  point  M  est  aussi  fixée 

dans  un  plan,  quand  on  connaît  ses  distances 
MF  =  p,  MK'=  p'  à  deux  points  fixes  F,  F',  pris 
dans  ce  plan  et  appelés  foyers  ;  seulement,  les  lon- 
gueurs p  et  p',  que  l'on  nomme  rayons  vec leurs  ou 
coordonnées  focales^  déterminent  un  second  point  M', 
symétrique  de  M  par  rapport  à  FF';  et  une  équa- 
tion entre  les  rayons  vecteurs  p  et  p',  considérés 
comme  variables,  détermine  une  ligne  formée  de 
deux  parties  symétriques  par  rapport  à  Vaxe  FF'  (464). 

Un  point  M  est  encore  déterminé  dans  un  plan 
*^'      *  par  ses  distances  MF  =  p  et  MP  =  p',  aussi  appelées 

p,  rayons  vecleurs,  à  un  point  fixe  F  et  a  une  droite 

"7IK  fixe   0.y,    qu'on  nomme  respectivement  fjyer  et 

/p  I  directrice.  Comme  dans  le  cas  précédent,  deux  lon- 

Y^ U — ^     gueurs  absolues  des  rayons  vecteurs  déterminent 

\   I  deux    points  M  et  M'   symétriques  par  rapport  à 

\j  Vaxe  Ox  mené  perpendic:ilai renient  à  Oy  par  le 

foyer  F.  Ainsi  une  équation  entre  les  deux  rayons 
vecteurs  p  et  p',  considérés  comme  variables,  déter- 
mine un  ligne  symétrique  par  rapport  à  Ox. 

1144.  Les  courbes  se  définissent  ou  par  la  relation  de  leurs  coor- 
données rapportées  à  des  axes  (1141),  ou  par  celle  de  leurs  coordonnées 
polaires  (il4î),  ou  encore  par  celle  de  leurs  coordonnées  focales  (1143). 
C'est  ce  que  fera  voir  l'étude  des  courbes  les  plus  usitées  dans  la 
pratique. 

il4o.  L'équation  exprimant  la  relation  qui  existe  entre  les  coordon- 
nées d'une  courbe  est  appelée  V équation  de  la  courbe. 

HOMOGÉNÉITÉ. 

1146.  Un  polynôme  est  dit  homogène,  quand  tous  ses  termes  sont 
du  même  degré.  Le  degré  m  de  chaque  terme  est  le  degré  d'homogé- 
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néité  du  polynôme.  Si  Ton  multiplie  chaque  lettre  d'un  polynôme  ho- 
mogène par  un  même  facteur  k  affecté  de  Texposant  de  chaque  lettre, 
le  polynôme  est  multiplié  par  k^  (416,  437,  438). 

On  dit  en  g(^néral  qu'une  fonction  (464)  est  homogène  et  du  degré  m, 
quand  chacune  des  lettres  qui  y  entrent  étant  multipliée  par  k  affecté 
de  Texposantde  chaque  lettre,  elle  se  trouve  multipliée  par  A*.  Telles 
gontles  fonctions 

c        '     '        a  +  c        a'—  6* 

dont  le  degré  est  respectivement  2,  4,0,  — 2. 

Un  monôme  est  toujours  une  fonction  homogène  d'un  degré  égal  à 
celui  du  monôme. 

Si  dans  une  fonction  il  entre  des  lettres  qui  représentent  des  coeffi- 
cients numériques,  ces  lettres  se  négligent  dans  la  formation  du  degré 
de  rhomogénéité  de  la  fonction.  Ainsi,  n  étant  un  coefficient  numérique, 
la  fonction  suivante  est  homogène  et  du  degré  i  : 

a*+  (y  + wj)* 
^â6— («y-ha:?' 

On  considère  également  comme  des  coefficients  numériques  les  fonc- 
tions transcendantes  sîn,  COS..  ,  log,  de  fonctions  homogènes  du  degré  0, 
ainsi  qu'une  quantité  telle  que  e^,  dans  laquelle  a  est  aussi  une  fonction 
homogène  du  degré  0.  Telles  sont  : 


a»-c« 


ab         ,      ^  +  v^a*— 6«       -^^ 
«^"5iT6i'    ^"g        ai-b       -     '        ' 

Cest  qu'en  effet,  en  multipliant  par  k  chaque  lettre  de  la  fonction  du 
degré  0,  on  ne  change  pas  la  valeur  de  la  fonction,  et  l'on  peut  alors  y 
supprimer  A;  ce  qui  n'aurait  évidemment  pas  lieu  si  le  degré  de  la 
fonction  n'était  pas  0. 

Ainsi  la  fonction  suivante  est  homogène  et  du  degré  -  : 

as/b-\-b  Je  sin- 
a 

a  +  b  ' 

1447.  De  ce  qui  précède  et  des  opérations  sur  les  polynômes  il 
résulte  : 

1*  Que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  fonctions  homogènes  du 
même  degré  est  une  fonction  homogène  du  même  degré  que  les  pre- 
mières (421,  422); 

S'  Que  le  produit  de  plusieurs  fonctions  homogènes  de  degrés  quel* 
conques  est  une  fonction  homogène  d*un  degré  égal  à  la  somme  des 
degrés  des  fonctions  proposées  (429); 
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S*  Qrre  l«  quotient  (fnire  fbactîon  homogène  par  vote  l&ttc/fkon  h«Nm^ 
gène  est  anc  fonction  himiogène  d'«n  degré  égal  aa  degré  ^  la  pre- 
mière moins  le  degré  de  ta  seconde  (451)  ; 

i"  Qu'une  puissance  â*nne  fonction  homogène  ert  ime  Mncfioii  ho- 
mogène d'nE  degré  égal  ftn  degré  de  la  fonction  proposée  ^MMphéfiÊt 
T*exposant  de  la  paissante  (*•)  ; 

5*  Qu'une  racine  d'une  fonction  homogène  est  une  fonction  homo- 
gène d'un  degré  égal  au  degré  de  la  fonction  proposée  divisé  par  Tin- 
dice  de  la  racâne  (i*). 

i  1 48.  Une  équation  est  dite  homogène ^XoTSC^Me  ses  deux  membres  sont 
homogènes  et  du  même  degré,  ou  quand  l'im  de  ses  menitoies  est  «»1 
et  ^lÊt  ravtre  60t  howogène  (i  *M). 

Il  résulte  de  cette  définition  : 

«I*  Qa'ttne  éqaatîwi  hMiogèiia  oreste  hronogèaie  quand  «n  «mttiplie 
tin^s  tes  lottnes  qu'elle  nenfeme  pmr  \m  jnânie  facteur  k  affecté  de 
Fesposant  de  ohaqne  lettre  (1:14«).; 

V  Qu'une  équation  hooMigène  eBére  des  qiuuitiléscotioràtesde  aaéne 
espèce  (12j  [les  autres  quantités  étant  considérées  comme  des  coeffi- 
cients (1146)]  est  indépendante  de  Tunité  à  laquelle  ces  quantités  con- 
crètes sont  rapportées.  C'est  qu'en  effet,  en  changeant  d'unité  on  ne  fait 
que  multiplier  toutes  les  quantités  concrètes  par  un  même  facteur  en- 
tier ou  fractionnaire. 

Réciproquement,  si  une  équation  algébrique  entière  [cas  senl  ntfle  k 
considérer  (408)]  entre  des  quantités  concrètes  de  mènm  espèce  alleu 
quelle  que  soit  l'unité  à  laquelle  ces  quantités  sont  rapportées,  cette 
équation  est  homogène,  ou  provient  de  l'addition  de  plusieurs  équations 
homogènes  de  degrés  différents  (1151). 

1149.  Toute  équation  algébrique  peut  être  changée  en  une  autre  dont 
l'un  des  membres  est  0,  et  l'autne  une  quantité  rationnelle  entière  (408}. 
Si  l'éf  uation  est  homogène  et  du  degré  m,  chacun  de  ses  termes  renfer- 
mera m  iacteurs  littéraux,  non  compris  les  coefficients  littéraux  {1146}. 

Ainsi,  en  général  une  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme  de  la 
fonction 

/(a,  ft,  ar,  y,...)  ±=0. 

1 1 80.  Dans  les  recherches  géométriques,  les  longueurs  sont  les  seules 
quatités  concrètes  qu'on  ait  k  considérer;  car  les  aires  et  les  volumes 
dépendent  essentiellement  de  leurs  dimensions  linéaires.  Pour  expri- 
mer algébriquement  une  relation  entre  plusieurs  longueurs,  on  rap- 
porte ces  longueurs  aune  môme  unfté,  le  pins  souvent  arbitraire  (If  S2) , 
et  ce  sont  les  rapports  qui  en  résultent  qu'on  écrit  dans  les  équtffîoiis, 
d'après  les  règles  de  Talgèbrc. 

1151.  Tontes  les  équations  auxquelles  conduisent  fes  recherehes  géa- 
métriques  (mises  en  équations,  transformations  et  résultais)  «ont  ha- 
mogènes  lorsque  Tunilé  est  indéterminée.  €ette  considènttfon  tsat  ^  la 
plus  haute  importance  en  géométrie  aniiïytiqtie;  ella  sert  de  mfoym  ie 
vérification  pendant  tout  le  cours  des  eatculs;  elle  sail  de  moyen  tnnë- 
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Monrique  pour  retenir  les  ftHrmuïes;  eUe  étaUit  de  Tanak^  <enfr«  les 
egcpremions,  et  elle  peut  suggérer  des  méthodes  de  calcul  plus  simpleti 
et  pins  ëlëgantes. 

Remarque  i .  Lorsqu'on  combine  p«r  vO'ie  d'«ddiitian  «u  de  soustr^ac- 
tion  plusieurs  équations  homogènes,  elles  doivent  être  du  même  degré; 
car  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  Féquation  résultante,  quoique  exacte,  ne 
serait  pas  honu^fène,  et  fen  doit  rejeter  «vec  soin  âne  teUe  coiUibiDai> 
son  dans  toute  analyse  bien  conduite. 

Bemarque  2.  Le  théorème  de  rhemogénétté  s'applique  à  toutes  les 
équations  de  géométrie;  mais  en  se  rappelant  que  les  aires  sont  repré- 
sentées pir  )e  produit  de  éeux  loagneursset  les  voiumee  par  le  produit 
de  trois  longueurs  ou  celo»  d'vne  suHàce  par  une  longueur,  et  que»  par 
SfUite,  suivant  qu'une  lettre  A  ou  V  représentera  une  aire  ou  un  vo- 
lume, il  faudra  la  considérer  comme  «tant  du  deuxième  ou  du  troi- 
sième degré.  Ainsi,  h,  h',  6,  6'exprimîintdes  longueurs.  A,  A'  des  aires, 
^  V,  T'  des  volumes,  les  deux  foram^es  suiviuites  sonrt  tetno^èaes  : 

A--A'=  J  (A-/0  (6+6%    V-V'^i  (à-/0  (A  +  A  +  v^ÂF)- 

En  général,  sel^n  que  l'inconnue  d'un  problème  est  une  aire  A  ou  un 
volume  V,  l'expression  qu'on  obtient  est  homogène  et  du  second  ou  du 
troisième  degré.  Ainsi  l'on  a  : 

A  =  a6    ou    V  =  abc. 

11^2.  Dans  tout  ce  qui  précède,  l'unité  est  supposée  arbitraire.  C'est 
dans  cette  h^^thèse  ^u'il  ftmt  soumettre  ancikiti  toutes  tes  questions 
de  géométrie  ;  car  s'il  en  était  autrement,  si,  par  exemple,  on  prenait 
pour  «mité  «me  des  longueurs  oonMdérées  ou  toute  autre  «mité  caate- 
mre  un  ne»ibf«  déterminé  «te  fois  dans  cette  longueur^  on  pourcttlt 
arriver  à  des  équHtMMiB  lionmgènes  au  fond,  mais  qui  «'«a  aurateat,pas 
fi^pareace;  Bxsmi  ftoMi  éviter  ce<CBSJparitealier.  Du  restera  une  équA- 
tiofi  de  «cette  «espèce,  on  peut  toiirjxi«rs  rawdve  l'aspect  de  l'homogé- 
iiéité  ;  pour  cein,  il  soÊ^  de  re«di«  l\un«é  orbitraîne,  «n  tm^^rimJi 
chaque  longueur  k  <;ette  unité;  ee  qni  9e  Mt  en  rapponantla  Im^ueur 
prise  pour  unité  k  l'uiifte  arbitraire,  en  muifspiiaiit  ch^qw  lettre  par 
le  rapport  ou  nombre  abstrait  qui  en  résulte  élevé  à  la  mette i^uiasonce 
que  la  lettre,  et  en  exprimant  chaque  produit  partiel  par  une  nouvelle 
lettre  élevée  à  la  même  puissance  que  la  première. 

En  prenant  une  unité  de  longueur  arbitraire,  on  a  pour  l'aire  du 
cercle 

A  =  i:r\  (72«) 

Si,  au  contraire,  on  prend  le  rayon  pour  unité,  on  a 

A'=1CXi»  =  R. 

Équation  dont  le  premier  membre  est  du  degré  2,  et  le  second  du 
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degré  apparent  0,  car  k  est  un  nombre  abstrait.  Pour  donner  à  Téqua- 
lion  son  aspect  homogène  habituel,  on  exprime  le  rayon  pris  pour 
unité  en  unités  arbitraires;  ce  qui  donne  r  pour  rapport;  alors  i*  du 
gecond  membre  de  Téquation  devient  r*,  et  l'on  a 

A'r*    ou    A  =  :tr'. 
Eii  prenant  le  rayon  pour  unité,  le  volume  de  la  sphère  est 

V'=*«xl»=|7:.  (947) 

Rapportant  le  rayon  pris  pour  unité  à  une  unité  arbitraire,  ce  qui 
donne  r  au  lieu  de  i ,  Téquation  précédente  devient 

V'r»    ou    V  =  |«r». 

Le  demi  grand  axe  a  de  Tellipse  étant  pris  pour  unité,  Taire  de  Tel* 
lipse  est 

A'=27:Xlx6'.  (1487) 

Rapportant  le  demi  grand  axe  4  à  une  unité  arbitraire,  il  devient  a, 
et  rapportant  toutes  les  longueurs  à  cette  même  unité  arbitraire,  il 
vient 

A'  X  a*  =  2iu  X  a  X  ab' 
ou  A  =  2jca6. 

CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE  DES   FORMULES  ALGÉBRIQUES. 

I12$3.  D'après  la  loi  de  Thomogénéité,  toute  expression  algébrique 
homogène  du  premier  degré,  dans  laquelle  les  diverses  lettres  repré- 
sentent des  longueurs,  est  Texpression  d'une  longueur  x  (4151,  Remar^ 
que  2),  et  cette  longueur  peut  toujours  être  déterminée  géométrique- 
ment, c'est-à-dire  a  Taide  de  la  règle  et  du  compas  :  1"  quand  l'expression 
est  rationnelle  (408)  ;  T  quand,  étant  irrationnelle,  elle  ne  renferme  que 
des  radicaux  dont  l'indice  est  2  ou  une  puissance  de  i. 

H»4.  Construction  des  expressions  rationnelles. 

Pour  avoir 

x=:a  +  6  —  c+d — e, 

il  suffit,  à  partir  du  point  0, 
^*8-  *^'*  d'une    droite    indéfinie,    de 

prendre    OA  =  a,     AB  =  6, 
^1         ,  f  BC=r/,  CE  =— c  et  EF  =— e. 

^  A  ïî         c  La  distance  —  OF  est  la  va- 

leur de  X. 


Si  Fon  a 


m 
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il  suffit  de  construire  une  4*  proportionnelle  aux  3  lignes  a,  by  m  (995). 

ahcd 


Pour 


05  = 


Fig.  t68. 


enfin  une  i*  proportionnelle 


mnp 
on  construit   une  4*  proportionnelle 

CLb 

x'  =  OX'=—  aux  3  lignes  m  =  OM, 

771 

a  =  OA ,  6  =  OB  ;  puis  une  4*  propor- 
tionnelle  x"=OX"=  — =  —  aux 
n       mn 

alignes  n=ON,  a:'=OX',  c=rOC,  et 


a:"d 


ir=Ox= = 


ahcd 
mnp 


aux  3  lignes  p  =  0Ï>,  x"  =  OX",  d  =  OD. 

Les  constructions  précédentes  des  4**  proportionnelles  reviennent 
simplement,  après  avoir  tracé  les  deux  droites  indéfinies  DP,  OD,  k 
prendre  alternativement  sur  Tune  et  sur  Fautre  OA  =  a,  OB  =  6,  OC  =  c, 
OD  =  d,  et  de  même  OM  =  m,  0N=7i,  0P=|?;  à  tracer  BM,  CN,  DP, 
et  a  mener  à  ces  droites  les  parallèles  respectives  AX',  XX',  X'^x;  Ox 
est  la  longueur  cherchée  x. 


etc.  revenant  aux 


-  a^      aa  a»       aaa 

Les  expressions  x  =  —  =  — ,.  x  =  — ^  = , 

'^  mm'  m'       mm 

précédentes  dans  lesquelles  les  facteurs  du  numérateur  deviennent 

égaux  entre  eux,  ainsi  que  ceux  du  dénominateur,  on  construira  de 

même  x  à  Taide  de  4*«  proportionnelles. 

L'expression  de  x  étant  une  fraction  a  termes  polynômes,  on  ramène 

la  construction  à  celle  du  cas  précédent,  en  opérant  comme  il  suit  : 


Soit 


x  = 


a»6  4-  4a«6c 


5a6«— 6»c 


k  étant  une  longueur  arbitraire,  on  peut  mettre  la  valeur  de  x  sous 
la  forme 


fa^b      4a«6c\ 
5a6*       6»c 


A;* 


k^ 


L'exposant  de  k  étant  d'une  unité  moins  élevé  que  le  degré  des 
termes'  qu'il  divise,  on  peut  construire  chaque  fraction  monôme  qui 
en  résulte  d'après  la  règle  précédente,  ot  A,  B,  M,  N  étant  les  lon- 
gueurs trouvées,  on  a 


X  = 


^(A  +  B) 
M-N  • 


Digitized  by  VjÔOQIC 


4S4  OlKQinÂllfi  PAKTIE.  -^  GÉOMtTItlE  DBS  GOVKMS. 

Déterminant  A  4-  B  =  a   et    M  —  N  =  m ,  <on  «a  en  défioétive 


X  = 


ha 


Et  X  étant  une  4*  proportionnelle  aux  longueurs  A:,  a,  w,  on  la  con- 
struira comme  ci-dessus. 

4 138.  Construction  des  expressions  irrationnelles.  Le  degré  d'homogé- 
néité devant  être  \  (H63),  si  le  radical  est  du  second  degré,  la  quantité 
placée  dessous  doit  être  homogène  et  du  second  degré;  ainsi,  quand 
eette  quantité  est  fractionnaire,  le  degré  du  numérateur  est  de  2  unités 
plus  Dort  que  eelui  du  dénominateur. 

X  =  yjab  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  lignes  a  et  6  (^96); 

X  =  \/a'  +  6'  est  rhypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de 
Tangle  droit  sont  a  et  6  (1023); 

X  =  \ja^  —  6*  est  un  des  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
ayant  b  pour  autre  côté  de  l'angle  droit  et  a  pour  hypoté- 
nuse (1022);  c'est  aussi  une  moyenne  proportionnelle  sfô^p 
entre  les  deux  lignes 

a^a+b      et      g=:a— i».  (703) 

X  =  a  V^ ,    d'où    x'  =  2a',    est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
Y\,r  069  isocèle  qui  a  a  pour  côté  de  l'angle  droit. 

^  j;  =  yjab  +  c*.    Après  avoir  construit  une  moyenne 

proportionnelle  y  —  \cib^  on  a 


X  =  sjp^  +  c' 


Pi«. 

170. 

!A 

n 

1        \ 

\  / 
>^<   ----- 

iîi.__j 

x  =  --=,     don    xs=--, 

\/2  2 


est  la  corde  AB   qui 


sous-tend  le  quart  d'une  circonférence  qui  a  a 
pour  diamètre  670:. 


2a     ^.         .  •      4tt* 

%  =  Ar.   Élevant  au  carre  on  a    x'  =  -    , 


d'où      -;  = 


Z- 


4 
3^ 


ce  qui 


Fig.  271. 


"i 


montre  que  le  problème  revient  à  trouver  le 
côté  X  d'un  carré  qui  soit  à  un  carré  donné  a' 
dans  le  rapport  4  :  3.  Sur  une  ligne  MN  on 
porte  des  longueurs  proportionnelles  aux.  nom- 
bres 4  et  3;  sur  MN  on  décrit  une  demi-cir- 
conférence; sur  AN  on  prend  AC=a,  et  me- 
nant CB  parallèle  à  MN,  on  a  AB  =  x.  En 
effet,  on  a 


AB  :  a  =  AM  :  AN    ou 


AB*:a'  =  AM':AN*=r4:3. 


(706) 
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X  =  --^,    d'où    -j  =  s>    s'obtiendra  encore  par  la  construction  pré- 
cédente. 
Si  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  fractionnaire,  comme 


-y — sn: 


—  56«c» 
6«c 


faisant,  comme  au  n*  1154,  choix  d'une  longueur  arbitraire  A:,  on 
écrit 


X  = 


V  A:«        A:» 


La  quantité  placée  entre  parenthèses  se  réduit  alors  k  une  ligne*  a,  ♦•! 
le  dénominateur  à  une  ligne  m;  de  sorte  qu'on  a 

Ce  qui  montre  qu'il  faut  construire  une  4*  proportionnelle  «=  —  (995L 

puis  une  moyenne  proportionnelle  x^=yjka  (990). 

Si  rindice  de  la  racine  était  2*  =  4,  la  quantité  placée  sous  le  radical 
serait  homogène  et  du  4*  degré.  Soit 

Pour  construire  x,  on  écrit 


Formule  qui  se  réduit,  comme  dans  le  cas  précédent,  à 

Ce  qui  montre  qu'il  faut  construire  une  4»  proportionnelle  u  =  — , 

puis  une  moyenne  proportionnelle  v  =  ^kû  et  une  autre  x  =  ^kv» 

Enfin  l'expression  de  x  peut  être  composée  d'une  partie  rationncUf 
et  d'une  partie  irrationnelle,  telle  est,  par  exemple, 
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On  construit  d'abord  la  partie  ir- 
rationnelle 


l'    0     F 


AD  =  V^CD' —  c«  =  v/a*  +  6«  — cM 

ce  qui  n'est  possible  que  quand  on 
a  a*  +  6*  >  c*. 

On  en  retranche  6,  et  le  point  B, 
milieu  de  AM ,  donne 


AB  = ^ . 

Cette  première  valeur  de  or,  considérée  comme  positive,  se  porte  de 
0  en  P,  à  partir  d'une  origine  0,  dans  le  sens  positif  OD.  Si  Ton 
avait  6>  \/a' +  6'  —  c*,   le  point  M  tomberait  en  M',   et  Ton  aurait 

4M' 

X  ==  ^~-  rr  AB'.  Cette  valeur  étant  négative,  on  la  porterait  de  0  en  P'. 

Si  le  radical  est  affecté  du  signe  moins,  à  sa  valeur  AD  on  ajoute  6, 
et  la  moitié  de  la  droite  qui  en  résulte  est  la  deuxième  valeur  de  x, 
laquelle  étant  négative  se  porte  dans  le  sens  OX  a  partir  de  0. 

Soit  encore  à  construire 


Fig.  273 


La  construction  de  la  division  de  a  en  moyenne  et  extrême  raison 
(997)  donne  d'abord  dans  le  triangle  rectangle  ABO 


OA  =  y/^T^; 


puis 


A,  =  A0-?=_|4-V/î  +  a' 


C'est  la  première  valeur  de  jr,  valeur  qui  est  positive  et  qui  est  portée 
de  l'origine  A  dans  le  sens  positif  AY. 
La  deuxième  valeur  de  x  étant 

elle  est  négative,  et  on  la  porte  de  A  en  T,  dans  le  sens  négatif  AX. 
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Inéquation  (a)  révient  à  celle 

Les  deux  valeurs  de  x  représentées  par  cette  expression  sont  évi- 
demment les  mêmes  que  celles  représentées  par  l'expression  (a),  et 
s'obtiennent  encore  en  divisant  a  en  moyenne  et  extrême  raison. 

CONSTRUCTION  GÉNÉRALE  DES  COURBES  REPRÉSENTÉES  PAR  DES  ÉQUATIONS. 

1156.  Étant  donnée  une  équation  entre  deux  variables  x  et  y,  si  Ton 
considère  ces  variables  comme  étant  des  coordonnées,  chaque  couple 
de  valeurs  réelles  de  a;  et  y  qui  satisfont  à  Téquation  détermine  un 
point;  or,  Ton  conçoit  qu'en  faisant  varier  x  d*une  manière  continue 
entre  certaines  limites,  l'équation  sera  ordinairement  satisfaite  par  des 
valeurs  de  y  réelles  et  continues,  et  qu'alors  on  obtiendra  une  suite 
continue  de  points,  c'est-à-dire  une  ligne.  Ainsi,  en  général,  une  équa- 
tion entre  deitx  coordonnés  représente  une  ligne  (1141). 

1157.  Pour  déterminer  les  points  de  la  courbe,  on  prend  ordinaire- 
ment les  valeurs  de  x  en  progression  arithmétique  (328),  et  l'on  calcule 
celles  correspondantes  de  y.  C'est  surtout  quand  la  fonction  est  une 
fonction  algébrique  entière  (408,  464)  qu'il  y  a  avantage  à  prendre  cette 
précaution,  parce  qu'alors  on  peut,  pour  abréger  les  calculs,  faire  usage 
des  différences  des  valeurs  de  y  pour  calculer  ces  valeurs. 

Soit,  par  exemple,  à  construire  l'équation  y  =  eue*  +  6,  dont  la  forme 
se  rencontre  dans  les  équations  relatives  à  la  détermination  de  la  courbe 
qu'affecte  la  chaîne  des  ponts  suspendus.  Supposant  qu'on  a 

a  =  0,1     et    6  =  1,    d'où    y  =  0,li*  +  l, 

le  tableau  suivant  montre  qu'en  donnant  successivement  à  x  les  va- 
leurs 0,  1,  2,  3...,  les  valeurs  qu'on  obtient  pour  y  sont  telles  qu'en 
prenant  leurs  différences  premières  0,1,  0,3,  0,5...,  puis  les  différences 
secondes  entre  les  différences  premières,  ces  différences  secondes  sont 
égales.  Alors  faisant  successivement  a;  =  0,  a;  =  l  et  «  =  2,  ce  qui 
donne  respectivement  y  =  1,  y  =  1,1  et  y  =  1,4,  on  a  les  deux  diffé- 
rences premières  0,1  et  0,3,  puis  la  différence  seconde  constante  0,2. 
Cette  différence  seconde  ajoutée  à  la  dernière  différence  première  obte- 
nue donnant  la  suivante,  et  chaque  différence  première  ajoutée  à  la  va- 
leur précédente  de  y  donnant  la  valeur  suivante,  on  voit  que  par  de  sim- 
ples additions  successives  on  obtient  les  différences  premières,  puis  les 
valeurs  des  ordonnées. 

abscisses  rc.  .  .  0       1         2         3         4         5         6         7        8... 

ordonnées  y.  .  1       1,1      ^,4      1,9      2,6      3,5      4,6      5,9      7,4... 

différences  l**'.  0,1       0,3      0,5      0,7      0,9      1,1      1,3      1,5... 
différences  2-~        0,2       0,2      0,2      0,2      0,2      0,2      0,2      0,2... 

Les  valeurs  négatives  de  x  fourniraient  les  mêmes  valeurs  pour  y. 
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Fi«.  274. 


Selon  que  la  fonction  est  du  2%  3%  4r..  degré,  les  difiërenees  con- 
stantes sont  respectivement  les  difiFérences  secondes^  troisièmes,  qua- 
trièmes, etc.,  que  Ton  obtient  en  calculant,  à  l'aide  de  Féquation,  3,  4, 
5...  ordonnées,  et  en  prenant  les  diflPérences  successives.  Ayant  la  diffé- 
rence constante,  on  remonte  aux  autres  différences  et  aux  valeurs  des 
ordonnées  en  opérant  comme  ci-dessus. 
1158.  Au  lieu  de  calculer  toutes  les  ordonnées  pour  construire  la 
courbe  y  =  ûx*  +  6,  on  peut  ne  calculer  que 
les  trois  premières  ordonnées  équidistantes 
AO,  BP,  CQ;  mener  les  parallèles  AF,  BG  k 
Taxe  Ox,  ce  qui  détermine  les  deux  premières 
difWrences  premières  BH,  CG,  et  prolonger 
AB,  ce  qui  donne  la  différence  seconde  con- 
stante CC=CG  — C'G  =  CG  — Bn.  Pour  avoir 
la  quatrième  ordonnée  DR,  on  prolonge  BU 
josqu'en  D',  et  l'on  prend  »'D  =  CC.  On  détermine  de  la  même  ma- 
nière la  cinquième  ordonnée  ES  et  tontes  les  suivantes,  et  raccordant 
tous  les  points  A,  B,  G,  D...  par  une  courbe,  elle  est  la  représentation  de 
l'équation  y=:az^-\-  à. 

1189.  Fonctions  empiriques.  Dans  !a  pratique,  il  arrive  journelle- 
ment que  des  observations  ou  des  expériences  fournissent  une  série 
ie  couples  de  \Tilettr9  correspondantes  de  deux  variables,  sans  qu'aucnne 
é^ation  algébrique  puisse  représenter  la  lei  qui  lie  les  deux  varia}>les. 
Dans  ce  cas,  prenant  les  valeurs  de  Tune  des  variables  pour  abscisses, 
et  celles  correspondantes  de  Tautre  variable  pour  ordonnées,  en  rac- 
cordant pour  une  courbe  continue  les  points  qu'on  obtiendra,  si  ce» 
points  sont  suffisamment  rapprochés,  cette  courbe  représentera  avec 
une  exactitude  suffisante  la  loi  inconnue  qui  lie  entre  elles  les  deux 
variables.  Ainsi  elle  en  sera  une  image  bien  sensible;  elle  permettra 
d'obtenir  la  valeur  de  Tune  des  variables  correspondant  à  une  valeur 
donnée  de  l'autre  variable,  intermédiaire  h  deux  valeurs  successives 
fournies  par  Texpérience,  et  de  résoudre  ainsi  approximativement  le 
problème  d'interpolation;  si  elle  a  une  analogie  sensible  avec  une 
courbe  connue,  elle  pourra  permettre  de  relier  les  deux  variables  par 
une  équation  ou  formule,  dite  empirique;  enfin  si  elle  offre  quelque 
anomalie  qui  rompe  sa  continuité,  cela  indiquera  quelque  erreur  dans 
les  expériences. 


lAOSE  DnOITE. 

H  60.  n équation  générale  de  la  ligne  droite  en  coardounée»  rtKppor^ 
iées  à  des  axes  rectangulaires  est 

En  effet,  soit  une  droite  quelconque  AB  sttuée 
dans  le  plan  des  axes  rectangulaires  Ox,  Oy.  0*an 
point  quelconque  M  de  cette  droite  abaissons 
une  perpendiculaire  MP  à  Oa:;  elle  détermine  les 


c 

Fig.  «7$. 

B 

a^ 

^ 

p       a? 
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coordonnées  MP  =  y  et  DP  =  a;  du  point  M.  ^m  1b  poinl  C,  où  AB  ren<^ 
contre  Taxe  Oy,  menons  CD  parallèle  à  Taxe  Ox. 

Dans  le  triangle  rectangle  CHE,  on  a  (112il)  ME  =  CE  x  iang  BCD. 

Àjoutaat  £JP  aux  deux  membres  de  ceile  équaliiOB,  6Ui9  devient 

ME  +  E'P  =  CE  X  tang  BCD  +  EP. 

Remarquant  :  i*  que  ME  -f  EP  =  y  ;  SI**  que  Tanglc  BCD  que  la  droite 
fait  avec  CD  ou  avec  Taxe  Ox  est  constant,  et  que  par  suite  sa  tangente, 
q«io  Ton  peut  représenter  par  a,  appelé  eoejicient  emplâtre  ou  de  di- 
rection, est  aussi  constante;  Z"  que  CE  =  x;  4*  que  EP  =  OC  est  égaJ<^ 
ment  constant  et  peut  <^tre  représenté  par  6,  qu'on  appelle  Y  ordonnée  à 
VorigtTie,  Téquation  précédente  prend  la  forme 

y  =  ox  -h  6, 

qui  est  bien  Téquation  de  la  droite,  puisqu'elle  a  été  établie  pour  un 
point  quelconque  de  cette  droite,  et  en  ayant  égard  aux  signes  dos  (ii- 
verses  quantités  qui  y  entrent. 

Remarques  : 

r*  Lorsque  la  droite  AB  passe  par  Torigine  0,  l'ordonnée  à  Torigiiu» 
OC  =  6  =  0,  et  réquation  de  la  droite  devient 

y=aax; 

2*  Lorsque  AB  est  parallèle  à  Ox,  Tan^lo  BCD  est  nul;  on  a  aloi^* 
tang  BCD  =  a  =  0  (1094),  et  réquation  de  la  droite  devient 

y  =  b; 

3*  Dans  le  cas  où  Ton  a  en  o^^ême  temps  ar=o  et  6=:  0,  réquation 
de  la  droite  devient 

gr  =  0; 

ce  qui  indique  que  la  droite  se  confond  avec  Taxe  des  x; 

4*  Si  la  droite  était  parallèle  à  Taxe  des  y  ou  se  confondait  avec  («^l 
axe,  on  obtiendrait  son  équation  en  changeant  y  eux  dans  les  deux 
dernières  équations,  ce  qui  donnerait  respectivement  x  =  6  et  x  =  0, 
b  ne  serait  plus  ici  Tordonnéc  k  Torigine,  mais  bien  Vabscisse  à  tori- 
gine,  c  est-ft-dire  la  distance  à  Torigine  du  point  où  la  droite  rencontre 
Taxe  des  x  ; 

5*  On  voit  que  Véqua/lion  d'une  droite  est  du  premier  degré  (470). 

Réciproquement,  toate  équation  du  premier  degré  entre  deux  varia- 
bles est  téquaiion  d'une  droite.  C'est  pourquoi  les  lignes  droites  sont 
appelées  lignes  du  premier  degré. 

1161.  Équation  dune  droite  d'ujie  inclinaison  donnée  a,  et  passant 
par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  y'. 

Pour  le  point  (x',  y'),  on  a 

y'ssaa^  +  ^v      d'où      b:s:y'^aaif. 
Substituant  cette  valeur  de  b  dans  réquation  générale  y  =  ox  +  6,  on 
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a  pour  réquatioD  demandée 

1162.  Équation  d'une  droite  passant  par  deux  points  donnés  (x',  y"), 
(x",  y''),  a  étant  le  coefficient  angulaire  inconnu  de  la  droite,  le  point 
(x',  y')  donne  (1161) 

y— y'  =  a(x— x'). 

Cette  équation  doit  être  satisfaite  en  y  faisant  ys=zi/'  eix^zjf^  ce 
qui  donne 

y"~.y'  =  a(x"«x'). 

Éliminant  par  division  a  entre  ces  deux  équations ,  il  vient  pour 
réquation  demandée 

y  —y'  _xj-x[ 
y"-y'~a:''-a:'' 

SI  Fun  des  points  est  sur  Taxe  des  x,  et  Tautre  sur  Taxe  des  y,  c'est- 
à-dire  si  Ton  a  x*  =  p,  y'  =  0  et  y"  =  g,  x'^  =  0,  Téquation  de  la  droite 
devient 

Î^  =  ÎZI£    ou   î+i^  =  l. 

g      — p         p     q 

Si  Tun  des  points  est  l'origine,  si,  par  exemple,  on  a  y"  =  x''  =  0, 
il  vient  pour  l'équation  d'une  droite  menée  de  l'origine  à  un  point 
donné  (x',  y') 

-y'  -  -X'     ^"    y'-x'- 

1163.  Intersection  de  deux  droites  données  par  leurs  éqtuUionSm  Deux 

lignes  quelconques,  droites  ou  courbes,  étant  données  par  leurs  équa* 

tiens,  en  résolvant  le  système  des  deux  équations  en  prenant  x  et  y 

pour  inconnues,  qui  cessent  d'être  des  variables  indéterminées,  les 

valeurs  obtenues  sont  les  coordonnées  des  points  d'intersection  des 

lignes.  On  trouve  ainsi  pour  le  point  de  rencontre  de  deux  droites 

(480,  1160) 

6'  — 6  ab'^a'b 

x= ;    et     y  = r"« 

a —  a'  ^        a —  a' 

Réciproquement^  ayant  à  résoudre  un  système  de  deux  équations  à 
deux  inconnues,  si  l'on  parvient  à  construire  graphiquement  les  deux 
lignes  représentées  par  les  deux  équations,  les  coordonnées  de  chaque 
point  d'intersection  seront  une  solution  du  système  (534). . 

1164.  Deux  droites  perpendiculaires  entre  elles  faisant  avec  Taxe  des 
s  deux  angles  dont  la  difiërence  est  égale  à  90«,  les  tangentes  de  ces 
angles  donnent  la  relation  du  n*  1110;  d'où  il  résulte  qu'on  a 

aa'  =  ^l      ou     aa' +  1=0* 
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CIRCONFÉRENCE. 

116».  Là  définition  de  la  circonférence  (628)  peut  être  exprimée  en 
coordonnées  polaires.  En  effet,  si  Ton  pose  (1U2) 

p  =  aa  +  r, 

et  qu'on  fasse  a=  0  et  r  constant,  on  voit  que,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  a,  on  aura  toujours 

équation  qui  satisfait  à  tous  les  points  d'une  circonférence  ayant  l'ori- 
gine 0  pour  centre  et  r  pour  rayon. 
1166.  Equation  générale  de  la  circonférence  en  coordonnées  rappor- 
Fig.  176.  tées  à  des  axes  rectangulaires  (1141). 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  circonférence 

centre  et  r  le  rayon.  Soient  MA  =  y 

.  =  x  les  coordonnées  du  point  M,  et  £B  =  q 

\=p  les  coordonnées,  qui  sont  constantes, 

du  centre  G. 


\^^/         etOB=ples 


^        Dans  le  triangle  rectangle  CDM  on  a  (704) 

MD*  +  CD*  =  r«. 

MD  =  y-g,    ou    MD'  =  y»  +  9*-2gy;  (702) 

CD  =  X  —  p,     ou      CD*  =  X*  +  p*  —  îpo:. 

Remplaçant  MD*  et  CD*  par  ces  valeurs  dans  celle  de  r*,  il  vient 

y*  -h  X*  —  %qy  —  2px  +  çr«  -f  p«  =  r», 
ou  y*  — 2çy  =  r*  — x*  +  2j)X  — g»--p*; 

d'où  y  =  Ç  ±  ^g«  +  yi  —  X»  4-  2px  —  9*— p".  (526) 

Telle  est  l'équation  générale  de  la  circonférence  en  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

Lorsque  E  est  l'origine  et  que  EC  est  l'axe  des  x,  on  a  ç  =  0  et  p  =  r  ; 
l'équation  devient  alors 

y*  -f  X*  —  2rx  +  r»  =  r«, 

ou  y»==2rx  — X*,    d'où    y  =  d=|/2rx  — x». 

Si  le  centre  du  cercle  est  l'origine,  on  a  à  la  fois  g  =  0  et  p  =  0,  et  il 
vient 


,    y»  +  x«  =  r»,    d'où    y  =  ifcv'^«  — X». 

On  voit  que,  dans  chacun  des  trois  cas  que  nous  venons  d'exami- 
ner, à  cbacune  des  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y;  ce  qui 
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devait  être,  Féquation  de  la  circonférence  étant  du  second  degré.  De 
plus,  dans  les  deux  derniers  cas,  les  deux  valeurs  de  y  sont  égales  et 
de  signes  contraires;  ce  qui  indique  qu'alors  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  Taxe  des  x. 

1 167.  Mener  une  tangente  à  une  circonférence  par  un  point  M  pris 
^   j^  ncr  cette  courbe.  On  mène  le  rayon  OM,  et  la 

perpendiculaire  AB  k  rextrémité  de  ce  rayon  est 
la  tangente  demaadéc. 

Il  suffît  de  prouver  que  AB  n'a  que  le  poiot  If 
commun  avec  la  circonférence,  c'est-à-dire  qu'un 
point  quelconque  C  de  cette  droite,  autre  que  M, 
est  situé  hors  du  cercle.  Or,  en  menant  OC,  cetli 
droite  est  une  oblique  plus  grande  q/oe  la  perpendieulaire  OMs  qui:  est 
UA  ra^yoa;  donc  le  point  G  est  situé  hors  du  cercle,  et  AM  est  bien  tan- 
gente à  la  circonférence. 

1 168.  Puisque  ÂB  est  tangente  à  la  cireoa£érence,  tous  ses  points, 
excepté  M,  sont  situés  hors  du  cercle;  donc  une  droite  quelconque  OG 
est  plus  grande  que  OM;  donc  le  rayon  OM  mené  au  point  de  contact 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  (583),  et  par  suite  à  la  circonférence 
(647).  Ainsi,  pour  mener  une  normale  en  umi  point  de  la  circonférence^ 
il  suffit  de  joindre  le  centré  à  ce  point, 

1169.  Mener  une  tangente  à  la  circonférence  par  un  point  M  pris 
hors  du  cercle. 

On  mène  MO;  sur  cette  droite  comme  diamètre 
Fig.  «78.  ^^  décrit  une  circonférence,  qui  rencontre  la  cir- 

conférence donnée  aux  points  T,  7',  et  traçant  MT, 
MT'i  ces  droites  sont  tangentes  k  la  circonférence 
proposée. 

En  effet,  menant  les  rayons  OT,  OT',  chacun  des 

angles  OTM,  OT'M  est  droit  comme   étant  inscrit 

dans  un  demi-cercle  (654),  et  les  droites  MT,  MT',  perpendiculaires 

aux  extrémités  des  rayons  OT,  OT',  sont  bien  tangentes  k  la  circonfér 

rence  (1167). 

ELLIPSE. 

1170.  Vellipse  est  une  courbe  telle,  que  la  somme  MF  4-^^,  des 
distances  de  chacun  de  ses  points  k  deux  points  fixes  on  foyers  F,  F', 
est  une  quantité  constante  {^g.  279). 

On  voit  que  l'ellipse  se  définit  par  son  équation  en  coordonnées  fi»r 
cales  (1143),  équation  qui  est,  en  désignant  par  les  variables  p  et  p'  les 
rayons  vecteurs  de  chacun  des  points  àe  la  courbe^,  et  par  2a  la  somme 
constante  de  ces  rayons  vecteurs, 

p  4-  p'  =  2a. 

i  171.  De  môBie  que  pour  la  circonférence  (6SI9),  une  peftiea  ûé  l'et* 
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lipse  est  un  arc^  et  la  droite  qui  ioint  les  extrémités  de  r*rc  est  une 
corde, 

Suf  une  eDipse,  et  en  général  sur  une  courbe  quelconque,  on  nomme 
arc  d'un  degré,  un  arc  tel  que  les  normales  menées  à  ses  extrémités 
font  entre  elles  un  angle  d'un  degré. 

La  corde  AA'  qui  passe  par  las  deux  foyers 
est  le  grand  axe  de  rellipse. 

La  corde  Mf  perpendiculaire  au  milieu 
du  grand  axe  est  le  feiit  axe  de  Tellipse. 

Le  point  de  rencontre  0  du  grand  et  du 
petit  axe  est  le  centre  de  Tellipse. 

Toute  corde  qui  passe  par  le  centre  est 
un  diamètre  de  Tellipse. 

Les  extrémités  A,  A',  B,  B'  des  axes  sont 
les  sommets  de  TeUipse. 
1 172.  Les  foyers  sont  également  distants  :  i""  des  sommets^  AF  =  AT' 
et  AF'  =  A'F;  2»  du  centre,  OF  =  OF'. 

I*"  Les  sommets  A  et  A'  apparteasnt  à  Tellipse,  les  sommes  de  leurs 
rayons  vecteurs  sont  égales  chacune  à  la  quantité  constante  2o  (1170), 
et  par  suite  égales  entre  elles  ;  donc 

AF  +  AF'  ou  2AF  +  FF'  =  A'F'  +  A'F  ou  2A'F'  -f  F'F. 

Retranchant  FF'  des  deux  membres  de  cette  équation,  on  a 

2AF  =  2A'F\    d'où    AF  =  A'F'.    et  par  suUe  aussi  AF'  =  A'F. 

r  Ayant  OA=:OA'  et  kF  —  X'f,  on  a  aussi  OA  — AF  =  OA'— A'F' 

ou  OF  =  OF'. 

H  75.  La  somme  constante  2a  des  rayons  vecteurs  est  égale  au  grand 
aje. 

Puisque  le  point  A  appartient  k  Fellipse,  on  a 

AF  +  AF'  =  2a. 
Remplaçant  AF'  par  son  égal  A'F,  on  a  bien 
AF  +  A'F  ou  AA'5=Ski, 

1 174-  Équation  de  rellipse  en  prenant  pour  axes  coordonnés  le  grand 
et  le  petit  axe  de  la  courbe  (1173). 

Soit  2a  =  AA'  le  grand  axe,  et  2c  =  FF'  la  distance  des  foyers.  Oa  a 
toujours  2a  >  2c  ou  a  >  c. 

Dans  les  triangles  rectangles  MPF'  et  MPF,  on  a  respectivement  (704; 

MF*  ou  p'«  =  MP*  +  PF'*,    et     MF*  ou  p«  =  îff"  +  W*. 

Gomme  on  a 

MP  =  y, 
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PF'  =  OF'+OP  =  c  +  x,    ou    PF*  =  c»  +  x«  +  2ca:,  (701) 

et      PF  =0F— OP  =  c— z,    oa    PF*  =c«  +  a:*— «ex,  (702f 
substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  p'*  et  de  p*,  il  vient 

p'«  =  y«  +  x«  +  c»  +  2ca;    et    p«  =  y*  +  a:»  +  c«  —  2cx.  (a) 
Retranchant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  on  a 

pi  _  pt  ou  (p'  +  p)  (p'  -  p)  =  4ca;  ;  (703) 


d'où  Ton  tire 

4ca: 

^-^-P'4-P  = 

icx 

'  2a 

ter, 
a 

Ajoutant  membre  à  membre  cette  équation 

et  celle 

P'  +  P  = 

:2a. 

il  vient 

2p'=?£î+2a,    d'o 

ù    P'  = 

ex 

é*x^ 
et  par  suite  p'«  =  — ^  +  a*  -h  2cx.  (701) 

Égalant  cette  valeur  de  p'*  à  sa  valeur  (a),  on  a,  après  avoir  chassé  le 
dénominateur  a*, 

aV  +  û*îc*  +  aV  +  2a»cx  =  cV  +  a*  +  2a'ca:, 

ou,  en  supprimant  le  terme  2a*ca:  commun  aux  deux  membres,  et  en 
.réunissant  les  termes  en  x^  et  ceux  en  a', 

a«y«  +  (a»  —  c»)x»  =  a»  (a«  —  à"). 

Représentant  par  6*  la  quantité  constante  a^^d*  (1177),  on  obtient 
pour  Véquation  de  la  courbe 

aV  +  6V=a«6»,    ou     2!  +  ^  =  l; 


d'où  y  =  db-v^a»  — x«.  (525) 

Ce  qui  fait  voir  qu'à  une  même  valeur  de  x  correspondent  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  y,  et  que  par  conséquent 
la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  x.  En  tirant  la  valeur 
de  X  en  fonction  de  y,  on  verrait  qu'à  une  même  valeur  de  y  corres- 
pondent aussi  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  x,  et 
que  par  conséquent  la  courbe  est  encore  symétrique  par  rapport  à  Taxe 
des  y  (1182). 

117».  Dans  le  cas  où  a  =  6  =  r,  Féquation  de  l'ellipse  (1174)  devient 
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ce  qui  n'est  autre  chose  que  Tëquation  d'une  circonférence  (1466). 
Ainsi  la  circonférence  est  un  cas  particulier  de  Tellipse,  dans  lequel  les 
deux  axes  a  et  6  sont  égyix  au  rayon  r.  Par  suite,  les  propriétés  de  l'el- 
lipse s'appliquent  à  la  circonférence. 
1176.  Les  droites  BF,  BF',  qui  joignent  Us  extrémités  du  petit  axe 
Pig.  Î80.  aux  foyers;  sont  égales  chacune  au  demi-grand 

axa. 

Ces  droites  sont  égales  comme  obliques  qui 
s'écartent  également  du  pied  de  la  perpendi- 
]j^    culaire  BO  (583).  De  plus  on  a 

BF  +  BF  ou  2BF  =  %a;  donc  BF  =  a. 

1177.  Ayant  BF  =  a,  OF  =  c,  si  l'on  re- 
présente le  demi-petit  axe  OB  par  6,  le  triangle  rectangle  BOF  donne 
(704) 

6»  =  a«— c». 

Ainsi,  dans  Véquation  de  V ellipse  (1174),  la  quantité  constante  b  est  le 
demi-petit  axe 

1178.  La  distance  FF'  =  2c  des  foyers  est  appelée  distance  focale^  et 

le  rapport  ~  =  -  de  la  distance  focale  au  grand  axe  se  nomme  l'ex- 

centridté  de  Vellipse* 

L'excentricité  de  l'ellipse  est  toujours  comprise  entre  0  et  1  ;  à  la 
limite  0,  l'ellipse  est  une  circonférence,  et  à  l'autre  limite  1,  ]a  courbe 
s'est  aplatie  au  point  de  devenir  une  ligne  droite  finie  qui  joint  les 
foyers. 

Les  orbites  que  décrivent  la  terre  et  les  autres  planètes  sont,  abs- 
traction faite  des  petites  perturbations  qu'elles  éprouvent,  des  ellipses 
dont  le  soleil  occupe  l'un  des  foyers,  et  dont  les  excentricités,  qui  sont 
assez  petites,  ont  les  valeurs  suivantes  pour  les  planètes  principales  : 

Mercure    1     Vénas     1    La  Terre    1      Mars      I    Japiter    1    Saturne    |Uraaiu|    Neptune 
0^206  606310,006  861skoi679226|o,0932168io,048 1621  |ok0561505|o,0466|o,008  7195 

Junon  est  la  planète  dont  l'orbite  a  la  plus  grande  excentricité  ;  elle 
donne  -  =  0,256. 

L'orbite  de  la  terre  a  environ  153  493  000  kilomètres  de  demi-grand 
axe  et  153  454000  kilomètres  de  demi-petit  axe. 

D'après  la  première  loi  de  Kepler,  un  rayon  vecteur  mené  du  foyer 
occupé  par  le  soleil  à  la  planète,  et  qui  se  meut  avec  la  planète,  décrit 
des  aires  c^ui  sont  proportionnelles  aux  temps. 

1179.  Etant  donnés  les  foyers  et  Vun  des  axes  de  V ellipse^  trouver 
taxe  inconnu. 

r  AA'  étant  le  grand  axe  et  F,  F'  les  foyers  (1171),  la  perpendicu- 
laire BB'  menée  à  AA'  par  le  milieu  de  cette  droite  représente  la  dircc- 
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Fig.  281. 


tîon  du  petk  axe,  et  d'un  foyer  ¥  comme  centime,  arec  OA  =:  «  pour 
rayon,  décrivant  ub  arc  de  cercle,  il  rencontre  BB'  en  des  points  B 
et  B'  qui  sont  les  extrémités  du  petiit  axe  (417^). 

T  Si  le  petit  axe  BB'  et  les  foyers  F  et  F'  étaient  donnés,  ponr  avoir 
le  gra»d  ane,  il  suffirait  de  porter,  à  droite  et  à  ganche  du  point  0,  sur 
FF',  la  (UsUnce  BF  =  a. 

il80.  Étant  donnés  les  axes  AA'  et  BB'  d'une  ellipse^  trouver  ses 
foyers.  De  Tune  des  extrémités  B  du  petit  axe,  avec  le  demi-grand  axe 
OA  =  a  pour  rayoft,  décri^iaat  u«  arc  de  cercte,  il  coupe  AA'  aux  points 
F  et  F'  qui  sont  les  foyers  de  l'ellipse  (1476). 

il81.  L ellipse  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme  des 
rayons  vecteurs  est  égale  au  grand  axe  %a 
(566,  4173). 

4°  M  étant  un  point  situé  hors  de  Tellipse, 
on  a  MF  4-  MF'  >  2a. 

En  effet,  menant  CF,  le  point  C  appartenant 
à  l'ellipse,  on  a  CF  +  CF'  =  2a.  Remplaçant  CF 
par  la  quantité  plus  grande  MC  4-  MF,  on  a 
bien 

MF+MC+CF'    ou    MF -h  MF' >  2a. 

2*  Le  point  M'  étant  situé  dans  Fellipse,  on  a  M'F  +  M'F'  <  2a. 
Car,  menant  CF,  lo  point  C  appartenant  à  l'ellipse,  on  a  CF  +CM'  -f 
M'F'  =  2a.  Remplaçant  CF  +  CM'  par  la  quantité  pins  petite  M'F,  on  a 

bien 

M'F  -f  M'F'  <  2a. 

Corollaire,  Les  réciproques  des  4°  et  2"  sont  vraies. 

H88.  Le  grand  et  le  petit  axe  divisent  chacun  V ellipse  en  dent  parties 
égales  et  symétriques. 

f  M  étant  un  point  de  Tellipse,  son  s>-mé- 
tpiqite  M'  par  rapport  au  grand  axe  AA'  fW8) 
appartient  aussi  à  l'ellipse.  C'est  ce  qui  résulte 
de  l'équation  de  la  courbe  (4474);  du  reste,  les 
deux  triangles  rectangles  égaux  MPF,  MW 
donnant  MF  =  M'F,  et  ceux  MPF'  et  M'PF'  don- 
nant MF'  =::  MT',  on  a 

M'F  +  M'F'  =  MF  +  MF'  =  2a, 
et  le  point  M' appartient  à  l'ellipse  (4^81).  De  Ik  il  résulte  ^ne  si  Ton  fait 
tourner  la  partie  AMA'  de  l'ellipse  autour  de  Taxe  AA',  elle  viendra 
coïncider  avec  la  partie  AM'A';  donc  elle  lui  est  égale  et  symétrique. 

2*  Le  point  M",  symétrique  de  M  par  rapport  au  petit  axe  BB',  appar- 
tient aussi  k  l'ellipse.  C'est  ce  qui  résulte  paiement  de  l'équation  de  la 
courbe,  et  ce  que  l'on  peut  encore  établir  de  la  manière  suivante.  Ayant 
OP  =  OP'  comme  quantités  égales  chacune  à  QM  =  QM",  et  0F  =  ÔF', 
il  en  résulte  qu'on  a  FP'=  F'P  et  FP  =  F'P'  ;  coniifte  de  plus  MP  =MT', 
les  deux  triangles  rectangles  égaux  MPF',  M"PT  donnent  MF'  =  M'^F, 
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et  les  deux  autres  triangles  égaux  MPF,  M'T'F'  donnent  IfF  =±:M'T'; 
d'où  il  résulte  qu'on  a 

M"F  4-  M'T'==  MF'  +  MF  =  2a; 

donc  M"  appartient  à  Tellipse,  et  celle-ci  est  bien  aussi  divisée  en  doux 
parties  égales  et  symétriques  par  son  petit  axe. 
1185.  Le  centre  de  V ellipse  divise  ions  les  diamètres  en  deux  parfips 

égales. 

Le  point  M  appartenant  à  Telllipse,  prolon- 
.geanl  MO  d'une  quantité  OM'  =  OM,  et  menant 
MF,  MF',  M'F  et  MT',  dans  le  quadrilatère 
MFM'F'  les  diagosales  se  coupant  mutuelle- 
ihcnt  en  deux  parties  égales,  le  figure  est  un 
parallélogramme  (624),  et  on  a 

MT  +  MT'  =  MF  +  MF'  =  2a; 

donc  le  point  M'est  sur  l'ellipse  (1181),  et  MM'  est  bien  un  diamètre 
divisé  au  point  0  en  deux  parties  égales. 

1184.  Tout  diamètre  MM',  autre  que  le  grand  et  le  petit  axe^  divise 
l'ellipse  en  deux  pai  iies  égales,  mais  non  symétriques  par  rapport  à  ce 
diamètre  (829).  Amenant  la  partie  MBM'  sur  la  partie  M'JJ'M,  en  la  fai- 
sant tourner  autour  du  point  0  jusqu'à  ce  que  le  point  M  vienne  en  M' 
et  le  point  M'  en  M,  si  l'on  considère  un  diamètre  quelconque  BB',  après 
ce  mouvement,  la  partie  OB  coïncidera  avec  la  partie  OB',  puisque 
l'angle  BOM  =  B'OM',  et  comme  OB  =  OB',  le  point  B  tombera  en  B', 
Le  point  B  étant  quelconque,  on  voit  que  tous  les  points  de  la  partie 
MBM'  viendront  se  placer  sur  la  partie  M'Blïl.;  donc  tout  diamètre  divise 
l'ellipse  en  deux  parties  égales. 

1180.  De  l'équation  de  l'ellipse  (1474),  on  tire,  pour  un  point  quel- 
conque M, 


»g.  m. 


ou    ;      ,     f, r: 

(a+x)  a— x) 


6« 


(a)  (70.-?) 


ou,  en   remarquant 
a— ar=AP, 


que    a  +  x=rA'P   et 


APxA'P  '^  c^' 


Ce  qui   montre  que  le  rapport  du  carré 
cTune  ordonnée  au  produit   des  segments 

correspondants  du  grand  axe  est  égal  au  rapport  des  carrés  du  petit  et 

du  grand  axe^  et  que^  par  suite,  il  est  constant. 
Pour  un  autre  point,  on  aurait 


6», 


donc 


AP'xA'P' 

y»        AP  X  A'P 


y 


^  ■"  AP'xA'P'* 
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Ainsi,  les  carrés  des  ordonnées  sont  entre  erix  comme  les  produits  des 
segments  correspondants  du  grand  axe. 

De  réqualion  de  Tellipse  on  peut  conclure,  par  la  même  marche,  que 
les  abscisses  et  les  segments  correspondants  du  petit  axe  jouissent  des 
mêmes  propriétés  : 

x^        _  a»       X»  _  BQ  X  B'Q 


BQ  X  B'Q  "  6*  '    X'»  "  BQ!  x  B'Q'* 

1186.  Décrivant  une  circonférence  sur  le  grand  axe  comme  diamètre, 
et  menant  les  ordonnées  correspondantes  quel- 
conques MP  =  y  et  CP  =  Y  de  Tellipse  et  de 
cette  circonférence,  on  a         • 


Fig.  285. 


F^ 

: 

A 

\ 

Il        ^ 

J^ 

p  1 

Y 


6 
a' 


En  effet,  le  triangle  rectangle  OPC  donnant 
ÔG*  — OP«=CP*    ou    a»  — x«  =  Y*, 


(a) 


substituant  dans  Téquation  (a)  du  numéro  précédent,  on  a 

V«       6*  y       h 

^—  =  —     ou     —  =  — . 
Y»       a»     ^^     Y       a 

Décrivant  une  circonférence  sur  le  petit  axe,  on  prouverait  de  même 
qu'on  a 


MQ 
DQ 


X       a 


f^) 


1187.  On  conclut  de  l'égalité  (a)  du  numéro  précédent  que  toute 


Fig.  286. 


ellipse  ayant  2a  et  2b  pour  aoces^  peut  être 
considérée  comme  étant  la  projection  d'un 
cercle  de  diamètre  2a  sur  le  plan  de  Vel- 
lipse,  et  de  Tégalité  (6)  que  tout  cercle 
de  diamètre  2b  peut  être  considéré  comme 
étant  la  projection  sur  son  plan  de  diverses 
ellipses  ayant  le  petit  axe  commun  2b. 
Considérations  desquelles  découlent  dir 
verses  conséquences  intéressantes  relatives 
aux  cordes  supplémentaires ,  aux  diamètres 
conjugués,  aux  parallélogrammes  circon- 
scrits, et  à  Faire  deTellipse  (1205). 

Ainsi  rellipse  ABA'B',  qui  a  AA'  =  2aet 
BB'  =  26  pour  axes,  est  la  projection  d'un 
cercle  aba'b'  ayant  2a  pour  diamètre  et  dont 
le  plan  fait  avec  celui  de  l'ellipse  un  an- 
gle 6  dont  le  cosinus  est  - .  En  effet,  le  dia- 
mètre aa'  étant  parallèle  au  plan  de  l'el- 
lipse, il  se  projette  en  vraie  grandeur  suivant  AA',  et  pour  un  point 
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quelconque  m,  la  perpendiculaire  mp  k  aa's.  pour  projection  UP^mp 
cos  6  =  mp  X  -  ;  d*où  il  résulte  que  M  appartient  bien  k  Feilipse  qui 


a  AÂ'  pour  grand  axe  et  BB'  =  bb'  cos  6  ==  aa'  x  ~  pour  petit  axe. 

Chacun  des  éléments  mp  du  cercle  ayant  pour  projection  sa  surface 
multipliée  par  cos  6,  la  projection  totale  du  cercle  est  égale  à  la  surface 
du  cercle  multipliée  par  cos  0.  Gela  est  vrai,  non-seulement  pour  la  pro- 
jection d*un  cercle,  mais  aussi  pour  la  projection  d'une  surface  plane 
quelconque. 

Menant  un  diamètre  quelconque  de  du  cercle,  et  les  deux  cordes  cd, 
ce,  qui  sont  perpendiculaires  entre  elles  (654),  les  diamètres  mm\  nn\ 
qui  passent  par  les  milieux  i  et  h  de  ces  cordes,  sont  aussi  perpendi- 
culaires entre  eux,  et  ils  partagent  chacun  en  deux  parties  égales  toutes 
les  cordes  parallèles  à  Tautre.  De  plus,  les  tangentes  en  m,  n,  m',  w 
forment  un  carré  circonscrit  rsiu. 

Projetant  les  droites  dont  il  vient  d'être  question  sur  le  plan  de  l'el- 
lipse, en  représentant  les  projections  des  divers  points  par  les  mêmes 
lettres,  mais  majuscules,  les  cordes  CD,  CE  qui  partent  d'un  même 
point  C  de  la  courbe  et  aboutissent  aux  extrémités  d'un  même  dia- 
mètre DE  sont  appelées  cordes  supplémentaires  ;  les  diamètres  MM',  NN' 
sont  parallèles  k  ces  cordes,  et  ils  partagent  chacun  en  deux  parties 
égales  toute  corde  parallèle  à  l'autre,  propriété  qui  leur  a  fait  donner  le 
nom  de  diamètres  conjugués;  de  plus  le  carré  rstu  a  pour  projection  le 
parallélogramme  circonscrit  RSTU,  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux 
diamètres  conjugués  MM\  NN',  passant  par  les  points  de  contact;  enfin 
le  carré  rstu  étant  constant,  sa  projection  RSTU  conserve  la  même  sur- 
face» qui  est  4a*  cosO  =  4a'  >  =  4a6. 

H88.  Ainsi^  dans  une  ellipse  y  tout  diamètre  MM'  qui  divise  une  corde 
KM  en  deux  parties  égales,  divise  de  la  même 
manière  toutes  les  cordes  NN',  BB'...  parallèles 
à  la  première,  et  deux  diamètres  MM'  et  NN'  de 
l'ellipse  sont  dits  conjugués,  lorsque  chacun 
d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à  l'autre. 

i  1 89.  Étant  donné  un  diamètre  MM'  {Jig.  287), 
tracer  son  conjugué.  On  mène  une  corde  CC 
parallèle  à  MM',  et  traçant  le  diamètre  NN* 
passant  par  le  milieu  D  de  CC,  il  est  le  con- 
jugué de  MM'. 

Lorsqu'on  aie  grand  axe  de  Feilipse  {fig,  288), 
menant  par  son  extrémité  A  une  corde  AB  pa- 
rallèle à  MM',  joignant  BA',  le  diamètre  NN' 
mené  parallèlement  à  BA'  est  le  conjugué  de 
MM'  (1187).  Cette  construction  est  plus  simple 
que  la  précédente. 
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ii9fà.  Étant  donnée  une ellipacy  détemmier  :  i*  son  centrerai*  sesasces, 
3*  ses  foyers 
r  Menant  de«x  eorddS' parallèles  GC,  D9^(^^.  299),  la  étfoite  EW  qm 
joint  les  milieux  de  ces  cordes  est  uit  diamè- 
tre,'dont  iô  mîfien  ^  esrt  le'  centre  de  rbllljwt^ 
2"  Du  centre  0^  diécûvaiU,  avec  ua  rayon 
sufiîsamment  gcand.»  une   cipconiërence^  q,ui 
coupe  rcllip^e  en  qi^tre  poialâ^  la.  dnoUe  qui 
joint  les  poiaU  d!mleEaectioai  G^  £  al  ia,.UttûJte 
GE*  étant  respectivement  parîillèles  au  ^rmâ 
et  au  petit  axe,  ou  peut  mener  oes  a?(ies« 
3*  Ayant  les  axes,  ou  àélecnûoo  les  loyer» 
(Kimme  au  n*  1180. 

1191.  Pour  déterminer  le  centre  d'un  arc  d'ellipsle,  on  in&Brit  dans  cel 
arc  deux  cordes  piurallèles  ;  on  joint  les  milieux  de  ces  cordée,  et  la 
droite  qui  en  résulte  étant  dans  la  direction  d'un  diauiètre^  elle  passe 
par.  le  centre.  Inscrivant  deux  nouvelles  cordes  parallèles  entre  uUes, 
mais  non  aux  premières,  la  droite  qui  joint  leurs  nûlioux  passant  en^ 
core  par  le  centre,  elle  vient  couper  la  première  direction  de  diamètre 
en  ce  poiat. 

Dan»  le  cas  où  Tare  aurait  assez  d'étendue  pour  que  la  circouféreacr 
GEE'  {Jîg,  289)  put  le  couper  en  deux  points  G,  E  bu  G^  E',  on  pourrait 
tracer  ou  Is  grand  ou  le  patit  axe,  et  menaat  par  le  centre  unjs  perpen- 
diculaire à  cet  axe,  on  aurait  la  direction  du  second  axe. 

iid2.  On  déduit  du  n**  1486  im  moyen  facile  de  tracer  Vellipsepar 
points.  Décrivant  dos  circonférences  sur  les  axes  coounc  diamètres 
(fig.  285) ,  menant  le  rayon  quelconque  OC,  et  parle»  points  G  et  D  trai- 
tant dos  parallèles  aux  axes,  ces  parallèles  se  rencontrent  au  point  M 
appartenant  à  Tcllipse.  En  effet,  Ml>  étant  pavaHèle&OP,  on»  a 

»P      (»  y      b> 

Or  Ton  ccmçoii  qWi»  peut  détûrmiiiar  ainsi  autant  de  points  que  1  on 
veu4'de  FeUipse,  et  pac  suite ia  tiafior  en  raeoordant  ces  points  fllil). 
1195.  AvM^  tracé  de  Vellipse  par  |90tn^^(1192). 

ÂÀ'  étant  le  grand  axe  d'une  ellipse  dont  F 

et  F'  sont  les  foyers,  pour  tracer  cette  ellipse 

par.  points,  des  foyers  F  et  F'  comme  centres, 

avec  un  rayon  Âm  qui  peut  varier  de  AF  à  AF' 

on;  décrit  deux  arcs  de  cercle  ;  puis  des  mêmes 

centres  F.,  F',  avec  un  rayon  égal  à  A'm,  qui 

varie  en  seus  contraire  du  premier  de  AT  à 

A'F',  de,manière  que  Ton  ait  Am+ A'm= AA'=2a, 

on  décrit  deux  arcs  de  cercle  qui  viennent  res* 

activement  reuper  duacua  des  premiers  en  deux  points  D,  D'  et  G,  G', 

qui^ent  des  ipeinte  de  Teilipse.  En  efi'et,  Fun  quelconque  de  ces  points, 

G  par  exemple,  donne  bien  CF4-CF'=Am  +  A'm=2a  (1181).  Ou  peut 


Fig.  290. 
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déterminBr  ainsi  autant  de  points,  que  Toq  vemkde.VclUpie,  et^tmcwt 

una  courbe  qui  raccorde  tous  ces  pointe,  elle  ftounu  4te  «onaidéii^ 

comme  éfont  TeUipae  demandée. 

UM.  l^acê  m  du  Jardimer,  aiû&i  appelé  par^ega^,  eoib.inr  on 

uaagp  poui:  donner  a.de&  partetras  la.  ^rrm 

ellJ4ptique. 

M'  étaatle  grand  axe^  et.  F,  F  1m  ftyiiw, 
on  fixe  ea  F,  F'  le&  axlfémité»  à^mcméBm 
FMF'dont  laJongueur  FM  +  MF'  est  égale  au 
grand  axe  M'.  Faisant  alors  gliwerfe  long  du 
cocdeaii^  dont  on. tient  toujours  également  ten- 
dues, jes.  deux. parties  variables  et  de  somme 
constantaMLF,  MF',  une  pointe  si  Ton  opère  sur  le  terrain,  ou  un  crayon 
si  Ton  trace  sur  un  corps.dur^  cette  poÎAte  ou  ce  crayoa  déCTipaTellipse 
d'un,  mouvement  continu.  La  somme  des  rayons  vecteurs  étant  égale  à 
lalongueurAA' du coïdeau  pour  toutes  les  positions. de  la  pointe  ou 
crayon  M,  la  courbe  est  bien  une  ellipse. 
i  I9i$.  Tracé  de  V ellipse  à  ratât  d'une  règle. 

Marquant  sur  Taréte  CD  d'une  règle  mince 
trois  points  C,  E,  G,  tels  que  Ton  ait 
CG  =  OA  =  a,  le  demi-grand  axe^  et.l«r= 
0B  =  6  le  dcniL-petit  axe,  d'où  CE  =  a  — 6; 
faisant  mouvoir  la  règle  de  manièffe  que  le 
pointE  reste  constamment  sur  AA',  et  celui  G 
surBBV  le  point  G  se  mouvra  sur  l'eilif se 
ayant  AA'  et  BB'  pour  axes.  On  pourra:  ale^s 
marquer  autant  de  points  qu'on  voudrit  d^ 
rellipse,.et  par.  suUe  tracer,  la  courbo. 

Ce  moyen  est  employé,  pour  tracer  les  eUipses  d'intrados  et  d'extrados 
des  YoCUes  de>-ponts  appareillés  en  ellipse* 

Le  poi»4<;  appartient  bien  à  l'ellipse;  car,  menant  CH  parallèle  àO\ 

on  a  '    ' 

GP  _  CE  y        _  ^        n   .  b 


Fig.  192. 


d'OJ 


?/'.=  -  \a'^—<i!^. 


iiilU' 


Si  du.  point  G  comme  centre,  avec  CE=a— 6  peur  ra^von^  on  a,v«ûl 
décarit  im  ace  de. cercla,  on  aurait  déterminé  le  point  E,  ot  en  joignant 
CE,  puis  prolongeant  d^une  quantité  KG  =  6,  on  aurait  égalmueut  ob^ 
tenu  le  point  G. 
i!9«.  Le  compas  à  ellipse,  fondé  sur  le  principe  du  numéro  précé- 
dent, permet  de  tracer  l'ellipse  d'un  umu^- 
mflnt  contina.  Il  est  form^de  dem  cùiiliasts 
assemblées  d'équeirre,  de  oaaAière.qitet  lounr. 
axes  puissent  à  la  faiscoïnci^teravac  lœ.dMs: 
aaee  M'ct  BB'  de  l'ellipee  a.tracer,  e«  dime 
règle  CD  garnie  de  deux,ow«uf»  E,.  G♦qll«.^ 
Ton  peut  fuer  en datwa.pointSi  qiieteoitqiid8i4<i: 
la  règle.  Le  curseur  E  porte  une  patte  à  pi^t* 
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qui  peut  glisser  dans  la  coulisse  AA',  et  celui  G  une  pointe  ou  un 
crayon  qui  trace  la  courbe  quand  on  fait  mouvoir  la  règle  CD.  A 
rextrémité  C  de  la  règle  se  trouve  un  support  à  pivot  qui  glissQ  dans 
la  coulisse  BB'.  Ayant  fixé  les  curseurs  E  et  G  de  manière  que  Ton 
ait  CG=:OA  et  EG=:OB,  si,  après  avoir  fait  coïncider  les  axes  des 
coulisses  avec  les  axes  de  Tellipse,  on  fait  tourner  la  règle  CD,  le 
point  C  restera  toujours  sur  Taxe  BB'  et  celui  E  sur  Taxe  AA',  et  Ton 
conçoit  que  le  point  G  décrira  rcllipse. 

ii97.  Au  lieu  d'espacer  les  points  sur 
Taréte  de  la  règle  comme  au  n*  4495,  on 
peut  prendre  GC  =  6  et  GE  =  a.  Faisant 
mouvoir  la  règle  de  manière  que  C  reste 
sur  le  grand  axe  et  E  sur  le  petit,  le  point 
G  décrira  Tellipse. 

En  effet,  les  deux  triangles  semblables 
GPC  et  GQE  donnent 


CP 
EU 


GC 


y  b 


■  ™  ou    ■    ^      .  =  -.     (4474) 
GE        ^à^—x^       û 


1198.  Mener  une  tangente  à  V ellipse  par  un  point  M  pris  sur  la 
courbe.  On  mène  le  rayon  vecteur  MF',  et  ce- 
lui MF  que  Ton  prolonge  de  MC  =  MF';  on  joint 
CF',  et  la  perpendiculaire  TP  abaissée  du  point 
M  sur  CF'  est  tangente  à  Fellipse,  c'est-à-dire 
qu'un  point  quelconque  M',  autre  que  M,  pris 
sur  TP,  est  situé  hors  de  Tellipse. 

En  effet,  joignant  M'F,  M'F'  et  M'C,  le  trian- 
gle MCF'  étant  isocèle,  la  droite  MP  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  CF',  et  l'on  a 
M'F' =  M'C.  Dans  le  triangle  FCM',  on  a 
M'F  4-  M'C  ou  M'F  +  M'F'  >  CF  ou  MF  +  MF'  ou  2a;  donc  le  point  M'  est 
situé  hors  do  rcllipse  (4484),  et  la  droite  TP  est  bien  tangente  au  point  M. 
Bemarqiie,  La  tangente  TP  divise  en  deux  parties  égales  les  angles 
formés  par  chacun  des  rayons  vecteurs  avec  le  prolongement  de  l'autre. 
En  effet,  le  triangle  F'MC  étant  isocèle,  la  perpendiculaire  MP  divise 
bien  l'angle  F'MC  ainsi  que  son  opposé  au  sommet  FMC  chacun  en  deux 
parties  égales. 

il 00.  Mener  une  normale  à  Vellipse  en  un  point  M  [fig.  295). 

On  joint  M  aux  foyers,  ot  la  bissectrice  MN  de  l'angle  formé  par  les 
deux  rayons  vecteurs  est  normale  à  l'ellipse,  c'est-à-dire  perpendicu- 
laire à  la  tangente  TM  (647,  975). 

En  effet,  les  angles  CMF'  et  CMF  étant  égaux,  leurs  moitiés  sont 
égales,  et  l'on  a  PMF'=TMF;  comme  de  plus  F'MN=NMF,  ajoutant 
membre  à  membre  ces  deux  égalités,  il  vient  PMN  =  NMT;  donc  MN  est 
bien  perpendiculaire  à  TM  (573). 
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Fig.  296. 


En  prolongeant  MN  jusqu'à  FF',  et  projetant  le  point  M  sur  FF',  la 
projection  NQ  de  MN  sur  FF'  est  la  sous-normale. 
1200.  Pour  mener  à  Vellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite  CD, 

du  foyer  F'  on  même  F'G  perpendicu- 
laire à  CD;  de  Tautre  foyer  F,  avec  un 
rayon  FG  =  2a  (1174),  on  décrit  un  arc 
de  cercle  qui  détermine  le  point  G;  on 
trace  FG,  ce  qui  donne  le  point  de  con- 
tact M;  la  tangente  HT  s'obtient  ensuite 
en  menant  par  M  une  parallèle  à  CD  ou 
une  perpendiculaire  à  F'G. 

1201.  Mener  une  tangente  à  l'ellipse 
par  un  point  M  pris  hors  de  Vellipse, 

Du  point  M  comme  centre,  avec  M^, 
.distance  du  point  M  au  foyer  le  plus  voi- 
sin F',  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de 
cercle;  du  foyer  le  plus  éloigné  F,  avec 
le  grand  axe  de  Tellipse  pour  rayon,  on 
décrit  un  second  arc  de  cercle  qui  coupe 
le  premier  aux  points  C,  C;  on  joint  CF 
et  CT,  ce  qui  détermine  les  points  N, 
N',  et  menant  MN,  MN',  ces  droites  sont 
tangentes  à  Tellipse  eh  N  et  N'. 
En  effet,  de  ce  que  NF -f  NF  =  CF, 
grand  axe,  on  a  NF'  =  NC  ;  comme  de  plus  MF'  =  MC,  la  droite  MN  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  CF'  (584),  et  divise  Tangle  F'NC  en  deux 
parties  égales;  donc  elle  est  tangente  krellipse  au  point  N  (1198).  On 
démontrerait  de  même  que  MN'  est  tangente  en  N'. 
1202.  Toutes  les  ellipses  ayant  même  grand  axe  AA',  et  la  circonfé- 
rence qui  a  ce  grand  axe  pour 
diamètre,  jouissant  de  la  pro- 
priété que  les  tangentes  me- 
nées par  les  points  N,  M...,  où 
une  même  perpendiculaire  au 
grand  axe  rencontre  les  ellipses 
et  la  circonférence,  viennent 
concourir  en  un  même  point  T 
de  la  direction  du  grand  axe, 
cette  propriété  ramène  la  dif- 
ficulté du  tracé  de  la  tan- 
gente à  Fellipse  à  celle  de  la 
tangente  à  la  circonférence 
(1167, 1169). 
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IJN)3.  Autre  moyen  de  mener  une  tangente  à  V ellipse  par  un  point 
pris  sur  la  courbe. 

Par  le  point  M  on  mène  deux  cordes  MC, 
MD;  par  les  points  C  et  D  on  en  trace  deux 
antres  CE,  DG  respectivement  parallèles  à 
MD,  MC,  et  la  parallèle  HT  menée  par  M  à 
EG  est  la  tangente  demandée. 

Menant  le  diamètre  MM',  il  divise  la 
corde  E6  et  toutes  celles  qui  sont  parallèles 
à  EG  en  deux  parties  égales;  MT  est  donc 
parallèle  au  diamètre  conju^^  àe  MM' 
(H88),  ce  qui  fournit  encore  un  moyen  de 
détemmer  ladireclion  de  MT;  mais  il  est  plus  commode  de  construire 
V  que  le  dismètreTorrjngué  de  MM'. 

Eemarque.  La  parallèle  M'T'  menée  tEG  ou  à  MT  ewtajuBi  tangente 
à  reFKpse.  Ainsi,  comme  pour  le  cercle,  les  tangentes  menées  a  Tellipse 
anx  extrémités  d'un  même  diamètre  sont  parallèles  (il 87). 

iSM.  La  longueur  d'une  ellipse  ou  (Tun  arc  d^ellipse  n'est  donnée 
exactement  par  aucune  construction  de  géométrie  élémentaire;  pour  la 
mesurer,  il  faut  avoir  recours  à  des  moyens  mécaniques,  4el&,  par 
exemple^  que  cehii  qui  consiste  à  contourner  un  ûl  sur  la  couii>e,  et  à 
le  redresser  ensuite  pour  en  évaluer  la  longueur.  On  peut  conmdérer 
aussi  Tellipse  ou  Farc  d'ellipse  comme  formé  d'une  suite  de  droites 
très-pethes,  dont  la  somme  des  longueurs  est  à  peu  près  égale  à  la  lon- 
gueur de  l'eflipse  on  de  Tare  d'ellipse  (1154). 

/  étant  la  longueur  d'une  demi-ellipse  dont  a  et  6  sont  le  demî-granâ 
axe  et  le  demi-petit  axe,  on  a 

'-['-(l-y-Ko-)"-|(tlr'-)"--3- 


formule  dans  laquelle 


-  4 /g*— y  _c 


(H74) 


«t^qul  devient  quand  a'=b=zr^  c'est-à-dire  quand  la  demi-ellipse  est 
une  demi-circonfôrance. 


l  =  T,r. 


(727) 
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TBÊia9faitrxmÊÊb*mk9Mne£llip$e parpoi$Ui^délermimr  lanormaU 
m  un  quelconque  de  ses  points^  et  calculer  son  dernùpérimèlre  1. 


()• 

4 
9 
3 
4 
5 
6 
f 
8 
9 

<« 
44 
4S 
43 
44 
46 
46 
47 
48 
19 
«0 
24 

n 

34 
S5 
26 
«7 
S8 
99 
30 

m 

32 
33 
M 
35 
36 
87 
38 
39 
40 
44 
49 
43 
44 
45 


»s:COs| 


4 ',00600 
0^99985 
0,90939 
0^99863. 
0,«976« 
0,99649 
0,99463 
0;99t56 
0,99027 
0,!>8769 
0,98484 
0,98163 
0.97845 
0,97437 
0,97030 
0,96693 
0,964  26 
0.95630 
0,95406 
0,94552 
0,93969 
0,93358 
0,92748 
0,92060 
0,94355 
0,90634 
0,89879 
0.894  01 
0,88295 
0,87462 
0,86603 
0;85747 
0,84805 
0.83867 
0,82904 
0«849t5 
0,80902 
0,79864 
0,78801 
0,77746 
0,76604 
0,75471 
0,74314 
0,734  35 
0,74934 
0,70741 


tina 


o;oi>ooo 

0,04746 
1^03490 
0.05234 

0,08746 
0,40453 
0,11 24  «7 
0,13947 
0,45643 
0,47865 
0,19084 
0,20794 
0,22495 
0,244  91 
0.26882 
0,27564 
0,29237 
0,300(IS 
0,32557 
0,3420^ 
0,36837 
0,37464 
0,39073 
0,40674 
0.41262 
0,43837 
0,45399 
0,46947 
0  48484 
0,50000 
0^64504 
0,62992 
0,64464 


0,67386 
0,68779 
0.604  82 
0,61666 
0«ft2ft32 
0,64279 
0,65606 
0,66913 
0,68200 
0,69466 
0,70744 


8,H4t)9 
3,444  35 
3,4M«8 
3,43944 
-3',4*776 
3,43664 
3,432SSl 
8,42989 
3,42632 
3,42228 
3,1fT77' 
3,44279 
3,10736 
3,404  46 
8,09510 
3,08830 
3,081  04 
3,07333 
3,06649 
3,05661 
âj047fl» 
3,03815 
3,02829 
3,01801 
3,00732 
2,88622 
2,98473 
2,97285 
2)96088 
2,94793 
2,93492 
2,9ft41i4 
2,90784 
2,89373 


0,568t8  8,87992 


2,66458 
2,84952 
2,83444 
2,84847 
M9964 
2,78628 
2,76977 
2,76300 
2,73699 
2,74678 
2,70128 


0,00024 
6,00072 
0,004  20 
0,004  67 
0,00245 
0,00268 
0.00340 
0,00357 
0,00404 

^^"  0,00498 
0,00544 
0,00590 
0,00635 
0,00680 
0,00726 
0,00774 
0,00814 
0,00858 
0,00902 
0,00944 
0,00986 
0.04028 
0,04089 
0,04110 
0,044  49 
0,01188 
0,01227 
0.01285 
0,01302 
0,04337 
0,01373 
0,01408 
0,04444 
0,04474 
0,04506 
0,04538 
0,01567 
0,01596^ 
0,01623 
0,01651 
0,01677 
0,01701 
0,04724 
0.04747 


^sseosO 


,68200  0,738 


0,70744 
0.69466 

0,66943 

Û,|6a8M 

0,64279 

0,62932 

0^84566 

0,601 82 

0,58779 

0,tS7838' 

0.56919 

0,54i64 

0,529  92J0 

0,54504 

0,50000 

0,48481 

0,46947 

0,45309 

0,43837 

0,48262 

0,40674 

0,38073 

0,37461 

0^38837 

0^4202 

0,32667 

0,30902 

0,29237 

0.27664 

0,25883 

0,24402 

0,22495 

0,20791 

0;48081 

0.47385 

0,46643 

0,13917 

0,124  87 

0,40453 

0,08746 

0,06976 

0,08234. 

0,03490 

0,04746 

0,00000 


siflO 


0;«Mff4^<«, 
0,71934 
38 
0,74344 
0,78474. 
0,76604 
0,77715 
0,78801 
0,79864 
0,80902 
0,84945  2; 
0,82904  " 
0,83867 

1,84806 
0,85747 
0,86603 
0,87462 
0,88295 
0,894  04 
0,89879 
0,90631 
0,91366 
0,92050 
0,92718 

.93888 
0,93069 
0,94552 
0.951  06 
0,95630 
0,961  26 
0.96593 
0,97030(2 
0,97437  " 
0,97845 
0,08168 
0,98484 
0,98769 
0,99027 
0,99365 
0,99462 
0.99619 
0,997  ;i6 
0,99883iâ, 
0,99939 
0,99985 
4,00000 


,70198 
2,68361 
2,68873 
2,64768 
2,88148 
•2.61107 
2,59255 
2,57300 
2.55544 
2,53629 
%84735 
2,49836 
2,47932 
2.46025 
2,444  47 
2,42211 
2.40307 
2,38409 
2,86847 
2,34625 
2,32786 
2,30909 
2,29069 
2,27248 
2,26449 
2,23675 
2,21  i-»» 
2,20212 
2,18530 
2,46885 
2,15281 

,48721 
2.12341 
2,40755 
2^357 
2.08022 
2,06757 
2,05568 
2,04462 
2,03447 
2,02532 
2.01759 

,04061 
2,00516 
2,001 50 
2.00000 


0,04767 
0,04787 
0,01806 
0,04823 
0,01838 
0,04852 
0,04865 
0.04876 
0,04885 
0.01804 
0,04899 
0,01904 
0,01907 
0,04908 
0,01906 
0,04904 
0.01898 
0,01832 
0.04882 
0,01870 
0.04868 
0,01840 
0,04884 
0.01799 
0,01774 
0,04747 
0.01716 
0,01682 
0.01645 
0.01604 
0,01560 
0;01510 
0,01488 
0,04398 
0,01335 
0,04985 
0,04480 
0,01106 
0.04046 
0,000«5 
0,00803 
0,00678 
0,00538 
0,00366 
0,00460 


i**  application.  Prenant  pour  axes  coordonnés  le  grand  axe  et  le  petit 
axe  de  Vellipse,  x  et  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
)s.coitil>e,  etff  la  sono^noranale  en  ce  point  (1109),  on  a 


-=cosO,    ^  =  sinO,    ^=  — cosC 
a  '6  'a 
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et  ^  est  la  pente  de  la  normale  à  l'horizon,  c'est-à-dire  sur  l'axe  des  x  ; 

il  est  utile  de  connaître  cette  pente  pour  Texécution  des  voûtes  en  el- 
lipse (1195). 

On  se  rend  compte  des  formules  précédentes  à  Faide  de  la  /Ig,  285, 
dans  laquelle  0  est  Tangle  GOA,  qui  varie  pour  une  même  ellipse  avec 
la  position  du  point  M  sur  la  courbe. 

Ayant,  par  exemple,  a  =  15",00  et  ô=:10",00,  pour  un  point  dont 

x  =  li-,49060,  on  a  cos 8  =  lil^^  =  0,766 04.  La  table  donne,  sur 
Ta  même  ligne  que  cette  valeur  de  cos6,  sin  0  =  0,642  79.  Par  suite,  oh  a 

y  =  10x0,64279  =  6-,4279,    et    *  =  ^  x  0,76604  =  5,10693. 

La  pente  de  ,la  normale  est,  en  désignant  par  a  l'angle  de  la  normale 
avec  Taxe  des  x, 

y      b  sin 0       a  .       ^      15      ^  -_^ . ^      .  ^„^  ^^ 
tanga=^  =-j5 =  g  tange=  —  x 0,839 10  =  1,258 65. 

—  cosO 
a 

Ayant  tang  «,  la  table  du  n*  1138  donne  a  =  51*  32'. 

Si  le  rapport  -  =  cos  0  n'était  pas  contenu  dans  la  table  précédente, 

on  aurait  recours  à  celle  du  n*  1138  ou  encore  à  celle  de  Callet  (1120), 
pour  faire  usage  des  formules  ci-dessus. 
2*  application.  Ayant  a  =  15",00    et    b  =  10",00,  on  pose 

-  =  cosO  =  --  =  0,666  67. 
a  16        * 

L'angle  0  est  constant  pour  une  même  ellipse,  et  c'est  réellement  GOA 
pour  le  cas  de  la  Jig,  285. 

La  table  donne  pour  la  longueur  /  de  la  demi-ellipse,  a  étant  pris 
pour  unité,  en  ayant  recours  à  la  méthode  des  différences  proportion- 
nelles (730), 

2,64768-0,01823  S;^^;i^i;;^^r06  =W 68 -0.003 43 =2.644 25. 
Par  suite,  en  mètres,  on  a 

Z  =  15  X  2,644  25  =  39-,663  75. 
Remarques*  Si  au  lieu  de  b  on  avait  donné  la  demi-distance  c  des 
foyers  (1174),  on  aurait-  =sinO  et  la  table  aurait  encore  donné  kcôté 

de  sinO  la  valeur  du  demi-périmètre  de  l'ellipse,  a  étant  pris  pour 
unité. 

Désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  au  point  dont  l'abcisse  est  x, 
on  a 
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1}  c  ex 

ou  en  posant  -  =  «n  a  ou  -  =  co^  a,    et    -  x  -  =  co9  3, 

P=   : -. 

^         stna 
Désignant  par  z'  Vabscisse  du  centre  de  courbure,  on  a 


xf  =  ' 


Table  du  développement  des  contours  elliptiques^  le  petit  axe  %b  étant 
représenté  par  \^Q,  Cette  2"*  table,  moins  rigoureuse  dans  sa  partie  dé- 
cimale que  la  précédente,  fournit  plus  directement  les  résultats  qui 
n'exigent  pas  une  grande  exactitude. 


Grand  axe 

Férimètro 

Grand  az« 

Périmètre 

Grand  axe 

Périmètre 

la 

«i 

U 

U 

U 

2/ 

401 

315,7478 

350 

762,0212 

680 

4400,0412 

402 

347.3364 

360 

780,9768 

690 

1419,6200 

403 

348,9249 

370 

799,9512 

700 

4439,2084 

404 

320,5136 

380 

849,0084 

710 

4458.8072 

405 

322  4024 

390 

838,0740 

720 

4478,4446 

406 

323,6907 

400 

857,1708 

730 

1498,0284 

407 

325  2792 

440 

876,2972 

740 

1517,6476 

408 

326,8678 

420 

895,4524 

750 

4537,2756 

409 

328,4564 

430 

914,6324 

760 

4556,9120 

410 

330,0450 

440 

933,8376 

770 

4576,5548 

420 

346,2680 

450 

953.0668 

780 

4596,2048 

430 

362,7856 

460 

972,3492 

790 

4645,8624 

440 

379,5624 

470 

994,5944 

800 

4635,5248 

450 

306,5712 

480 

4040,8896 

810 

4655,4948 

460    . 

413,7792 

490 

4030,2064 

820 

1674,8704 

470 

434.4732 

50.0 

4049  5i04 

830 

4694,5504 

480 

448,7276 

510 

4068,890! 

840 

4714,2392 

490 

466,4488 

520 

4088,2616 

850 

1733  9332 

200 

484,2652 

530 

4407,6492 

860 

1753,6321 

210 

502,2223 

540 

4427,0492 

870 

4773,3359 

220 

520,2924 

550 

4146,4672 

880 

4793,0446 

230 

538,4560 

560 

4465.8968 

890 

4812,7580 

240 

556.7612 

570 

4185,3452 

900 

4832,4772 

250 

575,0624 

580 

4204.8044 

940 

4852,2020 

260 

593,4832 

590 

4224,2776 

920 

4874,9300 

270 

641,9944 

600 

4243,7604 

930 

4891,6640 

280 

630,5404 

640 

4263,2568 

940 

4911,4004 

290 

649,1640 

620 

4282,7656 

960 

1931,4452 

300 

667,8392 

630 

4302,2852 

960 

4950.8946 

340 

686  5904 

640 

4324,8172 

970 

4970,6404 

320 

706,3808 

650 

4341.3574 

980 

4990,3943 

330 

724,2452 

660 

4360,9096 

090 

2010,1523 

340 

743,0984 

670 

4380.4708 

4000 

2029,9192 
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Pour  2a  =  30-,00  et  26  =  20-,  faisant  26  =  100,  on  a 

2a  =  i00x~  =  i50; 
20 

valeur  de  2a  pour  laquelle  la  table  donne  2/=  396,5712;  par  consé- 
quent, en  mètres,  on  a 

2/  =  396,5712  X  ^  =  79-,31424    ou    /  =  39-,657 12, 

pâleur  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  celle  fournie  par  la  première 
table. 

I20S.  Surface  de  V ellipse.  Pouvant  considérer  une  ollipsc  dont  le 
grand  axe  est  2a  et  le  petit  axe  26  comme  étant  la  projection  sur  son 
plan  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  2a,  et  dont  Fangle  0  du  plan  de 

Teilipse  avec  celui  du  cercle  est  tel  q«e  Ton  a  oos^  =  -  1187),  raire^ée 

Tellipse  est,  y  étant  celle  du  cercle, 

s=zs'  cos  0  =  ra*  -  =  «i6. 
a 


Pour  a  =  3"  et  6  =  2*,  on  a 

s  =,3,1416  X  3  X  2  ^  l«'*',8:i. 

Ainsi  Ton  a  ^  :  i'  =  6  :  a. 

La  surface  de  Tellipse  est  donc  équivalente  à  celle  Jir'd'un  cercle  dont 
le  rayon  r  est  moyen  proportionnel  entre  les  demi-grand  et  demi-petit 
axes  a  et  6,  c'est-k-^ire  donnant  r*  =  a6  (726,  996). 

Lorsque  les  deux  foyers  de  Tellipse  se  rapprochent  au  point  de  se 
confondre,  les  rayons  vecteuri^  deviennent  égaux  pour  tous  les  points, 
et  égaux  chacun  au  demi-grand  axe,  qui  est,  dansée  cas,  égal  au  demi- 
petit  axe.  L'ellipse  est  alors  un  cercle  ayant  a  =  6  =  r  pour  rayon,  et 
par  suite  tt*  pour  surface.  fVoir  la  8*  parti<».) 

1206.  La  portion  d'ellipse  comprise  entre  deux  cordes  parallèles  «st 
un  segment. 

1207.  Surface  d'un  segment  d'ellipse  compris  entre  deux  cordes  pcanal- 
lèîes  au  petit  ou  au  grand  axe. 


Kg.  300. 


V  On  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  AA' 
comme  diamètre  ;  puis,  après  avoir  évalué  la 
surface  S' du  segment  circulaire  C'D'Ef  (733/, 
on  conclut  la  surface  S  du  segment  d'ellipse 
CDEF  de  la  proportion 


S:S'  =  6:a, 


d'où 


S=S'x  ^. 
a 
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En  effet,  de  même  qu*on  peut  considérer  l*ellipse  entière  comme 
étant  la  projection  du  cercle  (42(^5),  on  peut  considérer  le  segment  ellip- 
tique comme  étant  la  projection  du  segment  circulaire,  et  ïùn  a  bien 

tr 

T  Les  ctpâes  QH  etfK  <ffii  temiîment'l«:«egment^êtanl'panfflèles-^u 
gTC»â«xe,  décrivant  un  oMPCftef  sur  lep€ftit  axe  1^  «mnaie  dîamêrtte,  bi 
MriKe  du  tegaiefit  df'^llipse'est  ^kmnéepar  la  propeitirm 

GHIK  ou  S  :  G'HTK'  ou.  S'^t»^ *,    d'où    S  =  S' x  |. 

du  petit  axe,  les  segments  deviennent  Tellipse  et  le  «eencie  de  ntfDn'ft, 
et  le  rapport. ée  leurs  avrtees  adtenoom  mz^, 

1208.  Vellipsaide  de  révolutÎMi  e«t'ie60tiâ&  engendré 'parla  révolu- 
tien  d*iiiie  elllpte  antaiiré^ini^BiaesjaiBS. 

1809.  La  surface  de  V ellipsoïde  n'est  donnée  par  aucune  expreasifiii 
algébrique.  Vvnr  Véwhierv  oai  CMnNdÉre'i)eiiipie*géiiér«irioe'Of>«iine 
formée ti*u ne' série  ^tpetitea  droàtas  qiii.«BgeiMiii«»t)iâHK  k^mr  résolu- 
tion des  surfaces  Istéraks  de  vyiiBditasda  cènes  ^«t  de  Irenos  doctes; 
on  mesure  toutes  ces  surfaces  (922,  926,  8â2),  et  leur  somme  est  la  sur- 
face approchée  de  Tellipsoîde. 

1210.  Veiume  de  Tellipmfée,  Lvnsqve  Tellipsoîde  est  qtteîconque, 
c'est^Hdirei]uand le  plan. mené  parie  centre  perpendiciyairement  au 
grand  axe  2a  détermine,  non  pas  un  cercle  de  diamètre  26  comme  dans 
TeMipaeiée  de  révolution,  mate  une 'elHiise  ayant  26  et  2c  pour  axes,  son 
vehiofta  09l 

Pour  un  ellipsoïde  derévoltUion^  selon  que  Tellipse  génératrice  tourne 
autour  de  sen  grand  ou  p«tit  axe,  il  sirffit  de  faire  c  =  b  ou  c=^a  dans 
la' formule  précédente,  et  Ton  a  respectivement 

V  =  -  Tzab*    ou     V  =  j  rM^b. 

Loi«fue  o  =  è.s3r,  c'eai^h-dûre  fnand  TeUipae  génétatrice  cstmi 
cercle,  les  expressions  précédentes  deviennenl 

Ce  qui  devait  être,  puisqu'alors  Tellipsoide  est  une  sphère  de  rayon 

r  (947). 
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HYPERBOLE. 

1211.  Vhyperbole  est  une  courbe  à  deux  branches  non  fermées 
{fig.  301),  telle  que  la  différence  MF  — MF  des  distances  de  chacun 
de  ses  points  à  deux  points  fixes  ou  foyers  F,  F'  est  une  quantité  con- 
stante. 

On  voit  que,  comme  Tellipse  (1170),  Fhyperbole  se  définit  par  son 
équation  en  coordonnées  focales  (1143),  équation  qui  est,  en  désignant 
par  les  variables  p  et  p'  les  rayons  vecteurs  de  chacun  des  points  de  la 
courbe,  et  par  2a  la  différence  constante  de  ces  rayons  vecteurs, 

p'— p  =  2a. 

Deux  hyperboles  qui  ont  les  mêmes  foyers  sont  dites  homofocales, 

iSiil.  La  droite  qui  passe  par  les  foyers  F,  F'  de  Thyperbole  est  Vaxe 
transverse  (fig,  301). 

Les  points  Â,  A',  où  Taxe  transverse  rencontre  les  branches  de  la 
courbe,  sont  les  sommets  de  Thyperbole. 

La  perpendiculaire  menée  sur  le  milieu  de  AA'  est  Vaxe  non  irons- 
verse. 

Le  point  de  rencontre  0  des  axes  est  le  centre  de  Thyperbole. 

1213.  Les  distances  des  foyers  aux  sommets  voisins  sont  égales^  et, 
par  suite,  il  en  est  de  même  de  leurs  distances  au  centre  : 

AF  =  AT'      et      FO  =  F'0. 

En  effet,  les  sommets  A  et  A'  appartenant  à  Thyperbole,  on  a 

AF'  — AF  ou  AA'  +  A'F'— AF==A'F  — A'F'  ou  A'A  +  AF  — AT'. 

Supprimant  la  quantité  AA'  commune  aux 
deux  membres  de  cette  équation,  et  réu- 
nissant les  mêmes  quantités  dans  un  même 
membre,  il  vient 

SIA'F'  =  2AF,    ou    AF  =  AT'. 

Ajoutant  la  quantité  constante  AA'  aux 
membres  de  cette  égalité,  on  a  A'F  =  AF*. 
Ce  qui  fait  voir  que  les  distances  des  foyers 
aux  sommets  les  plus  éloignés  sont  aussi 
égales. 

De  ce  que  AO  =  A'O,  on  a  aussi  FO  =  F'O. 

1214.  La  différence  constante  2a  des  rayons  vecteurs  est  égale  à  la 
distance  AA'  des  sommets. 

Le  point  A  appartenant  à  Thyperbole,  on  a 

AF'  — AF    ou    AA'+AT'  — AF=^2a; 
d'où,  en  remarquant  que  A'F'  =  AF  (1213), 

AA'  =  2a. 
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2a  est  la  longueur  de  faite  traruverse. 

1215.  Equation  de  F  hyperbole  en  prenant  pour  axes  coordonnés  les 
axes  de  la  courbe  (1242). 

Soit  AA'  =  2a  et  FF'  =  2c.  On  a  toujours  2a  <  2c  ou  a  <  c. 

Puisque  P'P  =  i  +  c  et  FP  =  x  —  c,  les  triangles  rectangles  MPF  et 
MPF  donnent  respectivement  (704) 

p'«=y«  +  (x  +  c)«    et    p«  =  y«  +  (x-c)»;  (a) 

d'où,  en  développant  (701,  702)  et  simplifiant, 

p'*—  p'  =  y'  +  x«  +  c*  +  2cx— y*  — X*—  c«  +  2cx  =  4cx, 
c'est-à-dire  (703) 

(p'  +  p)(p'  — p)=Acx, 

d'où  p'  +  p=-*^  =  4^==?E 

P  — P        2a         a  • 
Comme  de  plus  on  a 

p'-p  =  2a, 

ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  il  vient 


et  par  suite 


2p'=:Ç+2a    ou    p'=~  +  a. 


c'rr' 
p'^=-^+a«  +  2ca:. 


Égalant  cette  valeur  de  p'*  k  sa  valeur  (a),  on  a,  après  avoir  chassé  le 
dénominateur  a*, 

«V*  +  û*a;*  +  à^c^  -h  2a*ca;  =  c*x«  +  a*  +  2a"cx; 

d'où,  en  supprimant  2a*cj:,  et  en  réunissant  les  termes  en  «•  et  ceux 
en  a', 

a«y«  +  x'  (a*  —  c«)  ~  a» (a«  —  c«). 

Représentant  la  quantité  constante  a^^—c*^  qui  est  nécessairement 
négative,  par  —  6»,  on  a  pour  l'équation  de  l'hyperbole 

aV  — 6»a;»  =  — a*6',    ou     |!  — ^  =  -i; 

d'où  y  =  ±  -  v^îc'  —  a».  (325) 

De  cette  équation  il  résulte  que,  comme  l'ellipse  (1174,  1182),  l'hy- 
perbole est  partagée  en  deux  parties  symétriques,  et  par  suite  égales 
(«31),  par  chacun  de  ses  axes.  Cette  équation  montre,  de  plus,  qu'on 
ne  peut  avoir  x<a,  et  que  selon  que  x  varie  de  ±  a  à  ±qo,  y  varie 
deOà±o&. 
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Ainsi  la  courbe  se  compose  de  deux-branches  iûûnifis^ 

i«16.  La  distance  SU?  des  foyers  se  nwnxnaVwe^^wcO». de  Ibïper- 

^'''lUV.^  L'Ayperôûte  etf  ie  fia*  gkméiriqvs  de^.pdnUdanù  to^î^- 
reace  de.  rayow*  vectewci.e^t  égale  à  la  diMnce  2a  des^  «»««<*>*  Za 
^^^^  (HM).  ^^  ^^  ^^.^^  jj  ^^^^^  g.^^^  ^^^g  j^g  ^g^^ 

Fig.  3(».  hwncbesde  l'hyperbole» oa  a  MF'  -  MF  <  2a. 

En  effet,  menant  CF',  le  ppint  C  aSP»^ 
nant  à  Fhyperbole,  on  a 

CF'  — CF=2a. 

Ayant  CF  >  MF— MC  (602>,  on  «bîen,  en 
ï«ra|>loçaniep'  pa»  celte  quantité  plus  petite, 
jiF— HG  — CF    ou    MF  -  MF  <  2a. 
2*  Le  point  M'  n'étant  pas  situé  entre  les 
deux  branches  de  Thypetbièe^  m  a 
MF'  —  MF  >  2a. 
Menant  CF,  Ifl-fOintG'  afi»rteï»ttl^k.rhyp«Brbole,  on.a. 
CF'  — C'F  =  2a;. 

en  remplaçant    dans  cctt(^  égalité   CF  par  la  quantité  plus  petite 
H'F  _  M'C,  on  a  bien 

CF-MT  +  M'C    ou    M'F  — MT>2a. 

a09^kÛF9.  Lee  TCciproqws  dos  t*  et  T  sont  Traies. 

1218.  Les  parties  OM,  OM',  d'une  même  droite  MMS  composes  entre 
le  point  de  rencontre  0  des  axes  et  les  deux  bran- 
ches  de  Vhyperbole  sont  égales. 

M«na»t  MP  perpendiculaire  h  Oa,  et  prenant 
PN  =  PM,  le  point  N  appartient  à  Thyperholfr 
('*21»).  Menant  NQ  perpendteulaire  à  Oy,  et  pro- 
longeant jusqu'à  la  rencontre  de.  MO  au  point  M'; 
de  ce  que  NM'  est  parallèle  à  PO,  ayantPN=5PM, 
on  a  OM'  =  OM.  De  cette  égalité  et  de  ce  que  OQ 
est  parallèle  à  MN,  on  a  QM  =  QN,  et  N  apparte- 
nant à  rhyperbole,  son  symétrique  M' lui  appar- 
tient aussi  ;  donc  le  point  M',  qui  donne  OM'  =  0M, 
est  sittté  sur  Thyperboie. 

4219   Bemarques.  On  peut  donc  considérer  le  point  0  comme  etenl 
le  c^n.ÏÏÎy?N.rbole,  donâdes  droites  taUaa  q^  MM'  «mt  to  é^- 

'^dioites  passMit  par  le  eenli»  sans  rencontrer  tea  bmiuhes  de 
iCeSieiS^eJes^dû^  par,apporla«  prem«rrs, 

nommés  diamètres  limités. 
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Une  droite  quelconque  ne  pouvant  rencontrer  Thyperbole  en  ph«»do 
deux  points,  tout  diamètre  ne  peut. rencontrer  chacune  dea  branches'efl 
plus  d*un  point,  et  toute  corde  de  Tune  des  branches  ne  rencofitrc  pw 
Taiitre. 
\2StQ.  Lorsqu'on  joint  le  centre  0  au  milieu  i  d'une  cosde,  le  dia- 
mètre BB'  qui  en  résulte  divise  égalamfisit  en 
deux  parties  égales  toutes  les  cordes  £F>  GM 
parallèles  à  CD.  Le  diamètre  illimité  lfi^  qui 
joint  le  centre  au  milieu  e  de  la  corda  £G,  di»- 
vise  également  en  deux  parties  égidas.  toute 
corde  DH  parallèle  à  la  première  (lisa). 

iJ^SU.  Gomme  poui  Tellipse,  deux,  diamàlves 
BB'  et  IK,  tels  que  chacun  d'eux  divise,  en  deui. 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  Tautre, 
sont  appelés  diamètres  conjugws^ 
Étant  donné  un  diamètre  de  Vhj^^hoU^  on 
trouve  smi  conjugué  en  opérant  comme  pour  Vellipse  (11«9)« 

1222.  Étant  donné  une  hyperbole  ou  un  arc  d' hyperbole^ pour  irowfm 
son  centre^  puis  ses  axes^  on  opère  comme  pour  Vellipse  (1190,  U91). 

i2ft5.  Asymptotes.  Les  branches  de  Tbyperbole  se  prolongeant  jus- 
qu'à rinfini,  les  diamètres  limités  vont  en  augmentant,  à  mesure  qu'ils 
font  diBS  angles  plus  ^ands  avec  l'axe  transverse,  jusqu'à  l'infini.  Les 
deux  diamètres  infinis  qui  forment  le  passage  des  diamètres  limités  aux 
diamètres  illimités  prennent  le  nom  &" asymptotes.  Ce  sont  les  tangentes 
à  l'infini  aux  deux  branches  de  la  courbe. 

1224.  Tracer  les  asymptotes  d'une  hyperbole  dont  on  conmut  les 
foyers. 

De  l'un  des  sommets  A  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à  la  demi-distance  OF=c  des 
foyers,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
l'axe  non  transverse  aux  points  B,  B';  joignant 
AR,.  AB',  les  parallèles  MM',  NN',  menées  par 
le  centre  0,  à  ces  droites,  sont  les  asymptotes 
de  la  courbe;  c'est-à-dire  qu'elles  vont  con- 
stamment en  se  rapprochant  des  branches  de 
la  courbe,  qu'elles  ne  rencontrent  cependant 
qu'à  l'infini. 
Menant  les  droites  A'B,  A'B^  elles  sont  aussi 
parallèles  aux  asymptotes.  11  est  facile  de  voir  qu'en  traçant  par  A,  A', 
B  et  B'  des  parallèles  aux.  axes,  on  obtient  un  rectangle  dont  les  som- 
mets sont  sur  les  asymptotes. 

Ayant  01  =  A'B=OF,  il  en  résulte  aussi  qu'élevant  aux  sommets  A 
at  A'  des  perpendiculaires  à  Ox,  et  décrivant  un  arc  de  cercle  du 
point  0  comme  centre  avec  OF  pour  rayon,  on  obtient  les  points  I 
et  r  qui  déterminent  les  asymptotes  MM',  NÎS^'.  Si  l'on  a  les  asymp- 
totes et  les  sommets,  pour  avoir  les  foyers,  il  suffît  de  prendre 
OF  =  OF'=aT. 
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1225.  Dans  le  triangle  rectangle  AOB,  on  a  AB=c,  OA  =  a;  donc 
OB'  =  c' — a*  =6*  (1215).  C'est  pour  cette  raison  que  Ton  dit  que 
BB'=:  26  est  la  longueur  de  Taxe  non  transverse. 

Lorsque  les  axes  2a  et  26  sont  égaux,  Thyperbole  est  dite  équilatère. 
Dans  ce  cas,  les  asymptotes  sont  rectangulaires  ;  car  les  diagonales  AA', 
BB'  étant  égales,  ABA'B'  est  un  carré,  et  par  suite  les  asymptotes  sont 
rectangulaires  entre  elles  comme  étant  parallèles  aux  côtés  de  ce  carré. 

1226.  Lorsque  les  asymptotes  sont  tracées,  pour  mener  le  conjugué 
d'un  diamètre  donné  LL'  (1221),  par  L  on  mène  une  parallèle  LD  à 
l'asymptote  la  plus  éloignée  de  L;  elle  coupe  l'autre  asymptote  en  E; 
on  prend  EG  =  EL,  et  joignant  GO,  on  a  le  diamètre  conjugué  demandé. 

Cette  construction  est  fondée  sur  ce  que  chaque  ^asymptote  divise  en 
deux  parties  égales  les  parallèles  à  Vautre,  comprises  entre  deux  dia- 
mètres conjugués.  Ainsi,  de  même  que  l'asymptote  MM'  divise  en  deux 
parties  égales  GL  et  toutes  les  droites  qui  lui  sont  parallèles  et  com- 
prises entre  les  diamètres  conjugués  LL',  GG',  elle  divise  de  la  même 
manière  toutes  les  parallèles  AB,  A'B'...,  comprises  entre  les  deux  au* 
très  diamètres  conjugués  A  A',  BB'. 

1227.  Tracé  de  r hyperbole  par  points. 
F,  F'  étant  les  foyers   d'une  hyperbole, 

dont  A  et  A'  sont  les  sommets,  pour  tracer 
cette  courbe,  des  foyers  F  et  F'  comme  cen- 
tres, avec  un  rayon  Am,  qui  peut  varier  de- 
puis AF  jusqu'à  l'infini,  on  décrit  des  arcs 
de  cercle;  puis,  des  mêmes  centres  F  et  F', 
avec  un  rayon  égal  k  A'm,  on  décrit  des  arcs 
de  cercle  qui  coupent  chacun  des  premiers 
en  des  points  C,  D  appartenant  à  l'une  des 
branches  de  l'hyperbole,  et  C,  D'  apparte- 
nant à  l'autre  branche.  En  eflfet,  l'un  quel- 
conque C  de  ces  points  donne  bien  CF'—  CF  =  A'm— Am=constante2a. 
Faisant  varier  la  position  de  m  sur  le  prolongement  de  AF,  on  déter- 
minera par  la  construction  précédente  autant  de  points  qu'on  voudra 
de  l'hyperbole;  et  traçant  des  courbes  qui  raccordent  ces  points,  elles 
pourront  être  considérées  comme  étant  les  deux  branches  de  l'hyper- 
bole demandée. 

1228.  Tracé  de  V hyperbole  par  un  mouvement  contirm.  Soit  (fig.  306) 
F'D  une  règle  portant  à  son  extrémité  F'  un  petit  trou  placé  dans  le  pro- 
longement d'une  de  ses  grandes  arêtes,  et  EDF  un  fil  fixe  k  l'autre  extré- 
mité de  cette  arête.  Prenant  la  longueur  EDF  du  fil  telle  que  l'on  ait 
EF'  — (ED+DF)=AA'=2a,  si,  après  avoir  fixé  par  des  petits  pivots 
l'extrémité  F'  de  la  règle  k  l'un  des  foyers,  et  l'extrémité  F  du  fil  k  l'autre 
foyer,  on  fait  tourner  la  règle  en  maintenant  toujours  le  fil  tendu  à 
Faidc  d'une  pointe  ou  d'un  crayon  qu'on  fait  glisser  le  long  de  Tarète 
de  la  règle;  cette  pointe  ou  ce  crayon  tracera,  dans  son  mouvement,  la 
branche  CD  de  l'hyperbole.  On  a  bien  en  eflfet,  pour  une  position  quel- 
conque D  du  crayon,  DF'  — DF  =  EF'  — (ED  +  DF)  =  AA'  =  2a. 
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Fig.  307 


T/autre  branche  de  Thyperbole  se  tracerait  de  la  même  manière,  en 
fixant  Textrémité  de  la  règle  au  foyer  F  et  celle  du  fil  au  foyer  F'. 

1289.  Mener  une  tangente  à  V hyperbole  par  un  point  M  pris  sur  la 
courbe  (1198). 

On  mène  les  rayons  vecteurs  MF,  MF',  on 
prend  MC  =  MF,  on  trace  CF,  et  la  perpendi- 
culaire MT,  abaissée  du  point  M.sur  CF,  est  la 
tangente  demandée,  c'est-à-dire  que  le  point 
quelconque  M',  autre  que  M,  pris  sur  cette 
droite,  donne 

MT'— M'F  <  AA'  ou  2a.        (1217) 
En  effet,  MT  étant  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  CF,  puisque  le  triangle  MCF  est  iso- 
cèle, on  a 

F'C  +  CM' -  MF  =  F'C  =  MF' —  MF  =  2a  ; 

mais  on  a  F'C  +  CM'  >  M'F';  donc  on  a  bien 

MF'— MF  < 2a. 

Bemarque.  Le  triangle  MCF  étant  isocèle,  on  voit  que  la  tangente  di- 
vise Tangle  des  rayons  vecteurs  en  deux  parties  égales. 

1250.  Comme  pour  Tellipse  (1203),  la  tangente  à  l'hyperbole  est  pa- 
rallèle au  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact,  ce  qui 
fournit  un  second  moyen  pour  mener  une  tangente  à  rhyperbole. 

1251.  Mener  une  normale  à  Vhyperbole  par  le  point  M  {fig,  307). 

La  bissectrice  MN  de  Tanglc  FMC,  que  fait  le  rayon  vecteur  MF  avec 
le  prolongement  MC  de  Tautre  rayon  vecteur,  est  la  normale  demandée. 
On  prouverait  que  MN  est  en  efiet  perpendiculaire  à  la  tangente  MT,  en 
raisonnant  comme  au  n'  1199. 

1252.  Mener  une  tangente  à  Vhyperbole  par  un  point  extérieur  M  (1201). 
Du  point  M  comme  centre,  avec  un  rayon  égal 

à  sa  distance  MF  au  foyer  le  moins  éloigné,  on  dé- 
crit un  arc  de  cercle;  de  Fautre  foyer  F',  avec  un 
rayon  2a  =  AA',  on  décrit  un  second  arc  qui  coupa 
le  premier  en  deux  points  C,  C;  on  mène  FC,  FC', 
et  les  perpendiculaires  MT,  MT',  abaissées  du  point 
M  sur  les  milieux  de  ces  cordes,  sont  tangentes  à 
rhyperbole  en  des  points  T  et  T'. 

On  peut  obtenir  directement  les  points  de  con- 
tact T  et  T'  en  menant  F'C,  F'C,  et  en  prolongeant 
ces  droites  jusqu'à  leur  rencontre  avec  l'hyper- 
bole; car  si  par  le  point  T,  où  F'C  rencontre  l'hy- 
perbole, on  voulait  mener  une  tangente^  on  prendrait  sur  TF'  une 
longueur  égale  à  TF,  ce  qui  déterminerait  le  point  C,  puisque  T  appar- 
tenant.à  l'hyperbole  on  a  TF'— TF  =  2a  =  CF';  on  joindrait  ensuite  FC, 
et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  T  sur  le  milieu  de  FC  serait  la 
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^tangente  (11139).  Or  cette perpendicahHre  se  €«iiléiidant^4veo6€iie'qui  a 
été  menée  par  M  V  cette,  dernière  est  d€fii(T>bi«n  teffgente'ë^l^^rpeflpMeau 
point  T.  On  démontrerait  de  m^ine  que  HT*  est  tangente «i^^pokiC T. 
1235.  De  réquation  de  Fhyperbole  f!fH5),  on  tire,  pour  un  point  quel- 

•  cwiqiie  M, 


OU 


,     .     y, r  =  ^,        (1485) 


ou,  en  remarquant  que 

a:  +  a==t  A'P  et  x— a: 

y'       _  b^ 
A'P  X  AP  "  a** 


±:  AP, 


Ce  qui  montre  que  le   rapport  du 

carré  (Tune  ordonnée  .au. produit, des 

segments  correspondants  de  Vaxe  iransverse  est  égal  au  rapport  du  carré 

de  Vaxe  non  transcerse  au  carré  de  Va^e  transverse ^  et  que  par  suite  il  est 

consfa?it. 

Pour  nn  autre  point  on  aurait 


JC 


6» 


A''P'  X  AP' 


donc 


y»        ATxAP 

V'*  ~  A'P'  X  AP'* 


Ainsi,  les.catr^S'desisrdeM^es  sont  entre  eux  eomsne  les jproduiis^  des 
segments  correspondants  de  Vaxe  transverse. 
Id54..  £n  prenant  les  asymptotes  Ox'  et  Oy'  de  Fhyperiliale  pont  axes 
'«dordoonées,   Téquation  de   la  courbe  devient 
Fis- .310.  (1215,4283) 


xy-- 


a«4-6« 


€e  qui  montre  que  le  produit  dos  coordonnées 
•perpendiculaires  ou  obliques  MQ  =  x'  etMP  =  y' 
est  con??tant,  et  îl  en  résulte  que  le  parallélo- 
gramme OPMQ  compris  entre  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  et  les  asymptotes  est 
aussi  constant,  car  en  désignant  par  0  Tangle  que 
fimt  entre  elles  les  asymptotes,  ce  parallélo- 
*  gramme  a-ponr  base  x\  pour  hauteur  y'  sin  0,  et 
pour  surfaire 


S  =  xysinO= — j —  xsmO. 
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' iL«f8«fac^l%ypérbW€f'e9t  équil«ère?f«»6)i  ft  est  droit,  siii^O z=t\,ti  Ton 
^vii,»«e  ^i'éevaîl  être,  pmsqu'afcjrs  WMQ  «st  nn  rectangle , 

1255.  Aire  de  tkfperhole.  En  faisant  la  quantité  constante 

aly'^.Sl^^,^.^  (1234) 

«i*aireiâ  de^Ja/S^irMlflVPiOoinpnseresire  lfaro?MM',  Tasymptote  et  ](^s 
deux.orjdjonnées  MP  =:.y'*  Mb'P' =r.y  a  pcwir  expression 

A=pm*siAÛxL.  -7, 

dans  laquelle  x'  =  OP,   a:"=iOP',  et  L.  signifie   logarithme  népérien 
(404,  405). 
Lorsque  Thyperboie  est  équilatère  (1225),  on  a  sinO  =  1,  et  par  suik 

A  =  m*xL.  -7. 

Si  Ton  prend  m  pour  unité,  il  vient 

et  dans  le  cas  où  le  point  M  est  au  sommet  A  de  l'hyperbole,  comnif» 
alors  on  a  oc'  =  i,  ce.qtti*  réarite  âanâeuxégtàMsx'-^y'  eï£y'^sim^  =  J, 
il  vient 

A.=iL.a;". 

C'est  cette  propriété  des  logarithmes  népériens,  d'exprimer  ainsi  Taire 
de  rhyperbole,  qui  leur  a  fait  donner  le  nom  de  logarithmes  hyperbo- 
*.liquies. 
>'*19M.  ^âeion  que  i*'h3rperi>ole  ;  Mt  une  révolution  autour  de  <6on*  axo 
non  transverse  ou  de  son  axe  transverse  (1212),  elle  engendre  V hyper- 
boloïde  de  révolution  à  une  ou  à  deux  nappes. 

PARABOLE. 

1257,  hs^ parabole  est  une  courbe  à  uno  branche  ZKUi  feraiée  [fig*.  31 1;, 
.dont  tous  les  .points  sont  ôgalemant  distants  d'un  point  ûxù.ovl  foyer  F, 
et  d'une  droite  fixe  ou  directrice  OD. 

La; parabole  se  défiait  donc,  encore,  comme  l'ellipse  et  rhyperJI»ole, 
par  son  équation  en  coordonnées  focales  (1170,  1211),  équation  qui  est; 
en  désignant  par  les  variables  p  et  p'  les  rayons  vecteurs  des  différents 
points  de  la.  courbe, 

P=P'. 

1253.  La  perpendiculaire  ¥x  menée  par  le  foyer  à  la  directrice  «^st 
Vaxe  de  la  parabole. 
Le  point  A,  où  l'axe  rencontre  la  courbe,  est  le  sommet  de  la  parabolo. 
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Le  double  de  la  distance  constante  FO  du  foyer  k  la  directrice  est  le 
paramètre  de  la  parabole  ;  on  le  représente  par  2p. 
Le  sommet  appartenant  h  la  courbe,  il  divise  en 
deux  parties  égales  la  distance  du  foyer  k  la  di- 
rectrice; on  aOA  =  AF=  5p. 

1259.  La  corde  BB'  menée  par  le  foyer,  perpen^ 
diculairement  à  Taxe,  est  égale  au  paramètre  2p. 
En  effet,  chacune  de  ses  parties  FB,  FB'  étant  égale 
au  demi-paramètre  OF=p,  on  a  bien  BB'  =  2p. 
1240.  Équation  de  la  parabole  en  prenant  pour 
axes  coordonnés  Vaxe  Aude  la  courbe  et  la  paral- 
lèle Ay  m£née  par  le  sommet  kà  la  directrice  OD. 
Le  triangle  rectangle  MFP  donne  (704) 

P«  =  MP'  +  FP'  =  y«  +  (x-ipy. 
On  a  aussi 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  p',  on  a,  en  développant  (701,  702 

1  1 

y*  +  X*  +  tP* — pa: =x«  +  «r p*  -I-  px. 

Simplifiant,  on  tire,  pour  Téquation  de  la  courbe, 

y«  =  2px; 

d'où  (525)  

y  =  =tv2px. 

A  une  même  valeur  de  x  correspondant  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  pour  y,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  k  Taxe 
desx. 

Résolvant  Téquation  par  rapport  k  x,  on  a 


x  = 


%p 


y^  étant  nécessairement  positif  (494),  on  voit  que  x  est  toujours  po- 
sitif, et  que  par  suite  la  courbe  est  tout  entière  située  d'un  même  côté 
de  Taxe  des  y. 

Suivant  que  x  varie  de  0  k  oo,  y  varie  de  0  k  ±  oo;  par  conséquent 
la  courbe  est  k  une  branche  qui  se  prolonge  indéfiniment  du  côté  des 
y  positifs  et  des  y  négatifs. 

1241.  Les  carrés  des  ordonnées  de  la  parabole  sont  entre  eux  comme 
les  abscisses  correspondantes  (1185,  1233).  En  effet,  Téquation  de  la  pa- 
rabole (1240)  donne  pour  deux  points 


y*  =  2px      et 


/'*  =  2px', 
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d'Où  2!=î,. 

1242.  De  réquation  y*  =  2px,  on  conclut 


ïig.  31Î. 


X        ^ 

Ce  qui  montre  que  le  rapport  du  carré  de  V ordonnée  à  V abscisse  est 
constant  et  égal  au  paramètre  2p. 

Pour  rc  =  ^,  on  a  y'=|)*  ou  y=i).  Aiiui  l'ordonnée  qui  correspond  au 

foyer  est  égale  à  la  distance  du  foyer  au  sommet  (1239). 

1245.  La  parabole  est  le  lieu  géométrique  des  points  situés  à  égale 
distance  du  foyer  et  de  la  directrice  (1481,  1217). 

l""  Le  point  M  étant  situe  hors  de  la  parabole, 
on  aMQ<MF.  En  effet,  prolongeant  QM,  et  joi- 
gnant CF,  on  a 

CF  — CM<MF; 

ou,  en  remplaçant  CF  par  son  égal  CQ, 

CQ  — CM  ou  MQ<MF; 

2*  Le  point  M'  étant  situ?  dans  l'intérieur  de  la 
courbe,  on  a  M'Q  >  M'F  ;  car  ayant 

M'C  +  CF  >  M'F, 

il  vient,  en  remplaçant  CF  par  son  égal  CQ, 

M'C  +  CQ.  ou  M'Q  >  M'F. 

Corollaire,  Les  réciproques  des  1"  et  2*  sont  vraies. 

1244.  Uaxe  de  la  parabole  divise  la  courbe  en  deux  parties  égales  et 
symétriques. 

C  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe  [fig.  312),  menant  la  per- 
pendiculaire CP  à  Ox,  et  prenant  PB  =  PC,  le  point  B,  symétrique  de  C, 
appartient  k  la  parabole.  £n  effet,  joignant  BF,  on  a  CF=BF  (584); 
comme  de  plus  CF=CQ  et  CQ=BQ',  on  a  BF  =  BQ';  ce  qui  ne  peut 
être  qu'autant  que  le  point  B  appartient  à  la  courbe  (1243;;  donc  les 
deux  parties  de  courbe  sont  symétriques  par  rapport  à  Taxe,  et  par  suite 
égales  entre  elles  (831).  C'est  ce  qui  avait  déjà  été  établi  au  n**  1240. 

l24o.  La  parabole  n'ayant  qu'une  branche,  qui  se  prolonge  krinlini, 
elle  n'a  pas  de  centre,  ou  plutôt  on  peut  supposer  que  son  centre  est 
situé  à  l'infini  sur  son  axe  ;  d'où  il  résulte  que  tous  les  diamètres  vont 
rencontrer  l'axe  à  l'infini,  c'est-à-dire  lui  sont  parallèles. 
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1246.   Comme  pour  Fellipse  et  pour  Thyperbole  (ii88,  1220),  tout 

diamètre''BB',  qui  divise  une  corde  CC  en 
deux  parties  égales,  divise  de  la  même 
manière'  toute*  corde,  telle  *que  EET,  pa- 
rallèle à  ce. 

L'axe,  qui  est  un  diamètre,  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes,  telles  que 
EG,  qui  lus  sont  perpondioaMires  fl244/. 
1247.  De  IVquatïWi' 5^=^21»  (ISliat; 
il  résulte  que  toute  demi-corcte  EH, per- 
pendiculaire à  Taxe  est  moyenne  pro- 
portiomielk -entiie»  sa  dfetaace  Aff  a« 
soDuneè,  etie  par««ièt>»'«/>-«=-20K»=~/a 
corde  menée  perpendiculaè'emeni  ^  à  rasée.  pem>  le  f oif er ^  {i939),  Ain»* 
Ton  a 

AH:Eirn=Elf:2iy. 

De  là  il  résulte  que  pour  avoir  le  paramètre  2p,  il  suffit  de  mener  une 
demi-corde  EH  perpendiculaire  à  Taxe,  de  joindre  AE,  d*élever  El  per- 
pendiculaire à  AB,  et  Ton  a  Hli=22>;  Le  triangle  rectangle  AEl  donne 
bien  en  effet  (675) 

AH  :  EH  =r  EH  :  Hï.    ' 

1248.  Etant  donrtèe  une  parabole,  tnener  son  axe  y  trouver  son  foyer  et 
tracer  sa  directrice, . 

Menant  deux  cordes  parallèles  CC,  EE'  (fig.  313),  la  droite  BB'  qui 
Joint  leurs  milieux  est  un  diamèti^e  pamilèle  è.  Taxe  (12%5>.  Le  miiTéa<  H^ 
de  la  corde  EG  perpendiculaire  à  BB'  appartient  à  Taxe,  qu'on  obtient 
en  menant  par  H  une  parallèle  à  BB'.  On  détermine  le  paramètre  2p=HI 
par  la  construction  du  n**  1247,  et  portaat  sur  Taxfii  à>dPoite  età  gaaobe 
du  sommet,  le  quart  du  pavasuètre^  oarobtien>tiâ  foycfr  F^  et  le*  point  .0 
qui  détermine  la  directrice  OD. 
1249.'  Tracer,  uns  par^ole  par  jmnis.  Fi  étant i le ifofer,''  Ox  Taxe, 
Fig.  31^.  OD>la4bircetriee<*ct'pav0«itO'A^jqutdonBe'AO^AI\i« 

le  soiiunfii,  élevaaé  aji.<poin*>iV  pris  &  drotteidu^ 
sommet  A^  une  porpendicutaiee -CC  àTaifie.  etidift> 
foyer  commo  centre,  aveet  lai  distance'  OB^powif^ 
rayons  déerivaiièuftarc  dece«ele,  ilcoufœ'CC'enr 
denx^HMnite  C  etC  qui  B^artieaiiéiiAlL.la'papaMejf 
Eneff«t-,  d'afipèstla^coastfoctèéay  cb»c«in  dflhces 
poiatsest ^également distant deia'idiMctriae  et dU'^ 
foyer,  et  appartient  «pas*  conséqnansfrà  la  pasw^ 
bole  (1243). 

On  conçoit  que  menant  une  série  de  perpendi- 
culaires à  Ai,  on  déterminera  autant  de  points 
qu*on  voudra  de  la  parabole,  et  que  raccordant  tous  ces  points  on  ob- 
tiendra une  courbe  qu'on  pourra  prendre  pour  la  parabole. 


07» 
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EUlK^tenidine  équi^rr^  e^tECF.  uarûl  d'oiMkiAafueur  ogale  au  côté  EH 
eii&sé  puriuMiexUénité  aapgtatiJB  et.par.ruitre  au  foyer  F,  si  Ton 
faJUi^merà'équane  le. loii§^. d'une  rè^lc  donà.rarète  coïncide  avec  la 
dineeAnfle  OA,  ear.teniuit.'le.fiL.ËiâF  conslaïament  tendu  à  Faide  d'une 
pointe  ou  d'un  crayon  G  qi^one/aitmouvoittle  long  de  Taréte  EU.de 
réqutfre,; £6itfi«poinfte  oui€e».crayMi  décrirai* ia  partie  supérieure  de  la* 
pa»hola/;RetoHrnAntré((Menre^  oar^raeerafdeiiiéme  la  partie  inférieure" 

Uiie^poaition-i(iiekonfiw.€  du^crayon^aff^utient  bien  a  la  parabole; 
catiiiyaiiHA£ÛH-€Fx=.EH^MOBA  GF. =£»;(! 9143^. 
ittU.'~i^€MW.ie&<nac«».«n.^i|lii»{|:qommoi^.piaihexem        quand  il  s'agit 
PI    3fi,,.  d'iin  (ibalaneier  de  niiaGbine.à  va- 

peur,  auijuel  on  doBoa  la  formo 
parabolfique^.quivest  celie.d'uu.sa* 
lide  d'égale  résistance,  ayant  le 
sommet  Â  de  la  parabole,  AO  son 
axe  et  B  un  de  ses  points  (pourtur* 
balancier,  la  distance  RO  du  point  B 
à  Taxe  est  la  demi^auteurdtr  balancier  au  -milicn  de  sa  longueur),  on 
a  lé  paramètre 


2p^ 


QB^ 


(1242) 


AyiaUa  paramètre,,  on ^léleemine  leJeyeret  la  directrice  (1248);  puift: 
ompent  tracerila.pajrabol#coaiae  aurB*  1249,  ou  en  calculant,  à  l'aide 
de  l'équation  y*=z^px^  les  ordoiiiiée&  correspondant  à  des  abscisses» 
coatwo rtteoieBt ; chaisies ;  mai8K)nta  Ic.pUis  souvent  recours  au  tracé 
gémétriqMt  Indiqué^^.  31i>i.%. 

Du  point  B  OB  abaisse  surraxe  ona perpendiculaire  qu'on  prolonge 
d'uae  qiiaiBtilé  OB' -égaie  à  eU&rittéinei;'.on  divise  BO.et  AOen.un  même 
noMbredé.paaiita^gaksyqttBtiift  piar^excuifiile;  paroles  p6ints>de  divi- 
siOB'daOAMi  mèaa  des  parallèles  àraK&;.puis»  joignant  le  point  B'  aux 
points  de  divisioBil,  SU  3  de  AOy  et ^olongeant .ces. droites  jusqu'à  leur. 
reBOMiÉw  av6e*lea  parallèles  respectives  1,  2,  3,  lesrpointsdc  reacontre 
appartiennent  à  la  parabole.  Opérant  pour  la  partie  OB'  commet  pour. 
celka^&B,  on  obtiesitiaoHlessous  de  l'axe  des  poÎBia symétriques  de  ceux 
détarnisaéS':au^es4U6..0n  pourrait  aussi  avoir  ces  points  sypiétriques . 
en  menant  des  perpendiculaires  à  l'axe,  eten.les>prokuigeantgu3q^*aux. 
pasuMjikibè.  l'axe  méfiées,  par  les  points  de  division  de  OB'..  Raccordaoi 
tous  les  points  obtenus,  on  obtient  une  parabole. 
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Dans  la  pratique,  pour  les  tracés  en  grande  et  principalement  pour 
raccorder  sur  le  terrain  deax  alignements 
droits  par  on  arc  de  parabole  qui  leur  soit 
tangent,  on  a  très-soaTent  recours  an  procédé 
suivant,  qui  est  simple  et  donne  nne  courbe 
suffisamment  exacte. 

AT  et  BT  étant  les  deux  alignements  à  rac- 
corder par  une  parabole  qui  leur  soit  tan- 
gente en  C  et  D,  on  divise  CT  et  DT  en  un  même 
nombre  de  parties  liâtes;  on  joint  les  points 
de  division  de  même  rang,  et  traçant  une 
courbe  qui  soit  tangente  à  AC  an  point  C,  à  BD 

au  point  D,  et  aux  droites  H,  22,  33,  elle  est  la  parabole  demandée. 
Ce  même  procédé  permet  de  tracer  un  arc  de  parabole  rencontrant 

normalement  deux  droites  CE,  DF  en  deux  points  donnés  C  et  D. 

1252.  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un  point  M  pris  sur  la 
courbe  (1198,  1229,. 

On  joint  FQ,  et  la  perpendiculaire  HT, 
abaissée  du  point  M  sur  FQ,  est  la  tangente. 
Ainsi,  un  point  quelconque  M',  pris  sur  HT, 
est  hors  de  la  courbe,  c*est-à-dire  donne 
M'û'  <  HT  (1243). 

En  effet  le  triangle  MFQ  étant  isocèle, 
MT  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
FQ,  d'où  il  résulte  qu'on  a  M'Q  =  1IT; 
mais  on  a  M'Q  >  M'Q'  (583),  et  par  suite 
M'Q'  <  M'F. 

Remarque  V.  De  ce  que  le  triangle  MFQ 
est  isocèle,  il  résulte  que  la  tangente  MT 
divise  Vangle  FMQ  des  rayons  vecteurs  en  deux  parties  égales. 

Remarque  2*.  L'angle  ÛMT  =  MTF,  comme  alternes  internes;  or 
QMT=rTMF;  donc  TMF=MTF.  Le  triangle  MTF  étant  isocèle,  il  en 
résulte  que  pour  mener  une  tangente  en  un  point  M,  il  suffit  simplement 
de  prendre,  à  partir  du  foyer,  FT  =  FM,  et  de  joindre  TM. 

Ayant  FT  =  FM  =  MQ  =  OP,  et  AO  =  AF,  il  en  résulte  qu'on  a  aussi 
AT  =  AP. 

Remarque  3*.  Prenant  MB  =  MQ  =  MF  =  FT,  la  corde  CD,  qui  passe 
par  F  et  B  est  parallèle  à  la  tangente  MT;  de  plus,  elle  est  divisée  au 
point  B  en  deux  parties  égales. 

De  là  résulte  le  moyen  de  mener  une  corde  divisée  en  deux  parties 
égales  par  un  diamètre  donné  (1246). 

Menant  par  l'extrémité  de  ce  diamètre  une  parallèle  à  la  corde,  elle 
sera  tangente  à  la  courbe;  d'où  résulte  un  troisième  moyen  pour  mener 
une  tangente  à  la  parabole, 

42tf3.  Mener  une  normale  à  la  parabole,  La  bissectrice  MN  de  l'angle 
PMB,  formé  par  un  des  rayons  vecteurs  et  le  prolongement  de  l'autre, 
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est  la  normale  à  la  courbe  au  point  M.  On  prouverait  comme  au  n*  1199 
que  MN  est  en  effet  perpendiculaire  à  la  tangente  MT. 

Ayant  FT  =  OP  (1252,  Remarque Sl«),  on  a  FP  =  OT,  et  comme  AF  =  AO, 
on  a  AP  =  AT  =  a:,  et  TP  =  %x. 

Gela  établi,  le  point  M  appartenant  à  la  parabole,  on  a  (1240) 

y*  =r  2|xr. 

Le  triangle  rectangle  TMN  donne  aussi  (675),  en  représentant  la  sous- 
normale  PN  par  j, 

y»=  jx  TP=JX2rc. 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  y*,  il  vient 

%sx  =  2pa:,    d'où    s  =  p. 

Ainsi,  pour  la  parabole,  la  sous-^normale  est  constante  et  égale  au 
demi-paramètre  p  =  OF.  Cela  fournit  un  moyen  facile  de  mener  la  nor- 
male, et  par  suite  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe. 
12M.  Pour  mener  à  la  parabole  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
quelconque  CD  {Jig.  317),  on  trace  FQ  perpendiculaire  à  CD  par  le 
foyer  F,  et  la  perpendiculaire  TM  élevée  sur  le  milieu  de  FQ  est  la  tan- 
gente demandée. 
Pour  avoir  le  point  de  contact,  il  suffit  de  mener  QM  parallèle  h  Taxe. 
On  voit  que  pour  mener  la  tangente  et  déterminer  son  point  de  con- 
tact, il  n'est  pas  nécessaire  que  la  courbe  soit  tracée  ;  il  suffit  d'avoir 
son  axe,  son  foyer  et  sa  directrice. 

Le  problème  devient  impossible  quand  CD  est  parallèle  k  Taxe,  puis- 
qu'alors  la  perpendiculaire  FQ  ne  rencontre  pas  la  directrice. 
1266.  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un  point  extérieur  M. 
p.    3jg  Du  point  M  comme  centre,  avec  la  distance 

MF  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  la  directrice  aux  points  D  et  D';  on  mène 
FD,  FD',  et  les  perpendiculaires  MT,  MT'  abaissées 
du  point  M  sur  ces  droites  sont  tangentes  à  la  pa- 
rabole aux  points  T  et  T',  qui  sont  donnés  directe- 
ment en  menant  par  D  et  D'  des  parallèles  à  Taxe. 
Si  Ton  voulait  mener  une  tangente  au  point  T, 
on  abaisserait  de  ce  point  une  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  FD  (1252)  ;  or  cette  perpendicu- 
laire se  confondrait  avec  celle  qui  a  été  menée  par 
le  point  M;  car  le  triangle  MDF  étant  isocèle,  cette  perpendiculaire 
passe  aussi  par  le  milieu  de  FD.  On  prouverait  de  même  que  MT'  est 
tangente  au  point  T'. 

1286.  Ainsi  que  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  la  géométrie  élémen- 
taire ne  donne  aucun  moyen  de  déterminer  exactement  la  longueur  d'un 
arc  de  parabole  ;  pour  en  mesurer  la  longueur  approchée,  on  a  recours 
aux  moyens  indiqués  au  1*'  paragraphe  du  n*  1204. 
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scMomet  A  et  la  corde "B^tvpenëiaakim  à 
Taxe,  estiesd^  du  reetuglftËBO&iqiiiaillB^ 
AC  pour  base  etpourfaavteiir;  AiBsU'oii3»<ca0}r^ 


rig.  au. 


surf.  ABCD=9aCxBD, 


ou 


surf.  ABC  c 


;aG  x.fiC. 


---  V 


De  là  on  a  évidemment 


surf.  ABE  =  ^  surf.  ACBE  =  i  AC  X  BC. 

Bemarquant  que  le  segment  BIKÛ,  con|p£l& .  entre  les  deux  cordes 
BD,  IR  perpencticulaires  à  l'axe,  est  la  différence  des  deux  segments 
AILK  et  ABGD,  sa  mesofe  est  la  difl^reiHie  des  nMsefesdOfCeaideuxjieiv 
niér8vet*l\m  a 

surf.  BIRB  t=  I  XL  x  IK  —  ?  AC  x  BI>!=  §  (AL  x  IK— AC  x  BBJ, 

t»  o  s 

Mlgt&ntlè  point  de  contact  de  la  tangente  ITT' parallèle ' à  ID  (129t^ 
rem.  3),  la  surface  du  segment  AIQD  est  les  2/3  de  la  s«f»ee"du  rec* 
tanglèlDTT;  qui  a  même  baselD'Ctmènic  hairteur  MPtiuele  se^ment^ 
ainsi  Ton  a 

surf.  AIQD  =  |mP»xJD. 

Le  segment  ë  basi^parpeadieulaive  à  Taxe  n  est  :qu'un  cas>tpartîeiiiiar . 
de  ce- 'cas  général. 

iW94  Lc'VotoiBe  engendré  parla  révolntma:  d'une  parabole  autour 
de'6on'ax«'prmd')e  nom  de  paraiwWrfe*. 

iK%.'  Méettre  de*  la  9urfaeercounbe^d'tMe>calûHe  de  parabolcride  en- 
gendtée'par  la  révolution  de'  farc'Al  aiUour,  d«  Vaxe  (fig.  319). 
g  t)n  prendllî=2AF  et  lSî=r3Ai^-  on»jointSft'5  puis  on  prend  IU=^R, 
et  Ton  mcme  UV  parallèle  à  SR^  d'où  il  résuHe.qu'on  a 

1S:IR  =  IU    ou    IR:IV. 

La  snrftce  *  ti©  la  calottP  parabolique  estégrieà  la  surface  latéral» 
d'uncyifndrc  droit  ayant  IRpourdiamètre  et  ÏV  pour  hauteur,  moims 
les  8/3  de  la  surface  d'un  cercle  ayant*  AF  pour-rayon;  ainsi  Ton  a 

(728,  922y 

8 


.ç=zx  IR  X  IV. 


jîAK 


Représentant  i^ordonnéa^iL  par^,ico«ime(onf*a  LR:=2Al*^=p  (4247) 

3  - 
cl  IS  =  3AF  =  2  p,  le  triangle  rectangle  ILR  donne 
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de  la  proportion  ci-dessaa  oa  conclut 

.v^ÎR'^y+p'_8(y'+p'). 

IS  3        ~        37> 

comme  de  plus  on  a  AF  =  ^> 

reportant  ces  expressions  dans  la  valeur  de^,  il  vient 

exprcssion^'qui  permet  île  tralcmlef  9  connaissant  y  efc'p,  c^c8t^àHiire*san« 
fante  ^a  construttion  géométrique  précédente. 

Gommr  on  a;  en* représentant  •AH)ar  "ar,  y*=±%pT'{iH'0)\  on  peutdotir- 
aussi  exprimer  s  en  fonction  de  x;  cequidonna' 

fSM.  JLc  volume  de  la  calotte  parabolique  engendrée  par  le  '  demi- 
segment  parabolique  AIL,  dont  la  base  IL'  est  perpendiculaire  à  Taxe 
(  fig.  319),  est  égal'k  celui  d'un  cylfndre  droit  ayant  '  AL'  pour  rayoïrct 
2AF' pour  hauteur;  de  sorte  qu*en  le  représentant  par  r,  on  a  (9ÎÏ^ 


V 

— ^x  AL''x2AF. 

Faisant  AL  =r 

=  xet2AF  = 

:p(1238),  il  vient 

V  £=lCt*X  p. 

Remplaçant 

x'par-^^ 

(1240),  on  a  aussi 

COrRBBS  Dr  SECOND  DBGRÉ  OU  SECTI0XS^  CO.VIQUBS. 

iWM'.  La  parabole  peut  être  considérée  com«m-éfairt'la»4rmi*e  vers- 
laquelle  tend  une  ellipse  dont  le  grand  axe  crott' imiéfiniment,  tandis - 
qne'la  distance  de  Tun  des  foyers  au  sommet  le  plus 'voisin  reste  con** 
stante. 

Oft  peut  également  considérer  la  parabole  comme  étant  la  limite  d\inc 
hyperbole. 

En  transportant  Torigine  au  sommcf  de  rellipsf,  do  Thyperbolo  et 
delà  pairiAole,  ces  trois  courbes  sont  représentées  par  Téquation  gé- 
nérale 
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dans  laquelle 

Selon  qu'on  a  g  <  0,  ^  >  0  et  g  =0,  Téquation  devient  : 

!•  y«  =  2  —  X 5  «•  ellipse  ; 

2*  y*  =?  2  —  a;  +  -î  X*  hyperbole  ; 

3"  y*  =  2  —  X  parabole. 

En  transportant  Torigine  au  sommet  dç  gauche  de  rcllipse,  et  par 
suite  en  changeant  x  en  x  —  a  dans  Féquation  générale  du  n**  1174,  on 
obtient  en  effet  Téquation  1*.  De  même,  en  transportant  Forigine  au 
sommet  de  droite  de  Thyperbole,  ce  qui  revient  à  changer  x  en  i  +  a, 
réquation  générale  du  n"  1215  fournit  celle  2'. 

1262.  Les  équations  de  Tellipse,  de  Thyperbole  et  de  la  parabole  étant 
du  second  degré  (1174, 1215,  1240),  et  toute  équation  du  second  degré 
entre  deux  variables  représentant  Tune  de  ces  courbes,  c'est  pourquoi 
ces  courbes  sont  dites  de  second  degré. 

1263.  Tout  plan  sécant  qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  d'un  cône  de 
révolution  (835)  coupe  sa  surface  latérale  suivant  une  courbe  du  second 
degré. 

La  section  est  une  ellipse  si  le  plan  sécant  coupe  toutes  les  généra- 
trices, ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  du  même  côté  du  sommet,  c'est-à- 
dire  sur  une  même  nappe  du  cône.  Si  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe 
du  cône,  l'ellipse  devient  une  circonférence  (837). 

La  section  est  une  hyperbole  quand  le  plan  sécant  est  parallèle  a  deux 
génératrices;  l'une  des  branches  de  l'hyperbole  est  sur  une  nappe  du 
cône  et  l'autre  branche  sur  l'autre  nappe. 

Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à  une  seule  génératrice,  il  ne 
coupe  qu'une  nappe,  et  il  détermine  une  parabole. 

Tout  plan  qui  coupe  les  génératrices  d'un  cylindre  de  révolution  dé- 
termine une  ellipse;  ce  qui  devait  être,  le  cylindre  pouvant  être  con- 
sidéré comme  étant  un  cône  dont  le  sommet  est  à  Finiini.  Comme  le 
plan  qui  pourrait  déterminer  la  parabole  ou  l'hyperbole  est  parallèle  à 
une  ou  a  deux  génératrices,  et  par  suite  à  l'axe,  il  ne  peut  couper  la 
surface  latérale  du  cylindre  que  suivant  des  génératrices  (836),  et  non 
suivant  pes  courbes. 

Une  ellipse  ou  une  parabole  quelconque  peut  toujours  s'appliquer 
sur  la  surface  latérale  d'un  cône  de  révolution  donné.  Il  en  est  de  même 
pour  l'hyperbole  quand  l'angle  des  asymptotes,  celui  qui  contient  la 
courbe,  est  moindre  que  l'angle  formé  par  les  génératrices  opposées  du 
cône. 

La  propriété  des  courbes  du  second  degré  d'être  déterminées  par 
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des  plans  sécants  du  cône  leur  a  fait  donner  le  nom  de  sections  co» 
niques. 

SPIRALE  D^ARCHIMÊDE. 


Pig.  MO. 

N/-""' 

'--y. 

/       ^SIK 
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1264.  La  spirale  d^Archimède  est  une  courbe  plane  ouverte  que 

décrit  (un  point  qui  se  meut  au- 
tour d'un  autre  0  qui  est  fixe,  en 
s'en  éloignant  de  quantités  propor- 
tionnelles aux  angles  qu'il  décrit 
autour  de  ce  dernier. 

Ainsi  la  spirale  se  définit  par 
son  équation  en  coordonnées  po- 
laires (1142);  équation  qui  est,  en 
désignant  par  a  et  p  ces  coordon- 
nées, 

p  =  as  +  6. 

p  distance  variable  du  point  générateur  au  pôle  0  ; 

a  angle  variable  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  Taxe  Ox  ; 

a  coefficient  constant  exprimant  Taugmentation  de  p  par  chaque 
augmentation  d'une  unité,  d'un  degré  par  exemple,  de  a; 

b  quantité  constante  qui  exprime  la  valeur  de  p  quand  a=0;  ainsi 
b  est  la  distance  au  pôle  0,  du  point  de  l'axe  Ox,  duquel  part  le  point 
générateur.  Dans  la  figure,  le  point  générateur  partant  du  pôle,  on  a 
6  =r  0,  et  l'équation  de  la  courbe  est 

p=:  aOL, 

Il  est  à  remarquer  que  de  même  que  le  point  générateur  s'éloigne  du 
pôle  0  de  quantités  égales  pour  des  angles  égaux  quand  il  tourne  dans 
un  sens,  il  s'en  approche  de  quantités  égales  pour  les  mêmes  angles 
quand  il  revient  dans  l'autre  sens. 

1265.  Chacun  des  arcs  de  courbe  décrits  pendant  une  révolution 
complète  du  point  générateur  autour  du  pôle  prend  le  nom  de  spire, 

1266.  La  distance  de  deux  spires  consécutives  quelconques,  mesurée 
suivant  le  rayon  vecteur  p,  est  une  quantité  constante  qu'on  peut  ap- 
peler le  pas.  C'est  la  quantité  dont  le  point  générateur  s'éloigne  ou  s'ap- 
proche du  pôle  pour  chaque  spire.  Ainsi  pour  «=360*,  a  correspondant 
à  1*,  si  l'on  représente  le  pas  par  p,  on  a 

p=ax360,    ou    «  =  3^- 

1267.  Tracer  une  spirale  d'Archimède  (fig.  320).  Ox  étant  Taxe,  0  le 
pôle,  supposant  6=0,  c'est-à-dire  que  le  point  générateur  part  de  0, 
on  porte  le  pas  donné  p  de  0  en  A;  on  divise  OA  en  un  certain  nombre 
de  pariiee  égales,  8  par  exemple;  du  point  0  comme  centre,  avec  le 
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pa»OA.>.poiir  rayon,  on<  décrit  aine  cirooaMrence,-  qa.'os'  dnise  eooun 
même  nombre  8  de  parties  égales.  Menant  alors  les  rayons  par  easipaÎBts 
de  division^  et  prenant  sur  le  rayon  4 ,  la  partie  04  du  pas  ;  sur  le  rayon  2, 
la  partie  02  ;  sur  le  rayon<3,.ia4p«rtie  €â,4)t Ainsi  de  suite,  tous  les  points 
déterminés  sur  les  rayons  appartiennent  à  la  spirale.  En  effet,  Tun  quel- 
.  '«CLO^fUô  il  .doi  aes,  ^oiftts/dookae.  bien 

^OB  :  t)A  =î:  BOA  1 360*,  d'où  OB = ^  x  BOA,  ou  p = ^  x  «  =  a«.  (1 264) 


Fig.  m. 


Pouvant  divdsev  ÛA^etia  oirfOBférence  de  rayon  OA  en  autant  de  par- 
A^ieségdes  que  Itovaut»:  oik^eut  donc  déterminer  autant  de  points  qu^on 
)le  4é8ÎMiid6ila>8ptvale,.etf>rftcoondant  ces  points  on  obtient  une  courbe 
.quioo  r|i«ut)pi!BRér«  pounla^^HÉele. 

'BMtr  iiacer.une  secondb  spire v  on  portera  le  pas  sur  le  prolongement 
de  OA  ;  on  le  divisera  de  la  même  manière  que  OA,  et  prenant  sur  les 
rayons  01,  02,  etc.,  prolongés  suffisamment,  des  distances  égales  aux 
distances  du  pôle  0  aux  points  de  division  4,  2,  3,  etc.  de  ce  même  pas, 
on  obtiendra  des  points  de  la  seconde  spire,  qu'on  tracera  alarsxomme 
la  première. 

Si  la  courbe  partait  d'un  point  de  Ox  autre,  que  le  point  0,  on  trace* 
rait  la  première  spire  et  les  suivantes  en  opérant  comme  pour,  la  se- 
conde spire  dans  le  cas  précédent. 
1268.  Mener  une  tangente  à  la  spirale  ^r. un  point.  }i.  fris  svar. la 

courbe. 

Le  tracé  suivant  est  fondé  sur  ce 
principe  général  :  Quelle  que  soit  la 
.  courbe  engendrée  par  t/w  point  animé 
de  deux  mouvements,  la  tangente  en 
un  point  de  cette  courbe  est  toujours 
la  diagonale  du  parallélogramme 
formé  sur  les  directions  dies  deux 
mouvements  au  point  considéré^  aeec 
des  côtés  égaux  aux  deux  espaces 
parcourus  ou  qui  pourraient  être  par- 
courus dans  le  même  temps  en  vertu 
de  la  génération. 

Pour  la  spirale  d'Archimède ,  le 
mouvement  du  point  générateur  se 
compose,  à  une  position  quelcon- 
que M,  de  deux  mouvements  :  Fun  roctilignc,  qui  a  lieu  suivant  le 
rayon  vecteur  OM,  et  l'autre  circulaire,  qui  a  lieu  suivant  la  circonfé- 
rence du  rayon  OM,  c'est-à-dire  suivant  la  perpendiculaire  MC  au 
rayon  OM.  Portant  alors  sur  MO,  à  partir  du  point  M,  une  longueur  MD 
égale  au  pas  p  de  la  spir/ïle,  et  sur  la  perpendiculaire  MC  une  longueur 
'MC-égale  à  la  circonférence  2jtxt>M  qui  aOM  pour  rayon;  termnuiAfle 
parallélogramme  MÎ)TC,  qui  dans  ce  i*ns  est  iin  rectangle,  (^t  a  p  et 
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2)cxOM  pour  côtés,  la  diagonale  MT  de  ce  parallélogramme  est  la  tan- 
gente au  pofntfM. 

Prenant  sur  MC  une  longueur  MC  égale  h  l'arc  MB  décrit  avec  OM 
pour  r«yon,  cn'temrifnHit  le -papAHétognrnnne^TflClmgte  MOT'CVtt  dia- 

'^cmèiO'MT'-e$t aussi  lB*taBgeme^i«^»^à*Jdtre^ue  MT'  se. confond  avor 

"HTrd'dù'TéstfltelapFêportien 

iaMtMC':qrilû^tfC,  nou  <i01i4<BraJW=p:2irxOM. 

*  I1t09.  Pour  mener  une  rhortnale  àJcusfiralû  au  poiniM  [fig,  321  ),  on 
.icace*laiapgeateJtfT,  ctia^perpendiculaircANmcnéc  au<  point  M  à  cettr 
tangente  est  la  normale  dcuiianéée. 

:i270.  JjOL  Jvrjace  d'un  $e§ment  de  spiiale  OBB'O ,  compris  entre  le 

rayon  vecteur  OB  ei  l'arc.BWO  qu'il. sous-tend  (Jig,  320),  a  pour  mesure 

..le.  tiers  du^  produit  de.  la  superficie  du  .cercle  qui  a  le  rayon  .vecteur 

OB=p  pour  rayon,  par  le  rapport  de  ce  rayon  au  pjis  OA=p.  Ainsi, 

.  X  élaat  la  .surface,  on  a  (728) 

.,=  ^xx.ô5'.xg|.=.|nrp»xe^^'.  (a) 

De  là  il  résulte  que  Vespace  spiral  OACBWO,  Tenfermé  dans  la^pre- 
mîère  spire,  est  le  tiers  de  la  surfiice  du  cercle- qui  a  le  pas  OA=rp  peur 
rayon.  Faisant  p=p  dans  la  valeur  précédente  de^y,  il  vient  bien 

iéa  surface iderdmm-prennères'sjnreresi  les  8/3.  du  cercle iqui  a  le  ipas 
'  pvpour  rayon.iEn  effet,  si  Ton  lait  p  =?âpdan&  F^xpressioo  générale(a), 
on  a 

Retranchant  la  surface  de  la  premère  spire  de  la  surface  des  deux 
prttiitèrestspiivs,  oo  a  po«r  la^suFfaee  de  la-aeconde  «pire 

Enfin  pour  obtenir  la/ surface  spirale  S  comprise  enlre  deux  rayons 
vecteurs  OB  =  p  et  OB'  =  p'^  il  suffit  de  prendre  la  différence  des  sur- 
faces des  segments  qui  se  terminent  à  ces  rayons  vecteurs,  ce  qui 
donne 


..3p         8p        3p  ^ 
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DÉVELOPPANTE.   DÉVELOPPÉE.   RATON  DE  GOCRBURE. 

La  développante  d'une  courbe  quelconque  est  la  courbe 
CG'C'G'^...  engendrée  par  un  point  G  qui  reste 
fixe  sur  une  tangente  CA,  dont  le  point  de  con- 
tact G  change  continuellement,  mais  de  manière 
que  la  distance  du  point  fixe  au  point  de  contact 
soit  constamment  égale  à  Tespace  parcouru  par 
le  point  de  contact  sur  la  courbe:  ainsi  B'G', 
B''G'^..  étant  des  positions  de  la  tangente,  on  a 
B'G'  =  B'G,  B"C"  =  B"G... 

1272.  La  courbe  GB'B'^..,  sur  laquelle  roule  la 
tangente,  est  la  développée  de  GG'C"... 

1273.  Le  point  G,  où  la  développée  rencontre  sa  développante,  est 
ïorigine, 

1274.  Construire  par  points  la  développante  de  la  circonférence 
ifig.  322).  G  étant  Torigine,  si  en  différents  points  B',  B'^..  on  mène 
des  tangentes  au  cercle,  et  que  sur  ces  tangentes  on  prenne  respecti- 
vement B'G'  =  arc  B'G,  B"G"  =  arc  B"C...,  les  différents  point  G,  G',  G"... 
qu*on  obtiendra  appartiendront  k  la  développante.  On  conçoit  alors 
qu*on  pourra  ainsi  obtenir  autant  de  points  aussi  rapprochés  que  Ton 
voudra,  et  qu'en  raccordant  tous  ces  points,  la  courbe  obtenue  sera  à 
très-peu  près  la  développante. 

i27)S.  Tiracé  de  la  dévelojtpante  à  Paide  du  rayon  de  courbure.  Lorsque 
les  points  G,  B',  B"...  sont  très-rapprochés  {Jig.  322),  on  peut  consi- 
dérer les  petits  arcs  GB',  B'B"...  comme  des  droites,  et  l'on  aB'G'=B'C. 
D'où  il  résulte  que  GG'  peut  être  considéré  comme  étant  un  arc  de  cer- 
cle ayant  B'  pour  centre  et  B'G  pour  rayon;  on  peut,  par  la  même 
raison,  supposer  que  B"G"  =  B"G'  =  B"B'  +  B'G,  et  par  suite  que  G'G" 
est  un  arc  de  cercle  ayant  B"  pour  centre  et  B"G'  =  B"G  pour  rayon,  et 
.ainsi  de  suite.  De  sorte  qu'on  peut  considérer  la  développante  comme 
formée  d'une  série  d'arcs  de  cercle  dont  les  centres  et  les  rayons  sont 
déterminés,  et  qu'il  est  par  conséquent  facile  de  tracer. 

On  conçoit  que  ce  tracé  ne  peut  être  parfaitement  rigoureux  qu'au- 
tant que  le  rayon,  appelé  rayon  de  courbure  (c'est  le  rayon  de  la  cir- 
conférence qui  a  deux  éléments  consécutifs  infiniment  petits  communs 
avec  la  courbe  au  point  que  l'on  considère),  varie  en  chaque  point  de 
la  courbe.  Dans  la  pratique,  quoiqu'il  soit  impossible,  avec  les  instru- 
ments ordinaires  h  dessiner,  de  faire  varier  d'une  manière  continue  le 
rayon  de  courbure,  on  a  cependant  fréquemment  recours  à  ce  mode  de 
tracé. 

On  rapproche  de  l'exactitude  le  tracé  d'une  courbe  h  l'aide  du  rayon 
de  courbure,  en  prenant  la  première  distance  GB'  moitié  des  suivantes 
B'B",  B"B*...,  et  en  prolongeant  l'arc  décrit  de  B'  comme  centre  avec 
Bfe  pour  rayon  jusqu'au  milieu  de  G'G"  en  un  point  c';  l'arc  décrit 
de  B^  comme  centre  s'étendrait  alors  de  c'  jusqu'en  c/^  situé  au  milieu 
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de  G'^G",  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière^  la  portion  décrite  avec  le 
même  rayon  de  courbure  s'étend  également  de  chaque  côté  de  la  posi- 
tion qui  correspond  à  la  valeur  de  ce  rayon. 

Prenant  B'B"  =  B"B"'= ...,  les  rayons  de  courbure  font  des  angles 
égaux  lorsque  la  développée  est  une  circonférence;  c'est  cette  égalité 
d'angles  qu'il  convient  ordinairement  de  réaliser,  sauf  à  n'avoir  pas 
B'B"  =  B'^B'"  =  ...  quand  la  développée  n'est  pas  une  circonférence. 

1276.  Tracer  une  développante  â^un  mouvement  continu.  Supposant 
un  fil  enroulé  sur  la  courbe  CB"'  (fig,  322),  et  une  pointe  ou  un  crayon 
fixé  a  l'extrémité  C  de  ce  fil,  si  l'on  déroule  ce  fil  en  le  tenant  toujours 
tendu  à  l'aide  de  la  pointe  ou  crayon  C,  cette  pointe  ou  ce  crayon  dé- 
crira la  développante  de  la  courbe  qui  passe  par  l'axe  du  fil,  qui  est  à 
peu  près  la  courbe  développée  quand  le  fil  est  très-mince. 

1277.  Mener  une  normale^  puis  une  tangente^  à  la  développante. 
Menant  par  le  point  quelconque  N  une  tangente  à  la  développée,  elle 
est  normale  a  la  développante.  Menant  alors  par  le  point  M,  où  la  nor- 
male rencontre  la  développante,  une  perpendiculaire  MT  à  cette  nor- 
male, elle  est  tangente  à  la  développante. 

Il  est  à  remarquer  que  toute  tangente  à  la  développée  est  normale  à 
la  développante,  et  réciproquement.  De  plus,  la  tangente  MT  à  la  déve- 
loppante et  la  normale  NO  à  la  développée,  menées  aux  extrémités  de 
chaque  rayon  de  courbure,  sont  parallèles. 

1278.  Étant  donnée  une  courbe  CM  (fig,  322),  tracer  sa  développée.  On 
prend  une  série  de  points  C,  C,  C"...  sur  CM,  et  les  normales  à  CM  me- 
nées par  ces  points  étant  tangentes  à  la  développée  (1277),  inscrivant 
une  courbe  au  polygone  CB'B''...,  dont  les  sommets  sont  les  points  de 
rencontre  des  normales  consécutives,  cette  courbe  pourra  être  prise 
pour  la  développée  de  CM. 


CYCLOIDE. 

1279.  Si  au  lieu  que  ce  soit  la  droite  qui  en  quelque  sorte  roule  au- 
tour du  cercle  comme 

^*8-  "^-  dans  la  génération  de 

la  développante  de  la 
circonférence    (  1274  ) , 
c'est  le  cercle  qui  roule 
sur  la  droite  AA',  chaque 
point  de  la   circonfé- 
rence de  ce  cercle  dé- 
crit, entre  deux  de  ses 
contacts  consécutifs  avec  la  droite,  une  courbe  appelée  cyclotde,  La 
fig.  323  représente  la  cycloïde  ABA'  décrite  par  le  point  A  pour  un  tour 
du  cercle  sur  AA'. 

1280.  La  droite  AA',  comprise  entre  deux  contacts  consécutifs  A,  A' 
d'un  même  point  A,  est  la  base  de  la  cycloïde  ABA'  décrite  par  le  point  A. 

31 
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Cette  base  est  (^galc  h  la  circonférence  du  cercle  générateur;  de  sorte 
que  d  étant  le  diamètre  de  cette  circonférence,  on  a  AA'  =  T.d. 

La  perpendiculaire  B4,  sur  le  milieu  de  la  base,  est  Vaxe  de  la  cy- 
cloïde;  elle  est  égale  au  diamètre  d;  par  conséquent  on  a  (726, 727) 

AA'       vd  OJI-*      22        . 

^  =  ^=7;  =  3,14t6  =  y  environ  ; 

d'où        AA' =  3,1416  xd=  y  d,    et    <*=  3  ^Vè  =  é  ^'' 

1281 .  Décrire  par  poinis  la  cyclcnde  engendrée  par  le  point  \dela  cir- 
conférence dun  cercle  de  diamètre  d  (Jlg.  323). 

On  trace  une  droite  AA'  égale  à  la  base  3,1416  x  d  de  la  cyeloîde;  on 
décrit  le  cercle  0,  de  diamètre  d,  tangent  à  AA'  au  point  A;  on  divise 
la  base  AA'  et  la  circonférence  génératrice  en  un  même  nombre  de  par- 
ties égales,  buit  par  exemple,  qu'on  numérote  comme  l'indique  la  figure. 
Par  les  points  de  division  de  la  circonférence  0  on  trace  des  parallèles 
k  la  base  AA',  et  par  les  points  de  division  1,  2,  3...  de  AA',  menant  des 
parallèles  aux  droites  Al',  A2'...,  qui  joignent  le  point  A  aux  différents 
points  de  division  de  la  circonférence  0,  ces  parallèles  rencontrent  res- 
pectivement les  parallèles  à  la  base  AA'  en  des  points  1",  2"...  qui  ap- 
partiennent à  la  cyeloîde.  En  effet,  considérant  Tun  quelconque  1"  de 
ces  points,  lorsque  le  point  de  contact  sera  en  1,  le  diamètre  13'  sera 
vertical,  et  le  point  générateur  A  occupera,  par  rapport  à  ce  diamètre, 
la  même  position  que  le  point  1'  par  rapport  à  A4  dans  la  figure;  or 
comme  cette  position  est  bien  V\  ce  point  appartient  donc  à  la  cycloide. 
On  démontrerait  de  même  que  les  points  2'^  3''...  appartiennent  à  la 
cyeloîde.  Comme  l'on  peut  diviser  AA'  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  égales,  on  peut  donc  déterminer  autant  de  points  qu'on  le  dé- 
sire de  la  cyeloîde,  et  si  l'on  raccorde  tous  ces  points,  la  courbe  qu'on 
obtiendra  pourra  être  considérée  comme  étant  sensiblement  la  cyeloîde. 

Si,  au  lieu  de  donner  le  diamètre  d  du  cercle  générateur,  on  donnait 
la  base  AA'  de  la  cyeloîde,  on  déterminerait 

^=3;Î4Î6  =  22^^  ""'^'''^"' 

et  Ton  opérerait  comme  dans  lo  cas  précédent. 

1282.  TYacé  de  la  cyeloîde  par  wi  mouvement  continu.  On  conçoit 
que  le  cercle  0  étant  un  plateau  circulaire,  dans  la  circonférence  du- 
quel est  fixé  une  pointe  ou  un  crayon  A  (Jig.  323),  si  l'on  fait  tourner 
sans  glisser  ce  plateau  le  long  d'une  règle  dont  l'arête  coïncide  avec  AA', 
la  pointe  on  le  crayon  A  décrira  la  cyeloîde  ABA'  d'un  mouvement  con- 
tinu. 

1283.  Mener  tme  normale^  puis  une  tangente  à  la  cycloide.  Lorsque 
le  point  générateur  A  de  la  cyeloîde  occupe  une  position  quelconque  3" 
[fig.  323),  le  point  de  contact  étant  3,  on  peut  considérer  l'élément  3" 
de  la  courbe  comme  se  confondant  avec  un  élément  d'arc  de  cercle  dont 
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le  pointa  est  le  centre  et  S3''  le  rayon;  par  conséquent  33'',  qui  est  nor- 
mal  à  Tare  de  cercle,  est  aussi  normal  à  la  courbe.  La  perpendiculaire 
3''T  menée  à  33"  est  tangente  à  la  cycloïde. 
De  ce  qui  vient  d'être  dit«  il  résulte  que  pour  mener  une  normale  et 
par  suite  une  tangente  en  un  point  M  d'une 
^«-  ^**-  cycloïde  ou  d'un  arc  de  cycloïde,  il  suffit  de 

déterminer  le  point  de  contact  du  cerde  gé- 
nérateur et  de  la  base  correspondant  au  point 
M.  Or  menant  une  parallèle  EE'  à  la  base  AA' 
de  la  cycloïde,  à  une  distance  de  cette  base 
égale  à  la  moitié  du  diamètre  d  du  cercle  gé- 
nérateur, elle  contiendra  toutes  les  positions 
qu'occupe  le  centre  de  ce  cercle  dans  son  mouvement.  Lorsque  le  point 
générateur  A  est  en  M,  le  centre  dn  cercle  se  trouve  à  une  distance  de  M 

\ 
égale  à  -d;  par  conséquent,  décrivant  du  point  M  comme  centre,  avec 

2  d  pour  rayon,  un  arc  de  cercle,  il  coupe  la  parallèle  EE'  en  un  pointO 

ftti  ^si  le  centre  cherché,  et  abaissant  la  perpendiculaire  OP,  le  point  P 
est  celui  de  contact.  Alors,  qu'on  décrive  ou  non  le  cercle  générateur,  la 
droite  HP  est  la  normale  à  la  cycloïde  au  point  M,  et  la  perpendiculaire 
MT  est  la  tangente. 

1264.  En  menant  les  normales  aux  différents  points  de  la  cycloïde,  on 
décrirait  la  développée  de  cette  courbe  (1278). 

Le  rayon  de  courbvare  en  un  point  quelconque  ^  de  la  cycloïde 
{fig.  324)  eii  double  de  la  portion  MP  de  la  normalcy  comprise  entre  la 
courbe  et  sa  base;  d'où  il  résulte  qu'on  peut  tracer  la  développée  par 
points. 

La  développée  de  la  demi-^doïde  AB  (Jig.  323)  est  une  demi-cyclcïde 
égale  a  AB;  d'où  il  résulte  que  la  d^ni-cycloïde  AB  est  aussi  égale  à  sa 
développante  (1271, 1272). 

18BS.  La  longueur  de  la  cycloïde  est  égale  k  quatre  fois  son  axe  ou 
diamètre  d  du  cercle  générateur  (1280).  Ainsi  l  étant  cette  longueur, 

en  a 

l  =  kd. 

1286.  La  surface  S  comprise  entre  la  cycloïde  et  sa  base  est  le  triple 
du  cercle  générateur.  Ainsi  d  étant  le  diamètre  de  ce  cercle,  on  a  (728) 


ÉPÏCYCLOÏDi;. 

1267.  Si  le  cercle  générateur  0,  au  lieu  de  tourner  sur  une  droite, 
comme  au  n"  1279,  tourne  sur  un  cercle  C  [fig.  325),  l'un  qu<»lconque  A 
de  ses  points  décrit,  entre  ses  deux  contacts  consécutifs  A,  A',  une 
eourbe  ABA'  appelée  épicycMde» 
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Lorsque  le  cercle  0  tourne  à  Tintérieur  du  cercle  C,  chacun  de  ses 
points  décrit  encore  une  épicycIoTde;  mais  qui  est  interne,  et  à  laquelle 
il  est  facile  d'appliquer  tout  ce  qui  suit  sur  Tépicycloïde  externe. 

1288.  L'arc  AA',  du  cercle  C,  compris  entre  les  deux  contacts  A  et  A', 
est  la  base  de  l'épicycloïde  {Jlg,  325).  Cette  base  est  égale  à  la  circonfé- 
rence r.d  du  cercle  générateur  0. 

La  droite  CB,  n^enée  par  le  centre  C  et  le  milieu  de  la  base,  est  Vaxe  de 
répicycloïde,  et  Ton  a  B4  =  d.  Ainsi,  comme  pour  la  cycloïde  (1280), 
on  a 

Tu  =  -5-  =  '^  =  -J>1416=  y  environ; 

d'Où         AA'  =  3,1416xd=^d,    et    ^=3^=^AA'. 

Le  point  B,  où  Taxe  rencontre  la  courbe,  est  le  sommet. 

1289.  Tracer  une  épicycloïd^  par  points.  Ce  tracé  est  analogue  k  celui 
de  la  cycloïde  (1284).  Ainsi,  prenant  la  base 
AA' =  3,1416  xd,  et  décrivant  le  cercle  0, 
de  diamètre  d,  tangent  en  A  au  cercle  C,  on 
divise  la  base  AA'  et  la  circonférence  0  en 
un  même  nombre  de  parties  égales,  8  par 
exemple,  numérotées  comme  l'indique  la 
Jig.  325.  Du  point  C  comme  centre,  avec  les 
distances  de  C  aux  points  de  division  de  la  cir- 
conférence 0  pour  rayons,  on  décrit  des  arcs 
de  cercle  concentriques  a  AA',  et  des  points  de 
division  1,2,  3...  de  AA',  comme  centres,  avec 
des  rayons  respectivement  égaux  aux  dis- 
tances du  point  A  aux   points  de   division 

1',  2',  3'...  de  la  circonférence  0,  décrivant  des  arcs  de  cercle,  ils  coupent 

les  arcs  concentriques  à  AA'  en  des  points  appartenant  à  l'épicycloïde. 

Des  considérations  analogues  k  celles  du  n*"  1281  feraient  voir  qu'en 

eflTet  un  point  quelconque  3"  appartient  à  l'épicycloïde,  et  que  l'on  peut 

déterminer  autant  de  points  que  l'on  veut  de  cette  courbe,  et  par  suite  la 

tracer. 

Remarque.  Si,  au  lieu  de  donner  le  diamètre  d,  on  donnait  la  base  AA', 

AA'  7 

on  déterminerait  d  =  _  ...„  =  -r  AA',  et  l'on  opérerait  ensuite  comme 

o,141o         ZX 

dans  le  cas  précédent. 

1200.  Tracé  de  Vépicyclotde  d'un  mouvement  continu.  C  et  0  étant  des 
plateaux  circulaires,  et  A  une  pointe  ou  un  crayon  fixé  dans  la  circon- 
férence 0,  on  conçoit  que  faisant  tourner  sans  glisser  le  plateau  0  sur 
le  plateau  C,  la  pointe  ou  le  crayon  A  décrira  l'épicycloïde  ABA'  d'un 
mouvement  continu. 

1291 .  Mener  une  normale,  puis  une  tangente  à  répicycloïde  {Jig.  325). 
Des  considérations  identiques  à  celles  du  n*  1283  font  voir  que  la  droite 
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33^^  qui  joint  le  point  quelconque  3'^  de  la  courbe  au  point  de  contact 
correspondant  3  du  cercle  générateur,  est  normale  en  3".  La  perpendi- 
culaire yii  a  cette  normale  est  tangente  à  répicycloïde. 

De  là  il  résulte  encore  que  pour  mener  une 
normale,  et  par  suite  une  tangente  en  un  point 
M  d'une  épicycloïde  ou  d'un  arc  d'épicycloïde, 
il  suffit  de  déterminer  le  point  de  contact  cor- 
respondant au  point  M.  Or  décrivant  un  arc  de 
cercle  EE'  concentrique  avec  la  base  AA'  de 
répicycloïde,  et  éloigné  de  cette  base  de  la  moi- 
tié du  diamètre  d  du  cercle  générateur  0,  EE' 
contient  toutes  les  positions  qu'occupe  le  centre 
de  ce  cercle  dans  son  motivement.  Lorsque  le 
point  générateur  A  est  en  M,  le  centre  du  cercle 

se  trouve  à  une  distance  de  M  égale  à  -  d;  par  conséquent  décrivant  de 

M  comme  centre,  avec  5  d  pour  rayon,  un  arc  de  cercle,  il  coupe  EE' 

au  point  0,  qui  est  le  centre  cherché,  et  joignant  les  centres  0  et  G,  on 
obtient  le  point  de  contact  D.  Alors,  que  Ton  décrive  ou  non  le  cercle  0, 
MD  est  la  normale  demandée,  et  sa  perpendiculaire  MT  est  la  tan- 
gente. 

1292.  Longueur  de  répicycloïde.  La  longueur  -  de  la  demi-épicy- 

cloïde  AB  {Jig.  325),  est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lon- 
gueurs CA,  CA  4-  AO  et  2A4';  ainsi  l'on  a,  en  faisant  CA  =  r  et  A4'  =  d. 

Si  répicycloïde  était  interne,  pour  avoir  sa  demi-longueur,  il  suffi- 
rait de  changer  +  5  en  —  -  dans  la  proportion  précédente;  ainsi  Ton 
aurait 

/        ^     c.:,    l      A^  ^      l      ^rd  —  d^ 

Pour  d  =  r,  il  vient  5  =  r.  C'est  qu'en  effet,  dans  ce  cas,  chaque 

point  de  la  circonférence  0  se  meut  suivant  un  diamètre  du  cercle  C, 
c'est-à-dire  qu'alors  répicycloïde  est  un  diamètre  du  cercle  C. 

Remarque,  Lorsque  le  rayon  r  est  infini,  c'est-à-dire  quand  la  circon- 
férence C  devient  une  ligne  droite,  le  premier  rapport  des  proportions 

précédentes  est  égal  à  4,  et  par  suite  aussi  le  second,  et  l'on  a  -  =  2(i 

ou  l=:id;  c'est  qu'en  effet  répicycloïde  devient  une  cycloïde  (1285). 

1205.  La  sur/ace  totale  S  comprise  entre  une  épicycloïde  ABA'  et  sa 
base  AA'  {Jig.  326),  est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  quan- 


Digitized  by  VjOOQIC 


486 


CINQUIÈME  PARTIE.  —  GÉOMÉTRIE  DES 


CQHll 


AE8. 


imP 


titto^  :  Le  rayo»  GA  =s  r,  3CA  +  2A0  ou  Zr  +  d^  et  la  surface  ^  du 
cercle  générateur  (7^8);  ainsi  Ton  a 

r:{3r  +  d)= -j-:S,    dou    S== 


4r 


Lorsque  lepicycloide  est  interne,  on  a 


7^       «d*    o      j»   \     c      37:rd«  — wP 
r:  ;3r  — J)  = -7-:S,     doù    S= r . 


Pour  d  =  r,  il  vient  S=  x  «r*;  c'est  qu'en  effet,  dans  ce  cas,  Taire  do 

répicycloïde  est  bien  la  moitié  du  cercle  C  (1292). 

Remarque.  Comme  au  numéro  précédent,  lorsque  r  est  infini,  divi- 
sant les  conséquents  par  3,  le  premier  rapport  des  proportions  précé- 
dentes devient  égal  à  1,  et  l'on  a 

—  =  -,     d'où     S=-Kd«. 

C'est  qu'en  effet  1  epicycloïde  est  alors  une  cycloîde  (1286). 

HÉLICE. 

1294.  V hélice  est  une  courbe  engendrée  par  un  point  qui  se  meut 
sur  la  surface  latérale  d'un  cylindre»  en 
avançant  parallèlement  à  l'axe  de  quan- 
tités égales  pour  des  arcs  égaux  qu'il  dé- 
crit autour  de  cet  axe. 

Le  pas  de  Thélice  est  la  quantité  BK 
dont  le  point  générateur  avance  parallè- 
lement à  l'axe  âO  pour  une  révolution 
complète  autour  du  cylindre. 

On  appelle  spire^  la  portion  BFK  de  la 
courbe,  qui  correspond  h  une  révolution 
entière  du  point  générateur. 

1295.  De  la  définition  du  n*  1294,  il  ré- 
sulte que  la  courbe  BCDE...  étant  une  hé- 
lice tracée  sur  le  cylindre  droit  repré- 
senté en  plan  par  le  cercle  0',  et  en  élé- 
vation par  le  rectangle  dont  OA  est  l'axe, 
C  et  E  étant  deux  points  quelconques  4e 
rhélice,  on  a 

CM:EN  =  arcB'C':arcB'E'. 

B'C  étant  l'unité  d'arc,  représentant  par  a  la  quantité  coastante  CM 
qui  lui  correspond,  on  a,  en  désignant  par  x  l'arc  variable  B'E'  et  par  y 
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la  valeur  correspondante  EN, 

a  :  y  =  1  :  X,    d'où    y  =  ax. 

Équation  qui  est  celle  d'une  ligne  droite  (4160),  et  qui  indique  que 
si  Ton  développe  la  surface  du  cylindre,  chaque  spire  de  Thélice  se 
développera  suivant  une  droite  qui  aura  pour  équation  y  =  ax,  dans 
laquelle,  à  une  ordonnée  quelconque  y  =  €M,  ou  DÛ,  ou  £N,  etc., 
correspond  Tabscisse  x  =  développement  de  B'C,  ou  de  BD',  ou  de 
B'E',  etc. 

De  là  il  résulte  que  les  diverses  spires  se  développeront  suivant  des 
droites  égales  et  parallèles. 

1296.  Tracé  de  Vhélice  [fig.  327).  BK  étant  le  pas  de  Thélicc,  on  le 
divise  ainsi  que  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre  en  un  même 
nombre  de  parties  égales,  8  par  exemple.  Menant  alors  les  généra- 
trices KB,  IM,  HO...  qui  passent  par  les  points  de  division  B',  C,  D'..; 
de  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre,  et  prenant  sur  ces  gêné* 

1         2 
ratrices  successives,  à*  partir  de  la  base,  des  longueurs  0,  -  BK,  -  BK, 

O  O' 

3 

-  BK,  etc.,  les  points  B,  C,  D,  etc.,  qu'on  obtiendra  appartiendront  à 

rhélice.  On  conçoit  que  pouvant  diviser  la  circonférence  de  la  base  du 
cylindre  en  autant  de  parties  égales  que  Ton  veut,  on  peut  obtenir  au- 
tant de  points  que  Ton  désire  de  Thélice,  et  que  la  courbe  qui  raccor- 
dera ces  points  sur  le  cylindre  pourra  être  prise  pour  l'hélice. 

Lorsque,  au  lieu  de  tracer  l'hélice  sur  le  cylindre,  on  en  trace  les 
projections,  comme  l'indique  la, /f^'. -327,  les  perpendiculaires  menées 
à  l'axe  AO  du  cylindre  par  les  points  de  division  du  pas  BK  rencontrent 
les  projections  IM,  HO,  etc.,  des  génératrices  menées  par  les  points  de 
division  de  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre,  en  des  points  C, 
D,  etc.,  qui  appartiennent  à  la  projection  verticale  de  l'hélice,  qu'a- 
lors on  peut  tracer  d'une  manière  approchée.  H  est  évident  que  la 
circonférence  de  la  base  du  cylindre  est  la  projection  horizontale  de 
rhélice. 

1297.  Mener  %ine  tangente  à  Vhélice  en  un  point  P  (Jig,  327).  On 
trace  la  génératrice  passant  par  le  point  P;  au  pied  P'  de  cette  gêné* 
ratrice  on  mène  une  tangente  P'T'  que  l'on  prend  égale  au  développe- 
ment de  l'arc  P'B',  et  joignant  le  point  T'  au  point  P,  la  droite  T'P  qui 
en  résulte  est  la  tangente  demandée.  En  effet,  d'après  le  principe  du 
n*"  1268,  la  tangente  au  point  P  étant  la  diagonale  du  parallélogramme, 
qui  est  ici  rectangle,  ayant  la  hauteur  du  point  P  au-dessus  de  la  base 
et  P'T'  pour  côtés,  elle  se  confond  bien  avec  TT. 

P'T'  est  la  projection  horizontale  de  la  tangente,  et  prenant  la  pro- 
jection verticale  T  du  point  T',  la  droite  TP  est  la  projection  verticale 
de  cette  tangente. 

La  projection  verticale  TP  est  tangente  au  point  P  k  la  projection 
verticale  BCPF  de  l'hélice. 
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Il  est  à  remarquer  qo*ane  tangente  quelconque  â  lliélice  se  confond 
arec  la  courbe  quand  on  développe  le  cylindre. 

flSM.  La  normale  en  un  point  P  de  lliélice  est  la  perpendiculaire 
alnîssée  du  point  P  sur  Taxe  du  cylindre.  Elle  se  projette  horizontale- 
ment soi  vaut  le  rayon  0^9" ^  et  verticalement  suivant  PR  perpendicii- 
laire  à  Taxe  OA. 

flSM.  La  Umjueur  d'un  arc  BP  d'hélice  est  ^ale  à  Thypoténnse 
d*an  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  de  Tangle  droit  la  distance  do 
point  P  à  la  base  du  cylindre  et  le  développement*  PX  de  Tare  PV. 
En  effet,  quand  on  développe  le  cylindre,  ces  trois  lignes  deviennent 
les  trois  côtés  d*un  triangle  rectangle.  On  a  alors  (704) 


BP  =  /pp+TF'. 

1300.  Ce  même  triangle  rectangle  étant  la  surface  S  comprise  entre 
Tare  BCP  de  Thélice,  la  génératrice  à  laquelle  se  termine  cet  arc,  et 
rare  de  cercle  B'P',  on  a  (6n], 


COCRBES  QUELCONQUES. 

1301.  Pour  obtenir  la  langueur  d*une  courbe  quelconque  ÏH^  on  la 
„.    ..  divise  en  parties  Dd\  d'd"...  assez  petites 

pour  qu  on  puisse  les  considérer  comme 

S<^     :    Vx  étant  sensiblement   droites;    on    mesure 

M    I    î    •    sV^         chacune  de  ces  parties,  et  la  somme  de 

Jl  J&l%|        I    I    j    rrl^       toutes  les  longueurs  obtenues  est  sensî- 

A   wa*^        "' — ^    '    '         blement  la  longueur  de  DC.  On  peut  aussi 

contourner  un  61  sur  la  courbe,  puis  le 

rectifier  pour  avoir  sa  longueur,  qui  est  celle  de  la  courbe. 

1302.  Aire  plane  S  d*une  surface  ABCD  comprise  entre  la  courbe 
plane  quelconque  DG  et  sa  projection  AB  sur  une  droite  AB  (1105).  Divi- 
sant DG  en  parties  assez  petites  pour  qu'on  puisse  les  considérer 
comme  étant  sensiblement  droites,  et  menant  les  perpendiculaires 
a'd'^  af'd\,,y  la  surface  ABGD  se  trouve  décomposée  en  éléments  Ao'efD, 
a*a"d"d',„f  que  Ton  peut  considérer  comme  étant  des  trapèzes,  et  Ton 
a  (697). 

S  =  Aa'd'D  +  a'a''d"d'  +  ...  =  Aa'  x ^ +  a'a''  x ^ +  ... 

Soit: 
AB  =  E; 

E 

Aa'=  a'a''=  ...  =  —,  ce  qui  suppose  la  projection  AB  divisée  en  n  par- 
lies  égales; 
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AD  =  y„    a'd'  =  y, ,    a"d"  =  yi . . .    BC  =  y n ,    les  diverses  ordonnées 
de  la  courbe. 

Substituant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  S,  on  a 

E 

ou,  en  mettant  —  en  facteur  commun, 

s=f  (f +yi+yî  +  ...+yn-i+^), 

expression  très-simple  et  facile  à  appliquer. 

1505.  Formule  de  Thomas  Simpson.  Cette  formule  donne  plus  exacte- 
ment que  Texpression  précédente  Taire  de  la  courbe  plane  ÂBGD  {fig.  328). 
Le  nombre  n  des  divisions  de  ÂB  étant  pair,  Thomas  Simpson  a  fait  voir 
que  Taire  S  de  la  courbe  avait  pour  expression  approchée 

E 

3^  [yo  +  yn  +  4(yj  +  y,  +  y^  + ...  +  yn-i)  +  2(y,  +  y* + ye  + ... + yn-t)]. 

E 

^  étant  la  distance  de  deux  ordonnées  consécutives,  on  voit  que  la 

E 

valeisr  approchée  de  Vaire  S  de  la  courbe  est  égale  au  produit  du  tiers  — 

de  la  distance  de  deux  ordonnées  consécutives^  par  la  somme  (t/o  +  t/n) 
des  deux  ordonnées  extrêmes,  plus  4  fois  la  somme  (yi  +  ys  +  ys  +  ••• 
-f-  y»-i)  des  ordonnées  d'indices  impairs,  plus  %fois  la  somme  (y,  +  y*  + 
ye  +  .••  +  ynr-i)  des  ordonnées  intermédiaires  ^indices  pairs. 
Pour  n  =  8 ,  on  a 

S=3^[y.  +  yg  +  4(y4  +  y,  +  y5  +  y,)+2(y,  +  y,  +  ye)]. 

Remarque.  Dans  le  cas  où  Tune  ou  les  deux  extrémités  C  et  D  de  la 
courbe  se  trouveraient  sur  la  droite  AB,  il  suffirait  de  faire  égales  à  0, 
dans  Texpression  précédente  et  dans  celle  du  n*  1302,  les  ordonnées  y,, 
y»  qui  correspondent  aux  points  qui  se  trouvent  sur  AB. 

Si  Ton  avait  une  courbe  fermée,  pour  évaluer  Taire,  on  la  diviserait 
en  deux  parties  par  une  droite,  et  Ton  obtiendrait  la  surface  de  chaque 
partie  en  opérant  comme  dans  le  cas  précédent.  On  peut,  dans  ce  cas, 
obtenir  Taire  totale  par  une  seule  application  de  la  formule;  il  suffit  de 
prendre  pour  ordonnées  les  sommes  des  ordonnées  correspondantes 
dans  les  deux  parties  de  la  courbe. 

1504.  M.  Poncelet,  par  une  marche  différente  de  celle  suivie  par 
Thomas  Simpson,  a  établi  la  formule  suivante  pour  calculer  Taire  S 
d'une  courbe  : 

S  =  ^[%i  t  y»+ -  +  y^i)  + 1  (y.  +  y»)-  { (yi +y— i)]- 
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Cette  formaie,  dans  laquelle  n  est  encore  on  nombre  pair,  montre  qne 
Voire  S  6^/  d  peu  près  égale  au  produit  de  la  distance  —  de  deux  ordon- 
nées consécutives,  par  le  double  de  la  somme  'y,  +  y»  +  —  +  y—\]  des  or- 
données dindàces  impairs ,  augmenté  du  quart  de  la  somme  (y,  +  y.  des 
ordonnées  extrêmes,  et  diminué  du  quart  de  la  somme  (y,  +  y»-,'  des  or- 
données immédiatement  voisines  des  deux  ordonnées  extrêmes. 

La  formule  de  M.  Poncelet  donne  des  résnltate  aussi  et  même  souvent 
plus  approchés  que  celle  de  Thomas  Simpson,  et  Ton  voit  que,  à  part 
y*  et  y. ,  loutos  les  autres  ordonnées  dlndices  pairs  n*y  figurent  pas, 
ce  qui  est  un  grand  avantage  dans  tous  les  cas  où  ces  ordonnées  ne 
sont  pas  connues,  puisque  alors  on  peut  se  dispenser  de  les  déterminer, 
ce  qui  n'a  pas  lien  quand  on  enipioïe  La  formule  de  Thomas  Sin^ps^n. 
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IiETBR  DES   PLAm. 

DÉFINITIONS    ET    PRINCIPES. 

ISdS.  L'opération  du  lever  du  plan  d'tme  machine^  d'tm  bâHment^  etc., 
eonsUte  à  détenainer  les  dimensions  et  les  positions  relatives  de  leurs 
différentes  parties,  et,  avec  ces  éléments,  de  faire  à  une  échelle  conva» 
nable  (1051)  le  plan  de  la  machine  ou  du  bâtiment  (1055). 

L'expression  lever  des  plans  est  surtout  usitée  quand  il  s'agit  des  ter- 
rains, et  dans  ce  cas  on  se  propose  de  déterminer  les  positions  des  pro- 
jections sur  un  plan  horizontal  des  lignes  formant  les  contours  du  ter- 
rain, et  des  forêts,  rivières,  routes,  etc.,  que  contient  ce  terrain;  puis 
de  faire  à  une  échelle  convenable  le  plan  de  Tensemble  de  ces  projec- 
tions. 

Le  plan  de  cette  projection  horizontale  est  le  plan  cutellawe  du  terrain. 

Les  résultats  s'inscrivent  sur  un  croquis  (964)  au  fur  et  à  mesure 
qu'on  les  obtient  sur  le  terrain  :  c'est  faire  le  lever  proprement  dit.  Ce 
croquis  sert  ensuite  à  dessiner  le  plan  du  terrain  :  c'est  ce  qu'on  appelle 
rapporter  le  plan, 

1506.  Varpentage  consiste  à  déterminer  l'aire  de  la  projection  sur 
un  plan  horizontal,  c'est-àrdire  Faire  du  plan  cutellaire  d'une  portion 
déterminée  de  terrain  (1305);  ce  qui  peut  se  faire,  soit  immédiatement 
sur  le  terrain,  soit  à  l'aide  du  plan  qui  en  a  été  levé. 

1507.  Le  plan  du  terrain  est  une  figure  formée  de  lignes  droites,  de 
lignes  courbes  et  de  points.  Une  ligne  droite  étant  déterminée  par  ses 
deux  extrémités,  et  une  courbe  par  une  série  de  points  convenable- 
ment rapprochés  situés  dans  son  contour,  on  voit  que  l'opération  du 
lever  de  plan  consiste  à  trouver  les  positions  relatives  des  projections 
sur  un  plan  horizontal  d'une  série  de  points  situés  sur  la  surface  du  sol. 
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Fig.  329. 


1508.  ABCDE  étant  des  points  du  terrain  à  rapporter  sur  le  plan,  on 
prend  la  droite  AB  pour  buse  des  opérations, 
c'est-à-dire  que  Ton  considère  cette  droite 
comme  étant  la  base  commune  des  triangles 
ABC,  ABD,  ABE,  qui  ont  pour  sommets  les 
autres  points  G,  D,  E;  puis  on  mesure  assez 
de  parties  de  ces  triangles  pour  qu'ils  soient 
déterminés,  et  par  suite  aussi  leurs  som- 
mets C,  D,  E  (626). 

1309.'  On  peut  mesurer  les  longueurs  ho- 
rizontales des  trois  côtés  de  chacun  de  ces 
triangles,  et  ramener  ainsi  toute  Topération  à 

la  mesure  de  longueurs  :  c'est  ce  qu'on  appelle  le  lever  au  mètre 

(1337). 

1310.  On  peut  ne  mesurer  que  la  longueur  horizontale  de  la  base  AB, 
et  la  valeur  des  projections  horizontales  des  angles  adjacents  k  cette 
base  dans  chaque  triangle  :  c*est  le  leter  au  graphomètre  (1343). 

On  arriverait  au  même  résultat  en  mesurant  les  longueurs  horizon* 
taies  de  BA,  BE,  BD,  BC,  et  en  déterminant  les  valeurs  des  projections 
horizontales  des  angles  ABE,  ABD,  ABC. 

1511.  Le  lever  à  la  planchette  n'est  autre  chose  que  le  lever  au  gra- 
'phomètre  (1310);  seulement  la  valeur  numérique  des  angles  n'est  pas 
tlonnée,  et  le  plan  est  rapporté 'sur  le  terrain  même,  sans  cro- 
quis (1348). 

1312.  Après  avoir  déterminé  les  points  A,  B»  C,  D,  E  {fig.  329),  pre- 
nant une  droite  CD,  qui  joint  deux  de  ces  points,  pour  base,  on  peut  dé- 
terminer des  points  situés  de  l'autre  côté  de  CD,  et  en  continuant  ainsi 
4e  suite,  on  conçoit  que  l'on  pourra  faire  le  plan  d'une  étendue  de  ter- 
rain quelconque. 

Cette  division  du  sol  en  triangles  et  la  suite  des  opérations  qu'on  ef- 
fectue pour  avoir  les  valeurs  de  leurs  angles  et  de  leurs  côtés  consti- 
tuent ce  qu'on  appelle  une  triangulation  (1336). 

1515.  Au  lieu  de  prendre  une  droite  AB  qui  joint  deux  points  à 


Fig.  330. 


relever  pour  base,  on  est  quelquefois 
obligé  d'avoir  recours  à  une  droite  arbi- 
traire xy,  que  Ton  choisit,  sur  le  sol, 
autant  que  possible  horizontale,  et  de 
manière  que  de  ses  extrémités  tous  les 
points  à  relever  soient  visibles  et  acces- 
sibles. 
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1514.  On  peut  encore  déterminer  les  positions  des  points  d*un  ter- 
rain en  abaissant  de  ces  points  des  per- 
^^'  '^*'  pendiculaires  sur  une  base  aoc',  et  en 

mesurant  les  longueurs  horizontales  de 
ces  perpendiculaires  et  celles  des  dis- 
tances de  leurs  pieds  a,  6,  c,  d,  «  à  uu 
point  fixe  0  de  la  base.  Ce  mode  d*opé- 
rer  constitue  le  ley^er  à  VéquerrCy  parce 
que  les  perpendiculaires  à  la  base  se 
mènent  au  moyen  de  Véquerre  d'arpen-- 

_^ tewr.(i322, 1340). 

0  c    b  d    a      •     »         151 5.    L'aiguille   aimantée    prenant 

une  direction  que  Ton  peut  considérer 
comme  constante  dans  une  certaine  étendue  de  terrain,  supposant  que 
les  influences  qui  peuvent  faire  varier  cette  direction  restent  les  mêmes* 
dans  rétendue  du  terrain  et  pendant  la  durée  des  observations,  on  a 
utilisé  cette  propriété  pour  construire  la  boussolcy  instrument  a  Taide 
duquel  on  peut  mesurer  les  angles,  et  par  suite  lever  les  plans  :  c'est 
le  lever  à  la  boussole  (1347). 


INSTRUMENTS.    LEUR  USAGE. 

1516.  D'après  Texposé  que  nous  venons  de  faire  des  principes  sur 
lesquels  repose  le  lever  des  plans,  on  voit  que  Ton  a  constamment  : 

r  A  déterminer  sur  le  sol  une  ligne  droite,  ou  plutôt  une  ligne  se 
projetant  sur  un  plan  horizontal  suivant  une  ligne  droite  :  c'est  ce  qu'on 
appelle  tracer  un  alignement; 

^  A  mesurer  la  longueur  d'un  alignement,  ou  mieux  de  sa  projection 
sur  un  plan  horizontal; 

3"  A  mesurer  l'angle  de  deux  alignements,  c'est-à-dire  l'angle  formé 
par  les  projections  de  ces  alignements  sur  un  plan  horizontal. 

1517."  Jalons  et  balises.  On  fixe  un  alignement  au  moyen  dejalonsy 
que  l'on  plante  de  distance  en  distance  dans  le  sol.  Ce  sont  des  baguettes 
de  1",30  environ  de  longueur,  appointées  à  l'extrémité  qui  doit  pénétrer 
dans  le  sol,  et  fendues  à  l'autre  pour  recevoir  un  voyant  ou  feuillet  de 
papier  qui  les  rend  visibles  à  une  certaine  distance. 

Pour  les  opérations  d'une  certaine  importance,  comme  pour  le  tracé 
d'une  route,  les  jalons  sont  des  piquets  ferrés  par  le  pied,  et  peints 
alternativement  dans  leur  longueur  en  couleurs  éclatante^  ordinaire- 
ment rouge  et  blanche.  Souvent  même,  pour  faciliter  l'opération  et  en 
conserver  la  trace,  quelques  jalons  sont  remplacés  par  de  grands 
signaux  appelés  balises  ;  ce  sont  de  grandes  perches,  au  sommet  des- 
quelles on  fixe  souvent  un  petit  drapeau. 
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1518.    Tracé  d'un  alignement,  i*  Si  de  Tune  dee  extrémités  A  de  Ta- 

lîgnement  on  peut  découvrir  Tautre 

^'  ^^^  Bou  au  moins  un  jalon  planté  ver- 

-,  ticaiement  en  B,  Topérateur  place 

J I j I  u»  second  jalon  en  A;  puis,  dirigeant 

A  t)  c  B  un  rayon  visuel  sur  la  ligne  qui 

anît  les  jalons  A  et  B,  il  en  fait 
planter  d'intermédiaires  par  un  aiée,  en  commençant  par  le  plus  rap- 
proché de  B,  et  en  continuant  successivement  par  ceux  qui  s'en  éloi- 
gnent davantage.  L'aide  étant  vers  le  point  C,  il  présente  le  jalon  verti- 
calement et  l'avance  à  droite  ou  à  gauche,  d'après  les  indications  que 
lui  fait  de  la  main  l'opérateur,  qui  se  tient  à  une  certaine  distance  en 
arrière  du  jalon  A.  Quand  l'opérateur  s'est  assuré,  en  visant  tangen- 
tiellement  aux  jalons  alternativement  à  droite,  k  gauche  et  même  psr 
les  sommets,  que  le  jalon  est  bien  dans  l'alignement,  il  fait  signe  à 
l'aide  de  le  planter  dans  le  sol.  Cela  fait,  on  opère  de  même  pour  le 
jalon  suivant  D  et  successivement  pour  tous  les  antres. 
V  Quand  de  l'une  des  extrémités  A^  B  onjne  peut  voir  un  jalon  ou  un 


Fig.  333. 


signal  quelconque  placé  à  l'autre  extrémité,  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
quand  les  points  A  et  B  sont  séparés  par  une  élévation  de  terrain,  deux 
opérateurs  qui  remplissent  en  même  temps  les  fonctions  d'aides,  en 
opérant  comme  dans  le  cas  précédent,  placent  simultanément^  par  un 
double  tâtonnement,  l'un  le  jalon  D  dans  l'alignement  GA,  et  l'autre  le 
jalon  G  dans  l'alignement  DB.  Les  deux  alignements  AGD  et  CDB  ayant 
une  partie  commune  CD  n'en  forment  qu'un  seul  AB. 

On  opérerait  encore  de  la  même  manière  si,  voulant  agir  en  toute 
rigueur,  les  extrémités  A  et  B  étaient  séparées  par  une  vallée  profonde, 
quoique  de  A  on  pût  distinguer  un  jalon  placé  en  B. 

Remarque.  Il  se  présente  des  cas  particuliers  où  l'on  est  obligé  d'avoir 
recours  à  d'autres  moyens  pour  placer  les  jalons  d'un  alignement;  mais 
ces  moyens  seront  mieux  compris  quand  nous  connaîtrons  les  instru- 
ments dont  on  est  alors  obligé  de  faire  usage. 
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1519.'  Chaîne  d'arpenieur.  Fiches.  La  chaîne  <l':arpcntcur  sert  à  me- 
surer les  longueurs  sur  le  terrain;  elle  est  formée  de 
tiges  en  gros  ûl  de  fer  recourbées  en  boucles  à  leurs 
extrémités  et  réunies  par  des  anneaux.  Les  anneaux 
sont  espacés  de  0")20  d'axe  en  axe.  La  chaîne  se  com- 
pose de  50  chaînons,  et  a  par  conséquent  un  décamètre 
ou  10  mètres.  Les  extrémités  sont  terminées  par  des 
l^oignées  pour  la  facilité  de  la  manœuvre.  Ces  poignées 
sont  comptées  dans  la  longueur  de  la  chaîne,  ce  qui  fait 
que  les  chaînons  extrêmes  sont  plus  courts  que  les 
autres.  De  mètre  en  mètre,  les  anneaux  de  jonction  des 
chaînons  sont  en  cuivre  pour  faciliter  la  lecture  des 
longueurs  mesurées,  et  un  appendice  articulé  sur  Tan- 
neau  du  milieu  de  la  chaîne  sert  à  faire  reconnaître  ce 
point 

Les  fiches  sont  de  petites  tiges  en  fil  de  fer  de  O'jOOi 
environ  de  diamètre,  recourbées  en  anneau  à  une  ex- 
trémité, et  appointées  à  Tautre  pour  faciliter  leur  péné- 
tration dans  le  sol. 

1520.  Pour  mesurer  la  longueur  horizontale  d'un 
aiignemeniy  l'opérateur  lient  contre  le  pied  du  jalon  de 
départ  une  des  poignées  de  la  chaîne,  et  son  aide,  ap- 
pelé porte-chaîne^  tenant  Tautre  poignée,  s'éloigne  de 
toute  la  longueur  de  la  chaîne.  Quand  l'opérateur  s'est 
assuré  que  la  chaîne  est  bien  tendue  horizontalement 
et  dans  la  direction  de  l'alignement,  il  l'indique  à  son 
aidCt  qui  plante  alors  une  fiche  dans  le  sol,  bien  verti- 
calement et  tangentiellement  à  l'intérieur  du  bord  ex* 
teneur  de  la  poignée,  comme 
^'^'  335-  l'indique  la  fig.  335.  L'opéra- 

teur et  l'aide,  en  entraînant  la 
chaîne,  avancent  dans  la  direc- 
tion de  l'alignement;  l'opéra- 
teur vient  appuyer  l'intérieur 
de  la  poignée  contre  la  fiche, 
et  l'aide  plante  une  seconde  fiche  en  prenant  les*  mêmes  précautions 
que  pour  la  première,  et  l'on  owitinue  ainsi  de  suite. 

L'aide  a  10  fiches  dans  la  main  au  commencement  de  l'opération  ;  à 
chaque  station,  il  en  plante  une  que  l'opérateur  retire  du  sol  quand  il 
quitte  le  point  où  elle  se  trouve;  lorsqu'il  les  a  toutes  en  main,  il  les 
remet  de  nouveau  a  l'aide,  et  il  prend  note  de  la  portée  ou  dizaine  de 
décamètres  mesurée. 

Do  la  manière  de  placer  les  poignées  par  rapport  à  la  fiche,  on  perd 
a  chaque  station,  de  la  longueur  totale  de  la  chaîne,  une  longueur  mn 
(•gale  au  diamètre  de  la  fiche  plus  la  somme  des  diamètres  des  fils  de 
fer  formant  les  poignées.  Il  y  a  donc  lieu  de  régler  en  conséquence  la 
longueur  de  la  chaîne  avant  de  commencer  l'opération. 
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Des  opérateurs  font  placer  par  leur  aide  la  fiche  à  Tintérieur  de  la 
poignée,  comme  cinlessus,  et  eux  appliquent  Textérieur  de  la  poignée 
contre  la  fiche.  De  cette  manière,  on  ne  perd  de  la  longueur  de  la 
chaîne  que  le  diamètre  du  fil  de  fer  d'une  poignée  à  chaque  station. 

Enfin,  un  autre  moyen  très-usité  consiste  à  tenir  les  poignées  ver- 
ticalement et  à  toujours  placer  les  fiches  k  Fextérieur  des  poignées. 
La  longueur  de  la  chaîne  est  alors  augmentée  du  diamètre  de  la  fiche 
à  chaque  station.  Ayant  eu  la  précaution  de  faire  disposer  les  côtés  ex- 
térieurs des  poignées  perpendiculairement  à  la  longueur  de  la  chaîne 
bien  tendue,  Taide,  en  serrant  avec  la  main  la  fiche  contre  la  poignée, 
ne  peut,  en  tendant  la  chaîne,  que  planter  la  fiche  verticalement. 

Variation  de  la  longueur  de  la  chaîne.  Quand  la  surface  du  sol  n'est 
pas  droite  et  horizontale,  la  chaîne  ne  reposant  plus  dans  toute  sa  lon- 
gueur, quoique  bien  tendue,  elle  prend  la  forme  d'une  courbe,  et  ses 
extrémités  sont  rapprochées  ;  c'est  à  l'opérateur  à  vérifier  combien  de 
millimètres  il  doit  retrancher  de  la  longueur  de  la  chaîne  pour  com- 
penser cette  erreur. 

La  traction  à  laquelle  on  soumet  la  chaîne  en  la  tendant  allonge 
promptement  les  anneaux  et  les  boucles  ;  c'est  pour  cette  raison  que 
quand  on  veut  opérer  avec  quelque  exactitude,  il  faut,  chaque  matin, 
et  même  pendant  le  cours  de  la  journée,  vérifier  la  chaîne  sur  une  lon- 
gueur étalon  préparée  avec  soin. 

Lorsque  le  sol  a  de  fortes  ondulations  ou  une  pente  considérable, 
quand  la  chaîne  est  tendue  horizontalement,  les  fiches  ne  sont  plus 
assez  longues  ;  alors  on  laisse  tomber  tangentiellemement  à  la  poignée 
une  fiche  plombée  ;  elle  fait  un  trou  dans  le  sol,  et  marque  la  place  de 
la  fiche  proprement  dite.  Dans  ce  cas,  des  opérateurs  remplacent  la 
fiche  plombée  par  un  bâton,  celui  de  l'équerre  ordinairement,  qu'ils 
dressent  verticalement  comme  une  fiche. 

Lorsque  la  pente  du  sol  est  longue  et  régulière,  pour  éviter  les  diffi- 
cultés que  l'on  éprouve  à  bien  tendre  la  chaîne 
Fig.  338.  et  placer  les  fiches,  et  pour  diminuer  les 

« ^    n        erreurs  qui  résultent  toujours  soit  de  la  cour- 

[  ^aî>^         bure  de  la  chaîne,  soit  du  placement  des  fi- 

i        ^y^  ches,  il  convient  de  chaîner  suivant  la  pente 

\^^,.y^^  AB  du  sol,  puis  de  déterminer  l'angle  a,  et  la 

A  distance  horizontale  cherchée  aB  est  donnée 

par  la  formule 

aB  =  ABco*«.  (1106) 

Au  lieu  de  chercher  «,  il  peut  être  plus  commode  de  déterminer  ka 
par  un  nivellement;  on  a  alors (704) 


aB  =  VAB'  — Aa*. 
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Pour  des  angles  très-petits,  cosa  différant  très-peu  de  l'unité  (1438), 
on  a  sensiblement  aB  =  AB,  et  l'on  peut  chaîner  suivant  la  pente. 

1521.  La  chaîne  d'arpenteur  est  quelquefois  un  simple  ruban  en 
acier  divisé  en  mètres  et  fractions  de  mètre  dans  sa  longueur;  elle-  a 
alors  l'avantage  de  ne  pas  s'allonger  sous  la  traction  comme  quand  elle 
est  composée  de  chaînons. 

1322.  Équerre  d'arpenteur  (1314).  C'est  un, prisme  droit  creux,  en 
¥1    337  cuivre,  dont  la  base  est  un  octogone  régulier;  4  de  ses 

^'  •  faces  latérales  diamétralement  opposées  forment  des  pin- 
nules,  c'est-à-dire  qu'on  a  pratiqué  dans  chacune  d'elles 
une  ouverture,  appelée  fenêtre ^  qui  se  prolonge  en  son 
milieu  par  une  fente  étroite,  nommée  œilleton;  un  fil 
de  soie  ou  un  crin  est  tendu  dans  l'axe  de  la  fenêtre  et 
de  l'œilleton,  parallèlement  k  l'axe  du  prisme.  Les  crins 
de  deux  faces  opposées  déterminent  un  plan  passant 
par  l'axe  de  l'équerre,  et  qu'on  appelle  plan  de  visée, 
parce  que  c'est  en  appliquant  l'œil  sur  l'œilleton  et  en 
regardant  par  la  fenêtre  opposée  qu'on  amène  ce  plan 
à  passer  par  l'olïjet  que  l'on  vise.  On  a  soin  en  construi- 
sant l'équerre  de  faire  correspondre  chaque  fenêtre  à 
l'œilleton  de  la  face  opposée. 
Les  pinnules  des  4  autres  faces  sont  de  simples  fentes 
étroites  surmontées  d'un  petit  trou  circulaire. 

Il  y  a  ainsi  dans  l'équerre  4  plans  de  visée,  dont  chacun  est  à  angle 
droit  avec  un  autre,  et  incliné  à  45-  avec  les  deux  autres  ;  ce  qui  permet 
'  de  tracer  sur  le  terrain  des  angles  de  90*  et  de  45*. 

L'équerre  s'adapte  sur  un  bâton  qui  lui  sert  de  pied,  au  moyen  d'une 
douille  qu'on  visse  au  centre  de  la  base  inférieure  de  l'équerre.  Ce  bâton 
est  ferré  en  pointe  à  son  pied,  afin  qu'on  puisse  le  planter  verticalement 
dans  le  sol. 

1525.  Vérification  de  Téqnerre.  Toutes  les  équerres  sortant  de  chez 
le  fabricant  doivent  être  exactes,  c'est-à-dire  que  les  plans  de  visée 
principaux  doivent  être  à  angles  droits,  ainsi  que  les  plans  de  visée 
secondaires,  et  les  premiers  doivent  être  inclinés  à  45**  sur  les  seconds. 

Pour  s'assurer  que  deux  plans  de  visée  sont  à  angle  droit,  on  plante 
l'instrument  aussi  verticalement  que  possible;  on  dirige  l'un  des  plans 
de  visée  vers  un  objet  éloigné,  et  le  second  plan  vers  un  autre  objet; 
puis  on  fait  tourner  l'instrument  jusqu'à  ce  que  le  premier  plan  passe 
par  le  second  objet,  et  si  le  second  plan  passe  par  le  premier  objet, 
c'est  que  les  deux  plans  forment  entre  eux  4  angles  égaux,  et  par  consé- 
quent droits.  En  opérant  de  la  même  manière  on  vérifierait  si  les  deux 
autres  plans  de  visée  sont  perpendiculaires  entre  eux ,  et  encore  s'ils 
font  des  angles  de  45*  avec  les  premiers. 

32 
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Flg.  338. 


■£^ 


1S84.  Par  un  point  C  mener  une  perpendiculaire  à  un  aUgnement  AB. 

i*  Le  point  G  étant  sur  Faiigne» 
ment,  on  plante  l'équiirre  en  C  ;  on 
dirige  un  pian  de  viaée  sur  le  jalon  B^ 
eonme  vérification  ^  le  même  plan  de 
visée  doit  passer  aussi  par  le  jalan  A; 
puis  on  fait  planter  un  jalon  D  dans 
le  plan  de  visée  perpendiculaire  au 
î  premier,  et  CD  est  la  perpendiculaire 
demandée. 

2*  Si  le  point  C  est  hors  de  Taligne- 
ment  AB,  en  tenant  un  plan  de  visée 
dans  la  direction  AB,   on  pramène 
réquerre  sur  AB,  jusqu'à  ce  que  le 
plan  de  visée  perpendiculaire  au  pre- 
mier passe  par  le  point  G,  et  GD  est 
la  perpendiculaire  demandée. 
Remarque.   On  opérerait  de  même 
"T    pour  mener  par  un  point  G  une  droite 
faisant  un  angle  de  45*"  avec  un  ali- 
gnement AB. 
152^.  Graphomètre,  Cet  instrument  se  compose  d'un  /tm6e  ou  demi- 


Fi?.  339. 


ec^^ 


Fig.  340. 


cercle  divisé  dans  les  deux  sens, 
comme  le  rapporteur  (1042J,  en  iSO* 
'  subdivisés  en  demi-degrés.  Il  est  muni 
de  deux  alidades,  ou  règles  recour- 
bées à  angle  droit  k  leurs  extrémités 
et  munies  de  pinnules  semblables  à 
celles  de  Féquerre  d'arpenteur.  Une 
des  alidades  est  fixe,  et  son  plan  de 
visée  correspond  à  la  ligne  de  foi  du 
demi-cercle,  de  0*  à  180";  l'autre  ali- 
dade est  mobile  autour  du  centre  du  demi-<jei«le ,  qu'elle  peut  par- 
courir, de  manière  que  son  plan  de  visée  fasse  un  angle  quelconque 
avec  celui  de  l'alidade  fixe.  La  grandeur  de  cet  angle  est  indiquée  sur 
le  cercle  par  l'alidade  mobile. 

Il  est  avantageux  de  remplacer  l'alidado  k  pinnules  par  une  alidade  à 
lunette  plongeante^  c'est-a-djre  mobile  autour  d'un  axe  horizontal.  Celte 
alidade  permet  de  viser  de  plus  loin,  plus  juste  et  k  des  niveaux  très- 
différents. 

L'axe  du  limbe  se  prolonge  en  dessous,  et  se  termine  par  une  sphère 
qui  s'engage  entre  deux  coquilles  dont  l'une  est  mobile.  La  coquille  fixe 
se  termine  inférieurement  par  une  douille,  qu'on  emmanche  sur  une 
tige  fixée  au  sommet  d'un  pied  k  trois  branches,  sur  lequel  on  place 
l'instrument  quand  on  veut  opérer.  Une  vis  qui  traverse  la  coquiîFe 
mobile  étant  desserrée,  on  donne  au  cercle  la  position  que  l'on  veut,  et 
on  l'v  fixe  ensuite  en  serrant  la  vis. 
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Fig.  341. 


1526.  Merurer  Vangle  A  de  deux  alignements  AB^  AC,  au  moyen  du 

graphomètre.  On  enlève  le  jalon  A,  et 
on  place  Tinstrument  de  manière  que 
son  centre  se  trouve  autant  que  pos- 
sible sur  la  verticale  passant  par  Taxe 
du  trou  laissé  par  le  jalon  (un  petit 
écart  autour  de  cette  position  n'influd 
pas  d*une  manière  sensible  sur  la  va- 
leur de  Tangle  A).  Ayant  bien  affermi 
le  pied,  on  desserre  la  coquille,  on 
amène  le  cercle  dans  une  position  ho- 
rizontale, et  de  manière  que  le  plan 
de  visée  de  Talidade  fixe  passe  par  le 
jalon  B  ;  on  serre  la  coquille,  et,  sans  secousse,  on  fait  tourner  Tali- 
dade  mobile  jusqu'à  ee  que  son  plan  de  visée  contienne  le  jalon  G.  On 
Ut  alors  sur  le  limbe  la  valeur  de  Tangle,  on  plutôt  la  valeur  de  Tangle 
réduit  à  Thorizon. 

Sur  le  limbe  se  trouve  ordinairement  une  petite  boussole  qui  donne 
l'angle  formé  par  le  côté  AB  avec  la  direction  nord-sud  (1331).  Cela 
permet  d'orienter  l'angle  BAC  et  par  suite  tout  le  plan  dont  les  points 
A,  B,  G  foat  partie. 

4527.  Vemier,  Pour  donuer  plus  d'exactitude  à  la  lecture  des  angles 
fournis  par  le  graphomètre,  à  chaque  extrémité  de  l'alidade  mobile  on 
a  grayé  un  vemier.  C'est  un  appareil  à  l'aide  duquel  on. atteint  le  môme 
buiqu'a^rec  l'échelle  topographique  (fig.  230).  Il  peut  être  circulaire, 
comme  dans  le  graphomètre,  ou  rectiligne  {/ig.  342  et  343). 
Soit  une  règle  AB  divisée  en  parties  égales  d'une  longueur  connue, 

et  une  seconde  règle,  ou  ver- 
nier  propremei^^t  dit  CD,  glis- 
santdansune  rainure  lelong 
de  la  première.  La  longueur 
de  CD  étant  égale  à  un  nom- 
bre entier,  5  par  exemple, 
de  divisions  de  AB,  et  cette  longueur  étant  partagée?  en  5  + 1  parties 

égales»  6  parties  de  CD  en  valent  5  de  AB,  une  seule  en  vaut  -,  et  la 

différence  de  ces  parties  est  égale  à  ~  de  la  dernière  ;  par  conséquent 

si  deux  divisions  corre^q^ondent  sur  les  deux  règles,  les  !'•,  2«,  3*...  divi- 
sions à  droite  et  à  gauche  du  point  de  coïncidence  seront  respectivement 

1     2    3 


Fig.  342. 


t    4 


•y  1.1.»  .1 


i    I    I    n 


sur  CD  en  avance  sur  celles  de  AB,  de 

Fig.  343. 


6' 


0     1       t     s      (      s      6 

*•  1    r    1    1       1  -1 

il     1  M     1     1         1     f    t    1     i     II 

A      15     fC 


g,  -  ...  d'une  partie  de  AB. 

Cela  établi ,  supposons 
qu'un  objet  appliqué  contre 
la  règle  AB,  a  partir  du  0  de 
cette  règle,  fasse  avancer  le 
vemier  jusqu'aa  poini  e;  la 
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longueur  de  cet  objet  sera  égale  à  15  parties  de  ÂB,  plus  ce  ou  ^  d*une 

partie  de  AB. 

Le  vernier  du  graphomètre  s*étend  sur  29  divisions  du  limbe,  de  cha- 
cune un  demi-degré,  et  il  est  divisé  en  30  parties  égales;  il  en  résulte 
que  la  différence  entre  une  division  du  limbe  et  une  du  vernier 

est  —  de  un  demi-degré  ;  ainsi  ce  vernier  permet  de  lire  la  valeur  des 

angles  à  une  minute  près. 

1528.  Vérification  du  grapho?nètre.  En  mesurant  les  trois  angles 
d'un  triangle,  la  somme  des  valeurs  trouvées  est  égale  à  180*"  si  le  limbe 
est  bien  divisé.  De  même,  en  mesurant  tous  les  angles  consécutifs  for- 
més autour  d'un  même  point  par  plusieurs  directions,  la  somme  des 
valeurs  trouvées  doit  être  égale  à  360*. 

1329.  La  base  de  chaque  pinnule  occupant  sur  le  limbe  un  arc  d*en- 
viron  12%  on  ne  peut  mesurer  directement  que  des  angles  supérieurs 
à  6*  et  inférieurs  k  174".  Quand,  par  exception  bien  rare,  on  a  k  mesu- 
rer des  angles  hors  de  ces  limites,  on  mesure  deux  angles  dont  la  diffé- 
rence ou  la  somme  soit  égale  à  Tangle  cherché. 
1550.  Equerre-graphoTtiètre  ou  pantomètre.  Cet  instrument  peutser- 
Fîg.  344.  vir  k  la  fois  d'équerre  et  de  graphomètre.  Il  est  com- 

posé d'un  cylindre  fixe  a,  percé  d'un  seul  plan  de 
visée  déterminé  d'un  côté  par  une  simple  fente  et  de 
l'autre  par  une  fenêtre  avec  fil  (1322),  et  d'un  cylin- 
dre supérieur  6,  percé  de  deux  plans  de  visée  k  angle 
droit  et  déterminés  comme  celui  du  cylindre  a  par 
une  fente  d'un  côté  et  une  fenêtre  de  l'autre.  Le  cy- 
S-ÇT^  -^  lindre  b  est  mobile  sur  celui  a,  et  on  lui  imprime 
d^  son  mouvement  k  l'aide  d'une  crémaillère  intérieure 

A_4  qï^i  s'engrène  avec  un  pignon  monté  sur  un  axe  por- 

tant une  tête  d.  Cette  disposition  permet  de  faire 
_J  mouvoir  le  cylindre  b  sans  secousse.  Le  cylindre  a  est 

surmonté  d'un  cercle  argenté  divisé  en  360*,  le  0  correspondant  k  la  fente 
du  plan  de  visée,  et  le  cylindre  b  se  termine  inférieurement  par  une 
couronne  portant  un  vernier  dont  le  0  correspond  k  la  fente  de  l'un 
des  plans  de  visée.  Enfin  le  cylindre  b  porte  une  boussole  c  sur  son 
fond  supérieur. 

On  peut  se  servir  du  cylindre  supérieur,  abstraction  faite  du  cy- 
lindre a,  comme  d'une  simple  équerre  pour  mener  des  perpendicu- 
laires (1324).  Par  l'emploi  simultané  des  deux  cylindres,  on  peut  me- 
surer un  angle  comme  avec  le  graphomètre  (1326).  Ainsi,  disposant 
l'instrument  sur  un  pied  k' trois  branches  au  sommet  A  de  l'angle 
[fig.  341),  on  dirige  le  plan  de  visée  du  cylindre  a  vers  le  point  B;  puis 
on  fait  tourner  le  cylindre  b  jusqu'k  ce  que  son  plan  de  visée  corres^ 
pondant  au  0  du  vernier  passe  par  le  point  C,  et  la  valeur  de  l'angle 
BAC  se  lit  sur  le  cercle  qui  surmonte  le  cylindre  a,  au  moyen  du  ver- 
nier que  porte  le  cylindre  6.  La  boussole  c  sert  k  orienter  l'angle  BAC. 
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1551.  Boussole  (1315).  L'aiguille  aimantée  reposant  librement  par 
«on  centre  sur  un  pivot,  elle  prend,  sur  une  certaine  étendue  de  ter- 
rain, une  direction  qui  fait  un  angle  a  peu  près  constant  avec  la  direc- 
tion nord-sud  du  méridien  terrestre.  Cet  angle,  appelé  la  déclinaison 
de  Taiguille,  est  en  ce  moment  à  Paris  de  20°5',  mesurés  du  nord  vers 
Touest,  c'est-à-dire  de  droite  à  gauche  pour  l'observateur  qui  regarde 
vers  le  nord. 

.  L'angle  de  déclinaison  varie  d'un  lieu  à  un  autre,  et  avec  le  temps 
il  varie  pour  un  même  lieu.  A  Paris,  en  1580,  époque  des  premières  ob- 
servations faites  sur  la  déclinaison  de  l'aiguille  aimantée,  la  déclinaison 
était  orientale  et  de  11*30';  en  1663,  l'aiguille  aimantée  marquait  le  vrai 
Nord;  puis  elle  a  passé  à  l'ouest,  en  s'écartant  de  plus  en  plus  jusqu'à 
1785  à  1835,  époques  entre  lesquelles  la  déclinaison  est  restée  entre 
22"  et  22*30'.  Depuis  1835,  l'aiguille  a  une  tendance  a  se  rapprocher  du 
méridien  terrestre. 

Un  plan  s'oriente  en  y  figurant  par  une  flèche  la  direction  du  méri- 
dien terrestre.  A  l'aide  de  la  boussole,  on  détermine  sur  le  plan  la  di- 
rection du  méridien  magnétique,  et  l'angle  de  déclinaison  permet  de 
tracer  la  ligne  nord-sud  astrojaomique. 
Vazimuth  magnétique  d'une  droite  est  l'angle  que  forme  sa  projec- 
tion sur  unrplan  horizontal  avec  la  direction  de  l'ai- 
ig.  3*5-         guille  aimantée,  cet  angle  se  mesurant  en  partant  du 
nord  de  l'aiguille  et  allant  à  gauche  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  droite.  Comme  il  y  a  deux  rencontres,  il  y 
a  deux  azimuths  magnétiques,  un  pour  chacun    des 
sens  CA  et  CB  de  la  droite;  l'un  NCA  varie  de  0"  à  180* 
pendant  que  l'autre  NCO  +  OCB  varie  de  180*  à  360%  et 
leur  différence  est  toujoui*s  égale  à  180*. 
La  boussole  d'arpenteur  [Jig,  346)  est  une  boîte  en 
bois  carrée  à  l'extérieur  et  cylindrique  à  l'intérieur.  Elle  peut  tourner 
à  frottement  autour  d'un  axe  vertical  pris  dans  un  genou  à  coquilles 
semblable  à  celui  du  graphomètre  (1325),  et  on  la  pose  sur  un  pied  à 
trois  branches  pour  opérer.  Le  dessus  de  la  boîte  est  fermé  par  un  verre, 
qui  permet  de  voir  à  l'intérieur. 

L'aiguille  aimantée , 'est  azurée  du  côté  qui  se  dirige  vers  le  nord  N; 
elle  porte  en  son  milieu  une  chape  en  agate,  par  laquelle  elle  repose 
«ur  un  pivot  en  acier  qui  s'élève  au  centre  de  la  boîte  perpendiculai- 
rement à  son  fond.  Les  extrémités  de  l'aiguille  se  meuvent  sur  un  cer- 
cle de  0",10  à  0",20  de  diamètre,  divisé  en  360*,  subdivisés  en  demi-de- 
grés. La  graduation  va  de  0*  à  360»  en  allant  de  gauche  à  droite  pour 
l'observateur  placé  au  centre,  et  la  ligne  de  foi,  qui  va  de  0*  à  180°,  est 
parallèle  à  deux  côtés  de  la  boîte.  Latéralement  à  celui  de  ces  côtés  situé 
près  de  la  division  90*,  est  fixé  un  coff're  en  bois  mobile  autour  d'un 
axe  situé  dans  le  prolongement  du  diamètre  270*,  90*.  Ce  coffre  fait 
fonction  d'alidade,  et  à  cet  effet  chacune  de  ses  extrémités  est  fermée 
par  une  plaque  métalliaue  percée  d'un  petit  trou  circulaire  servant 
d'oeilleton  et  d'une  fenêtre  à  fil  (1322).  L'œilleton  de  chaque  pinnule 
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correspond  à  la  fenêtre  de  Tautre,  ce-  qui  permet  de  viser  dans  les  deux 
âens.  Du  reste,  les  deux  plans  de  visée  coïncident  et  sont  parallèles  an 
diamètre  0%  180\ 

Sur  le  côtxi  do  la  boîte  parallèle  à  Falidade,  et  sur  l'un  des  côtés  per- 
pendiculaires, on  dispose  quelquefois  deux  petits  niveaux  à  bulle,  qui 
guident  pour  placer  Tappareil  bien  honzonial.  A  défaut  de  ces  niveaux, 
la  propriété  qu*a  Taiguillc  de  se  placer  horizontalement,  quand  elle  est 
tout  k  fait  libre,  guide  pour  amener  l'appareil  dans  cette  position, 
puisqu'alors  Faiguille  affleure  le  limbe  par  ses  deux  extrémités. 

La  boussole  est  recouverte  d'un  verre  transparent,  et  op  peut  la 
fermer  complètement,  quand  on  n'opère  pas,  à  l'aide  d'une  planchette 
Am  bois  qui  s'adapte  dans  une  coulisse.  Une  petite  tige,  que  l'on  fsài 
lUiOnter  ou  descendre  en  poussant  à  droite  ou  à  gauche  un  bouton  sail- 
lant sur  la  boîte,  permet  de  rendre  l'aiguille  libre,  ou  de  l'appliquer 
contre  le  verre  après  l'opération  pour  éviter  que  le  pivot  ne  s'émoussc. 
Le  cofiFre  alidade  porte  quelquefois  une  lunette  qui  permet  d'opérer 
il  de  plus  grandes  distances. 

La  mobilité  du  coffre  et  par  suite  de  la  lunette  autour  de  l'axe  situé 

dans  le  prolongement  du  diamètre  270",  90°  permet  de  viser  les  points 

situés  a  des  niveaux  très-différents. 

Pour  déterminer  Fazimuth  du  sens  AB  d'un  alignement  AB,  on  place 

la  boussole  horizontalement  sur  son  pied,  en  faisant  en 

sorte  que  le  plan  de  visée  de  l'alidade  coïncide  aussi 

exactement  que  possible  avec  AB;  l'angle  aGO"— NCB', 

que,  dans  le  cas  de  la  figure,   C0°  fait  avec  CN,  à 

gauche  de  CN ,  est  l'azimuth  cherché,  dont  la  valeur 

est  indiquée  directement  par  CN  sur  le  limbe  de  la 

boussole. 

Pour  déterminer  l'angle  que  deux  alignements  font 
entre  eux,  plaçant  le  point  D  de  la  boussole  au  som- 
met de  l'angle,  on  détermine,  en  opérant  comme  îl 
vient  d'être  indiqué  pour  trouver  un  azimuth,  les  an- 
gles formés  par  les  alignements  avec  la  direction  CN 
de  l'aiguille,  et  selon  que  CN  est  dans  l'angle  cherché 
ou  en  dehors,  celui-ci  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  dif- 
férence des  deux  angles  trouvés. 

Il  est  impossible  que  le  point  D  de  la  boussole  reste 
au  sommet  de  l'angle  sans  changer  l'instrument  de 
place  ;  mais  l'erreur  que  l'on  commet  en  ne  prenant 
pas  cette  précaution  est  si  faible,  qu'on  se  dispense 
d'y  avoir  égard. 


Fig.  348. 
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i3S2.  Pilafnoketie  (1311).   Cet  instrument  n'est  autre  chose  qu'une 


Pig.  M7. 


planche  à  dessiner  (1648)  munie  à  son  oenire 
d'une  tige  à  boule  maintenue  par  une  co- 
quille, comme  le  graphomètre  (1325),  ei  qu'on 
place  sur  un  piod  k  trois  branches  pour  opé- 
rer. On  remplace  quelquefois  le  genou  à  co- 
quille par  un  genou  dit  k  la  Cugnot^  qui  est 
formé  de  deux  axes  rectangulaires  horizon- 
taux placés  l'un  au-dçssus  de  l'autre,  et  au- 
tour de  chacun  desquels  la  planchette  peut 
s'incliner.  Avec  cette  disposition,  plus  so- 
lide que  la  précédente,  la  planchette  peut 
également  être  inclinée  dans  tous  les  sens  quand  les  axes  sont  des- 
serrés. Afin  de  pouvoir  tourner  la  planchette  sans  lui  faire  perdre 
l'horizcmtalité  qu'on  lui  a  donnée  en  la  mettant  en  station,  on  la  remd 
quelqudbis  mobile  autour  de  son  axe  vertical,  celui-ci  restant  fixe 
eomme  la  partie  inférieure  du  pantomètre  (1330).  Cette  disposition  est 
aussi  employée  pour  la  boussole  d'arpenteur  (1331). 

Sur  la  £Bice  supérieure  de  la  pUinchelte  on  colle  la  feuille  de  papier  k 
dessiner.  11  y  a  des  planchettes  nvnnies  de  rouleaux  en  bois  placées 
longitudinalanent  à  deux  de  lenrs  arêtes  parallèles;  ces  rouleanx  ser- 
"vent  k  fixer  la  feuille  de  papier  quand  elle  a  des  proportions  qui  ne  per- 
m^eut  pas  de  la  coller  sur  la  planchette. 
L'emploi  de  la  planchette  exige   qu'on 


Fig.  348. 


lasse  usage  de  YaUdadR^ 
qui  n'est   autre  chose 
qu'une  règle  en  cuivre 
gamif  k  chaque  extré- 
mité d'une  pinnule  sem- 
blable k  celles  du  gra- 
phomètre. Le  plan  de 
visée  ou  de  collimation 
contient  nne  arête  de  la 
règle,  de  sorte  que  Ta- 
lidadc  étant  placée  sur  la  plam;hf<tte  disposée  horizontalement,  une 
ligne  tracée  le  long  de  cette  arête  est  la  projection  horizontale  sur  le 
papier  de  l'alignement  déterminé  par  le  plan  de  visée  de  l'alidade. 
Pour  vérifier  ime  alidade,  on  trace  sur  la  feuille  de  papier  collée  sur 

la  planchette  la  projection  horison- 
tale  d'un  alignement;  retournant  l'a- 
lidade, on  fait  ccnfncider  son  arèle 
avec  la  projection  qu'ion  vient  de 
tracer,  et  si  dans  cette  position  -son 
plan  de  visée  «flt  encore  dans  la  di- 
rection du  même  alignement,  c'est 
qae  l'alidade  est  exacte. 
Povr  relever  avec  la  plaoocèfette 
^  l'angle  «formé  par  deux^lignementi 


Fig.  349. 
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AB,  ÀC,  on  place  rinstrument  au  sommet  A,  de  manière  que  la  verti- 
cale contenant  le  point  A  rencontre  la  planchette  en  un  point  a  qui  per- 
mette de  donner  aux  côtés  ab  et  ac  une  longueur  convenable.  On  amène 
la  planchette  dans  une  position  horizontale,  en  se  guidant  avec  un  petit 
niveau  à  bulle  d'air.  Alors  on  détermine  le  point  a  aussi  exactement 
que  possible  ;  la  tringle  recourbée  représentée  Jlg.  350  est  très-conve- 
Fig.  350.  nable  pour  cette  opération  ;  on  lui  fait  embrasser  la 

planchette,  et  amenant  le  petit  fil  k  plomb  qu'elle  porte 
au-dessus  du  point  A  du  sol,  l'extrémité  supérieure 
de  la  tringle  indique  la  position  du  point  a  sur  la 
feuille  de  papier.  Il  est  à  remarquer  qu'un  petit  écart 
du  point  a  autour  de  la  verticale  passant  par  A  n*iuflue 
pas  d'une  manière  sensible  sur  la  valeur  de  l'angle. 
Gomme  l'indique  la  figure  347,  h  l'aide  d'un  petit  fil  à  plomb  tendu 
sur  la  planchette  successivement  suivant  ab  et  suivant  une  perpendi- 
culaire a  abj  on  peut  déterminer  deux  plans  verticaux  dont  l'intersec- 
tion Xa  est  verticale  et  reporte  le  point  A  du  sol  au  point  a  de  la  feuille 
de  papier. 

La  planchette  étant  disposée,  on  place  l'alidade  de  manière  que  son 
arête  passe  par  un  point  a  et  que  son  plan  de  visée  contienne  le  point  B 
[fig.  349),  et  la  droite  ab  qu'on  trace  le  long  de  l'arête  de  l'alidade  est  la 
projection  de  l'alignement  AB  sur  la  feuille  de  papier.  On  trace  de  même 
la  projection  ac  de  l'alignement  AC,  et  l'angle  bac  est  l'angle  cherché. 
On  aurait  sa  valeur  en  degrés  au  moyen  du  rapporteur  (1042). 

1333.  Déclinatoire.  G*est  une  petite  boussole  sans  alidade,  dont  la 
^  boîte  est  rectangulaire.  Les  grands  côtés  de  cette 
'^'      *  boîte  sont  parallèles  à  la  direction  O""  0**  du  limbe, 

et  ils  servent  de  règles  pour  tracer  la  ligne  d'orien- 
tation d'un  angle  ou  d'un  plan  qu'on  lève  à  la  plan- 
chette.. A  chaque  extrémité  de  la  boîte  il  y  a  seule- 
ment une  portion  de  limbe.  Chacune  de  ces  portions 
porte  les  mêmes  divisions,  de  0*  à  35*  seulement,  à 
droite  et  à  gauche  de  0°;  d'où  il  résulte  qu'aux  deux 
extrémités  de  l'aiguille  On  lit  le  même  angle  sur  le 
limbe. 

L'angle  BAC  étant  relevé  et  la  planchette  étant  en- 
core en  station  {fig,  349),  on  place  le  déclinatoire 
sur  la  feuille  de  papier,  et  on  le  fait  tourner  jusqu'à 
ce  que  l'aiguille  coïncide  avec  le  diamètre  0*  0**  du  limbe;  alors  traçant 
une  droite  en  se  servant  du  grand  côté  de  la  boîte  comme  règle,  elle 
déterhiine  la  direction  du  méridien  magnétique,  et  connaissant  l'angle 
de  déclinaison  on  trace  la  direction  du  méridien  terrestre  (1331). 

Pour  orienter  un  plan,  on  le  fixe  sur  la  planchette;  on  met  celle-ci 
en  station,  et,  à  l'aide  de  l'alidade,  on  fait  coïncider  l'une  des  droites 
du  dessin  avec  l'alignement  qu'elle  représente.  Alors,  au  moyen  du  dé- 
clinatoire, on  trace  sur  le  plan  la  direction  du  méridien  magnétique, 
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puis  celle  du  méridien  astronomique,  en  opérant  comme  on  vient  de  Fin* 
diquerpourFangle  BAC. 

1534.  Cercle,  Théodolite.  Le  cercle  est  un  graphomètre  perfectionné, 
dans  lequel  le  limbe  est  un  cercle  entier  (1325). 

Il  se  compose  d'un  arbre  vertical  fixé  au  centre  d*un  pied  métallique 
à  trois  brancbes,  portant  chacune  k  son  extrémité  une  vis  calante. 
C'est  par  ces  vis  que  l'appareil  repose  sur  le  pied  ordinaire  en  bois 
quand  on  veut  opérer,  et  en  les  serrant  plus  ou  moins  on  amène  le 
cercle  dans  la  position  horizontale. 

La  moitié  environ  de  la  longueur  de  Tarbre  vertical  sert  d'axe  k  un 
manchon  auquel  est  fixé  le  cercle;  de  sorte  que  le  cercle  peut  tourner 
librement  autour  de  TarlH'e.  Une  vis  de  pression  rend  à  volonté  le  cer- 
cle solidaire  avec  Tarbre  et  s'oppose  à  son  mouvement,  et  une  vis  de 
rappel  fixée  au  pied  de  l'arbre  permet,  quand  la  vis  de  pression  n'est 
que  légèrement  serrée,  de  donner  au  cercle  un  mouvement  sans  se* 
cousse  aussi  petit  que  l'on  veut.  Cette  disposition  permet  de  terminer 
d'amener  exactement  la  lunette  dans  la  direction  du  point  visé. 

La  moitié  supérieure  de  l'arbre  est  entourée  d'un  second  manchon, 
qui  porte  à  sa  partie  inférieure  une  alidade,  et  à  sa  partie  supérieure 
la  lunette  de  visée.  L'alidade  est  sans  pinnule;  chacune  de  ses  extré- 
mités porte  seulement  un  vemier  qui  court  sur  le  cercle,  ce  qui  per- 
met de  faire  deux  lectures  de  l'angle  relevé;  si,  par  suite  d'une  mau- 
vaise division  du  cercle,  les  deux  lectures  ^ne  donnaient  pas  la  même 
valeur,  on  prendrait  la  moyenne  des  deux  valeurs  trouvées.  A  l'une  des 
extrémités  de  l'alidade  se  trouve  une  vis  de  pression  qui  la  fixe  à  vo- 
lonté au  cercle,  ainsi  que  le  manchon  supérieur  et  la  lunette.  Une  vis 
de  rappel  que  porte  la  même  extrémité  de  l'alidade  permet  encore  d'a- 
mener exactement  l'axe  optique  de  la  lunette  dans  la  direction  du  point 
visé. 

Sur  le  cercle  est  fixé  un  petit  niveau  à  bulle  d'air  qui  guide  pour  le 
rendre  horizontal. 

Lorsque  les  deux  vis  de  pression  sont  desserrées,  les  deux  man- 
chons, et  par  suite  le  cercle  et  la  lunette,  sont  indépendants  et  peu- 
vent prendre  des  mouvements  quelconques  autour  de  l'arbre.  En  serrant 
seulement  la  vis  de  pression  supérieure,  les  deux  manchons,  et  par 
suite  le  cercle  et  la  lunette,  deviennent  solidaires,  et  alors  leur  ensemble 
peut  tourner  tout  à  la  fois  autour  de  l'arbre.  En  serrant  seulement  la 
vis  de  pression  inférieure,  le  cercle  devient  fixe,  et  le  manchon  supé- 
rieur peut  seul  tourner  avec  la  lunette  et  son  alidade.  Quand  les  deux 
vis  de  pression  sont  serrées,  tout  le  système  reste  fixe. 

Pour  la  facilité  des  lectures,  la  ligne  de  foi  de  l'alidade  est  ordinai- 
rement à  angle  droit  avec  le  plan  de  visée  ou  de  collimation. 

La  lunette  oscille  autour  d'un  axe  horizontal  fixé  au  manchon  supé- 
rieur, ce  qui  permet  de  viser  des  points  situés  à  des  niveaux  différents. 
Elle  porte  souvent  une  alidade  qui  se  meut  sur  un  arc  de  cercle  ver- 
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tfcal  ;  qmnd  VmàeK  4e  o^tte  «îidftde  «arvespond  «vi  ^6  de  Tare,  c'est  ^q«e 
la  lunette  est  horizontale,  et  au  point  où  s'arrèle  l^Rdex  q>Q«iid  l'iule 
09>tique  passe  par  le  point  visé,  on  lit  la  vaLear  de  l'angle  lormé  avec 
Thorizontale  par  la  droite  qu'on  relève^  angle  qu'il  est  souveat  utile 
de  connaître.  Dans  les  cercles  ordinaires,  l'arc  ne  s'étend  guère  que  sur 
une  étendue  de  45"  de  chaque  côté  du  0*,  ce  qui  ne  permet  pas  de  me- 
surer des  inclinaisons  supérieures  à  cette  limite. 

Il  y  a  des  appareils  dans  lesquels  l'arc  vertical  est  remplacé  par  .un 
cercle  complet;  ce  sont  des  Théodolites;  le  cercle  inférieur  est  ap^ielë 
cercle  azimutal,  et  celui  supérieur  est  dit  verticaL 

Ordinairement  les  cercles  sont  jnunis  d'une  seconde  lunette  axée  4Ui 
manchon  inférieur  et  dite  lunette  témoin  ou  de  repère.  On  dirige  ceJÉe 
lunette  vers  un  point  fixe  éloigné  quand  l'appareil  est  en  piaœ  et  que 
Talidade  correspond  au  0*"  du  cercle;  de  légers  mouvements  qu'elle  peiU 
prendre  permettent  toujours  de  l'amener  vers  un  point  fixe  convenable;, 
et  une  vis  de  pression  l'y  maintient.  Si  le  cercle  bougeait  pendanl 
qu'on  relève  un  x)u  plusieurs  angles  ayant  même  commet,  la  lunette  té- 
moin cesserait  d'être  dirigée  vers  le  point  de  repère,  et  il  faudrait  re- 
commencer Topération. 

Pour  relever  un  .angle  BAC  avec  le  cercle  (;î^.  341],  au  sommet  A 
on  dispose  l'appareU  sur  un  pied  à  trois  branches  comme  le  grapho- 
mètre  (1325),  et  à  l'aide  des  vis  calantes  on  rend  le  cercle  bien  horizon- 
tal; cela  fait,  on  amène,  à  la  main  d'abord,  puis  k  l'aide  de  la  vis  de 
rappel  supérieure,  l'Index  de  l'alidade  sur  le  0*"  du  cercle.;  on  rendies 
deux  maiacbons  solidaires  l'un  ile  l'autre,  et,  avec  la  main  d'abord,  puis 
au  moyen  delà  vis  de  rappel  inférieure,  on  fait  tourner  toui  l'appareil 
jusqu'à  ce  que  l'axe  optique  de  la  lunette  principale  soit  dans  la  direo- 
tion  du  c6té  AB  de  l'angle.  On  serre  alors  la  vis  de  pression  inférieure, 
et  on  dirige  la  lunette  témoin  sur  un  point  de  repère;  puis  on  desserre 
la  vis  de  piression  supérieure,  et  amenant  la  lunette  principale  dans'la 
direction  du  côté  AC,  l'alidade  indique  la  valeur  de  l'angle  BAC  sur  le 
cercle.  Si  l'on  avait  plusieurs  angles  ayant  le  même  sommet  A,  on  ne 
desserrerait  pas  la  vis  de  pression  inférieure;  Talidade  indiquerait  les 
valeurs  des  angles  formés  parr  les  divers  côtés  avec  le  premier  AB,  c?tpar 
de  simples  scrustractions  on  aurait  les  valeurs  cberchées. 

133S.  ^Répétition  des  angles.  En  mesurant  un  angle  avec  un  instru- 
ment quelconque,  on  peut  commettre  des  erreurs  de  deux  sortes  :  les 
unes,  dîtes  de  pointé ^  et  les  autres  de  lecture.  Les  premières  pronennenl 
de  ce  que  Talidade  ou  la  lunette  n'est  pas  dirigée  exactement  suivant 
les  côtés  de  l'angle  ;  les  secondes,  de  ce  que  les  divisions  des  instruments 
ne  sont  jamais  parfaitement  exactes,  et  de  ce  que  !e  vemîer  ne  permet 
pas  d'évaluer  rigonreusement  les  fractions  de  ces  divisioipis. 

Avec  un  cercle  bien  établi  (1334),  Tin  obserrateur  exercé  commet  des 
eîTcuTS  de  pointé  qui  peuvent  encore  atteindre  ime  seconde.  Qviatft  à 
VeiTenr  de  lecture,  on  peut  la  rendre  aussi  petite  qu'on  veut  k  Faitte 
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d'une  méthode  qui  consiste  k  répéter  Fangle  i  mesurer.  Soit  BAC  e€* 
angle  ;  on  le  mesure  une  première  fois  cmmne  il 
*^  ^^  a  été  Indiqué  (!3ï4')  ;  puis,  rendant  la  Itmeflte  «oK- 

daîre  avec  le  cercle,  on  la  ramène  dans  la  dwec- 
lion  de  AB;  le  0*  du  cercle  vient  am  ]>oiHt  b\  tel 
que  Ton  a  6'A6  =  bAc;  on  fixe  le  cercle  dans  cette 
position,  et  rendant  libre  la  lunette,  on  la  ramène 
dans  la  direction  Â€  ;  Talidade  indique  alers  «ur 
le  cercle  l'angle  fc^AcrsfèAc.  Rendant  de  «ou-*' 
veau  la  lunette  solidaire  avec  le  cercle  ;  en  T^ime- 
nant  dans  la  direction  AB,  le  0*  viendra  au  point 
6",  qui  donne  b"kb  =  26Ac  ;  puis  faisant  ai^noer 
!a  lunette  jusqu^k  la  direction  A€,  Falidade  indiqnera  sur  9>e  oetpc^e  Tan- 
gle  &"Ac  =  36Ac.  Opérant  ainsi  de  suite,  on  répétera  sur  le  cercle  Tangle 
bAc  autant  de  fois  que  Ton  voudra,  soit  10  fois  par  exemple.  Comme  il 
n'y  a  pas  de  raison  pour  que  Terreur  de  lecture  soit  moindre  pour 
Tangle  simple  que  pourTangle^O  fois  plus  grand  indiqué  par  Talidade, 
puisque  les  inégalités  des  divisions  du  cercle  se  compensent  nécessai- 
rement sur  une  certaine  étetidue,  en  divisant  par  10  Tangle  trouvé,  on 
aura  Tangle  cherché  avec  une  erreur  10  fois  moindre.  Comme,  de  plus, 
on  aura  une  'moyenne  des  erreurs  dues  aux  évaluations  des  fractions 
de  division,  et  une  moyenne  des  erreurs  de  visée,  on  n'aura  pas  k 
craindre  une  erreur  considérable  ponr  ces  deux  causes. 

Lorsque  le  cercle  est  garni  de  deux  lunettes,  on  peut  faire  la  répéti- 
tion des  angles  par  la  manœuvre  alternative  des  deux  lunettes,  en  sui- 
vant une  marche  analogue  k  la  précédente, 

t^SS9,  Triangulation  (i31î).  Lorsqu'on  mesure  des  angles  unique- 
mpent  pour  les  rapporter  sur  le  papier,  on  peut  se  contenter  de  l'esao- 
titude  que  donne  le  graphomètre  (1325),  les  procédés  graphiques  ne 
permettant  guère  «ne  approximation  supérieure  k  un  quart  de  degpé 
dans  k  dessin  d^un  angle  ;  mais  lorsqu'il  s'agit  d'opérations  géodésiqwes 
s'étendant  sur  une  grande  étendue  de  pays,  une  province  ou  im  dépar- 
tement par  exemple,  on  a  recours  au  cercle  (1334)  pour  .mesurer  4es 
angles.  De  plus,  comme  la  mesure  des  longueurs  est  difficile  et  sujette 
k  des  erreurs,  on  les  évite  en  mesurant  avec  le  plus  grand  soin  ane 
seule  base  dans  une  position  favorable,  et  l'on  rattache  k  cette  t)ase  un 
réseau  de  triangles  qui  couvre  tout  le  pays.  L'un  de  ces  triangles  a  la 
Itose  pour  côté,  et  chaque  triangle  a  un  côté  commun  avec  au  moins 
un  des  triangles  voisins;  ce  qui  permet,  en  partant  de  la  base,  de 
résoudre  successivement  tous  les  triangles  en  ne  mesurant  que  des 
angles  (H28). 

Pour  mesurer  la  base ,  on  emploie  deux  règles  en  bois  de  chacune 
4  mètres  de  longueur,  que  Ton  place  successivement  l'une  au  bout  de 
l'autre  ;  on  les  pose  sur  des  pièces  de  bois  rendues  bien  horizontales  au 
moyen  de  chevalets  k  vis. 

©ans  la  crainte  de  déplacer  une  règle  en  posant  l'autre  k  son  extré-^ 
mité,  on  laisse  entre  elles  une  certaine  distance,  que  l'on  mesure  avec 
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une  petite  langi^ette  graduée  qui  se  meut  à  coulisse  dans  rextrémité  de 
Tune  des  règles.  Un  bouton  que  Ton  tourne  permet  d'amener  sans  choc 
la  languette  au  contact  de  Tautre  règle.  La  languette  est  divisée  en 
millimètres,  et  un  vernier  (1327)  tracé  sur  la  règle  permet  d'évaluer  les 
dixièmes  de  millimètre. 

LEVERS  AU  MÈTRE. 

1557.  Leûer  aa^nètre  par  cheminement.  Le  lever  au  mètre  s'effectue 
^  de  dififérentes  manières  suivant  l'état  du  terrain,  mais  toujours  en  ne 

se  servant  que  de  la  chaîne  ou  de  tout  autre  instrument  k  mesurer  les 
longueurs,  pour  lever  les  projections  horizontales  soit  des  alignements, 
£oit  des  angles. 
Le  polygone  ÂBCDË  étant  le  terrain  a  lever,  on  commence  par  faire 
sur  une  feuille  du  carnet  un  croquis  aussi 
exact  que  possible  de  ce  polygone;  c'est  ce 
qu'on  pourrait  appeler  le  lever  à  vue  du  ter- 
rain. Cela  fait,  on  parcourt  le  contour  du  po- 
lygone en  mesurant  les  longueurs  horizon- 
tales des  côtés  et  en  levant  les  angles.  Pour 
lever  un  angle  B,  à  partir  du  sommet  B,  on 
prend  sur  les  côtés  deux  longueurs  horizon- 
tales B«,  B/,  égales  ordinairement  à  la  lon- 
gueur 10  mètres  de  la  chaîne;  on  mesure  la 
distance  horizontale  ef^  et  les  trois  côtés  de  la  projection  horizontale 
du  triangle  Be/  étant  connus,  on  pourra  la  construire  sur  le  plan,  et 
par  suite  aussi  la  projection  de  l'angle  B.  On  a  soin  d'inscrire  les  ré- 
sultats sur  le  croquis  à  mesure  qu'on  les  obtient.  Lorsqu'on  rapportera 
le  plan,  le  polygone  se  fermera  complètement  si  les  résultats  sont  exacts. 
€e  mode,  appelé  lever  au  mètre  par  cheminemhnty  est  applicable  à  un 
terrain  quelconque,  quand  son  contour  est  accessible,  soit  que  ce  ter- 
rain soit  couvert  d'eau,  de  bois  ou  de  constructions.  Il  pourrait  arriver 
i^ependant  que  l'on  ne  pût  pas  mesurer  ef;  alors  on  lèverait,  en  opérant 
comme  il  a  été  indiqué  pour  l'angle  B,  l'angle  extérieur  formé  par  le 
côté  BC  et  le  prolongement  de  AB. 

1558.  Lever  au  mètre  par  rayonnement.  Lorsque  la  surface  du  ter- 
rain est  partout  accessible,  on  joint  un 
point  intérieur  0  à  tous  les  sommets  ;  on 
mesure  les  distances  horizontales  OÂ,  OB, 
OC....,  et,  en  opérant  comme  au  numéro 
précédent,  on  lève  tous  les  angles  autour 
du  point  0.' 

Ordinairement,  au  lieu  de  lever  par  ce 
moyen  les  angles  formés  autour  du  point  0, 
on  mesure  horizontalement  les  côtés  mêmes 
du  polygone;  chacun  des  triangles  qui  com- 
posent le  terrain  est  alors  déterminé  par 
ses  trois  côtés. 


Fig.  354. 
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Au  lieu  de  choisir  un  point  0  k  l'intérieur  du  polygone,  on  prend  le 
plus  souvent  un  des  sommets  de  ce  polygone. 

1559.  Lever  au  mètre  par  intersections.  Lorsque  le  terrain  est  inac- 
cessible et  que  tous  ses  sommets  sont  visibles,  si,  par  exemple,  il  est 
séparé  par  une  rivière  du  lieu  où  Ton  se  trouve,  on  mesure  sur  le  ter- 
rain accessible  une  base  aussi  horizontale  que  possible,  et  d'une  lon- 
gueur suffisante  pour  que  les  angles  qu'on  aura  à  lever  ne  soient  ni 
trop  aigus  ni  trop  obtus  ;  on  détermine  par  des  jalons  plantés  sur  le  sol 
accessible  les  alignements  joignant  chaque  extrémité  de  la  base  aux 
divers  sommets  du  polygone;  puis  on  lève,  par  le  moyen  indiqué 
n**  1337,  les  angles  formés  par  la  base  avec  tous  ces  alignements.  En 
rapportant  sur  le  plan  la  base  et  les  angles  levés,  les  intersections  des 
c6tés  de  ces  angles  déterminent  les  sommets  du  polygone  à  rapporter. 

Remarque.  Par  ce  mode  des  intersections,  on  peut  lever  un  point 
quelconque  ;  aussi  Temploie-t-on  pour  faire  le  lever  des  détails  que  Ton 
veut  figurer  sur  le  plan,  quel  que  soit,  du  reste,  le  mode  de  lever  au 
l§ètre  qu'on  a  suivi  pour  le  contour  du  terrain.  Il  s'applique  également 
à  un  terrain  dont  le  contour  est  quelconque,  en  levant  autant  de  points 
que  Ton  veut  de  ce  contour. 


LEVERS  A  L'ÉQUEURE. 

i540.  Lever  à  Véquerre  dans  le  cas  ok  le  terrain  est  accessible  et  dé- 
couvert (1322).  On  détermine  par  des  ja- 
Kg-  355.  Ions  une  base  aKc'  sur  le  terrain  ;  par  les 

sommets  du  polygone,  où  l'on  a  planté 
des  jalons,  on  mène  des  perpendiculaires 
k  a:x';  on  mesure  les  longueurs  de  toutes 
ces  perpendiculaires,  ainsi  que  les  dis- 
tances des  pieds  de  ces  perpendiculaires 
k  un  même  point  0  de  xx\  ou  simplement 
les  distances  entre  les  pieds  de  ces  per- 
pendiculaires, et  ces  éléments  suffisent 
pour  rapporter  le  plan. 

Gomme  vérification,  on  doit  avoir 
c64- W  +  cîa4-aô  =  c(î  +  (ïe,,et  chacun 
des  membres  de  cette  égalité  doit  être 
égal  k  ce  mesuré  directement. 

Ordinairement  on  prend  pour  base 
d'opération  acz'un  côté  ou  une  diagonale 
du  polygone  [fig.  356). 

Lorsque  le  terrain  est  accessible,  mais 
entouré  de  murs  ou  de  haies,  on  emploie 
toujours  une  transversale  comme  base 
d'opération;  le  plus  souvent  cette  transversale  est  une  diagonale  du  po- 
lygone. 
Si  le  contour  du  terrain  était  une  ligne  quelconque,  p»r  les  moyens 
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furôcédents  on  en  lèverait  auUnt  de  points  que  Ton  voudrait,  et  en  rap- 
portant ces  points,  on  pourrait  faire  le  plan  du  périmètre  du  terraia. 
C'est  par  ce  moyen  qii*oa  lève  ordinairement  les  détails,  même  quand 
ks  lignes  principales  sont  déterminées  au  moyen  du  graphamètie  m» 
de  tout  autre  instrument  Gomme  il  est  beaocoap  plus  facile  de  mgmnr 
une  perpendiculaire  à  un  alignement  par  un  point  pris  sur  l'alignement 
que  par  un  point  pris  en  dehors  (1324),  pour  la  rapidité  de  ropération^ 
on  établit  successivement  Téquerre  sur  la  base  en  différents  points 
convenablement  espacés,  etonlève  les  points  correspon^bmts  du  eonlonr. 
iS4t.  Si  le  terraia  est  couvert  de  bois  ou  de  eonstruetioiifr  qi^  ar- 
rêtent la  vue,  ou  même  s'il  est  inaccessible  à  son  intérieur,  cimune 
dans  le  cas  où  il  es^  recouvert  d'eau,  on  trace  autour  du  terrain  u& 
rectangle;  on  lève  ce  rectangle,,  puis,  par  rapport  a  chacun  de  se» 
G&tés,  on  lève  les  parties  du  contour  du  terrain  qui  en  sont  le  plus  ap- 
prochées. On  opère  d'une  manière  analogue  pour  £aire  l'arpentage  du 
terraia  (4371). 
IS42.  Dans  le  cas  où  Le  terrain  est  découvert,  mais  inaccessible  ^ 

l'intérieur,  ou  même  jusqu'à  une  cer- 
taine distance  de  son  contour,  comme 
dans  le  cas  où  il  est  séparé  par  une 
rivière,  on  trace  deux  axes  rectangu- 
laires sur  le  terrain  accessible;  sur 
chacun  de  ces  axes  on  détermine  les 
pieds  des  perpendiculaires  qui  leur 
seraient  menées  par  les  points  à  le- 
ver, et  les  distances  de  ces  pieds  à 
l'origine  0  permettent  de  rapporter 
les  points  dont  elles  sont  les  coordon- 
nées. Ce  mode  constitue  un  lever  à  Véquerre  par  intersections  (4339). 

LEVERS  AU   GRAPHOMÈTRE. 

iS4&.  A  l'aide  du  graphomètrc  et  de  la  chaîne,  on  peut  opérer  par 
cheminement  (1337),  en  mesurant  les  c6tés  avec  la  chaîne  et  les  angles 
avec  le  graphomètre  (i3î5). 

i544.  Lorsque  la  surface  du  tens^^in  est  partout  accessible,  on  ap- 
plique la  méthode  par  rayonnemeni  (i33&),  en  mesurant,  bien  entendu, 
les  angles  ave«  le  graphosnètre.  Il  est  évident  que  le  centre  de  rayon- 
nement peut  encore  être  un  sommet  du  polygone  à  lever. 

1345.  Le  le&er  au  grcvphoinètre  par  intersections  est  usité  dans  les 
cas  de  terrains  inaccessibles,  mais  découverts  (1342). 

1346.  Lorsque  le  terrain  est  couvert  de  bois  ou  de  constructions, 
et  même  s'il  est  inaccessible  k  son  intérieur,  on  l'entoure  d'un  poly- 
gone,, appelé  polygone  iopo^taphigue  ;  on  lève  ce  polygone  par  chemi- 
nement (idtô),  ou  eneore  par  intersections  s'il  est  découvert  (1345)  ; 
puia,  prenant  ses  côtés  pour  bases,  on  lève  le  contour  du  terrain. 
Cette  dernière  partie  de  l'opération  se  fait  ordinairement  avec  Té- 
querrc  (1340). 
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LEVERS  A  La   boussole. 


Fig.  358. 


1547.  La  boussole  fournissant  les  moyens  de  mesurer  un  angle 
(iô3l).  Ton  cençoit  (fu'avee  cet  instrame»!  onpeu^  résomire  tes  néraes 
proUèmes  qu'avec  le  graphofuètre  ;  mais  comme  elle  donne  la  valeur 
de»  angics  avee  beaucoup  moixiâ  de  précision  que  ce  dernier  instru- 
laenfc,  elle  n'est  guère  d'un  bon  usage  que  pour  le  lever  des  détails,  à 
regard  desquels  la  positMn  précise  est  généralement  beaucoup  moins 
importante  que  La  rapidité  des  opérations. 

L'ineertitttde  ées  indications  fournies  par  la  boussole  donne,  plus 
encore  que  pow  le  graphomètre ,  une  grande  importance  aux  diverses 
vérifications  propres  à  manifester  Tinexactitude  des  résultats.  Ainsi, 
pfflir  un  contour  polygonal  complet,  la  somme  des  angics  trouvés  doit 
é^e  égaie  à  U  somme  des  angles  du  polygone  (618). 

Le»  mineurs  et  les  fore»tie»8  font  un  usage  presque  exclusif  de  la 

boussole,  a  cause  du  moyen  commode  qu'elle  leur  fournit  pour  dé- 

tensiiner  le»  diireelifiins  de»  galeries  d'une  mine  ou  des  chemins  d'une 

ibnt 

Supposan»  qn'ii  s'agiâse  delevvr  ub£  getorie  de  mine.  On  &xe  par  des 

jaioA»  l'axe  ABCI>£1»'  de  la  galerie,  el 
établissant  s«uece»âiveineiitla  boussole 
aux  aoonnets  A,B)G,D...  ée  eet  axe^ 
on  détenaiae  Les  angle»  pAB ,  pB€^ 
pCD...  (1331). 

Un  point  A  de  l'axe  de  la  galerie 
ayant  été  rapporté  à  la  surface  du  sol 
à  laide  d'un  puits,  si  toutefois  il  n'est 
pas  à  l'entrée  à  ciel  ouvert  de  la  ga- 
lerie, on  trace  AB  sur  la  surface  du 
sol  en  faisant  usage  de  la  boussole. 
La  mesure  de  AB  de  la  galerie  per- 
met de  déterminer  le  point  B  de  la'^ 
surface  du  sol.  La  boussole  établie  en  ce  point  B  permet  de  tracer  BC; 
puis  on  détermine  Le  point  C,  et  l'on  continue  ainsi  de  suite.  L'axe  étant 
tracé  sur  la  surface  du  sol ,  on  peut  tracer  les  parois  de  la  galerie  dont 
on  a  mesuré  les  distaBces  à  droite  et  à  gauche  de  l'axe  souterraili  aux 
différents  points  de  cet  axe. 
Pour  rapporter  le  plan  de  la  galerie  sur  le  papier,  on  fait  {Jg.  359) 
l'angle  pab  égal  a  l'angle  pAB  {Jig.  358  ),  et  on 
prend  la  longueur  ab  représentant  AB  à  l'é- 
chelle adoptée.  On  fait  ensuite  l'angle  p^c  =rpBC, 
et  l'on  prend  6c  représentant  BC  à  la  même 
échelle.  Continuant  ainsi  de  suite,  on  rapporte 
tout  l'axe  de  la  galerie,  dont  on  peut  ensuite 
rapporter  les  parois  après  avoir  mesuré  leurs  dis- 
tances à  l'axe  aux  différents  points  de  la  lon- 
gueur de  cet  axe.  * 
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IXfEtA  A  LA  PLAHCHSTTE. 

1548.  Méthode  par  cheminement  (1343).  Soit  ABGDE  le  contour  du 

terrain  ou  le  polygone  topognn 
phîque  à  lever  (1346).  On  éta- 
blit la  planchette  au  sommet  A, 
et  on  trace  Fangle  a  =  A  (1332); 
puis  on  prend  sur  ses  côtés  des 
longueurs  oe,  ab  qui  représen- 
tent Â£  et  ÂB  à  une  échelle  con- 
venable pour  que  le  dessin  puisse 
tenir  sur  la  feuille  de  papier.  Cela 
fait,  on  établit  la  planchette  au 
sommet  suivant  B,  de  manière 
que  b  corresponde  à  B,  et  que  ba 
soit  dans  Falignement  BA;  puis 
on  trace  bc  dans  la  direction  BC, 
et  l'on  prend  bc  proportionnel  au  côté  BC.  Une  aiguille  plantée  au 
point  b  facilite  beaucoup  le  placement  et  la  manœuvre  de  Talidade. 
On  met  ensuite  la  planchette  en  station  aux  sommets  suivants  en  opé- 
rant comme  en  B,  et  à  Tavani-demier  sommet  D  le  polygone  doit  se 
fermer  en  e  si  Ton  a  bien  opéré. 

1549.  Méthode  par  rayonne^ 
ment  (1344).  Comme,  par  ce 
moyen,  on  ne  met  la  planchette 
en  station  qu'une  seule  fois,  il 
convient  toujours  de  l'employer 
quand  la  surface  du  terrain  à 
relever  est  accessible  et  décou-^ 
verte.  La  figure  montre  du  reste 
assez  comment  on  opère. 

i5»0.  Méthode  par  mterseciions  (1345).  En  prenant  pour  base  un 


Fig.  Ui, 


Fis.  m. 


côté  de  polygone  [fig.  362),  ou  une  droite  tracée  dans  l'intérieur  du  po- 
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lygone  (Jig.  363),  et  mettant  successivement  la  planchette  en  station  à 
chaque  extrémité  de  cette  base,  on  peut  opérer  par  intersections. 
.  Dans  le  cas  où  le  polygone  serait  inaccessible,  mais  découvert,  en 

prenant  une  base  MN  sur  le  ter- 
rain accessible,  duquel  on  peut 
apercevoir  tous  les  sommets  du 
polygone,  on  peut  encore  opérer 
par  intersections. 

On  fait  quelquefois  usage  de 
la  planchette  pour  relever  les 
détails  d'un  plan  dont  le  canevas 
a  été  levé  au  graphomètre  ou  au 
cercle  (1325,  1334).  Pour  cela,  on 
emploie  la  méthode  par  intersec- 
tions, en  prenant  pour  base  un  des 
côtés  du  canevas.  Cependant  c'est 
avec  réquerre  qu'ordinairement 
on  relève  ces  détails  (1340). 


j     y 
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PLANS  PARCELLAIRES.  ÉCHELLES. 

iSSl.  Plan  parcellaire.  Pour  dresser  Tensemble  d'un  avant-projet 
de  route,  de  chemin  de  fer  ou  de  canal,  on  se  sert  ordinairement  des 
levers  cadastraux.  Ensuite,  sur  le  terrain,  on  lève  la  zone  qu'il  faut 
acquérir  pour  établir  la  voie.  Comme  chaque  parcelle  de  terrain  sera 
payée  d'après  les  indications  de  ce  plan,  on  conçoit  qu'il  doit  être  fait 
avec  la  plus  grande  exactitude.  L'administration  prescrit  de  dresser 
ces  plans  parcellaires  a  l'échelle  de  0",001  pour  1  mètre,  et  l'on  inscrit 
sur  chacun  d'eux  les  noms  des  communes,  et  les  lettres  qui  désignent 
les  sections  dans  lesquelles  le  cadastre  a  divisé  chacune  d'elles. 

Chaque  parcelle  porte  en  outre  : 

1**  Lé  numéro  d'ordre  qui  lui  a  été  assigné  dans  sa  section  cadas- 
trale; 

2«  Sa  dénomination  locale  ou  vulgaire,  s'il  y  a  lieu; 

3«  Son  genre  de  culture  ; 

4**  Le  nofn  du  propriétaire  inscrit  a  la  matrice  cadastrale,  ainsi  que 
celui  du  propriétaire  actuel  et  du  fermier,  locataire  ou  usufruitier; 

5*  Un  second  numéro  d'ordre  écrit  en  rouge  et  correspondant  à  celui 
que  porte  la  même  parcelle  sur  le  tableau  récapitulatif  destiné  au  rè- 
glement des  indemnités. 

Il  est  également  commode  d'indiquer  sur  le  plan  la  contenance  à 
prendre  sur  chaque  parcelle,  et  celle  qui  restera  libre  après  l'exéculion 
des  travaux. 

On  figure  avec  soin  sur  le^  plans  parcellaires  les  murs,  fossés,  halos 
et  autres  clôtures,  les  chemins  d'exploitation,  les  ruisseaux,  et  en  gé- 
néral tous  les  objets  qui  peuvent  avoir  de  l'influence  sur  la  valeur  des 
propriétés  ou  sur  le  dommage  qui  leur  sera  causé. 
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A  cause  de  Tenquète  publique  k  laquelle  les  plans  parceUaires  sont 
soumis  dans  les  mairies,  on  les  dresse,  et  quelquefois  même  on  les 
scinde  par  commune. 

15^2.  Échelle  des  plans  (1051).  Des  instructions  administratives 
prescrivent  d'adopter  exclusivement  dans  le  service  des  ponts  et  chaus- 
sées, pour  les  plans  proprement  dits,  des  échelles  dont  le  rapport  soit 

simple,  c'est-à-dire,  selon  le  cas,  j^,  ^,  ^,  g^.  j^.        , 

Lorsque  le  terrain  est  vaste,  on  le  divise  en  plusieurs  parties;  on 
fait  un  plan  spécial  de  chacune  de  ces  parties  avec  tous  ses  détails,  et, 
k  une  éclielle  plos  petite,  on  dresse  un  plan  d'ensemble  pour  indiquer 
la  disposition  relative  des  feuilles  de  détails.  Les  échelles  sont  ordinai- 
rement : 

*-jjr  pour  les  plans  spéciaux  de  peu  d'étendue,  -^^  pour  le  plan  d'en- 
semble ; 

1  1 

..^.-  pour  les  plans  spéciaux  de  moyenne  grandeur,  et  ■      ■-  pour  leur 

ensemble; 

1  i 

.       '  pour  les  feuilles  de  détails  de  la  carte  de  France,  et  pour 

Tensemble  de  ces  feuilles. 

Pour  les  plans  des  portions  de  villes,  bourgs  ou  villages  a£fectées  au 
passage  d'une  route,  comme  ils  doivent  conserver  les  limites  du  terrain 
affecté  à  la  circulation  et  la  trace  des  alignements  adoptés  pour  les  con- 
structions riveraines,  on  les  fait  à  l'échelle  de  ^^x:;. 

200 

Les  plans  d'ensemble  des  bâtiments  et  des  travaux  d'art  en  général 
s'exécutent  souvent  à  l'échelle  de—.  Quant  aux  détails,  on  les  dea- 

sine  à  l'échelle  de  ^,1,1  oui. 

Pour  les  machines,  les  ensembles  se  dessinent  assez  ordinairement  à 

l'échelle  <^*^  ôk  ^"  ôâ»  l^s  détails  à  celles  ^^  ta»  î?  ou  r,  et  les  dessins 

que  le  chef  d'atelier  remet  a  ses  ouvriers  sont  habituellement  de  gran- 
deur d'exécution. 

PROBLÈMES. 

1533.  Déienniner  Vinierseciion  I  de  deux  alignements  droits  AB,  CD. 
2^.  Si  Ton  opère  seul,  on  plante,  s'il  n'en  existe 

pas  déjà,  un  jalon  E  au  delà  de  celui  B  (1318/, 
et  un  autre  F  au  delà  de  celui  D;  puis,  en 
parcourant  AB,  on  vient,  par  des  observa- 
tions successives,  planter  en  I  un  jalon  qui 
soit  à  la  fois  dans  l'alignement  B£  et  dans 
celui  DF. 
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Si  Vùn  opère  avec  un  aide«  on  se  place  au  delà  du  jalon  B  ou  E,  et 
on  ùàt  avancer  Taide  dans  Talignement  CD,  jusqu'à  ce  que  le  jalon 
qu'il  tient  à  la  main  se  trouve  à  la  fois  dans  les  alignements  CD  et  AB, 
ce  qui  détermine  le  point  de  rencontre  I. 

1554.  En  ne  faisant  usage  que  de  la  chaîne,  mener  une  perpendicu- 
laire à  une  droite  donnée  AB.  C  étant  le  point 
*%•  ^^-  pjtp  lequel  on  veut  mener  la  perpendiculaire, 

K  on  fixe  Tune  des  extrémités  de  la  chaîne  en 

\  C  et  l'autre  au  point  E  convenablement  éloi- 

y  gné  de  C;  on  prend  le  milieu  de  la  chaîne, 

/  \  et  on  récarte  de  CE  de  manière  à  tendre  ses 

\  deux  moitiés,  ce  qui  forme  le  triangle  isocèle 

E*"*!!        CFE  ;  on  amène  la  moitié  FC  de  la  chaîne  en 
FD,  dans  le  prolongement  de  EF,  et  Textré- 
mité  D  est  un  second  point  de  la  perpendiculaire  (974). 

Si  l'on  avait  voulu  mener  une  perpendiculaire  par  le  point  extérieur 
D,  on  aurait  fait  les  mêmes  constructions  dans  un  ordre  inverse.  Ainsi 
Ton  aurait  tendu  toute  la  longueur  de  la  chaîne  de  D  en  E;  puis  replié 
la  moitié  FD  de  F  en  C,  et  C  eut  été  le  pied  de  la  perpendiculaire.  11  est 
évident  que  pour  cette  opération  la  chaîne  peut  être  remplacée  par  un 
simple  cordeau,  sur  lequel  on  tire  le  plus  uniformément  possible  en  le 
tendant. 

Marquant  sur  un  cordeau  trois  longueurs  consécutives  qui  soient 
entre  elles  comme  les  nombres  3,  4  5,  formant  avec  ce  cordeau  un 
triangle,  il  sera  rectangle,  puisque  3*  =  3*  +  4»  (704).  Alors  plaçant  ce 
triangle  de  manière  qu'un  des  côtés  de  l'angle  droit  coïncidant  avec  AB, 
Fautre  passe  par  le  point  C  ou  le  point  D,  ce  dernier  côté  déterminera 
la  perpendiculaire  menée  à  AB  par ,  le  point  C  ou  par  celui  exté- 
rieur D. 

Avec  48  chaînons  du  décamètre  on  peut  former  le  triangle  rectangle, 
dont  les  côtés  de  l'angle  droit  comprendront  12  et  16  chaînons,  et  l'hy- 
poténuse 20. 

i58S.  Par  un  point  C  mener  une  parallèle  à  un  alignement  droit  AB. 
Par  le  point  C  on  mène  une  perpendicu- 
^»^-  367-  laire  CD   à  AB  (1324),  et  la  perpcndicu- 

laire  CE  menée  à  CD  est  la  parallèle  de- 

^      mandée. 

Comme  une  petite  erreur  dans  le  tracé 
I  des  deux  perpendiculaires  DC  à  AC  et  CE  k 

"Â      D  D      CD  entraîne  une  erreur  considérable  dans 

le  parallélisme  de  CE  avec  AB,  quand  cela 
est  possible,  il  est  préférable  de  mener  une  seconde  perpendiculaire  à 
AB,  de  prendre  sur  cette  perpendiculaire  une  longueur  égale  à  CD,  et 
de  joindre  le  point  obtenu  au  point  C. 


<^- 
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Menant  AG,  joignant  un  point  quelconque  I 
de  cette  droite  au  point  B,  et  prenant  ID  telle 
qu'on  ait 

ICxIB 


1D:IC  =  IB:IA,    doù    ID  = 


lA 


Fig.  369. 


B'^-^, 


la  droite  CD  est  parallèle  à  AB  (663). 

1556.  Tracer  la  bissectrice  de  V angle  formé  par  deux  alignements 
droits  AB,  AC.  L'angle  BAC  n'étant  pas  trop 
grand,  on  prend  AD  =  AE  et  AF  =  AG,  on 
détermine  le  point  d'intersection  I  de  DG 
avec  FE  (1353),  et  AI  est  la  bissectrice  de- 
mandée. 

Quand  l'angle  BAC  est  trop  ouvert  pour 
que  l'intersection  I  soit  nettement  détei^ 
minée,  on  prolonge  l'alignement  BA,  on 
trace  la  bissectrice  AI' du  supplément  B'AC, 

qui  est  aigu,  et  la  perpendiculaire  AI  menée  par  le  point  A  à  AF  est  la 

bissectrice  demandée. 

1557.  Tracer  un  alignement  entre  deux  points  A  ef  B  séparés  par 

un   obstacle    M    qui  empêche 
^^8'  ^'^^'  un  observateur  placé  en  \de 

voir  un  jalon  en  B  (1318). 
On  trace  une  droite  AC  qui 
passe  à  côté  de  l'obstacle; 
du  point  B  on  abaisse  une 
perpendiculaire  k  AC;  par 
des  points  H,  G,  F  . . .  on 
élève  des  perpendiculaires  à 
AC  ;  on  mesure  BC  et  les  dis- 
tances du  point  A  aux  points 
C,  D,  E  ...,  et  on  calcule  la  longueur  HH'  à  prendre  sur  une  perpen- 
diculaire à  l'aide  de  la  proportion 


"  M 

/■ 

"     7~ 

/      ^/ 

'         / 

/ 

/ 
/ 

«*■•- 

-■/       / 

/ 

/    / 

< 

/ 

CB 


AH 
AC 


iiiL  =  ^,    d'où    HH'  =  CBx 


AH 
AC* 


[(669) 


On  peut  se  contenter  de  déterminer  ainsi  les  points  II'  et  G',  aussi 
rapprochés  que  possible  de  l'obstacle  M  ;  puis,  en  opérant  comme  au 
n"  1318,  déterminer  autant  de  points  que  l'on  veut  des  alignements 
AH'  et  G'B,  qui  se  confondent  en  un  seul  AB. 

i52>8.  Prolonger  une  droite  ou  vu  alignement  AH'  au  delà  d'un 
obstacle  M  qui  arrête  la  vue  y  ûg.  370.  , 

r  Comme  au  numéro  précédent,  on  trace  AC;  on  abaisse  de  H', aussi 
voisin  que  possible  de  l'obstacle  M,  une  perpendiculaire  H'H  sur  AC,  et 
par  les  différents  points  G,  F...  on  élève  des  perpendiculaires  à  cette 
même  droite;  on  mesure  HH' et  les  distances  AH,  AG...;  puis,  pour 

é 
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avoir  la  longueur  GG'  à  prendre  sur  une  perpendiculaire,  on  établit  la 
proportion 


GG'       AG      j,  , 


GC'=HH'X^. 


Après  avoir  déterminé  deux  points  G'  et  B  au  delà  de  l'obstacle 
(fig.  370),  on  peut  obtenir  tous  les  autres  en  plaçant  simplement  des 
jalons  dans  leur  alignement;  mais  la  proportion  pourra  servir  de  véri- 
fication. 

2*  Peur  'prolonger  AB  au  delà  d'un  obstacle  qui  arrête  la  vue^  on  peut 

mener   à   Téquerre    respective- 
^'  ment  B6  perpendiculaire  à  AB, 

6c  à  B6,  cC=B6  à  6c  et  CD  à  Ce; 
mais  comme  un  petite  erreur 
faite  dans  le  tracé  des  perpendb- 
culaircs  conduit  à  une  droite  CD 
qui  est  loin  de  se  trouver  dans 
le  prolongement  de  AB,  il  est 
préférable  d'opérer  comme  au  4'. 

Quand  on  opère  sur  un  terrain  étroit,  comme  dans  un  rue,  on  est 
obligé  d'avoir  recours  à  ce  dernier  moyen  ;  mais  alors,  pour  plus  d'exac- 
titude, on  mène  d'abord  6c  parallèle  à  AB  au  moyen  de  deux  perpendi- 
culaires élevées  en  A  et  B  ;  puis  on  mène  CD  parallèle  à  6c  par  le  même 
procédé  (1355). 
15^9.  Tracer  une  circonférence  passant  par  trois  points  A,  B,  C. 
!•  Le  terrain  étant  accessiblcy  on  cherche  le  centre  de  la  circonfé- 
rence en  élevant  des  perpendiculaires  au  mi- 
lieu de  deux  des  droites  qui  joignent  les  points 
donnés  (980, 1324).  Puis,  suivant  des  rayonne- 
ments autour  du  point  0,  portant  le  rayon  OA, 
on  détermine  autant  de  pointfif  que  l'on  veut 
de  la  circonférence.  Cette  courbe  peut  même 
être  tracée  d'une  manière  continue  avec  la 
chaîne  ou  une  corde  quand  le  rayon  OA  ne  dé- 
passe pas  10  ou  20  mètres,  et  que  le  terrain 
n'offre  pas  de  trop  grandes  aspérités. 
2*  Lorsque  le  centre  est  inaccessible^  ou  même  quand  le  rayon  dé- 
passe 20",  remarquant  que  le  point  m  apparte- 
nant à  la  circonférence,  on  a  l'angle  m=C  (654), 
et  par  suite  mAC=mBC  =  a.  On  établit  le  gra- 
phomètre  en  A,  on  dirige  son  alidade  fixe  sui- 
vant AC,  et  avec  son  alidade  mobile  on  fait 
poser  sur  le  prolongement  de  km  un  jalon  qui 
détermine  un  alignement  Am  faisant  avec  AC 
un  angle  a =20",  par  exemple.  On  établit  alors 
le  graphomètre  en  B,  on  dirige  son  alidade  fixe 
suivant  BG,  et  avec  Talidade  mobile  on  fait 


Fig.  371. 


Fig.  373. 


T- 
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placer  sur  le  prolongement  de  hm  un  second  jalon  qui  détermine  Tali- 
gnement  Bm  faisant  avec  BC  Tangle  7nBC=7nAC=20".  Un  opénitear 
placé  en  A  et  un  autre  en  B  font  alors  poser  par  un  aide  un  jalon  à  la 
rencontre  des  deux  alignements  Â«t  et  Bm,  ce  qui  donne  le  point  m.  On 
détermine  de  même  autant  de  poijjts  que  Ton  veut  de  l'arc  CmA.  Re- 
marquant que  pour  un  point  quelconque  s^  de  Ttre  CsB  oo  a  aussi 
Fangle  MG=^BC,  on  détermine  autant  de  points  que  Ton  veut  de  OB 
eu  opérant  comme  pour  Tare  CmA. 

Quant  k  Tare  ApB,  on  commence  par  déterminer  des  stations  A  et  B 
un  de  ses  points  p,  en  remarquant  que  Tangle  p  est  le  supplément  de  C 
(65Ô),  et  que  par  suite  pAB-f  pBA  est  le  supplément  de  CAB  +  CBA, 
Appliquant  alors  la  méthode  précédente  à  chacun  des  arcs  kp  et  pB,  on 
détermine  autant  de  points  que  l'on  veut  de  Tare  ApB. 

n  est  évident  que  dans  la  pratique,  pendant  que  le  graphomètre  sera 
en  station  en  A,  on  déterminera  à  gauche  et  à  droite  de  AC,  et  à  gau* 
che  et  a  droite  de  Ap,  autant  d'alignements  qu'il  sera  nécessaire»  et  fai- 
sant avec  AC  et  avec  Xp  les  angles  a  de  5%  10*,  15*. .. ;  ce  n'est  qu'alors 
qu'on  mettra  l'instrument  en  station  en  B  pour  déterminer  les  aligne- 
ments faisant  avec  BC  et  avec  Bp,  à  gauche  et  à  droite,  les  mêmes  an- 
gles a  de  5*,  10*,  15**...  Chaque  couple  de  deux  alignements  faisant  le 
même  angle  a  du  nît^me  côté  de  AC  et  BC  ou  de  Ap  et  Bp  déterminera 
un  point  tel  que  m  et  s. 

Il  convient  de  prendre  pour  stations  les  extrémités  du  côlé  opposé  à 
celui  des  angles  du  triangle  ABC  qui  diffère  k  moins  de  dO*;  les  points 
trouvés  sont  mieux  déterminés. 

Deux  opérateurs  ayant  deux  grapbon^tres  établis  l'un  en  A  et  l'autre 
eu  B  résoudraient  le  problème  précédent  beaucoup  plus  rapidement, 
puisque,  sans  faire  poser  des  jalons  à  l'extérieur  de  la  circonférence, 
ils  feraient  directement  placer  par  un  aide  les  jalons  qui  déterminent 
d/es  points  de  cette  circonférence. 


154M>.  Baccoréement  de  deux  alûjfnemenfs  droits  CA  et  DB.  Lors- 
qu'une route,  un  chemin  de  fer 
ou  un  canal  change  de  direction, 
on  raccorde  ordinairement  les  deux 
portions  droites  par  un  arc  de  cer- 
cle tangent  à  ces  deux  droites. 
Après  avoir  mesuré  l'angle  w  des 
deux  alignements,  comme  le  rayon 
OA  =i  r  est  génénéralement  choisi 
d'après  la  configuration  du  sol,  la 
nature  et  l'importance  de  la  voie, 
il  y  a  lieu  de  déterminer  les  points 
de  contact  A  et  B,  c'est-a-dire  leur 
distance  i  au  point  de  concours  ï 
des  alignemenU-  Or  le  triangle  rectangle  OAT  donne 
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^  =  rtangAOT  = 


(M  09) 


tang-to 


Si  Ton  avait  donné  i^  on  aurait 


r  =  ^tang-co.' 

Représentant  la  corde  AB  par  2c,  les  deux  triangles  rectangles  sem- 
blables OAE  et  OTâ  (675)  donnent 


<  =r  r  :  OT  ou  ^r»  4-  <*,    d*où     c  = 


rt 


v/i*4^ 


Pour  tracer  Varc  AB,  remarquant  que,  pour  un  point  quelconque  m 
de  cet  arc,  les  deux  angles  a  faits  Tun  par  Am  avec  la  tangente  AT,  et 
Fautre  par  Bwi  avec  la  corde  AB  sont  égaux  (634),  il  en  résulte  que  Ton 
peut  opérer  en  suivant  la  même  marche  qu'au  T  du  numéro  précédent, 
soit  avec  un,  soit  avec  deux  graphomètres. 

On  peut  aussi  déterminer  les  points  de  Parc  AB  à  Vaide  de  leurs  coor- 
données. 

.'  V  En  prenant  AO  pour  axe  des  x  et  AT  pour  axe  des  y,  on  a  pour 

un  point  quelconque  m  (676) 


d'où 


y«  =  x(2;'— x), 


y=s  ^x[ir' 


'X). 


Donnant  k  or  différentes  valeurs,  on 
calculera  à  Taide  de  cette  formule 
les  valeurs  correspondantes  de  y,  et 
Ton  déterminera  ainsi  autant  de 
points  qu'on  voudra  de  la  courbe. 
2*  En  prenant  la  corde  AB  pour 
axe  des  x  et  OT  pour  axe  des  y,  on 
a,  pour  un  point  quelconque  m, 


y  =  EF=OF-OE. 
Le  triangle  rectangle  OFm  donnant 


0F=:  Vr«— «»♦ 
etceluiOAT(675), 

7*=OExOT,    d'où     OE  =  ^  =  -p:^, 
on  a  denc 


y=  v^r*  —  I*  ■ 


\/r«+t*' 


Deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  x  donnent  la  même 
valeur  pour  y;  ce  qui  devait  être,  puisque  la  courbe  est  symétrique  par 
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rapport  à  l'axe  des  y.  Ainsi  il  suffira  de  faire  seulement  pour  un  côté 
de  la  courbe  les  calculs  qu'exige  la  formule  précédente.  On  a,  du  reste, 
dressé  des  tables  spéciales  dont  remploi  abrège  et  facilite  notablement 
les  opérations. 

La  longueur  de  Tare  de  raccordement  se  calcule  comme  il  a  été  indi- 
qué au  n"  733. 

Les  courbures  uniformes  étant  les  plus  favorables  à  Faction  des  mo- 
teurs et  à  la  facilité  de  la  circulation,  on  doit  toujours  donner  la  pré- 
férence aux  raccordements  par  un  arc  de  cercle;  mais  la  présence 
d'obstacles,  tels  que  des  accidents  du  sol ,  un  cours  d'eau,  des  con- 
structions, ne  permettent  pas  de  faire  les  tangentes  TA,  TB  égales  entre 
elles,  et  par  suite  d'employer  un  arc  de  cercle.  On  a  alors  recours  à  un 
arc  de  parabole,  que  Ton  trace  comme  l'indique  la  fig.  316,  ou  par  le 
procédé  suivant,  basé  sur  cette  propriété  de  la  parabole  :  le  point  m, 

milieu  de  la  droite  qui  joint  le 
point  de  concours  T  des  tan- 
/^^  v^  gentes  au  milieu  E  de  la  corde 

AB  des  contacts,  appartient  à  la 
courbe  ;  de  plus,  menant  par  m 
une  parallèle  T'T"  à  AB,  cette 
droite  est  tangente  à  la  para- 
bole. Il  résulte  qu'en  répétant 
pour  les  points  T'  et  T"  la  construction  qui  a  donné  le  point  wi,  on 
obtient  les  points  n  et  n'  appartenant  aussi  à  la  parabole,  et  Ton  conçoit 
qu'en  continuant  ainsi  de  suite  on  obtiendra  autant  de  points  que  Ton 
voudra  de  cette  courbe.  Il  est  à  remarquer  que  toutes  les  droites  TE, 
T'F...  sont  parallèles  entre  elles. 

Au  lieu  d'employer  un  arc  de  parabole,  on  peut  avoir  recours  à  deux 
arcs  de  cercle  tangents  entre  eux,  et  tangents  l'un  en  A  à  CA  et  l'autre 
en  B  à  DB;  mais  alors  le  problème  est  indéterminé. 


1561.  Trois  points  X,  B,  C,  situés  sur  un  terrain  uni^  étant  rapportés 

g^^  en  a,  b,  c  sur  une  carte,  déterminer  sur 

cette  carie  la  position  m  du  point  M,  cToà 

^'-'^ "^x^  les  distances  AB  et  AC  ont  été  vues  sous  des 

0,  angles  a  et  ^  qu'on  a  mesurés.  Sur  ab  on 

décrit  un  segment  capable  de  Tangle  a,  et 
sur  ac  on  en  décrit  un  autre  capable  de 
l'angle  p  (985);  les  circonférences  de  ces 
segments  se  coupent  au  point  cherché  m. 
Le  moyen  de  déterminer  la  position  d'un 
point  par  rapport  à  trois  autres  peut  être  employé  dans  le  lever  des 
plans  et  la  construction  des  cartes.  C'est  ce  que  fait  un  ingénieur  hy- 
drographe en  construisant  la  carte  des  écueils  ou  des  fonds  d'une  côte; 
il  détermine  la  position  d'un  point  M  où  il  pratique  un  sondage,  par 
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rapport  k  trois  points  A,  B,  C  de  la  côte,  en  mesurant  les  angles  a  et  ? 
sous  lesquels  il  voit  de  ce  point  les  distances  AB  et  AG. 


Fig.  378. 


1362.  Déterminer  la  distance  AB  de  deux  points  séparés  par  un  espace 

inaccessible» 

V  Si  d'une  extrémité  de  la  droite  AB 
on  peut  voir  un  jalon  planté  à  Tautre 
extrémité,  aux  points  A  et  B  on  élève 
des  perpendiculaires  à  AB  (1324),  on 
prend 

.    Aa  =  B6, 
et  Ton  a 

ab  =  AB. 


Fig.  370. 


2*  Si  un  obstacle  empêchait  de  voir 
un  jalon  en  B  quand  on  est  au  point  A, 
on  tracerait  un  alignement  AC  ;  on  mè- 
nerait par  le  point  B  une  perpendicu- 
laire BC  a  cet  alignement,  et,  mesurant 
AC  et  BC,  on  aurait  (704) 


AB=/ÂC*  +  BCV 

1565.  Trower  le  rayon  d'une  enceinte  circulaire  dont  Vintérieur  est 
inaccessible^  d*une  tour  ou  d^un  bassin^  par  exemple, 

V  On  circonscrit  à  la  tour  un  triangle  dont  on  mesure  les  trois  côtés; 
on  construit  sur  le  papier,  a  une  échelle  convenable,  un  triangle  sem- 
blable, et  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle  est,  à  Téchelle 
choisie,  le  rayon  de  la  tour  (981). 

2*  On  trace  une  droite  ab  à  une  certaine  distance  de  la  tour  {Jig.  378); 
à  cette  droite,  on  élève  des  perpendiculaires  aX  et  6B  qui  soient  tan- 
gentes au  pied  de  la  tour  (1324),  et  la  distance  ab  de  ces  perpendicu- 
laires est  le  diamètre  de  la  tour. 
3^  On  trace  et  mesure  une  base  AB,  et  Ton  détermine  les  angles  a  et 
^  que  fait  AB  avec  les  tangentes  AC ,  AD  à  la 
tour.  L'angle  ^de  ces  tangentes  est  égal  à  a  —  p, 
et  0  étant  le  centre  de  la  tour,  on  a  Tangle 

OAB  =  p+  ^5-^.  On  peut  de  même  déterminer 

rangle  OBA.  Dans  le  triangle  ABO,  le  côté  AB 
étant  connu  ainsi  que  les  angles  adjacents,  on 
peut  le  construire  à  une  échelle  convenable  sur 
le  papier;  on  peut  aussi  mener  AC,  puisque 
Tangle  CAO  est  connu;  alors  abaissant  du  som- 
met 0  une  perpendiculaire  OC  sur  AC,  elle  est,  à 

réchelle  choisie,  le  rayon  de  la  tour. 
Bemarque.  Les  constructions  des  2"*  et  3*  sont  applicables  lors  même 

qu*on  ne  peut  approcher  du  pied  de  la  tour. 


Fig.  380. 
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Fig.  381. 


Pig.  3ft3. 


Fig.  3?4. 


1564.  Troucer  la  distance  AC  dM 
point  A  au  'point  inaccessible^  mais  tisir 
ble,  C(H35). 

r  Après  avoir  mesuré  la  base  AB, 
ainsi  que  les  angles  A  et  B,  on  construit 
sur  le  papier,  à  une  échelle  convenable, 
le  triangle  ABC,  ce  qui  fournit  le  côté  AC 
à  réchelle  choisie,  et  par  suite  sa  lon- 
gueur réelle. 

2*  Lorsque  le  terrain  accessible  le  per- 
met, on  trace  deux  alignements  faisant 
avec  la  base  AB  les  angles 

BAC  =  BAC    et    ABC  =  ABC, 

et  C  étant  le  point  de  rencontre  de  ces 
alignements,  on  a 

AC  =  AC. 

3"  On  peut  encore  résoudre  le  pro- 
blème en  menant  la  base  AB  per- 
pendiculaire à  AC  (1324),  en  prenant 
AD  =  DB,  et  en  déterminant  le  point  de 
rencontre  de  Talignenient  CD  avec  la 
perpendiculaire  BC'  à  AB.  On  a  BC  =  AC 
(2%  620). 

4**  Ayant  mené  la  base  AB  perpen- 
diculaire  à  AC  {Jig,  384),  en  un  point 
D  on  élève  une  perpendiculaire  a  AB» 
et  on  la  prolonge  jusqu'à  Faligneiaent 
BC;  on  mesure  DE,  BD  et  BA,  et  les 
deux  triangles  semblables  BDE,  BAC 
donnent 


BD 
BA 


DE 
AC 


d'où     AC: 


BAxDE 
BD 


Cette  manière  d'opérer  peut  être  em- 
ployée dans  le  cas  du  n*  1362. 

Remarque,  Par  les  méthodes  des  2*, 
co  et  4*  on  trouve  la  distance  cherchée 
sdr  le  terrain,  sans  faire  aucun  rapport 
Sur  le  papier. 

1568.  Résolutions  des  problèmes  des  n"*  1134  et  1136.  Après  avoir 
fait  sur  le  terrain  les  opérations  indiquées  n*  1134  et  1136,  au  lieu 
d'appliquer  les  formules  trigonométrîques,  on  peut  obtenir  la  hattteur 
cherchée  en  rapportant  sur  le  papier,  à  une  échelle  convenable,  la 
figure  déterminée  sur  le  terrain. 
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Kg.  385. 


Fig.  386. 


iZM.  Trouver  la  distance  CC  de  deux  points  inaccessibles. 

1*  Après  avoir  fait  sur  le  terrain  les 
constructions  indiquées  au  n*  1137,  on  a 
toutes  les  données  nécessaires  pour  rap» 
porter  sur  le  papier  la  figure  ABG'G,  et  par 
suite  déterminer  GC  sans  appliquer  les 
formules  trigonométriques. 

2*  On  peut,  en  opérant  comme  au  S*  du 
n*  1364,   construire  au-dessous   de    AB 
chacun  des  triangles  ABC,  ABG',  et  la  dis- 
tance des  sommets  de  ces  nouveaux  trian- 
gles est  égale  à  GG',  et  peut  se  mesurer  directement  sur  le  terrain. 
3«  On  abaisse  des  points  G  et  G'  des  perpendiculaires  sur  une  base  xy\ 

par  le  milieu  D  de  AB  on  trace 
les  alignements  GD,  GD;  on  dé- 
termine leurs  points  de  rencontre 
avec  les  prolongements  des  per- 
pendiculaires AG  et  BG',  et  la  dis- 
tance cc'=GG',  et  peut  se  me'surer 
sur  le  terrain.  Les  deux  triangles 
ABG,  BBc'  étant  égaux  (Sl%  620),  on 
a  DG^Bc'.  Be  même  I)G'=:I)eç 
donc  GG'c'c  est  un  parallélogramme 
(634);  et,  par  suite,  ce'  est  égal  et 
parallèle  à  GG'  (605). 

Si  le  terrain  était  trop  res- 
treint pour  recevoir  les  construc- 
tions précédentes,  on  prendrait 

Ba  =  B6  =  ^,  et  en  terminant  sur  ces  données  la  construction  précé- 

dente  on  arriverait  à  C|C'i  =  — . 

4367.  Mener  par  un  point  domté  M  une  parallèle  UN  à  une  droite 
ifiaccessible  GG'  {fig.  386).  En  opérant  comme  au  3»  du  numéro  précé- 
dent, on  mène  €&  parallèle  à  GG'  ;  puis  menant  par  M  une  parallèle  à 
c&  (1355),  elle  est  aussi  parallèle  à  GG'. 


t 

<^          III          1       fl    11^ 

s 

s        A 

a 
/ 

B      2/ 

AHPBNTAOE. 


1568.  Tous  les  végétaux  croissant  verticalement,  la  surface  utile, 
e  est-a-dire  productive,  d'un  terrain  est  la  projection  sur  un  plan  hori- 
zontal de  sa  surface  proprement  dite.  Le  but  que  Ton  se  propose  en 
arpentage  (1306)  est  donc  de  déterminer  Taire  de  cette  projection,  c'est- 
à-dire  Taire  de  la  surface  prise  par  cuiellation  (1305). 
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Si  Ton  a  levé  le  plan  du  terrain,  la  géométrie  et  la  trigonométrie  four- 
nissent des  règles  pour  calculer  Taire  de  la  figure  que  forme  le  plan, 
d'après  les  cotes  qui  y  sont  inscrites,  ou  en  prenant  les  longueurs  et 
les  angles  nécessaires  à  Téchelle  et  au  rapporteur. 

Quand  on  n'a  pas  le  plan  du  terrain,  on  peut  le  lever  d'abord,  puis 
évaluer  Taire  ;  mais  on  se  contente  le  plus  souvent  d'un  simple  croquis, 
sur  lequel  on  inscrit,  à  mesure  qu'on  les  obtient  sur  le  terrain,  les  lon- 
gueurs nécessaires  à  Tapplication  des  règles  de  la  géométrie. 

Les  arpenteurs  ne  se  servent  habituellement  que  de  leur  équerre,  de 
la  chaîne  et  de  jalons  (1317,  1319, 1322). 

1569.  Soit  à  déterminer  la  surface  d*un  terrain  ABCDEF  dont  le  con- 

tour est  polygonal  et  Vintérieur  accessible, 
^'  ^^^'  i**  méthode.  On  décompose  le  polygone  en 

triangles,  et  mesurant  les  côtés  de  ces  trian- 
gles, on  en  détermine  Taire  par  la  formule  3* 
du  n"  1132. 

2*  métfiode.  Après  avoir  mené  et  mesuré  les 
diagonales  AC,  AD,  AE,  on  les  considère  comme 
étant  les  bases  des  triangles  qui  composent  la 
surface  du  terrain;  avec  Téquerre  d'arpenteur 
on  mène  les  hauteurs  BP,  DQ...  de  ces  trian- 
gles ;  on  mesure  ces  hauteurs,  et  Ton  applique  la  règle  du  n"  692. 

3*  méthode.  On  mène  une  diagonale,  la  plus  grande  ordinairement 
(fig,  356),  k  laquelle  on  mène  avec  Téquerre  d'arpenteur  des  perpendi- 
culaires par  les  sommets.  Le  polygone  se  trouve  ainsi  décomposé  en 
triangles  et  en  trapèzes  rectangles  faciles  à  évaluer  (692,  697,  1302). 

Au  lieu  d'une  diagonale,  on  peut  prendre  une  transversale  quel- 
conque du  polygone.  La  forme  du  terrain  indique  ordinairement  la 
direction  qu'il  convient  de  donner  à  cette  transversale  pour  rendre  les 
opérations  faciles;  le  plus  souvent  on  la  trace  dans  la  direction  de  la 
plus  grande  dimension,  et  de  manière  à  diviser  le  terrain  en  deux  par- 
ties à  peu  près  équivalentes. 

On  peut  encore  remplacer  la  transversale  par  une  droite  extérieure 
au  polygone.  L'aire  est  alors  égale  à  la  différence  de  deux  sommes  de 
trapèzes  {fig.  355) 

1570.  Lorsque  le  terrain  est  accessible  à  Vintérieur  et  limité  par  wne 
courbe  quelconque^  on  applique  la  3*  méthode  du  numéro  précédent.  Ainsi 
Ton  trace  une  transversale  aussi  grande  que  possible,  et  on  lui  mène 
des  perpendiculaires  assez  rapprochées  pour  qu'on  puisse  négliger  la 
courbure  des  parties  qu'elles  interceptent  sur  le  contour.  Il  convient 
que  les  perpendiculaires  divisent  la  transversale  en  un  nombre  pair 
de  parties  égales,  afin  de  pouvoir  appliquer  les  formules  des  n"*  1303 
et  1304. 

Si  le  contour  du  terrain  n'est  courbe  que  dans  une  partie,  en  joi- 
gnant par  une  droite  les  extrémités  de  la  courbe,  le  terrain  se  trouve 
divisé  en  deux  portions,  dont  Tune  se  mesure  par  une  des  méthodes 
du  numéro  précédent,  et  l'autre  comme  ci-dessus. 
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Fig.  388. 


Fig.  m. 


Ordinairement,  pour  abréger  les  opérations,  on  emploie  la  méthode 
dite  par  compensation^  qui  consiste  à  substituer 
au  terrain  à  mesurer  un  terrain  polygonal  qui 
Texcède  en  de  certaines  parties  et  y  rentre  dans 
d'autres,  mais  de  manière  que  les  parties  ajou- 
tées et  retranchées  se  compensent;  c'est  ce 
qu'indique  la  figure  388,  dans  laquelle  les  par- 
celles internes  et  externes  désignées  par  le 
même  numéro  sont  approximativement  équi- 
valentes. 

On  conçoit,  du  reste,  qu'on  pourrait,  si  Ton  voulait  agir  en  toute 
rigueur,  mesurer  d'abord  le  polygone  auxiliaire,  puis,  k  l'aide  des  for- 
mules des  n*  1303  et  1304,  les  parties  ajoutées  et  retranchées.  Lors- 
qu'on opère  ainsi,  on  prend  ordinairement  un  polygone  auxiliaire  ayant 
ses  sommets  sur  le  contour  du  terrain. 

1571.  Quand  le  terrain  ABCDE  est  inacccessible  à  Vintérieur;  s'il  est 

par  exemple  couvert  de  constructions, 
d'arbres  ou  d'eau,  on  trace  en  dehors  un 
polygone  MNPQ  dont  l'aire  est  facile  k 
mesurer,  tel  qu'un  rectangle  ou  un  tra- 
pèze rectangle.   On  évalue,  en  opérant 
comme  aux  n»*  1369  et  1370,  la  surface 
comprise  entre  le  périmètre  de  ce  poly- 
gone et  celui  du  terrain,  et  retranchant 
cette  surface  de  celle  du  polygone,  on  a 
l'aire  cherchée. 
Si  le  terrain  était  limité  par  une  courbe  quelconque,  on  opérerait 
d'une  manière  analogue,  en  appliquant  les  formules   des  n**  1303 
et  1304. 

Dans  le  cas  où  le  terrain  serait  inaccessible^  mais  découvert,  s'il  était, 
par  exemple,  séparé  du  terrain  où  l'on  se  trouve  par  une  rivière,  on 
déterminerait  les  coordonnées  d'autant  de  points  qu'il  serait  nécessaire 
de  son  contour  par  rapport  k  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  tracées 
sur  le  terrain  accessible  {fig,  357),  et  k  l'aide  de  ces  coordonnées  on 
calculerait  l'aire  du  terrain  par  la  3^  Méthode  du  n*  1369,  pour  le  cas 
où  l'on  a  recours  k  une  droite  tracée  hors  du  polygone. 
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1572.  Soit  k  résoudre  le  problème  le  plus  habituel  de  Tarpententage, 
qui  consiste  a  prendre  dans  une  pièce  de  terre  une  partie  d'une  surface 
déterminée. 
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Pig.  390. 


1*  Suit  à  prendre  dans  la  pointe  A  une  surface 
déterminée  S  qui  soit  limitée  par  une  droite  pa^ 
rallèle  à  vtne  droite  donnée.  Sur  AB  ou  AC  on 
mesure  une  certaine  longueur  AD;  par  le  point 
D  on  mène  une  parallèle  DE  a  la  droite  donnée 
{13R5);  on  détermine  l'aire  s  du  triangle  ADE; 
on  calcule  le  quatrième  terme  de  la  propor- 
tion 


*:S  =  AD  :x»,    d'où    x 


=  \/âd'x§; 


Fig.  391. 


on  prend  AM  =  a:,  et  menant  MN  parallèle  à  DE,  le  triangle  AMN  satis- 
fait k  la  question.  £n  effet,  les  deux  triangles  ADE  et  AMX  étant  sem* 
blables,  S'  étant  raire  du  second,  on  a  (700) 

jrS^ÂD^rAM', 

et  les  deux  proportions  précédentes  ayant  trois  termes  égaux,  on  a  biea 
S  =  S'. 

S*  Dans  le  cas  où  la  première  pointe  A 
du  terrain  serait  insuffisante,  on  déter> 
minerait  Taire  s  du  triangle  oAC,  et  le 
problème  serait  ramené,  comme  au  1*,  à 
prendre  dans  la  pointe  a  une  partie  aMX 
dont  Faire  fût  égale  k  S  +  ^. 

3*  Dans  le  cas  où  Ton  aurait  k  prendre 

un  trapèze  MNnm  k  partir  de  MN  qui  peut 

être  un  côté  du  terrain,  on  mesurerait  aJA 

et  Taire  du  triangle  aMN,  et  l'on  calculerait  am  en  opérant  comme  on 

Fa  fait  au  1*  pour  AM. 

Remarque.  Les  trois  problèmes  précédents  montrent  assez  codubcmI 
Ton  opérera  dans  un  cas  quelconque,  et  les  deux  derniers  font  voir 
qu'en  général  les  problèmes  de  cette  espèce  ne  sont  que  la  réunion  de 
plusieurs  sembladE>les  au  1*%  auquel  on  les  ramène  toujours. 

iS75.  Four  partager  un  triangle  en  un  certain  nombre  de  partwi 
équivalentes  par  des  droites  allant  du  sommet  à  la  base,  on  divise  ia 
base  en  un  môme  nombre  de  parties  égales,  et  on  joint  le  sonmiet 
aux  points  de  division  (692). 

Par  la  même  marche,  on  peut  diviser  le  triangle  en  parties  qui  soient 
proportionnelles  k  des  nombres  donnés  (994). 

1574.  En  divisant  les  deux  bases  d'un  trapèze  en  un  même  nom- 
bre de  parties  égales,  ou  qui  soient  proportionnelles  k  des  nombres 
donnés,  et  joignant  les  points  de  division,  le  trapèze  se  trouve  divisé 
en  parties  équivalentes  ou  en  parties  proportionnelles  aux  nombres 
donnés  (697,  994). 

Pour  diviser  de  même  un  rectangle  ou  un  parallélogramme ,  on  di- 
vise la  base  en  parties  égales  ou  en  parties  proportionnelles  aux  nom- 
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bres  donnés,  et  par  les  points  de  division  on  mène  des  parallèles  aux 

côtés  adjacents  à  la  base  (690,  695,  994). 

1578.  Diviser  un  triangle  ABC  en  parties  équimlentes,  ou  en  par- 

p.    3ÇJ  ties  proportionnelles  à  des  nombres  donnés^ 

par  des  droites  parallèles  à  la  base  BG.  Ce 

problème  peut  être  résolu  comme  celui  V  du 

n*  4372. 

Pour  diviser  de  même  un  trapèze,  on  opé- 
rerait comme  au  2*  du  n"  1372. 

MN  étant  la  droite  qui  divise  le  triangle  en 
deux  parties  équivalentes,  on  a  (700) 


|:S=AN':AC%    d'où    AN 
2 


=N/f- 


On  peut  déterminer  AN  géométriquement.  Sur  AG  comme  diamètre 
on  décrit  une  demi-circonférence;  au  centre  0  on  élève  une  perpendi- 
culaire ;  on  joint  AE,  et  prenant  AN  =  AE,  le  point  N  appartient  à  la  pa- 
rallèle MN.  £n  effet,  on  a  (676) 

AG 


d'o  fi 


ag:ae  =  ae:ao  ou   ag:an=an:-^, 


an  =  y/^.        /...-•> 


2 

?    I 

si  AMN  était  le  tiers  du  triangle  ABG,  on  aurait ''  ^' 

^:s=ÂN*:AC%   d'où  AN=y  ^. 


Si  AMN  était  les  -  de  ABG,  on  aurait 

|s:s=:ÂN*:ÂcS   d'où   an 


=v/i^. 


On  opérerait  de  même  pour  un  rapport  quelconque,  c*est-à-dire  pour 
résoudre  d'une  manière  générale  le  problème  énoncé. 

Ge  problème  général  se  résout  aussi  géométriquement.  Ainsi  Ton 
divise  AG  en  parties  égales  ou  en  parties  qui  soient  proportionnelles 
à  des  nombres  donnés  (994)  ;  par  les  points  de  division  on  élève  des 
perpendiculaires  à  AG;  on  joint  le  point  A  aux  intersections  de  ces 
perpendiculaires  avec  la  demi-circonférence  AEG;  on  reporte  les 
cordes  qui  en  résultent  sur  AG  à  partir  du  point  A,  et  lès  parallèles 
à  BC  menées  par  les  points  obtenus  divisent  le  triangle  ABG  en  par- 
ties qui  sont  entre  elles  comme  les  parties  de  AG.  Ainsi,  AG  ayant  été 
divisé  en  deux  parties  égales  {fig,  392),  le  triangle  se  trouve  divisé 
par  MN  en  deux  parties  équivalentes  ;  si  AG  a  été  partagé  en  trois 
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parties  égales,  le  triangle  Test  également  en   trois  parties  équiva- 
lentes, etc. 

1576.  Diviser  un  trapèze  ÂBCD  en  parties  équivalentes,  ou  en  par- 
ties proportionnelles  à  des  nombres  donnés  j 
Fig.  393.  ^j.  ^g  parallèles  aux  bases, 

^^ — ^^^  On  prolonge  les  côtés  non  parallèles  AD, 

/C--^'l_  !  \^        BC  jusqu'à  leur  rencontre  en   E  ;   sur    BE 
/    g\      ^^  "~7^^*      comme  diamètre  on  décrit  une  dcmi-circon- 

vl V^   y^'/  ,     férence;  du  point  E  comme  centre,  avec  EC 

/  h\^  /    j     pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  CF, 

V^ Ï^S.     /       et  du  point  F  on  abaisse  FG  perpendiculaire 

^ "i:^         à  BE.  Cela  fait,  divisant  BG  en  parties  égales, 

ou  en  parties  proportionnelles  aux  nombres 
donnés  (994),  et  opérant  pour  les  points  de  division  obtenus  comme 
on  l'a  fait  au  numéro  précédent  pour  les  points  de  division  de  AC 
de  la  figure  392 ,  le  problème  est  résolu.  Ainsi  pour  diviser  le  trapèze 
en  deux  parties  équivalentes,  par  exemple,  on  divise  BG  en  deux  par- 
ties égales;  au  point  H,  milieu  de  BG,  on  élève  la  perpendiculaire  HI 
k  BE;  du  point  E  comme  centre,  avec  Ei  pour  rayon,  on  décrit  l'arc  de 
cercle  iN,  et  la  parallèle  MN  aux  bases  divise  le  trapèze  ABCD  en  deux 
parties  équivalentes. 
Si  le  point  de  concours  des  deux  côtés  AD  et  BC  est  très-éloigné,  on 
.  opère  sur  la  grande  base  AB  comme  on  Ta 

^^'  ^*'  fait  sur  BE  de  la  figure  393.  Ainsi  sur  AB 

comme  diamètre  on  décrit  une  demi-cir- 
conférence, on  mène  CE  parallèle  à  AD,  du 
point  A  comme  centre,  on  décrit  Tare  EP, 
et  l'on  abaisse  du  point  F  la  perpendicu- 
laire FG  à  AB.  Cela  fait,  divisant  GB  en 
parties  qui  soient  entre  elles  dans  les  rap- 
ports donnés,  et  opérant  pour  les  points  de 
division  obtenus  comme  on  Ta  fait  pour  ceux 
de  GB  dans  la  figure  393,  le  trapèze  se  trouve  partagé  de  la  manière 
demandée.  Dans  la  figure  394,  le  trapèze  est  partagé  en  trois  parties 
équivalentes  par  les  parallèles  MN,  PQ  aux  bases. 
1377,  Partagea'  un  polygone  ABCDE  en  parties  équivalentes,  ou  en 
parties  proportionnelles  à  des  nombres  don- 
^'  nés,  par  des  droites  partant  d'un  sommet  D. 

On  détermine  le  triangle  DFG  équivalent 
au  polygone  donné  (1021);  on  divise  la  base 
FG  de  ce  triangle  en  parties  égales  ou  en 
parties  proportionnelles  aux  nombres  don- 
nés, et  joignant  le  sommet  D  aux  points  de 
division  obtenus,  le  problème  est  résolu. 
Ainsi  divisant  FG  en  trois  parties  égales, 
par  exemple,  aux  points  M  et  N,  les  droites  DM,  DN  partagent  le  po- 
lygone donné  en  trois  parties  équivalentes. 
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11  est  k  remarquer  que  le  problème  n'est  entièrement  possible  par 
cette  marche  qu'autant  que  tous  les  points  de  division  M,  N  se  trouvent 
sur  un  même  côté  AB  du  polygone  proposé. 
1578.  Diviser  le  triangle  ABC  en  deux  parties  équivalentes  par  une 
p.     ^^  droite  partant  d'un  point  M  pris  sur  Vun  des 

côtés  du  triangle.  M  est,  par  exemple,  un 
puits  qui  doit  rester  commun  aux  deux  par- 
ties d'un  terrain.  Par  le  point  0,  milieu  de 
AB,  on  mène  une  parallèle  ON  à  MC,  et  MN 
est  la  droite  demandée.  En  effet,  menant  GO, 
le  triangle  CAO  est  moitié  du  triangle  pro- 
posé (693),  et  comme  de  plus  il  est  équiva- 
lent au  triangle  AMN,  comme  étant  composé 
de  la  même  partie  AON  et  du  triangle  CNO  équivalent  à  celui  MNO 
comme  ayant  même  base  NO  et  môme  hauteur,  il  en  résulte  bien  que 
AMN  est  moitié  de  ABC,  et  par  suite  équivalent  au  quadrilatère  BCNM. 
Remarquant  que  les  parallèles  NO,  CM  donnent 

AN       AO         ,,   ,        ,^       ,^      AO 
ÏC=rM'      ^'''      ^^^^  =  ^^><ÂM' 

on  voit  que  sur  le  terrain,  sans  mener  aucune  parallèle,  il  suffît  de 
prendre  AN  égale  à  la  longueur  ainsi  calculée  et  de  joindre  MN. 

Pour  diviser  le  triangle  ABC  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles 
dans  un  rapport  donné  min^  on  diviserait  AD  en  deux  parties  telles 
que  Ton  ait 

AO  _  m 

OB  "*  n' 

par  le  point  0  on  mènerait  ON  parallèle  à  MC,  et  MN  répondrait  à  la 
question. 
En  effet,  les  triangles  ACO  et  BCO  ayant  même  hauteur,  ils  sont 

entre  eux  dans  le  rapport  ^z^   ou   —,  et  le  triangle  ACO  étant  encon* 

équivalent  à  celui  AMN,  le  triangle  AMN  est  bien  au  quadrilatère  B(v\M 

dans  le  rapport  — . 

Pour  éviter  de  mener  la  parallèle  ON,  de 

AO       m  AO  m  *../%.»  w* 

7nr  =  "~-»    ou    -rrr — T^TT  = ''^. — ,    on  tirp    AO  =  ABx — : — . 
OB       71  '  AO  +  OB       w  +  7i'  m-^/i 


On  a  ensuite 


Av       KT      AO       ACxABxm 

AM  AM(w  +  n) 


On  détermine  alors  le  point  N  sur  le  terrain^  et  Ton  mène  MN. 

34 
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1379.  Diviser  un  triangle  en  trois  triangles  équivalents  ayant  un  som- 
met commun  M ,   et  pour  base  les  côtés  du 
triangle. 
On  mène   AD  perpendiculaire  à  BC,  on 

AD 
prend  DE=  -^,  et  par  le  point  E  menant^ 


une  parallèle  a  BC,  elle  contient  le  point  M, 
puisque  la  hauteur  du  triangle  MBC  doit 
être  le  tiers  de  celle  du  triangle  ABC.  Fai- 
sant la  même  construction  pour  le  côté  AC, 

la  parallèle  Hienée  parle  point  F  rencontre  la  parallèle  à  BC  au  point  M. 
On  peut  étendre  cette  construction  à  la  division  du  triangle  en  trois 

autres  MBC,  MAC,  MAB  dont  les  surfaces  soient  proportionnelles  aux 

nombres  7»,  n,  p;  seulement  on  a 

DE  =  ADx       .*^.     ,    vt    HF=BHx 


i»-f»  +  p'  m  +  n'\'p 


lVl¥EE.LEItENT. 


PRINCIPES. 


I5tt0.  But  du  nivellement.  Plan  ou  surface  de  comparaison.  Cote. 
Altitude.  Repère.  Nous  avons  vu  comment  on  obtient  la  projection  d'un 
terrain  sur  un  plan  horizontal  (1337  et  suivants^;  mais  si  cette  projec- 
tion est!  suffisante  pour  Farpentagc  (1368),  il  n'en  est  pas  de  même 
lorsqu'il  s'agit  d'établir  des  travaux  de  construction,  tels  par  exiemple 
que  des  conduiites  d'eau,  des  canaux,  des  routes,  des  ckemins  de 
fer,  etc.  ;  il  est  alors  nécessaire  d'avoir  les  distances  dos  divers  point^^ 
de  la  surface  du  sol  à  traverser  à  ce  même  plan  horizontal,  ou  mieux  à 
une  surface  ssma  aspérités,  concentrique  avec  la  surface  de  la  terre.  Lr 
but  du  nivellement  est  de  doterminor  ces  distances,  ou  les  diffcrencos 
entre  ces  distances. 

La  surface  concentrique  à  laquelle  on  rapporte  les  difiEésenis  potiiU^ 
nivelés  est  dite  plan  ou  mieux  surface  de  niveau  ou  de  comparaison. 
La  distance  d'un  point  a  la  surface  ôs  niveau  est  la  cote  de  ce  poioL 

La  surface  do  comparaison  se  prend  de  manière  qu'elle  laisse;  tous 
les  points  à  niveler  d'un  mc^me  côté,  afin  que  toutes  les  cotes  aient  le 
môme  signe.  Le  plus  habituellement  on  prend  la  surfkce  dte*  compa- 
raison au-dessous  du  point  à  niveler  le  plus  bas  ;  mais  on  peut  la  prendre 
au-dessus  du  point  îi  niveler  qui  est  le  plus  élevé. 

Quand  on  veut  que  le  nivellement  d'un  terrain  scr\e  à  constater  les 
variations  de  niveaa  que  la  surface  du  sol  pourra  subir  par  la.«iit«,  on 
rapporte  les  cotes  des  points  nivelés  à  un  plan  de  comparaison  pris  à 
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}xne  distance  connue  d'un  point  parfaitement  fixe  ou  repère^  tel  qu'un 
point  é*un  monument  ou  d'un  travail  d'art  solide  et  immuable.  On  se 
doime  arbitrairement  la  cote  du  repère;  par  un  nivellement  prélimi- 
naîre,  en  plaçant  d'abord  la  mire  sur  le  repère,  on  détermine  la  cote 
d*tm  pointa  niveler,  et  ensuite  on  procède  au  nivellement  comme  il  va 
'  être  indiqué.  Le  registre  du  nivellement  doit  contenir  la  désignation  el 
Ta  code  du  repère,  et  le  nivellement  prélûninaire. 

A  défaut  de  monument  public  ou  de  travail  d'art,  on  prend  pour  re- 
père tm  seuil  de  porte,  un  appui  de  croisée,  etc.  ;  mais  comme  ces  re- 
pères peuvent  ne  pas  avoir  une  fixité  sufHsanie,  on  les  rattache,  autant 
que  possible,  à  des  contre-'repères  déterminés  par  un  signe  conventionnel 
ftK  SUT  un  rocher,  un  arbre,  etc. 

A  ftiris,  dan-s  presque  toutes  les  rues,  la  municipalité  a  fait  fixer  contre 
des  murs  des  plaques  en  fbnte  aux  armes  de  la  ville,  et  sur  lesquelles 
on  lit  : 

i*  A  gauche,  la  hauteur  du  repère  au-dessus  du  niveau  moyen  de  la 
mer.  La  hauteur  d*un  point  au-dessus  du  niveau  moyen  de  la  mer  est 
Yaltitnde  de  ce  point; 

T  A  droite,  la  hauteur  du  repère  au-dessus  de  Yêtiage,  c'est-à-dire  du 
niveau  des  plus  basses  eaux,  au  pont  de  la  Tournelle  ; 

3*  A  la  partie  iaférieure,  La»  diatiAce  du  repère  au-dessous  du  plan 
générai  de  comparaison  adopté  daas  le  nivellement  de  Paris.  Ce  plan 
ayant  été  choisi  à  50  mètres  au-dessus  de  la  surface  de  l'eau  dans  le 
iassin  de  la  Tillette,  alimenté  par  le  canal  de  l'Ourcq,  par  rapport  a  ce 
flan  les  cotes  sont  comptées  de  haut  en  bas. 

La  face  latérale  supérieure  de  la  plaque  qui  porte  ces  inscriptions 
•lorme  le  repère  proprement  dît;  on  l'a  élargie  a  l'aide  d*une  saillie  ve- 
nue à  la  plaque,  aûn  qu'on  puisse  y  reposer  facilement  la  semelle  de 
la  mire.  On  a  gravé  repère  en  toutes  lettres  sur  cette  face  latérale  supé- 
rieure. 

Un  repère  situé  dans  l'île  Saint-Louis  porte  les  inscriptions: 

36",24  au-dessus  du  niveau  moyen  de  la  mer; 

tr;99'  au-dessus  de  TélÂage  dis  pont  de  la  Tournera  ; 

^*,Î5  nivellement  de  Paris. 

Ainsi  la  cote  du  diveau  moyen  de  lamera«iHleasousdu>plaa  de  com^ 
paraison  du  niveHement  de  Farjs  est  36'*,H +^*,^  =  i0i*,i9,  et  celle 
du  niveau  de  Tétiage  au  pont  de  la  Tournelle,  9",99»-f  6n",25  =  73*,lli. 
Par  suite,  le  niveau  de  Teau  dans  le  hassia  de  la  Tillette  est  à  Taltitude 
5f*,49,  et  celui  ée  Tétiage  an  pont  de  la  Tournelle  à  26'*,25;  de  plus  le 
aivisau  de  l'eatx  dans  le  bassin  de  la  Tillette  est  à  25^,24  aK-dessus  de 
«elni  de  Tétiage  au  pont  de  la  Tournelle,  ou  à  25*,i4— 9^,90  =  15*,86 
au-dessus  du  repère  de  l'île  Saint-Louis. 

fSSl.  Les  instruments^  dont  on  fait  usage  pour  niveler  sont  le  niveau 
et  la  Tmre.  La  mire  est  une  règle  graduée  que  r<Ki  fait  succeasivemeat 
poser  verticalement,  par  un  aide  appelé  porte-rmre^  sur  les  pointa  à  ni- 
nëk/e.  Les*ni*vBaœc  permettent  de  diriger  dans  Teaf  ace,  vers  la  mire^  des 
rsyDDS  vîenelë  horizontaux. 
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Fig.  398. 


Soit  à  déUrminor  les  cotes  de  deitx  poinfs  A  ci  B  de  la  surface 

du  suL  On  établit  le 
niveau  en  un  point  S, 
situé  à  peu  près  à  la 
même  distance  hori* 
zontale  de  A  et  B;  puis, 
faisant  placer  la  mire 
en  A,  on  dirige  un 
rayon  horizontal  qui 
détermine  le  point  a,  et  par  suite  la  distance  Aa,  qu'on  lit  sur  la  mire. 
Ensuite,  faisant  placer  la  mire  au  point  B,  on  détermine  la  distance  B6. 
Supposant  Aa=i",347  et  B!>  =  0*,754,  la  différence  de  ni>eau  des 
points  A  ot  B  est  1",347  — 0",7o4=:0*,593,  et  si  le  plan  de  comparaison 
a  été  pris  à  iOO  mètres  au-dessous  du  point  A,  la  cote  de  ce  point  est 
lOO'-^OOO  et  colle  du  point  B,  100-,000  +  0*,593  ==  100-,593. 

1585.  Nivellement  simple.  Il  peut  arriver  que  d'une  même  station 
du  niveau  on  puisse  niveler  un  certain  nombre  de  points  A,  B,  C,  D... 
Dans  ce  cas,  au  fur  et  ii  mesure  qu'on  obtient  les  résultats,  on  les  in- 
scrit sur  le  cadre  suivant,  préparé  à  Tavance,  et  qui  constitue  un  car- 
7iet  de  nivellement. 


POINTS 

DISTANCES 

COUPS 

nivelés. 

horizontales 

de 

COTES. 

OBSfeRVATIOlfS. 

consécutives. 

niveau. 

positives. 

négatives. 

•    1 

3 

S 

h 

6 

• 

7 

B 
C 
D 

met. 

125,54 

140.G7 

75,27 

met. 

i,3n 

0,754 
1,042 
0,021 

met. 
0,693 
0,421 

met. 
» 

0,288 

» 

met 
100,000 
100,593 
100.805 
100,726 

C)  Position 
dn   point,  na- 
ture dn  sol,  etc. 

Dans  la  première  colonne,  on  désigne  les  points  nivelés.  Ces  points 
sont  ordinairement  désignés  par  des  numéros  d'ordre,  et,  sur  le  sol, 
on  les  fixe  par  des  piquets. 

La  deuxième  colonne  contient  la  distance  horizontale  de  chaque  point 
nivelé  au  précédent. 

Dans  la  troisième  colonne,  on  inscrit  les  hauteurs  lues  suf  la  mire. 

Une  différence  entre  un  nombre  de  la  troisième  colonne  et  celui  im- 
médiatement inférieur  s'écrit  dans  la  quatrième  ou  cinquième  colonne, 
suivant  que  le  premier  nombre  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  le 
second. 

Une  différence  positive,  ajoutée  k  la  cote  du  point  précédent,  donne 
la  cote  du  point  considéré.  On  obtient  ce  même  résultat  en  retranchant 
la  différence,  si  elle  est  négative. 

i584.  Nivellement  composé.  Lorsqu'on  ne  peut  déterminer  les  cotes 
de  deux  points  A  et  E  sans  changer  le  niveau  de  place,  par  un  pre- 
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un 


iiiier  nivellement  simple,  de  la  cote  du  point  A  on  passe  à  celle  d'un 
point  intermédiaire  B  (1383);  puis,  par  un  second  nivellement  simple, 

Fig.  399. 


on  passe  à  celle  d'un  autre  point  intermédiaire  C,  et  1  on  continue  ainsi 
de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  déterminé  la  cote  du  point  extrême  E. 

Dans  un  nivellement  composé,  on  appelle  coups  arrière  les  hauteurs 
Aa',  B6',  Ce' ...  indiquées  par  la  mire  quand  on  vise  du  côté  du  point 
de  départ  Â,  et  coups  avant  les  hauteurs  66,  Ce  ...  indiquées  par  la 
mire  lorsqu'on  vise  en  avant. 

Au  fur  et  à  mesure  qu'on  obtient  les  résultats,  on  les  inscrit  sur  le 
carnet  de  nivellement,  dont  la  disposition  ne  diffère  pas  sensiblement 
de  celle  du  numéro  précédent. 


POINTS 

nirelés. 
1 

DISTANCES 

horizontales 
des  points. 

2 

«0 

arrière. 

S 

DPS 

avant. 

D1FKÉ1 

positives. 
5 

ISNCES 

négatives. 

• 

COTES. 

7 

OBSERVATIONS. 

8 

B 
C 
0 

E 

met. 

130,65 
145.32 
135,46 
194,63 

met. 
1,244 
1,546 
1,627 
0.234 

n 

met. 

0,638 
0,726 
1,698 
2,406 

met. 

0,606 
0,820 

» 

» 

met. 
» 
» 

0.071 
2,172 

met. 
100 

100,606 

101,426 

101.355 

99,183 

(♦)  Position 
du  point,  natui*c 
du  sol ,  proprié- 
taire, etc. 

Vèfificatiùtt: 
5,468—  4,651= 
2,243—  1,426.= 

100—99,183= 
0.817 

Totaux. 

606,06 

4,651 

5,468 

1,426 

2,243 

Les  différences  entre  les  nombres  de  la  troisième  colonne  et  ceux  de 
la  quatrième  qui  se  trouvent  à  la  ligne  immédiatement  inférieure  s'é- 
crireot  dans  la  cinquième  ou  dans  la  sixième  colonne,  selon  que  les 
premiers  nombres  sont  plus  grands  ou  plus  petits  que  les  seconds, 
c'est-k-dîre  selon  que  la  surface  du  sol  va  en  montant  ou  en  des- 
cendant. 

Quant  aux  nombres  de  la  septième  colonne,  ayant  pris  la  cote  100  mè- 
tres pour  le  point  de  départ  A  (1382),  pour  avoir  la  cote  des  points  suc- 
cessifs B,  C,  D ...,  à  la  cote  100  mètres  et  successivement  à  la  dernière 
cote  obtenue  on  ajoute  la  différence  correspondante  de  la  cinquième 
colonne,  ou  on  en  retranche  la  différence  correspondante  de  la  sixième 
colonne. 
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Gomme  vérification  des  calculs,  la  différence  de  hauteur  iOO  — 
99,183  =  0*,817,  des  deux  points  extrêmes  À  et  E,  doit  être  égaie  à  la 
différence  entre  la  somme  des  coups  avant  et  celle  des  coups  arrière, 
ou  encore  à  la  différence  entre  la  somme  des  nombres  de  la  sixième 
colonne  et  celle  des  nombres  de  la  cinquième  colonne. 

Pour  vérifier  le  nivellement^  on  le  recommence  on  allant  en  sons  in- 
verse, c'est-à-dire  de  E  vers  A,  et  si  Ton  a  bien  opéré  on  doit  trouver 
la  même  différence  de  niveau  entre  les  points  extrêmes  A  et  E.  On 
considère  en  général  comme  bien  faites,  des  opérations  qui  fonrnissent 
entre  les  points  extrêmes  des  diftérences  de  niveau  qui  ne  différent 
entre  elles  que  de  10  à  12  millimètres  par  kilomètre  de  la  loiiçrueur 
nivelée. 
1585.  Hauteur  du  niveau  apparent  au-dessus  du  niveau  vrai. 

Uinsti*ument  ayant  été  établi  au  point  S  de 
^'^"  ^^^^'  la  surface  de  la  terre,  si  Ton  dirige  un  rayon 

visuel  A-6,  ce  rayon  sera  perpendiculaire  a  la 
verticale  Sa*,  et  il  rencontrera  en  un  point  h 
une  mire  tenue  A'erticalement  en  B.  Or  comme 
le  point  de  la  verticale  OB  qui  est  au  même 
;  niveau  que  le  point  s  est  b\  la  droite  sb  n'est 

1    ,  donc  qu'une  ligne  de  niveau  apparent,  et  Ton 

;/  voit  que  la  hsoteiir  du  niveau  apparent  m- 

0  dessus  du  niveau  vrai  est  égale  à  bb'.  Dési- 

gnant cette  quantité  par  ii,  la  distance  sb  par 
d,  et  supposant  que  0^  est  égal  au  rayon  h.  de  la  terre,  on  a  (679) 

cP  =  Ax2R,    d'où    ^=3jT-  .1) 

Outre  la  modification  du  niveau  vrai  p«r  suite  de  la  sphéricité  de  la 
terre,  il  en  est  une  seconde  due  à  la  réfraction  de  Vair;  mais  qui  se 
retranche  de  la  première.  Lorsqu'un  rayon  de  lumière  IravA^se  l'air,  il 
se  dévie  delà  ligne  droite  en  passant  d'une  couche  a  mie  autre  plus  ou 
DMins  dense,  et  en  général  il  suit  une  courbe  dont  la  concavité  est 
tournée  vers  la  terre.  De  cet  effet,  il  résulte  que  le  rayon  de  lumière 
parti  de  la  mire  et  qui  passe  par  le  point  s  vieiat  d'un  point  6i  situé  au- 
dessous  de  6,  et  la  ligne  réelle  de  niveau  apparent  est  sb^, 

Soos  nos  cliBra.ts  tempérés  et  dans  les  conditions  stn^ot^phériqioes  or- 
dinaires, «m  a  66}  =  0,4666';  d'où  il  suit  que  la  quantité  h'  à  rctnacïief 
du  niv«aa  apparent  pour  avoir  le  niveau  vrai  est 

A'  =  0,8U==0,84^.  .:i) 

La  terre  n'est  pas  tout  ii  fait  sphcrique;  elle  a  la  fornio  d'un  ellip- 
soïde de  révolution  (1208)  dont  le  grand  axe  ou  axe  t'.qitafirlal  a,  dia- 
prés les  mesures  de  plusieurs  savants,  12754  863  mètres,  et  Le  petit 
axe  ou  axe  polaire  12712  21)1  mètres. 

Faisant  R  =  6366600  mètres,  les  formules  (1)  et  (2)  donnent  les  ré- 
sultats du  tableau  suivant  : 
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DISTANCIS 

VALKlias  DB 

DBTAnCBS 

VALEURS  DB 

da 
nivean 

-, 

— . 

da 
nivean 

' --i| 

à  Li  mire. 

h 

0,16  h. 

ft' 

à  la  mire. 

A. 

0,16  A. 

4'. 

mM. 

met. 

met. 

met. 

met. 

met. 

met 

met 

0 

6,0060 

0,0000 

0,0000 

900 

0,0636 

0,0102 

0,0534 

«0 

0,0000 

0,0000 

0.0000 

920 

0,0665 

0,0106 

0,0538 

èO     < 

•  0664  • 

0.0006 

0,0004 

940 

0.0694 

0,0144 

0.0583 

60 

6.0063 

0,0004 

0,0009 

960 

0,0794 

0,0146 

0,0608 

80 

0,0005 

0,0001 

0,0004 

980 

0,0754 

0,0121 

0,0634 

100 

0,6008 

0,0001 

00007 

4000 

0,0785 

0,0126 

0,0660 

490     \ 

0,0644 

o.oooi 

0,0009 

4020 

0,0817 

0,0131 

0,0686 

440 

0,0045 

0,0009 

0,0013 

4040 

0.0849 

0,0136 

0,0744 

460 

0,0090 

0,0003 

0,0047 

4060 

0,0S$9 

0,0144 

0,0744 

480 

0,0023 

0,0004 

0,0021 

4080 

0,0916 

0,0147 

0,0769 

SOO 

0,0031 

0,0005 

0,0026 

4400 

0,0950 

0.0432 

0,0798 

MO     • 

0,0038 

0,0006 

0,0039 

4490 

0,0985 

0,0158 

0,0828 

140 

0,0045 

0,0007 

0,0038 

4440 

0.1024 

0,0IG3 

0.0857 

960 

0,0053 

0.0008 

0,0045 

1160 

0,1057 

0,0169 

0,0888  .; 

980 

0,0069 

0,0010 

0,0059 

4480 

0,1094 

0.0175 

0,0949 

900 

0,0074 

0,0044 

0,0059 

4900 

0,1131 

0.0181 

0,0950 

396 

0^0080 

0,0013 

0,0067 

4290 

0,1169 

0,0487 

0,0989 

340 

0,0094 

0,0044 

0,0070 

1940 

0,1208 

0.0193 

0,1044 

360 

0,0101 

0,0016 

0.0085 

4260 

0,4247 

0,0199 

0,4047 

380 

0,0413 

0,0048 

0,0095 

4280 

0,4987 

O.0206 

0,1084 

400 

0,0196 

0,OOÎO 

0,0106 

4300 

0,4327 

0,0219 

0,4415 

490 

0,0138 

0,0099 

0,0146 

4320 

0.4  36S 

0.0219 

0,1430 

UO 

0,0159 

0,0024 

0,0128 

4340 

0,4410 

0,0226 

0,1485 

460 

0,0166 

0,0097 

0,0140 

4360 

0,4453 

0,0239 

0,4290 

480 

0,0481 

0,0099 

0,0152 

4380 

0,4496 

0,^239 

0,1256 

506 

0,0496 

0,0031 

0,0165 

4400 

0,4539  . 

0,0246 

0,4973 

690 

0,0919 

0,0034 

0,0178 

4  420 

0,4584 

0,0253 

0,1330 

640 

0,0929 

0,0037 

0,0199 

4U0 

0,4629 

0,0261 

0,4368 

560 

680 

0,0946 

0,0039 

0,0207 

4460 

0,4674 

0,0268 

0,4406 

0,0264 

0,0049 

0,0999 

4480 

0,4720 

0.0275 

0,1  U5 

600 

0,0983 

0,0045 

0,0237 

4500 

0,1767 

0,0233 

0,4484 

690 

0,0309 

0,0048 

0,0254 

4590 

0,4815 

0,0290 

0,4524 

640 

0,0399 

0  0051 

0,0970 

4540 

0,4863 

0.0298 

0,4565 

660 

0,0349 

O,00&o 

0,0287 

4560 

0,4914 

0,0306 

0,1605 

680 

0,0363 

0,0058 

0,0305 

1580 

0,4964 

0,0314 

0,1647 

700 

0,0385 

0,0069 

0,0393 

4600 

0,9044 

0,0329 

0,1689 

796 

0,0407 

0,0065 

0,0349 

4620 

0.20^ 

0,0330 

0,4734 

740 

0>»436 

0.0069 

0,0361 

4640 

0,9449 

0,0338 

0,4774 

760 

0,04r>4 

0,0073 

0,0384 

4660 

0,9464 

0,0346 

0,1848 

780 

0,04:8 

0,0076 

0,0404 

4680 

0,2247 

0,0355 

0,1869 

800 

0,0503 

0,0080 

0,0499 

4700 

0,9978 

0,0363 

0,4907 

690 

0,0598 

0,0084 

0,0444 

4720 

0,2323 

o,o.n9 

0,4959 

840 

0,0554 

0,0089 

0,0465 

4740 

0,2370 

0,0380 

0.1997 

860 

0,0584 

0,0093 

0,0488 

1760 

0,2433 

0,0389 

0,90U 

880 

0,0608 

0,0097 

0,0544 

4780 

0.9488 

0,0398 

0,9090 
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DISTANCES 

du  niveau 
i  la  mire. 

VALECRS  DE 

mSTANCBS 

du  niveau 
àkmire. 

VALBOES  Dl                      II 

^     h.~ 

0,16  A. 

A'. 

A. 

0,16  A. 

A'. 

met. 

met. 

ïïlH. 

met 

met 

met. 

met 

mit. 

1800 

0,2545 

0,0407 

0,2187 

5500 

S,3768 

0,3804 

4.9957 

4820 

0,2602 

0,0416 

0,2185 

5600 

2,4630 

0,3944 

2,0689 

48S0 

0,2659 

0,0425 

0,2233 

6700 

2,5518 

0,4083 

2,4435 

4860 

0,2717 

0.0435 

0,2282 

5800 

2,6424 

0,4227 

2,2493 

4880 

0,2776 

0.0444 

0,2332 

5900 

2.7340 

0,4374 

2,2965 

4900 

0.2835 

0,0454 

0,2382 

6000 

2,8274 

0,4524 

2,3750 

4930 

0,2895 

0,0463 

0,2432 

6400 

2,9225 

0,4676 

2,4549 

4940 

0,2956 

0.0473 

0,2483 

6200 

3,0191 

0.4830 

2,5360 

4960 

0.3047 

0,0483 

0,2534 

6300 

3,4472 

0,4988 

2,6486 

4980 

0,3079 

0,0493 

0,2586 

6400 

3,2470 

0,5447 

2,7023 

SOOO 

0,3442 

0,0503 

0,2639 

6500 

3,3483 

0.5309 

2,7874 

SiOO 

0,3464 

o.o:>54 

0,2909 

6600 

3,4212 

0,5474 

2.8738 

âSOO 

0,3801 

0,0608 

0,3193 

6700 

3,5256 

0.5644 

2,9645 

2300 

0,4455 

0.0665 

0.3490 

6800 

3,6317 

0.5814 

3,0506 

2100 

0,4524 

0,0724 

0,3800 

6900 

3,7393 

0,5983 

3,4440 

2500 

0.4909 

0,0785 

0,4123 

7000 

8,8484 

0,6457 

3,2327 

2600 

0,5309 

0,0849 

0,4460 

7100 

3,9592 

0.6335 

8,3257 

2700 

0,5726 

0.0916 

0,4809 

7200 

4,0715 

0,6514 

3,4204 

2800 

0,6157 

0,0985 

0,5172 

7300 

4,1854 

0,6697 

3,5157 

2900 

0,6605 

0,1057 

0,oo48 

7400 

4.3008 

0,6884 

3.6127 

3000 

0,7069 

0,4134 

0.6938 

7500 

4,4179 

0,7069 

3,7140 

3100 

0,7Di8 

0.1208 

0.6340 

7600 

4,5365 

0,7258 

3,8106 

3200 

0,8042 

0,4287 

0,6756 

7700 

4,6566 

0,7451 

3,9146 

3300 

0,8553 

0,4368 

0,7184 

7800 

4.7784 

0,7545 

4,0438 

3400 

0.9079 

0,1453 

0,7626 

7900 

4,9047 

0,7843 

4,4474 

3500 

0,9621 

0,1539 

0,8082 

8000 

6,0265 

0.8042 

4,2223 

3600 

4,0179 

0.4629 

0,8550 

8100 

5,1530 

0,8245 

4,3285 

3700 

4,0752 

P.  «720 

0,9032  . 

8200 

5.2810 

0,8450 

4,4360 

3800 

4,4344 

0,1815 

0,9527 

8300 

5,4106 

0,8657 

4,5449 

3900 

4,4946 

0,1911 

1,0035 

8400 

5,5448 

0,8867 

4,6554 

4000 

4,2566 

0,2011 

4.0556 

8500 

5.6745 

0,9079 

4,7666 

4100 

4,3202 

0,2142 

4,4090 

8600 

6,8088 

0,9294 

4,8794 

4200 

4,3854 

0.2247 

4,1638 

8700 

6,9447 

0,9544 

4,9935 
5,4090 
5,2258 

4300 

4,4522 

0,2323 

4,2198 

8800 

6,0821 

0,9731 

4400 

4,5205 

0,2433 

4,2772 

8900 

6,2214 

0,9964 

4500 

4,5904 

0,2545 

4,3360 

9000 

6,3647 

4,0479 

5,3438 

4600 

4,6619 

0.2659 

4,3960 

9100 

6,5039 

4,0406 

5.4423 

4700 

4.7349 

0,W76 

4,4*573 

9200 

6,6476 

4,0636 

5,5840 

4800 

4 ,8006 

0,2895 

4,5200 

9300 

6,7029 

4,0869 

6,7060 

4900 

4,8859 

0,3017 

4,5S40 

9400 

6,9398 

4,4404 

6,8294 

5000 

4,9635 

0,3142 

4,6493 

9500 

7,0882 

4,4344 

5,9544 

5100 

2,0428 

0,3268 

4,7460 

9600 

7,2382 

4.4584 

6,0804 

5200 

2;  1237 

0,3398 

4,7839 

9700 

7,3898 

4,4824 

6,2074 

5J00 

2.2062 

0.3530 

4,8539 

9800 

7,5430 

4,2069 

6,3364 

5400 

2,2902 

0,3664 

4,9238 

9900 

7,6977 

4,2346 

6,4661 

40000 

7,8540 

4,2566 

6,5973 
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Remarque  i.  Cette  table  ayant  été  calculée  dans  Thypothèse  d'une 
surface  de  niveau  sphérique,  les  résultats  qu'elle  contient  ne  doivent 
être  considérés  que  comme  approximatifs. 

Remarque  2.  Dans  les  limites  wdinaires  d'un  nivellement  simple 
(fig.  398),  les  corrections  indiquées  dans  la  table  devant  se  faire  sur  le 
coup  porté  vers  A  et  sur  celui  porté  vers  B,  Tune  des  corrections  se 
retranche  de  l'autre  dans  le  calcul  de  la  différence  de  niveau  des  points 
A  et  B,  et  il  en  résulte  qu'elles  sont  en  général  négligeables;  leur  in- 
fluence est  d'autant  moindre  sur  cette  différence  de  niveau,  que  les  dis- 
tances horizontales  de  l'instrument  aux  points  A  et  B  diffèrent  moins, 
et  elle  est  tout  à  fait  nulle  quand  ces  distances  sont  égales. 

Remarque  3.  En  général,  dans  un  nivellement  composé,  les  erreurs 
dues  à  ce  qu'on  a  négligé,  dans  chaque  nivellement  simple,  les  correc* 
tîons  indiquées  au  tableau  se  compensent,  et  l'on  a  un  résultat  définitif 
suffisamment  exact. 


INSTRUMENTS. 


1586.  Niveau  d'eau.  Ce  niveau  se  compose  d'un  tube  AB  de  1  métro 
à  4",30  de  longueur  sur  0",02  à  0",03  de  diamètre,  recourbé  a  angle: 
droit  à  chaque  extrémité»  et  muni  au  milieu  de  sa  longueur  d'un» 
douille  C  a  l'aide  de  laquelle  on  repose  l'instrument  sur  un  pied  à  trois 
branches. 

Fig.  401. 


t 


IHUT.: 


Chaque  extrémité  A  et  B  porte  un  renflement  dans  lequel  on  lute  unc^ 
fiole  en  cristal  au  moyen  de  mastic  ou  de  cire. 

Les  fioles  ont  de  0",03  à  0",04  de  diamètre  et  de  0",08  à  0",i2  de  lon- 
gueur visible  calibrée  ;  elles  sont  complètement  ouvertes  à  rextrémité 
engagée  dans  le  tube,  mais  l'extrémité  libre  se  referme  en  gorge  de 
manière  à  ne  laisser  qu'une  ouverture  de  0",01  de  diamètre.  Les  fioles 
d'un  même  instrument  doivent  avoir  le  même  diamètre,  et  elles  doi* 
vent  être  le  plus  rigoureusement  possible  cylindriques. 

Les  tubes  sont  ordinairement  en  fer-blanc  ;  mais  l'on  fabrique  des  ni- 
veaux  plus  soignes,  dans  lesquels  ils  sont  en  cuivre.  La  doutlle  esC 
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alors  garnie  d'une  genouillère  à  coquille  qui  permet  de  faire  tourner 
plus  facilement  Tinstrument  sur  son  pied  P.  H  existe  même  des  niveaux 

Fig.  40t. 


qui  se  composent  de  plnsieups  parties  réunies  par  des  pas  de  vis;  ce 
qui  permet  de  les  démonter  pour  les  placer  dans  une  Ijoîte. 

Le  niveau  se  remplit  d^eau  jusqu'à  la  moitié  on  les  deux  ISers  de  lu 
hauteur  d<»s  fioles.  En  hirer,  pour  éviter  la  congélation,  on  emploie  de 
l'alcool  au  lieu  d*eau.  Pour  chasser  Fair  qui  a  pu  rester  emprisontié 
dans  le  tube,  on  incline  celui-ci  après  avoir  bouché  la  fiole  inférieure 
avec  la  main,  et  on  lui  imprime  quelques  vibrations  au  moyen  de  petits 
chocs. 

1387.  Emploi  du  niveau  d'eau.  Pour  se  servir  du  niveau  d'eau,  on 
le  place  en  station  [Jig,  398),  où  on  raffermit  sur  son  pied,  et  de  ma- 
nière qu'en  le  faisant  tourner,  il  reste  le  mieux  possible  dans  le  même 
plan  horizontal;  il  approche  d'autant  plus  de  cette  position,  qu'en  le 
plaçant  successivement  dans  (\q\ix  directions  perpendiculaires  entre 
elles,  le  niveau  du  liquide  varie  moins  dans  chaquo  fiole.  On  dirige 
alors  rinstrument  vers  la  mire,  et,  se  plaçant  à  i  mètre  ou  1",50  en 
arrière  de  la  fiole  voisine,  on  mène  un  rayon  visuel  NN'  tangent  inté- 
rieurement o«  extérieurement  aux  courbes  D,  D'  foriïicejî  par  les  bords 
des  surfaces  du  liquide  dans  les  fioles  (fig,  401);  le  point  où  ce  rayon 
visuel  rencontre  la  mire  domie  le  coup  de  niveau.  Plaçant  la  mire  sur 
le  second  point  à  niveler,  ou  détermiac  le  second  coup  de  niveau  ea 
opérant  comme  pour  le  premier,  et  Ton  continue  de  même  pour  tous 
les  autres  points  qu'on  peut  niveler  de  la  même  station.  Alars  on  éta- 
blit le  niveau  à  la  seconde  station,  où  l'on  opère  comme  à  la  pre- 
uiière,  et  Ton  continue  ainsi  de  suite  (i3&3,  1384]. 

En  vertu  du  principe  de  physique  qu^e  les  surfaces  d'un  même  li-> 
quide,  dans  deux  vases  qui  communiquent,  se  trouvent  dans  un  môme 
plan  horizontal,  les  rayons  visuels  qu'on  détermine  avec  I0  BÎveau 
d'eau  sont  horizontaux;  mais  il  faut  que  les  fioles  aient  le  némediar 
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mètre,  &ans  quoi  l'attraction  du  verre  sur  le  liquide  produirait  des 
ménùque*  é'naa  concavité  différente  dans  les  deux  ûoles,  et  les  lignes 
noires  formées  par  les  ménisques,  lesquelles  guident  dans  le  pointage, 
ne  seraient  plus  dans  le  même  plan  horizontal. 

Il  est  nécessaire  que  le  plan  du  niveau  du  liquide  reste  constajit 
pendant  tout  le  temps  qu'on  opère  à  une  même  station;  il  faut  donc  : 

r  Éviter  les  pertes  d^eau,  soit  par  les  suintements  à  travers  des 
ûssupea,  soit  par  la  vaporisation;  il  faut  aussi  éviter  que  Teau  de  pluie 
s'introduise  dans  les  fioles.  Une  enveloppe  qui  recouvre  chaque  fiole 
diminue  la  vaporisation  et  préserve  de  la  pluie  ;  elle  est  surtout  néces- 
saire quand  Tappareil  reste  longtemps  en  station  exposé  au  soleil  ou  à 
Forage. 

..  S5»  Eviter  qu'il  reste  de  Fair  dans  le  tube  ;  car  il  pourrait  se  dégager 
pendant  qu*on  opère,  et  le  niveau  du  liquide  baisserait. 

3°  Que  les  ûoles  aient  la  même  section  horizontale;  sans  quoi  ia  fiole 
qui  a  la  plus  grande  section  venant  à  passer,  dans  son  mouvement  ho- 
rizontal, à  am  niveau  inférieur,  le  niveau  du  liquide  dans  les  deux  fioles 
baisserait  nécessairement 

4*  Que  toutes  ks  visées  d'une  même  station  soient  faites  par  lamèaie 
personne,  deux  opérateurs  prenant  rarement  les  mêmes  points  des  mé- 
nisques ou  onglets  pour  diriger  leurs  rayons  visuels. 

Afin  de  rendre  plus  apparentes  les  lignes  formées  par  les  bords  dea 
onglets,  on  colore  quelquefois  l'eau  avec  du  carmin.  (Test  aussi  pour 
alteindre  ce  but,  que  dans  quelques  instruments  soignés  les  fioles  sont 
garnies  d'obscurateurs ,  c'est-k-dire  d'enveloppes  cylindriques  portant 
latéralement  uae  échancrure  qui  ne  laisse  voir  que  la  portion  de  la 
surface  du  liquide  nécessaire  pour  diriger  le  rayon  visueL  La  paroi  in- 
térieure de  ces  enveloppes  étant  noircie  ou  rougie,  l'eau  en  reçoit  un 
reflet  qui  rend  sa  surface  plus  visible. 

1588.  Ce  qui  précède  indique  assez  que  le  niveau  d'eau,  qui  est  du 
reste  d'un  usage  habituel  pour  les  petits  nivellements,  est  sujet  k  trop 
de  causes  d'erreurs  pour  qu'on  puisse  l'employer  lorsqu'il  s'agit  de  ni- 
vellements d'une  certaine  importan<:e. 

Supposant  que  le  rayon  vi- 
**•  **'•  suel  s'écarte  de  l'horizontale 

d'une  quantité  e  dans  l'éten- 
due de  la  longueur  d  du  ni- 
veau, pour  la  distance  0^ 
Terreur  sera 

Supposant  que  e  a'excàde  pas  0',«MS,  «t  fiùeaat  d  =  l'.SO,  fitcr 
D  =  25  mètres,  on  a 

,_  0,0005X25 

« pj— =«-,«W6. 
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Sans  pouvoir  rien  prescrire  sur  la  valeur  de  D,  qui  dépend  de  la  vue 
et  du  degré  d'habileté  de  Topérateur,  il  convient  cependant  de  ne  pas 
la  porter  au  delà  de  25  à  30  mètres,  si  Ton  veut  opérer  avec  un  certain 
degré  d'exactitude. 

1589.  Niveau  de  maçon.  C'est  un  système  composé  de  deux  petites 

règles   en   bois  assemblées    dans 
Fig.  404.  deux  montants  de  même  largeur  et 

—  de  môme  épaisseur,  et  dont  Tune 
se  trouve  à  6  ou  7  centimètres  des 
extrémités  inférieures  des  mon- 
tants. Au  milieu  de  la  traverse  su- 
périeure  est    suspendu   un   petit 

plomb,  dont  le  fil  correspond  à  un 

trait  marqué  sur  la  traverse  infé- 
rieure quand  les  pieds  des  deux  montants  reposent  sur  un  plan  hori- 
zontal. 

1590.  Pour  vérifier  ce  niveau,  on  le  place  sur  une  surface,  et  Ton 
constate  la  distance  du  cordeau  au  petit  trait  de  la  traverse  inférieure; 
puis  on  retourne  Tinstrument  bout  pour  bout,  de  manière  que  chaque 
pied  ait  exactement  pris  la  place  de  l'autre.  Dans  cette  nouvelle  posi- 
tion, le  cordeau  a  passé  de  l'autre  côté  du  trait,  et  s'il  en  est  à  la  même 
distance,  c'est  que  l'instrument  est  exact. 

Si  le  cordeau  passait  par  le  trait  dans  les  deux  positions,  non-seule- 
ment l'instrument  serait  exact,  mais  aussi  les  points  sur  lesquels  il 
repose  seraient  dans  un  même  plan  horizontal. 

Ce  mode  de  vérification,  qui  consiste  à  placer  l'instrument  bout  pour 
bout,  et  qui  est  usité  pour  toutes  les  espèces  de  niveau,  est  dit  méthode 
par  retournement. 

1591.  Une  fois  qu'on  s'est  assuré  que  le  niveau  est  bien  exact,  on 
conçoit  qu'en  faisant  reposer  ses  pieds  en  tous  sens  sur  une  surface,  si 
le  cordeau,  rendu  libre  en  tenant  convenablement  le  niveau,  coïncide 
toujours  avec  le  petit  trait  marqué  sur  la  traverse  inférieure,  c'est  que 
eette  surface  est  horizontale.  Faisant  reposer  une  règle  de  largeur  uni- 
forme sur  deux  points  sufiisamment  éloignés,  et  posant  le  niveau  sur 
la  règle,  il  indiquera  encore  si  les  deux  points  sont  à  la  même  hauteur, 
ou  lequel  est  le  plus  élevé. 

Pour  poser  une  règle  de  niveau  ou  obtenir  un  point  de  niveau  avec 
un  autre,  il  suffit  de  reposer  une  des  extrémités  de  la  règle  de  largeur 
uniforme  sur  le  point  donné,  et  de  placer  le  niveau  sur  le  milieu  de 
cette  règle,  dont  on  élève  ou  abaisse  l'autre  extrémité,  jusqu'à  ce  que 
le  fil  à  plomb  vienne  battre  dans  le  petit  trait;  la  règle  est  alors  de 
niveau,  et  tous  les  points  de  son  côté  inférieur  le  sont  également  avec 
le  point  donné.  C'est  en  opérant  ainsi  que  les  maçons  tracent  journelle- 
'  ment  des  lignes  de  niveau  dans  les  bâtiments. 

Une  règle  étant  posée  de  niveau,  en  dirigeant  un  rayon  visuel  suivant 
Taréte  de  la  règle,  on  pourra  obtenir  à  une  certaine  distance  un  point 
qui  sera  de  niveau  avec  l'arête  de  la  règle;  mais,  à  cause  de  la  grande 
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Fig.  405. 
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erreur  qui  résulterait  d*un  léger  écart  du  fil  à  plomb  par  rapport  au 
trait,  et  de  la  difficulté  de  bien  diriger  le  rayon  visuel,  il  faut  limiter 
Tusage  du  niveau  de  maçon  à  de  petites  distances  et  a  des  opérations 
qui  ne  demandent  pas  une  grande  précision. 

1592.  Le  niveau  de  poseur^  ainsi  appelé  parce  qu'il  est  particulière- 
ment employé  par  les  maçons  poseurs 
de  pierres,  au  lieu  d*ètre  rectangulaire 
comme  le  précédent,  a  la  forme  d'un 
triangle  rectangle  isocèle  ;  le  fil  k  plomb 
est  suspendu  au  sommet  de  Tangle  droit, 
et  le  petit  trait  est  marqué  au  milieu  du 
côté  opposé.  La  vérification  et  l'emploi  de 
ce  niveau  se  font  en  opérant  comme  pour 
le  précédent. 

1595.  Niveau  à  bulle  d'air.  Ce  niveau  consiste  simplement  en  un 

tube  de  verre  très-léffèrement 

Fiir   406 

**      '  courbé    et  emprisonné  dans 

une  gaine  en  cuivre  AB,  qui 
laisse  voir  la  partie  convexe 
du  tube  sur  une  certaine  lon- 
gueur. Avant  d'envelopper  le 
tube  dans  sa  gaine,  on  Ta  rempli  d'eau  en  y  laissant  une  bulle  d'air,  et 
on  l'a  fermé  à  la  lampe  aux  deux  extrémités.  Le  tout  est  fixé  sur  une 
règle  CD,  dressée  de  manière  que  quand  cette  règle  repose  sur  une  sur- 
face horizontale,  la  bulle  d'air  occupe  le  milieu  du  tube;  une*échellc 
gravée  sur  le  tube  indique  son  milieu  et  par  suite  la  position  que  doit 
0(;cuper  la  bulle.  Afin  de  pouvoir  ainener  plus  facilement  le  tube  dans 
une  position  parallèle  a  la  règle  CD,  sa  gaine  est  quelquefois  fixée  k  la 
règle  par  une  charnière  k  l'extrémité  E,  et  par  une  vis  de  rappel  k 
Fautre  extrémité  V. 

Pour  remplir  le  tube,  au  lieu  d'eau,  on  emploie  souvent  de  l'alcool 
ou  de  l'éther,  on  obtient  ainsi  plus  de  mobilité,  et  on  évite  Faction  de  la 
gelée.  Dans  tous  les  cas,  il  convient  de  carminer  un  peu  le  liquide,  afin 
de  rendre  la  bulle  d'air  plus  apparente. 

1504.  Pour  vérifier  le  niveau  k  bulle  d'air,  on  opère  comme  pour  le 
niveau  de  maçon  (1390),  et  on  peut  l'employer  aux  mêmes  usages  (1394)  ; 
mais  sa  grande  fragilité  fait  qu'on  ne  l'emploie  guère  que  pour  des  tra- 
vaux plus  minutieux,  tels  que  ceux  de  mécanique,  par  exemple. 

I59S.  Nioeau  à  lunette.  Pour  faire  des  nivellements  importants  et 
qui  demandent  une  grande  précision,  on  fait  usage  du  niveau  k  bulle 
d'air  (1393);  mais  alors  il  est  accompagné  d'une  lunette  dont  l'axe  op- 
tique est  parallèle  k  la  règle  du  niveau ,  ce  qui  permet  de  donner  des 
coups  de  niveau  d*une  grande  portée.  Il  existe  bien  des  dispositions 
de  niveaux  k  lunette;  nous  nous  contenterons  de  décrire  celle  due  k 
M.  l'ingénieur  en  chef  Ëgault  et  celle  de  Lenoi^r,  dont  l'usage  est  le  plus 
habituel. 
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tSM.   Nweau  d'Effault  Description. 

Fig.  407. 
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A  lunette.  Les  rayons 
lumineux,  partis  de  lu 
mire,  pénètrent  par 
rextrémité  a;  traver- 
sent un  assemblage  de 
verres,  appelé  objectif; 
se  réfractent  à  Tinté- 
rieur,  et  forment  une 
image  renversée  de  la 
mire.  Cette  image ,  qui 
«sft  très^petile,  se  regarde  k  travers  un  appareil  grossissant,  appelé  ocu- 
Amv,  placé  en  a'.  Afin  de  conserver  à  Timagc  toute  sa  netteté,  on  ne  la 
fait  pas  redresser  par  Toculaore;  de  sorte  que  les  objets  sont  vus  le  haut 
en  bas  à  travers  la  lunette,  léger  inconvénient  auquel  le  praticien  s'ha- 
bitue promptemenl  Entre  Tobjectif  et  Toculaire  se  trouvent  deux  fils 
d'araignée  ou  de  ver  à  soie,  qui  se  croisent  à  angle  droit  au  point  où  se 
forme  Timage  de  l'objet  qu'on  observe.  Ces  fils,  dont  l'un  est  horizontal, 
sont  fixés  à  un  anneau,  et  l'on  donne  à  Tensemble  le  nom  de  rMcule. 
Le  réticule  est  fixé  à  un  tube  qui  entre  à  frottement  doux  dans  le  corps 
de  la  lunette,,  ce  qui  permet  d'amener  le  plan  des  fils  au  point  où  se 
forme  l'image,  selon  que  Fobjet  qu^on  vise  est  plus  ou  moins  éloigné, 
circonstanee  qui  fait  varier  la  distance  de  l'image  à  Tobjectif.  L'ocu- 
laire est  fixé  dans  un  autre  tube  qui  entre  a  frottement  doux  dans  celui 
du  réticule.  Quand  on  veut  observer,  on  fait  pénétrer  le  tube  qui  cour 
liant  l'oculaire  dans  celui  qui  porte  le  réticule  jusqu'à  ce  qu*on  distin- 
gue bien  les  fils  ;  puis  on  fait  mouvoir  l'ensemble  des  deux  tubes  jus- 
qu'à ce  que  l'image  de  la  mire  soit  bien  nette.  Dans  cette  position* 
l'image  doit  se  trouver  au  point  de  croisement  des  fils,  ce  dont  on 
s'assure  en  visant  le  plus  possible  par  le  haut,  par  le  bas  et  par  ler 
côtés  de  l'oculaire  ;  si  l'image  coïncide  toujours  avec  les  fils,  c'est  qu'elle 
est  dans  leur  plan;  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  modifierait  le  tirage  en 
conséquence. 

0,  o',  vis  à  l'aide  desquelles  on  centre  la  lunette.  Il  arrive  presque  tou- 
jours que  les  centres  de  courbure  des  verres  ne  sont  pas  sur  Taxe 
de  figure  de  la  lunette,  et  que,  par  suite,  l'image  ne  s'y  trouve 
pas  non  plus,  â  l'aide  des  vis  o,  o\  on  amène  la  croisée  des  fils 
sur  rimage,  et  Ton  conçoit  que  quand  on  tournera  la  lunette,  la 
croisée  et  l'image  décriront  la  même  circonférence  autour  de 
Taxe  de  figure,  en  s'accompagnant  toujours,  et  si  Taxe  de  figure 
est  horizontal,  tout  point  visé  dont  Timage  tombera  an  croise^* 
ment  des  fils  sera  sur  cet  axe. 

B,  B,  étriers  portant  dies  collets  sur  lesquels  reposent  les  tourillons  de 
la  lunette.  Ces  collets  doirent  être  exéeutés  avec  le  pins  grand 
soin,  et  avoir  des  diamètres  égaux  entre  eux  et  égaux  h  eenx  de» 
tourillons  de  la  lunette,  afin  que  quand  on  fait  tourner  la  lunette 
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miv  ses  tourillons,  ou  quand  on  la  retourne  bout  pour  bout  de 
manière  a  reposer  chacun  de  ses  tourillons  sur  le  collet  de  Tau- 
tre,  son  axe  ne  change  pas  de  position.  Il  y  a  des  collets  qui  sont 
rîrciilaîres  comme  les  coussinets  ordinaires  de  machines,  et  d'au- 
tres qui  sont  prismatiques,  de  manière  à  ne  maintenir  les  tou- 
rillons de  la  lunette  que  suivant  quatre  génératrices. 
5,6,  taquets  fi-xés  aux  étriors  et  traversés  par  des  vis  contre  lesquelles 
viennent  buter  deux  goujons  quand  on  fait  tourner  la  lunette  pour 
amener  le  fil  du  réticule  dans  une  position  horizontale. 

C ,  niveau  h  bulle  d'air  (1393). 

D,  traverse  servant  de  règle  au  niveau,  et  supportant  en  outre  la  lu- 
nette A. 

b\  c\  vis  servant  à  amener.  Tune  Taxe  de  figure  de  la  lunette,  et  TautiT 
le  niveau,  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation  de 
leur  ensemble;  de  sorte  que  cet  axe  de  rotation  étant  vertical. 
Taxe  de  la  lunette  et  le  niveau  soient  horizontaux. 

E,  plateau  circulaire  au  centre  de  la  face  supérieure  duquel  est  fixé 
un  gros  tourillon,  qui  est  perpendiculaire  à  son  plan  et  sert 
d'axe  de  rotation  à  l'ensemble  de  la  traverse  D,  du  niveau  et  de 
la  lunette. 

Tne  vis  de  serrage,  placée  latéralement,  permet  de  rendre  so- 
lidaires la  traverse  D  et  le  plateau  E. 

F,  second  plateau,  prolongé  en  dessus  par  un  petit  axe  qui  se  tei*^ 
mine  dans  l'intérieur  du  plateau  E  par  un  segment  sphérique. 
Par  cette  disposition,  le  plateau  E  peut  s'incliner  par  rapport  à 
cet  axe,  sans  pouvoir  prendre  aucun  mouvement  latéral. 

G ,  douille  fixée  au  plateau  F,  et  dans  laquelle  pénètre  un  fort  goujon 
quand  on  place  l'appareil  sur  le  pied  à  trois  branches. 

g ,  vis  de  pression  servant  a  rendre  bien  solidaires  la  douille  G  et  1«^ 
goujon  fixé  au  centre  de  la  tablette  du  pied  à  trois  branches. 

p.     ^^  r,  V,    vis  placées  aux  extrémités  df* 

deux  diamètres  perpendicu- 

-"»©  .  laires  du  plateau  F.  7-,  ?*,  res- 

/  '^^-<^^  ^  ®^^^  ^^^^  ^^^  extrémités  coi'- 

/        ^,^^'^!^^^<        1    \  respondent  aux  autres  extré- 

[  ^l;^^^'     X^     I      ^  mités  de  ces  mémos  dîamc- 

(r   K'^  1  r''''^\  très.  Ces  vis  et  ces  ressorts 

\  ^     \  I  I  s'appliquent  sous  le  plateau  E 

\  •//  /  et  servent  àl'amener  dans  une 

X,        Ur     ^  positîbn  horizontale  quand  on 

"^^ — ^-"-"^  veut  opérer. 

15»7.  Ayant  bien  compris  la  composition  du  niveau  d'ÉgauIt  et  Tof- 
fice  de  chacune  de  ses  pièces,  ou  comprendra  facilement  les  moyenv^ 
de  le  régler^  c'est-à-dire  de  rendre  l'horizontale  de  la  bulle  bien  pa- 
rallèle au  plateau  E  ou  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation ,  d'amener 
l'un  des  fils  a  être  bien  horizontal,  de  centrer  la  lunette  et  d'amener 
son  axe  de  figure  dans  une  position  parallèle  au  plateau  E. 
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t^our  rendre  VJuorizontaîn  de  la  bulle  parallèle  au  plateau  supé^ 
rieur  E,  on  établit  solidement  l'instrument  sur  son  pied;  on  le  fait 
tourner  jusqu'à  ce  que  le  tube  du  niveau  soit  dans  Tun  des  plans  ré- 
gulateurs vr  (fig.  408);  h  l'aide  de  la  vis  correspondantes,  on  amène 
le  niveau  dans  une  position  horizontale,  et  faisant  décrire  à  tout  Tin* 
«trument  un  angle  de  180'  autour  de  son  axe,  si  dans  cette  nouvelle 
position  la  bulle  revient  bien  entre  ses  repères,  c'est  que  le  niveau  est 
parallèle  au  plateau  E.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  corrigerait  la  dévia- 
tion moitié  avec  la  vis  c'  du  niveau  et  moitié  avec  celle  r. 

Le  niveau  étant  parallèle  au  plateau  E,  si  Von  voulait  ainener  ce  plor- 
ieau  dans  w\e  position  horizontale^  on  ferait  décrire  a  l'instrument  un 
angle  de  90",  et  dans  cette  nouvelle  position  on  amènerait  le  niveau 
dans  l'horizontale  au  moyen  de  la  seconde  vis  r.  Plaçant  alors  succes- 
sivement le  tube  du  niveau  dans  la  direction  des  deux  diamètres  régu- 
lateurs rr^  si  la  bulle  reste  bien  entre  ses  repères,  c'est  que  le  plateau  E 
^st  horizontal. 

Quand  le  niveau  est  supporté  par  trois  vis  à  caler,  qui  dispensent 
.alors  des  vis  r,  v  et  des  ressorts  r,  r,  on  amène  d'abord  la  bulle  à  être 
horizontale  dans  une  position  parallèle  à  deux  des  vis,  puis  dans  une 
position  perpendiculaire  à  la  première. 

Pour  vérifier  si  Vaxe  défigure  de  la  lunette  est  parallèle  au  plateau  E, 
on  vise  la  mire  posée  à  une  portée  ordinaire;  on  place  la  lunette  bout 
pour  bout  sur  ses  collets,  et,  en  faisant  tourner  tout  l'instrument,  on 
ramène  la  lunette  vers  la  mire;  si  la  ligne  de  foi  du  voyant  est  encore 
sur  la  ligne  de  visée,  c'est  que  la  lunette  est  parallèle  au  plateau  E;  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  a  l'aide  de  la  vis  6',  on  corrigerait  la  déviation  par 
jtàtonnemenl. 

Pour  vérifier  si  Vaxe  optique  est  parallèle  à  Vaxe  de  figure  de  la  lu- 
fietie  et  par  suite  au  plateau  E,  on  vise  un  point  convenablement  éloi- 
gné; on  fait  tourner  la  lunette  autour  de  son  axe,  de  manière  à  amener 
le  dessus  en  dessous,  et  si  l'image  du  point  visé  se  trouve  encore  sur  le 
fil  horizontal,  c'est  que  la  lunette  est  centrée  par  rapport  à  ce  fil;  si  au 
contraire  l'image  se  trouvait  en  dessus  ou  en  dessous  du  fil,  à  l'aide  de 
la  vis  placée  à  l'extrémité  du  fil  vertical,  on  ferait  avancer  le  fil  hori- 
zontal de  la  moitié  de^  l'intervalle  qui  le  séparait  de  l'image.  Par  une 
opération  analogue,  et  en  prenant  pour  point  de  mire  une  ligne  ver- 
ticale, on  amènerait  l'autre  fil  dans  une  position  convenable,  et  alors 
la  lunette  serait  complètement  centrée. 

!598.  Emploi  du  niveau.  Le  niveau  étant  bien  réglé,  il  est  suscep- 
tible d'être  transporté,  et  on  l'établit  sur  son  pied  à  la  l'«  station  (1384); 
on  anu*»ne  son  plateau  E  dans  une  position  horizontale,  et  l'on  donne 
les  cou|)s  de  niveau  arrière  et  avant;  puis  on  va  h  la  seconde  station, 
où  l'on  opère  de  même,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  dit  (1396)  que  la  position  de  l'image,  et,  par  suite,  celle  du 
réticule,  variaient  avec  la  distance  du  point  visé;  or  comme  de  ce  dé- 
placenjent  la  lunette  peut  se  trouver  décentrée,  l'on  voit  un  second 
luotif  il  ajouter  h  celui  donné  au  n*  1385  pour  placer  autant  qne  pos- 
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sible  la  mire  à  égale  distance  du  niveau;  de  plus  même,  cette  distance 
ne  devrait  pas  varier  d'une  station  à  Tautre. 

^  1589.  Méthode  d'Égault.  L'impossibilité  dans  laquelle  on  se  trouve 
très-souvent  Me  placer  la  mire  h  la  môme  distance  du  niveau,  et  le 
temps  qu'exigerait  cette  précaution,  ont  fait  chercher  un  moyen  d'opé- 
rer à  l'aide  d'une  lunette  décentrée.  M.  Ëgault  a  Indiqué  la  méthode 
suivante,  qui  permet  d'opérer  en  toute  sécurité  avec  un  instrument 
dont  non-seulement  la  lunette  est  décentrée,  mais  aussi  dont  l'axe  de 
figure  de  la  lunette  et  l'horizontale  de  la  bulle  .ne  sont  pas  parallèles 
au  plateau  supérieur. 

Cette  méthode  consiste,  après  avoir  amené  le  plateau  supérieur  dans 
une  position  autant  que  possible  horizontale,  et  réglé  les  distances  de 
l'oculaire  et  du  réticule  à  la  demande  de  la  vue  de  l'observateur  et  a  la 
distance  de  la  mire,  k  donner  sur  le  point  nivelé  quatre  coups  corres- 
pondant aux  quatre  positions  que  peut  prendre  la  lunette  sans  que  le 
même  fil  cesse  d'être  horizontal. 

La  lunette  n'étant  pas  horizontale,  son  axe  de  figure  prendra  une 
direction  inclinée  OÂ';  û'a^  étant  le  premier  rayon  visuel  parti  de  la 


Fig.  409. 


lunette  décentrée,  faisant  faire  k  la  lunette  une  demi-révolution  au- 
tour de  son  axe,  qui  reste  fixe,  le  rayon  visuel  prendra  la  nouvelle 
position  O'Oj,  symétrique  de  O'ai  par  rapport  a  OA'.  Retournant  la 
'•«lunette  bout  pour  bout  sur  ses  collets,  son  axe  de  figure  prend  la 
direction  OA"  symétrique  de  OA'  par  rapport  à  l'horizontale  OA,  et, 
dans  cette  position,  la  lunette,  par  sa  dem^révolution  autour  de  son 
axe,  fournit  deux  nouveaux  rayons  visuels  0"a,  et  0"a^  symétriques 
par  rapport  à  OA",  et  symétriques  des  premiers  rayons  O'a^ ,  O'a,  par 
rapport  à  l'horizontale  OA.  On  a  donc  pour  le  coup  réel  de  niveau 

Quand  on  opère  d'après  cette  dernière  valeur  de  aA,  les  quatre  cotes 
lues  sur  la  mire  par  les  quatre  visées  s'inscrivent  au  carnet  de  nivel- 
lement (1384),  dans  une  colonne  qui  précède  celles  des  coups  arrière  et 
avant,  et  ces  coups  sont  les  moyennes  de  ces  quatre  cotes. 

Ordinairement,  pour  abréger  les  opérations  sur  le  terrain  et  dimi- 
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imer  les  calculs,  on  ofère  d'après  la  première  valeur  <le  «A.  AIm, 
une  première  visée  fournit  aa,;  puis,  tournant  la  lunette  bout  pour 
rbont,  lui  faisant  faire  une  demi-révolution  autour  ée  son  unty  et  visaiy^ 
•de  nouveau  la  mire,  on  oMIent  no,.  On  inscrit,  comme  dans  le  cas 
^cèdent,  les  valeurs  de  aa,  et  aa^  dans  la  troisièroe  colonne  du  car- 
net de  nivellement,  et  en  prenant  la  moyenne  on  a  fe  coup  àe  ni\'eaiu 
réel,  soit  arrière,  soit  avant  La  seconde  expression  de  la  valeur  de  aH 
conduit  à  opérer  d'une  mamère  identique. 

Dans  le  cas  où  i*axe  ée  figure  de  la  lunette  et  Tfaeriaont^le  de  la 
bulle  seraient  parfaitement  parallèles  au  plateau  E,  A'  tomberait  en  A, 

et  Ton  aurait  aX  =  — L_— ?.  Ainsi  dans  ce  cas  les  deux  visées  se  fe- 

2 

raient  sans  retourner  la  lunette  bout  pour  bout;  aussi  opère-t-^on  «n- 
core  assec  souvent  de  cette  manière,  mais  rinstrument  doit  être  bien 
réglé,  et  mis  parfaitement  de  niveau  à  chaque  statioa. 

Un  grain  de  poussière  ou  une  parcelle  d'oxyde  interposé  entre  les 
coussinets  et  la  lunette,  ou  encore  un  usé  inégal  des  parties  frottantes 
empêchant  Taxe  de  figure  de  la  lunette  de  coïncider  ai-oc  sa  preonère 
position  quand  on  retourne  la  lunette  bout  pour  bout,  la  méthode 
Égault  est  sujette  à  des  causes  d'erreur,  même  avec  un  instrument 
bien  réglé,  et  Ton  ne  peut  annuler  Teffet  de  ces  erreurs  qu'en  plaçant 
le  niveau  à  égale  distance  des  points  nivelés.  Quoi  qu  il  en  soit,  il  faut 
toujours  régler  Tinstrument  le  mieux  possible  avant  d'en  faire  usage, 
afin  de  rendre  très-petites  les  corrections,  qui  avertissent  alors  que 
rinstrument  est  dérangé  si  elles  deviennent  trop  fortes. 

1400.  Quoiqu'on  puisse  distinguer  nettement  les  objets  très-éloignés 

avec  de  bonnes  lunettes,  le  degré  de  sensibilité  de  la  bulle,  qui  dépend 

du  rayon  de  courbure  du  tube,  limite  cependant  la  portée  des  niveaux 

à  lunette. 

Soit  h  la  quantité  dont  le  rayon  de  visée  OA'  s'écarte  de  Thorizon- 

tale  OA  à  la  distance  B, 
pour  une  erreur  a  que  Ton 
commet  dans  rappréciatîon 
de  la  position  die  la  bulle.' 
Les  deux  triangles  sem- 
blables OAA',  CBB'  (4%  67») 
donnent 

d'où    D  =  R-. 
e 

Aujourd'hui  on  ftiit  le  rayon  de  courbure  R  =  lô  mètres;  l'œil-n'ap- 
précie  guère  la  position  de  la  bulle  qu'avec  une  approximation  e= 
<P,000«6,  et  si  Ton  admet  que  h  puisse  être  de  0*,0M  sans  qu'il  en  ré- 
sulte d'inconvénient  sensible  sur  le  résultat  définitif  du  nivellement,  on 
«  donc 


Fig.  «10. 
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Pour  les  grandes  opérations,  la  valeur  100  mètres  de  D  est  une  bonne 
moyenne,  que  rhabileté  de  l'opérateur,  la  précision  de  Tinstrument  et 
les  circonstances  locales  peuvent  parfois  faire  augmenter. 

Dans  plusieurs  instruments  de  géodésie  on  a  R  =  60  mètres;  alors 
on  a  D=120  mètres  pour  e^O^OOOS  et  A=0",001.  Une  plus  grand« 
sensibilité  permettrait  difficilement  de  rappeler  et  de  maintenir  la  biïlle 
entre  ses  repères.  Les  bulles  très-sensibles  ne  sont  guère  employées 
que  dans  les  observatoires. 

1401.  Niveau  de  Lenoir.  Ce  niveau  présente  les  mêmes  moyens  de 
vérification  et  de  correction  que  celui  d'Égault,  dont  il  ne  diôère  qu'en 
ce  que  Vai^e  de  rotation,  au  lieu  d'être  amené  dans  la  position  verticale 
au  moyen  de  vis  v  agissant  sur  un  plateau  E  (fig.  407),  Test  par  quatre 
vis  disposées  aux  extrémités  de  deux  diamètres  rectangulaires  d'un 
manchon  conique  que  Taxe  traverse. 

Dans  l'instrument  appelé  plus  spécialenxenl  Nvceau  4ke  ianoir,  ou 
mieux  Niveau-cercle  de  Lenoir  pour  le  disrfÎBguer  du  piréoédent,  à  la 

lunette  A  sont  fixés  imra- 

^^^'  **"**  riablement  deux  priâmes 

^  '    'jT'la  à  base  carrée  a,  a.  Par  ces 

prismes,  la  lunette  repose 

sur  un  plateau  E,  et  un 

tourillon,  qu'elle  porte  en 

son   milieu,  la  maintient 

au   centre  de  ce  plateau 

quand  on  la  fait  mouvoir. 

Le  plateau  E  est  Hxé  sur 

une  colonne  G  supportée 

par  trois  branches  munies  chacune  d'une  vis  calante  V. 

Le  niveau  a  bulle  C  repose  sur  les  prismes  a,  a,  ou  directement  sur 
le  plateau  E.  Dans  le  premier  cas  un  petit  tourillon  fixé  au  milieu  de  la 
lunette,  et  qui  pénètre  dans  la  règle  du  niveau,  guide  pour  placer  con- 
venablement celui-ci  sur  les  prismes  a,  a. 

Pour  se  servir  de  cet  instrument,  on  le  place  sur  son  pied  à  trois 
branches;  puis  on  amène  le  plateau  E  dans  une  position  horizontale 
au  moyen  des  vis  calantes  V  et  en  se  guidant  avec  le  niveau  €,  comme 
il  a  déjà  été  indiqué  pour  le  niveau  d'Égault  (1397).  Cela  fait,  on  vé- 
rifie si  l'un  des  fils  est  bien  horizontal;  s'il  -ne  l'e^  pas,  en  desserre  kt 
vis  qui  serre  le  manchon  du  réticule  contre  le  corps  de  la  lunette,  et 
l'on  fait  tourner  ce  manchon  en  conséquence. 

Pour  centrer  la  lunette,  on  fait  usage  de  vis  qui  se  meuvent  dans  le 
plan  du  réticule.  Reposant  la  lunette  sur  le  plafteau  E  successivement 
par  les  faces  inférieures  et  supérieures  des  prismes  a,  a,  on  centre  la 
lunette  par  rapport  à  l'un  des  fils  (1397),  ce  qui  est  suffisant.  Du  reste^ 
en  faisant  successivement  reposer  la  lunette  par  les  faces  latérales  des 
prismes  a,  a,  on  la  centrerait  par  rapport  à  l'autre  fil. 

Quand  le  plateau  E  est  horizontal  et  la  lunette  centrée,  on  s'assure 
que  Taxe  de  cette  dernière  est  horizontal.  Pour  ccfla,  on  place  le  niveau 
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sur  les  prismes  a,  a,  et  si  la  bulle  o'este  en  son  milieu  comme  quand 
on  repose  directement  le  niveau  sur  le  plateau  E,  c'est  que  les  prismes 
a,  a  ont  la  même  hauteur  et  que  Taxe  de  la  lunette  est  horizontal.  Si 
cette  condition  n'était  pas  remplie,  il  faudrait  diminuer  le  prisme  le  plus 
élevé,  ou  s'en  rendre  indépendant  en  se  plaçant  à  égale  distance  des 
points  à  niveler. 

Quand  la  bulle  s'écarte  un  peu  de  ses  repères,  en  passant  d'une  di- 
rection k  une  autre,  on  l'y  ramène  au  moyen  de  la  vis  à  caler  la  plus 
voisine;  ce  qui  ne  change  pas  d'une  quantité  appréciable  la  hauteur 
du  plateau  et  du  plan  des  visées. 
1402.  Mire  à  coulisse.  Cette  mire  est  celle  dont  l'emploi  est  le  plus 

général.  Elle  est  formée  d'une  pre- 
mière règle  en  bois  dur  bien  sec  A, 
7^       \     armée  à  son  pied  d'un  talon  en  fer  T, 
iX  i  muni  d'une  semelle,  ou  pédale  P,  par 

V  jrr  laquelle  la  mire  repose  sur  le   sol 

quand  on  la  place  verticalement. 

Une  plaque  de  tôle  V,  appelée  foyan^, 
a  sa  face  que  l'on  vise  divisée  en  quatre 
carrés  égaux  par  des  droites  joignant 
les  milieux  de  ses  côtés  opposés.  Deux 
de  ces  carrés  opposés  par  un  sommet 
sont  rouges  et  les  deux  autres  blancs, 
afin  de  rendre  plus  apparente  la  ligne 
de  foi. 

C  est  un  collier  en  cuivre  auquel 
est  fixé  le  voyant.  Ce  collier  peut  glis- 
ser sur  toute  la  longueur  de  la  règle 
A  en  traînant  le  voyant,  qui  peut  alors 
être  monté  ou  baissé  à  volonté.  Une 
vis  de  pression  v  sert  a  fixer  le  voyant 
en  un  point  quelconque  de  la  règle  A. 
Le  dos  de  la  mire  est  divisé  en  cen- 
timètres, dont  le  zéro  est  au  pied  de 
l'instrument;  les  décimètres  sont  seuls 
écrits.  Cette  échelle  se  continue  jusqu'à  deux  mètres,  et  quand  le 
voyant  atteint  cette  limite,  un  ressort  l'arrête.  La  hauteur  à  laquelle  se 
trouve  la  ligne  de  foi  du  voyant  est  indiquée  par  une  arête  horizontale 
du  manchon  C;  on  lit  les  mètres  et  centimètres  sur  réchelle,  et  une 
petite  échancrure,  faite  dans  la  partie  inférieure  du  manchon,  a  une 
de  ses  arêtes  verticales  divisée  en  millimètres,  ce  qui  permet  d'appré- 
cier la  hauteur  du  voyant  à  moins  de  un  millimètre  près. 

A'  est  une  seconde  règle  portant  dans  toute  sa  longueur  une  languette 
qui  peut  glisser  dans  une  coulisse  faite  dans  la  règle  A. 

Un  collier  C,  semblable  à  celui  du  voyant,  et  muni  également  d'une 
vis  de  pression,  permet  de  rendre  les  deux  règles  solidaires,  quand  on 
opère  sur  des  portions  de  verticales  qui  ne  dépassent  pas  deux  mètres. 
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Pour  des  cotes  supérieures,  on  fixe  le  voyant  sur  la  division  deux  mè- 
tres de  la  première  échelle  ;  là  il*  est  solidaire  avec  la  règle  A',  et  il  est 
indépendant  de  celle  Â,  qui  ne  s'élève  pas  jusqu'à  ce  point.  On  desserre 
la  vis  du  collier  inférieur  C,  les  deux  règles  deviennent  indépendantes, 
et  Ton  peut  faire  monter  à  volonté  la  règle  A'  et  par  suite  le  voyant. 

L'extrémité  de  la  règle  A'  ne  descendant  que  jusqu'au  sommet  du 
talon  T,  une  seconde  échelle,  faite  sur  la  face  latérale  de  la  règle  A,  et 
qui  commence  à  l'extrémité  inférieure  de  la  règle  A',  sert  à  évaluer  de 
combien  le  voyant  s'est  élevé  au-dessus  de  la  cote  deux  mètres.  Le  col- 
lier G',  qui  se  meut  avec  la  règle  A',  avec  laquelle  il  est  solidaire,  porte, 
comme  celui  G,  une  échancrure  dont  une  arête  verticale  sert  encore  à 
évaluer  les  millimètres. 

Comme  la  règle  A'  peut  coulisser  de  i",80  le  long  de  la  règle  A,  il  en 
résulte  que  l'on  peut  mesurer  des  cotes  s'élevant  jusqu'à  3",80. 

Quand  on  fait  usage  du  niveau  d*eau,'  le  voyant  n'est  ordinairement 
divisé  qu'en  deux  rectangles,  l'un  rouge  et  l'autre  blanc,  séparcS  par 
une  ligne  de  foi  horizontale  ;  mais  avec  les  niveaux  à  lunettes,  il  con- 
vient d'employer  la  première  forme,  dont  le  trait  vertical  doit  coïncider 
avec  le  fil  vertical  de  la  lunette. 

1403.  Manœwûre  de  la  mire.  Le  porte-mire  la  repose  sur  le  sol  par  sa 
pédale,  et  il  la  tient  dans  une  position  aussi  verticale  que  possible  ; 
avec  un  peu  de  pratique  et  d'attention  il  ne  tarde  pas  à  la  placer  tou- 
jours dans  une  position  convenable.  Quand  elle  penche  à  droite  ou  à 
gauche,  l'observateur  peut  s'en  apercevoir  à  simple  vue,  ou  en  se  gui- 
dant avec  le  fil  vertical  de  la  lunette  ou  même  avec  le  côté  de  l'une  des 
fioles  du  niveau  d'eau,  et  il  en  avertit  le  porte-mire  en  portant  la  main 
du  côté  opposé,  la  distance  qui  les  sépare  excédant  généralement  la 
portée  de  la  voix. 

L'opérateur  indique  au  porte-mire  de  monter  ou  de  baisser  le  voyant 
en  élevant  ou  en  abaissant  la  main  à  plusieurs  reprises  ;  il  a  soin  de  di- 
minuer l'amplitude  et  la  vitesse  de  ses  mouvements  à  mesure  que  le 
voyant  approche  davantage  du  point  de  visée,  afin  que  le  porte-mire 
prenne  plus  de  précautions  pour  ne  pas  dépasser  ce  point. 

Pour  indiquer  qu'il  faut  faire  usage  de  la  coulisse,  l'opérateur  porte 
la  main  au-dessus  de  la  tête  et  il  l'élève  à  plusieurs  reprises.  Alors  l'aide 
fixe  le  voyant  à  la  cote  deux  mètres,  il  desserre  la  vis  du  collier  infé- 
rieur G',  et  il  fait  monter  la  règle  A'  et  par  suite  le  voyant  d'après  les 
indications  qui  lui  sont  faites. 

L'opérateur  indique  que  le  voyant  est  au  point  convenable,  par  un 
mouvement  horizontal  de  la  main;  alors  le  porte-mire  le  fixe  avee  la 
vis  G  ou  G';  il  remet  la  mire  en  place,  et  l'y  maintient  jusqu*à  ce  que 
l'opérateur  lui  indique  par  un  dernier  signe  que  le  coup  a  été  bien 
donné. 

L*opérateur  se  fait  lire  à  haute  voix  la  cote  par  le  porte-mire;  puis  il 
se  fait  présenter  la  mire,  et  il  contrôle  la  première  lecture,  dont  il  avait 
préalablement  écrit  le  résultat  au  crayon. 
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1404.  Mire  parlante.  Pour  éviter  fcoutes  les  causes  d'erreurs  aux- 
quelles est  sujette  la  mire  à  coulisse,  soit  dans  la  lec- 
ture de  la  cote,  soit  dans  la  fixation  du  voyant,  et 
supprimer  la  manœuvre,  toujours  assez  longue,  de 
celui-ci,  M.  Bourdaloue,  conducteur  des  ponts  et 
chaussées,  a  imaginé  de  diviser  la  mire  d'une  ma- 
nière assez  a^yparente  pour  que  Topérateur  puis&e 
viser  directement  sur  les  divisions  sans  Iq  secours, 
d'un  voyant,  et  lire  lui-même  la  cote. 

Après  bien  des  essais,  la  disposition  que  M.  Bour- 
daloue paraît  préférer,  consiste  en  une  règle  en  boi& 
de  O'fi^  environ  de  largeur,  divisée  en  parties  égales 
de  0",04,  alternativement  rouges  et  blanches.  Ces 
parties  sont,  réunies  par  groupes  de  5,  équivalant 
par  conséqueut  à  deux  décimètres.  Chaque  groupe 
n'occupe  que  la  moitié  de  la  largeur  de  la  règle,  dont 
l'autre  moitié  porte  un  gros  chiffre  indiquant  le 
nombre  entier  des  groupes  qui  se  trouvent  en  des- 
sous. Les  groupes  de  rang  pair  occupant  la  gauche 
de  la  mire  et  ceux  de  rang  impair  la  droite. 

Comme  on  voit  la  mire  renversée,  les  chiffres  qui 
s'y  trouvent  ont  la  téte^  en  bas,  afin  qu'on  les  voie 
droits,  ce  qui  facilite  la  lecture.  Les  chiffres  de  la. 
seeonde  dizaine  portent  un  point  en  dessous;  ceiuL 
de  la  troisième  en  ont  deux,  et  dans  l'évaluation  des 
cotes  par  la  méthode  Ëgault,  le  nombre  àes  points 
est  celui  des  mètres  qui  entrent  dans  la  cote. 
Avec  cette  disposition,  si  l'on  ne  donnait  qu'un  coup  de  niveau,  pour 
avoir  la  cote,  il  faudrait  doubler  le  chiffre  correspondant  écrit  sur  la 
mire,  ce  qui  donnerait  des  décimètres,  quadrupler  les  petites  divisions 
entières  comprises  entre  ce  chiffre  et  le  point  visé,  ce  qui  donnerait 
des  centimètres;  puis  enfin  évaluer  la  portion  de  petite  division,  infé^ 
rieure  au  point  visé,  et  faire  la  somme  des  trois  résultats.  Ainsi  1& 

ligne  de  visée  aboutissant  en  AB,  qui  correspond  aux  --  de  la  divi- 
sion Diy,  la  cote  est  (r,70  x  2  4-  ^,04  x  ^  +^,04  x  |  =  l-,50a.    Cette 

évaluation  n'est  pas  sans  qfuelques  difficultés.,  qu'on  évite  par  l'applica- 
tion de  la  méthode  de  M.  Ëgault  (1^9),  qui  consiste,  dans  ce  cas,  non  à 
prendre  la  moctié  de  la  somme  des  cotes  données  par  les  deux,  coups  de 
niveau,  mais  k  évaluer  ces  cotes  en  considérant  les  chif&es  de  la  mire 
comme  exprimant  des  décimètres,  et  les  subdivisions  comme  valant 
deux  centimètres,  et  à  faire  la  somme  des  deux  cotes  trouvées  pouB 
avoir  la  cote  réelle.  Ainsi  la  ligne  de  visée  du  premier  coup  aboutissant 

»...  2 

en  AB,  on  mscrit  sur  le  carnet  la  cote  0,70  -f  0,02  x  2t + 0,0»  x  -  =  0,7{ia; 

retournant  le  niveau  et  la  lunette,  et  donnant  le  second  coup,  dont  la 
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3 
ligne  de  visée  aboutit  en  A'B^  qui  correspond  aux  y  de  la  division  D^D*', 

la  seconde  coie  a  inscrire  sur  le  carnet  est  (K'775,  et  Le  coup  r^el  est 
0>7aa  4- 0,775=:  1-^20. 

Les  mires  parlantes  ont  ordinairement  3  mètres  de  longueur;  elle** 
se  replient  en  leur  milieu  à  Taidc  d'une  charnière  pour  la  facilité  du 
transport.  On  a  mente  porté  la  longueur  jusqu'à  «  mètres.  Qitelquelbis 
OBL  fait  usage  de  deux  mires.  Tune  avant,  Tautre  arrière,  qui  peuvent  au 
besoin  être  réunies  bout  a  bout  au  moyen  de  boulons  réunissant  des 
tètes  a  oreilles. 

Afin  de  pouvoir  placer  verticalement  des  mires  aussi  longues,  elles 
sont  garnie^  d'un  fil  à  plomb,  dont  s'occupe  le  porto-mire,  qui  n'a  pas 
de  voyant  à  mouvoir.  Du  reste,  comme  la  lecture  du  coup  de  niveau  est 
très-rapide,  on  peut  prendre,  comme  se  rapprochant  le  plus  de  la  ver- 
ticale, le  plus  petit  de  ceux  qu'on  lit  pendant  que  la  mire  oscille. 

La  division  de  la  mire  en  centimètres  paraît  devoir  être  au  premi<*r 
ajbord  la  plus  convenable;  mais  des  intervalles  aussi  petits  sont  à  peu 
près  cachés  par  le  fil  de  la  lunette,  et  il  est  difficile  d'évaluer  les  milli- 
naètres.  Quelle  que  soit  l'incertitude  qui  existe  dans  l'appréciation  des 
parties  d'intervalles  de  0",04,  d'après  plusieurs  operateurs,  la  mire 
parlante  a  une  supériorité  incontestable  sur  celle  h  coulisse,  tant  sous 
le  rappivrt  de  l'exactitude  des  résultats  que  sous  celui  de  la  célérité  des 
opérations. 

PROFILS.   PLANS  COTÉS. 

1405.  Il  peut  arriver  qu'un  seul  profil  en  long  suffise  pour  l'objet 
qu'on  se  propose  ;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  l'établissement 
d'une  conduite  d'eau  dans  une  ville.  La  position  des  tuyaux  est  fixée. 
par  celle  de  la  rue,  et  il  suffit  d'un  profil  en  long  pour  déterminer  les 
hauteurs  relatives  de  tous  les  points  de  la  conduite,  et  s'assurer  que 
Teau  arrivera  en  tous  ces  points. 

Pour  établir  un  canal,  une  route,  un  chemin  de  fer,  un  simple  profil 
devient  insuffisant.  On  est  obligé  de  rattacher  au  profil  en  long  fait  sui- 
vant l'axe  choisi  préalablement  pour  la  voie,  et  que  Ton  appelle  ligne 
nmgisirale  ou  à!opéraiio7%y  des  profils  en  travers  s'étendant  a  une  cer- 
taine distance  à  droite  et  à  gauche,  afin  de  pouvoir,  dans  la  zone  nive-^ 
lée,  choisir  la  position  définitive  de  l'axe,  qui  doit  conduire  à  la  plus 
faible  dépense  d'établissement  et  d'entretien. 

Ces  profils  entravers  se  dirigent  normalement  à  la  direction  du  profil 
en  long,  et  on  les  relève  ordinairement  par  rayonnement  (1383),  de  la 
station  d'où  l'on  donne  le  coup  arrière  sur  le  piquet  correspondant  d*un 
profil  en  l«ng.  On  pourrait  de  la  même  station  relever  le  profil  corres- 
pondant au  coup  avant;  mais  il  est  préférable  de  ne  relever  qu'un  profil 
à  chaque  station. 

Le  carnet  le  plus  simple,  et  peut-être  le  plus  commode,  consiste,  poa:u* 
lea  profils  en  travers  comme  pour  les  profik  en  long,  en  un  croquis  sur 
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lequel  on  inscrit  sur  place  les  résultats  trouvés.  Cependant,  on  a  en- 
core le  plus  souvent  recours  à  un  carnet  à  colonnes,  mais  que  Ton  rend 
plus  simple  que  pour  le  profil  en  long,  en  raison  de  la  moindre  impor^ 
tance  d'une  erreur;  il  peut  être  disposé  de  la  manière  suivante  (carnet 
du  n*  4384)  : 


DÉSIGNATION 

des 

proftls. 

POINTS 

f 

.nirelés. 

DISTÀKCES 

des 
piquets. 

COUPS 

de 
nîTeaiL 

COTES  CJ 

desplaiu 
deviaée 

des 
profils 

LLCULÉES 

des 
points 
nirelés. 

OBSBRTATIOIfS, 

eroquîs,  etc. 

1 

S 

S 

k 

5 

• 

7 

Profil  A  (100-). 

met 

met. 

met. 

met. 

Pied  du  roc 

Pied  du  talus 

Axe  du  chemin 

c 

b 

a 

6.64 
3^16 

0,16 
0,27 
0,69 

100,19 

100,07 

99,76 

Piquet  d'axe 

Gros  chêne 

Arête  delabanquette(*). 
Fond  du  ruisseau.  .  .  . 

A 

a! 
b' 
c' 

4,00 

3,17 
4,09 
6,34 

0,34 

0,79 
0,70 
1,64 

100,34 

100,00 

99,56 
99,64 
98,80 

(•)  La  démo- 
lition dn  mur 
donnera  0^,35 
de  moellon  par 
mètre  Oiorant. 

Profil  B  (100»,COC). 

La  cote  100", 34  de  la  5*  colonne  est  la  cote  du  plan  de  visée  du  profil 
par  rapport  au  plan  général  de  comparaison  ;  elle  est  égale  à  la  cote 
400  mètres  du  piquet  d*axe  par  rapport  au  môme  plan,  augmentée  du 
coup  0",34  donné  sur  le  piquet  d'axe. 

En  retranchant  de  la  cote  100",34  les  nombres  de  la  4*  colonne,  qui 
sont  les  coups  donnés  sur  les  divers  points  nivelés,  on  obtient  les  nom- 
bres de  la  6*  colonne,  qui  sont  les  cotes  de  ces  points  par  rapport  au 
plan  général  de  comparaison  du  profil  en  long. 

Ordinairement  les  profils  en  travers  se  relèvent  après  le  profil  en  long, 
k  l'aide  du  niveau  d'eau  (1386). 

Il  peut  arriver  que  tous  les  points  des  profils  en  travers  ne  puissent 
pas  se  niveler  de  la  station  du  profil  en  long.  Alors,  partant  du  piquet 
du  profil  en  long,  on  fait  successivement,  à  droite  et  à  gauche  de  ce 
profil,  un  nivellement  composé  d'un  nombre  suffisant  de  stations,  que 
l'on  rattache  au  premier.  On  peut  commencer  le  nivellement  d'un  profil 
en  travers  par  une  des  extrémités  ;  mais  alors  on  ne  peut  calculer  les 
cotes  de  ses  piquets  que  quand  on  est  arrivé  au  piquet  du  profil  en  long. 

1406.  Supposant  qu'une  droite  verticale  se  meuve  en  s'appuyant  sur 
Taxe  du  profil,  elle  engendrera  une  surface  cylindrique,  et  en  dévelop- 
pant cette  surface,  son  Intersection  avec  le  plan  de  comparaison  devien» 
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dra  une  ligne  droite,  et  son  intersection  avec  la  surface  du  sol  sera  une 
ligne  sinueuse  qui  n'aura  rien  de  géométrique.  Pour  simplifier  le  tracé 
de  cette  dernière  ligne,  on  suppose  qu'entre  deux  points  consécutifs  ni- 
velés la  surface  du  sol  est  plane;  alors  cette  ligne  devient  une  ligne 
brisée  dont  les  sommets  se  trouvent  aux  points  nivelés.  Pour  la  tracer^ 
on  porte,  à  une  échelle  convenable,  sur  la  droite  figurant  le  plan  de 
comparaison,  à  partir  d*un  point  désignant  le  premier  piquet,  des  lon- 
gueurs égales  aux  distances  de  ce  piquet  aux  suivants;  puis  on  élève 
aux  jpoints  obtenus  des  ordonnées  égales  aux  cotes  du  profil,  et  joignant 
les  sommets  de  ces  ordonnées,  on  obtient  une  ligne  qui  figure  d'une 
manière  assez  exacte  pour  la  pratique  les  sinuosités  de  la  surface  du 
sol.  Le  plus  souvent  même,  pour  rendre  ces  sinuosités  plus  sensibles, 
on  prend  pour  les  ordonnées  une  échelle  double,  quintuple  et  même 
décuple  de  celle  adoptée  pour  les  abscisses  (1085). 

Les  profils  en  travers  se  dessinent  sur  la  même  feuille  que  le  profil  en 
long,  en  regard  des  points  correspondants  de  ce  dernier. 

On  conçoit  que  le  profil  ainsi  déterminé  représente  d'autant  mieux 
les  sinuosités  du  profil  de  la  surface  du  sol,  qu'on  a  mis  plus  de  soin  k 
niveler  tous  les  points  bas  et  tous  les  points  hauts  de  cette  surface. 

Pour  les  profils  en  travers,  les  cotes  sont  ordinairement  à  la  même 
échelle  que  les  longueurs,  et  pour  ménager  la  place,  au  lieu  de  prendre 
les  ordonnées  égales  aux  cotes  de  la  6*  colonne  du  carnet,  on  les  fait 
égales  aux  coups  de  niveaii  de  la  4*  colonne,  pris  négativement.  Le 
plan  de  visée  du  profil  devient  ainsi  plan  de  comparaison,  et  pour  tracer 
le  profil  les  ordonnées  se  portent  en  dessous  et  égales  aux  coups  de 
niveau. 

1407.  Plans  cotés.  Quelquefois,  au  lieu  de  dessiner  les  profils,  on  se 
contente  de  tracer  sur  le  papier,  ou  sur  le  plan  des  lieux  qui  peut  exis- 
ter, la  projection  horizontale  de  la  trace  du  nivellement,  et  d'indiquer 
les  points  nivelés  sur  cette  ligne,  en  les  accompagnant  de  leurs  cotes, 
queii'on  écrit  ordinairement  entre  parenthèses  pour  les  distinguer  des 
nombres  indiquant  les  distances  des  points  nivelés.  C'est  ainsi  qu'on 
opère  pour  des  détails  qui  sont  plus  utilement  représentés  par  la  pro- 
jection de  leurs  contours  que  par  leur  élévation  ;  tels  sont  les  ruisseaux 
des  rues,  les  trottoirs,  les  seuils  des  maisons,  et  en  général  tous  les  ob- 
jets qui  occupent  sur  le  plan  un  espace  considérable  en  s'écartant  peu 
du  niveau  du  sol. 

1408.  Les  surfaces  des  terrains  se  représentent  souvent  par  leurs 
plans  cotés ,  qui  doivent  toujours  être  assez  complets,  pour  qu'à  l'aide 
des  cotes  qui  s'y  tiDuvent  on  puisse  dessiner  un  profil  suivant  une  di- 
rection quelconque.  Pour  atteindre  ce  but,  on  relève  et  nivelle  tous  le» 
'points  remarquables  dont  les  cotes  sont  les  plus  propres  à  faire  con- 
naître la  forme  de  la  surface  du  sol;  naturellement  tous  les  points 
saillants  et  déprimés  sont  de  ce  nombre.  S'il  s'agit  d'une  montagne  ou 
de  toute  autre  grande  perturbation  du  sol,  on  ne  peut  plus  se  contenter 
de  niveler  des  points  isolés  ;  alors  on  a  recours  à  des  courbes,  dites  de 
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moêati,  qui  passent  par  tous  les  points  de  la  surface  du  sol  ayant  U 
même  cote  (jSji.  414). 

14M.  Quand  en  opère  par  points  isolés,  ayant  mis  le  niveau  en  sta-- 
lion,  par  rayonnemeiït»  on  nivelle  tous  les  points  remarquâmes  qui  aool 
kla  portée  dn  niveau.  On  place  rinstrument  dans  une  autre  station»  que 
Ton  choisit,  autant  que  possible,  telle  que  le  premier  coup  se  porte  sur 
la  mire  restée  au  dernier  point  nivelé  de  la  première  station,  afin  que 
le  second  nivellement  simple  se  rattache  plus  facilement  au  premier. 
En  prenant  les  mêmes  précautions,  on  place  le  niveau  dans  une  t^^oi- 
sième  station,  et  Ton  continue  ainsi  de  suite. 

A  mesure  qu^nn  premier  opérateur  fait  les  nivellements^  un  secOAd 
peut,  an  moyen  de  la  ]:^nchette  (1348),  relever  les  points  nivelés.  Cck 
pendant,  on  ne  fait  ordinairement  sur  le  terrain  qu'un  croquis  du  plan, 
sur  lequel  on  marque  les  points  nivelés.  Quand  ces  points  ne  sont  pas 
très*multipliés,  on  peut  les  coter  directement  sur  le  croquis;  mais  dans 
le  cas  contraire,  pour  éviter  la  confusion,  on  inscrit  les  cotes  sur  un 
carnet,  comme  l'indique  le  tableau  suivant,  qui  a  la  plus  grande  ana- 
logie avec  celui  du  n*"  1405: 


des 
stations. 


ponrs 


6 


CODFS  DS  MYEAn     1     COTES  CiLLCDLéBS 


élênien- 
talres. 


met. 
0.S2T 
0,821 

1,263 

1,261 

1,722 
1,7H 

1,016 
1,938 


moyens. 


des  j^Dfi 
de  visée 

des 
stations. 


met 
0,824 

1,257 

I 

j  hm 
I 

1,922 


met. 


100,824 


e        }  2;^^    I   0,940 
etc. 


99>324 


des 

points 
nivelés. 


met. 
100,000 

90,567 

99,106 

98,902 


98,902 
08,384 


OBBERYATIOIVS. 


(*}  IUpèr«  pris 
pliutbe  du  pont. 


Aoçle  nord  du  soda  de 
la  maison  d'6cole. 


Ayant  pris  100  mètres  pour  la  cote  du  premier  point  a,  la  cote  du 
plan  de  visée  de  la  première  station  est  1004-0,aa4=100*,824;  retran- 
chant de  cett(^  dernière  cote  le  coup  de  niveau  d'un  point  quelconque 
de  la  preunière  station,  on  a  la  cote  de  ce  point. 
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Ajoutant  à  la  cote  98*,90SJ  du  point  d,  le  coup  cr,42a  donné  de  la 
seconde  station  sur  ce  point,  on  a  la  cote  99",324  du  flan  de  visée  de  la 
seconde  station,  à  Taide  de  laquelle  on  calcule,  comsie  ci-éeesus,  les 
cotes  des  points  de  cette  station.  On  continue  ainsi  de  soi  te  pour  teut 
le  nivellement. 

1410.  Quand  on  a  recoure  aux  courbes  de  niveanU)  on  les  eq»eee 

110.414. 


ordinairement  de  manière  que  la  difTérence  des  cotes  de  deux  courbes 
consécutives  soit  un  nombre  entier  de  mètres.  Pour  tracer  l'une  de  ces 
courbes,  celle  inférieure  a5,  par  exemple,  on  pose  la  mire  sur  un  point 
par  lequel  on  veut  faire  passer  la  courbe;  on  amène  le  voyant  a  la  hau- 
teur du  plan  de  visée  du  niveau  mis  en  station  dans  le  voisinage,  et, 
sans  changer  le  niveau  de  place,  on  cherche,  en  promenant  la  mire,  des 
points  ayant  la  même  cote  que  le  premier,  c'est-4-dire  pour  lesquels  le 
voyant  reste  à  la  même  hauteur.  Ayant  déterminé  ces  points  suffisant 
ment  rapprochés  et  dans  toute  retendue  de  la  portée  du  niveau»  on 
place  rinstrument  à  une  nouvelle  station,  on  amène  le  voyant,  qu'on  a 
eu  la  précaution  de  laisser  sur  le  dernier  point  nivelé,  à  la  hauteur  do 
nouveau  plan  de  visée,  et  Ton  continue  la  détermination  des  points 
comme  à  la  première  station.  Le  dernier  point  de  la  courbe  ab  étant 
déterminé,  on  fait  baisser  le  voyant  de  la  distance  de  deux  courbes 
successives,  et  on  promène  la  mire  sur  le  sol  jusqu'à  ce  que  le  plan  de 
Tîsée  passe  par  la  ligne  de  foi.  Le  point  où  se  trouve  la  mire  appartient 
a  la  courbe  suivante  cd,  dont  on  détermine  les  autres  points  en  opérant 
comme  pour  ab. 

Quand  il  est  impossible  de  baisser  le  voyant  d*une  quantité  égale  à  la 
distance  verticale  de  deux  courbes  consécutives,  à  l'aide  de  quelques 
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coups  de  niveau  donnés  de  stations  différentes,  on  détermine  un  point 
de  la  courbe  suivante. 

Ayant,  par  exemple,  choisi  la  cote  40  mètres  pour  la  première  courbe, 
les  cotes  des  courbes  suivantes  sont  successivement  15",  20",  25"...  si 
la  distance  verticale  de  deux  courbes  consécutives  est  de  5  mètres. 

Ayant  rapporté  les  courbes  sur  le  plan,  leur  position  relative  indique 
la  forme  du  terrain;  ainsi,  où  elles  sont  très-rapprochées,  comme  en  a, 
la  surface  est  très-inclinée.  11  est  du  reste  facile  de  dessiner  un  profil 
suivant  une  direction  quelconque,  en  opérant  comme  au  n*  1406.  La 
partie  supérieure  de  la  figure  414  représente  le  profil  fait  suivant  la 
direction  droite  ab  ;  seulement,  au  lieu  de  se  contenter  d'unir  par  des 
droites  les  points  dont  les  cotes  sont  connues,  on  les  a  raccordés  par 
une  courbe  continue. 

Entre  deux  courbes  consécutives,  la  surface  du  tehrain  n*a  rien  de 
régulier  ;  mais  on  s^écarte  peu  de  la  vérité  en  supposant,  comme  on  le 
fait  dans  la  pratique,  qu'elle  est  engendrée  par  une  droite  NP  qui  se 
meut  en  s'appuyant  sur  les  deux  courbes  et  en  restant  constamment 
normale  à  la  courbe  inférieure. 
Pour  avoir  la  cote  Mm  d'un  point  situé  entre  deux  courbes  de  niveau, 
si  Ton  opère  sur  le  plan,  on  mène  par  m  la  droite 
pn  normale  k  la  courbe  inférieure  cd  (fig.  414);  on 
porte  les  distances  ptn  et  mn  sur  une  droite,  et  ter- 
minant la  fig.  415,  les  deux  triangles  semblables 
PMm',  PNn'  donnent 


Mm':Pm'=Nn':Pn' 


ou 


Mm':|)m  =  (Nn-.P|?):pn,    d'où    Mm'=  £^iîÎ2_J^). 
On  a  ensuite  Mm  =  Mm'+  Pp  ==  £ÎÎL(NlpZP]  +  Pp. 

Si  Ton  avait  opéré  sur  le  terrain,  on  aurait  déterminé  les  longueurs 
PM  et  PN,  et  les  deux  triangles  semblables  PMm'  pt  PNn'  auraient  en- 
core permis  de  calculer  Mm'  et  par  suite  Mm. 

Pour  avoir  sur  une  normale  np  k  la  courbe  cd  un  point  m  d'une  cote 
déterminée  Mm,  des  deux  triangles  semblables  PMm'  et  PNn'  on  conclut 

Pm':Mm'=Pn':Nn'. 

ou       |>m:(Mm— Pp)=jm:(Nn  — Pp),    d'où    pm=i5!^=^l^. 

On  conçoit  que  par  ce  moyen  on  peut  déterminer  autant  de  points 
que  Ton  veut  ayant  la  même  cote,  et,  par  suite,  tracer  des  courbes  de 
niveau  intermédiaires. 
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I4H.  Pour  tracer  sur  un  plan  coté,  et  a  fleur  du  sol,  c'est-k-dire 
avec  le  moins  possible  de  déblais  et  de  rem- 
Fig.  416.  biais,  un  chemin  ou  une  rigole  dont  la  pente  a 

par  mètre  est  donnée  (1097),  m  étant  la  projec* 
tion  du  point  de  départ,  on  commence  par  dé- 
terminer la  longueur  mn  de  la  projection  de 
la  partie  de  chemin  ou  de  rigole  comprise  entre 
le  point  M  et  la  courbe  voisine  inférieure;  or  a 
correspondant  a  une  distance  horizontale  de 

"■" 1  mètre,  et  h  étant  la  différence  de  hauteur  des 

courbes  consécutives,  la  longueur  de  mn  est 

égale  à  - .  Du  point  m  comme  centre,  avec  mn  pour  rayon,  décrivant 

un  arc  de  cercle,  il  coupe  la  courbe  inférieure  au  point  n,  et  mn  est  le 
tracé  cherché.  Opérant  de  même  entre  le  point  n  et  la  courbe  voisine 
inférieure,  et  continuant  ainsi  de  suite,  on  obtient  le  tracé  com* 
plet  mnp...,  dont  on  a  Soin  d*arrondir  les  angles  à  l'exécution.  Gomme 
les  arcs  décrits  des  points  m,  n,  p...  peuvent  déterminer  plusieurs  points 
sur  les  courbes  inférieures,  le  problème  comporte  en  général  un  grand 
nombre  de  solutions. 

Quand  le  tracé  doit  passer  par  des  points  déterminés,  on  le  cherche 
par  tâtonnement,  en  opérant  comme  ci-dessus.  L'on  conçoit  que  dans 
ce  cas  il  peut  arriver  qu'on  soit  obligé  de  modifier  la  pente,  au  moins 
dans  quelques  parties  du  tracé. 

1412,  Si  le  tracé  devait  avoir  entre  chaque  courbe  la  plus  grande 
pente,  et,  par  suite,  la  plus  petite  longueur  possible,  par  le  point  m  on 
mènerait  une  normale  mn  à  la  courbe  voisine;  par  le  point  n,  on  en 
mènerait  une  autre  h  la  courbe  suivante,  et  ainsi  de  suite.  La  ligne 
mnp...  ainsi  déterminée  prend  le  nom  de  ligne  de  pente  du  plan. 

Quand  la  surface  du  terrain  est  plane,  les  courbes  de  niveau  sont  des 
droites  horizontales  équidistantes,  et  la  ligne  de  pente  devient  une  ligne 
droite  perpendiculaire  aux  premières;  c'est  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan,  c'est-à-dire  la  ligne  qui  a  la  plus  grande  pente  parmi 
toutes  celles  que  l'on  peut  tracer  dans  le  plan  (744, 1097). 

Cette  ligne  de  plus  grande  pente  se  représente  sur  un  côté  du  dessin 
par  deux  lignes  parallèles  très-rapprochées  {fig.  417),  et  on  la  divise 
en  parties  égales  représentant  les  projections  des  distances  des  points 
du  plan  dont  les  cotes  diffèrent  de  1  mètre.  Les  points  de  division  sont 
ceux  où  les  projections  horizontales  des  lignes  du  niveau  rencontrent 
la  ligne  de  pente,  quand  la  différence  des  cotes  des  lignes  de  niveau  est 
de  1  mètre.  La  ligne  de  pente  ainsi  divisée  est  appelée  échelle  de  pente 
du  plajîj  et  comme  on  a  soin  de  la  coter  comme  le  plan,  qui  n'est  du 
reste  en  général  coté  que  par  cette  échelle,  elle  permet  d'obtenir  immé- 
diatement, soit  la  cote  d'un  point  quelconque  du  plan,  en  lui  menant 
par  ce  point  une  perpendiculaire,  soit  les  points  du  plan  qui  ont  une 
cote  donnée. 
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i4U.  A  rude  de  l'échelle  de  pente  on  peut  aussi  tracer  par  un  poùU 
a  du  plan  une  droite  ayant  une  pente  donnée^ 
Fjg.  417.  Par  le  point  k  de  Téchelle,  qui  a  une  cote 

égale  à  celle  du  point  a  augmentée  ou  dimî- 
Buée  d'une  certaine  quantité,  de  2",40  par 
exemple,  on  mène  une  horizontale  kh  du 
plan.  La  peale  de  la  droite  devant  être  de 
0*,30  par  exemple,  sa  projection  horizontale 

2  40 
comprise  entre  aeikh  sera  de  ^-^  =  8  mè- 
tres'; alors,  du  point  a  comme  centre,  avec 
un  rayon  de  8  mètres,  pris  à  Téchelle  du 
plan,  décrivant  un  arc  de  cercle,  C  rencos- 
treraicA  en  deux  points  2»y,  etles  deux  droites 

0X  %iay  répondront  k  la  question.  Si  Tare  xy  était  tangent  à  JkA  il  n'y 

aurait  qu'une  aoIutî<m,  et  s'il  ne  rencontrait  pas  kk  il  n'y  en  aurait  pas. 

Tant  que  la  droite  est  moins  inclinée  que  le  plan  il  y  a  deux  solutions, 

îl  n'y  en  a  qu'une  quand  elle  a  là  même  pente,  et  û  n'y  en  a  aucun<^ 

quand  sa  pente  est  plus  forte. 
1414.  V échelle  de  pente  dune  droite  est  la  projection  horizontale  de 

cette  droite,  sur  laquelle  on  a  marqué  les  projections  des  points  de  la 

droite  dont  les  cotes  diffèrent  de  1  mètre  (1412). 
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I41&  Le  temps  est  cette  quantité  non  matérielle  infinie  qui  n^apas 
eii  de  commencemant,  qui  n'a«ra  pas  de  fiiib  dont  la  notion  nous  est 
acquise  parce  que  tous  ks  événements  qui  nous  arrÎTent  n^existent  que 
par  son  concours^  mais  que  nous  ne  pouvons  définir. 

4416.  De  même  que  de  toute  quantité  infinie,  et  par  conséquent  non 
évalmable,  on  peut  mesurer  les  parties,  on  a  trouvé  k  moyen  de  com- 
parer entre  elles  les  différentes  portions  du  temps.  Ayant  remarqué  q«e 
la  terre  met  toujours  la  même  durée  à  faire  sa  révolution  autour  du 
Boleil,  on  conçoit  que  Ton  puisse  prendre  cette  durée,  qui  est  Vûnmàêy 
pour  VtaïUé  de  temps.  Le  jour  est  aussi  pris  pour  unité  de  temps  (1^^). 

Outre  ces  unités  naturelles  fondamentales,  créées,  eonnM  le  temps, 
par  TÈtre  suprême  qui  préside  à  tout,  Thomme  a  étabii  des  machmes 
•qui  lui  permettent  de  diviser,  aussi  exactement  «pie  le  comporte  I)in- 
«elligenoe  dont  il  est  doué,  le  jour  en  Si  portîes  éj^es,  appelées  heures, 
Vhdwre  en  60  mimUes  et  la  minute  en  6d  secondes,  et  Ton  commit  que 
chacune  de  ces  portions  bien  déterminées  de  temps  peut  aussi  être  prise 
pour  unité  de  temps. 

1417.  Une  partie  infiniment  petite  du  temps  se  nomme  un  instant. 
Une  portion  quelconque  du  temps  commence  par  un  instant  appelé 
instant  initial,  et  se  termine  par  un  instant  dit  imtant  final, 

141^.  €n  corps  est  en  repos,  ou  en  mouoement  selon  qu*à  deux  ia- 
atants  successifs  qudconques  tous  ses  points  «occupent  ou  non  la  même 
position  dans  l*espace. 

Dans  la  pratique,  on  considère  un  corps  comme  étant  en  repos  quand 
il  ne  change  pas  de  position  car  rapport  à  des  corps  qui  Tentourent, 
considérés  comme  étant  en  repos,  c'est-à-dire  quand  sa  distance  à  ces 
points  reste  constante  ;  maïs  tous  les  corps  du  globe  terrestre  partici- 
pant aux  mouvements  autour  de  Taxe  de  la  terre  et  autour  du  soleil, 
Ton  conçoit  qu^U  n'y  a  peut-être  aucun  corps  en  repos  abselu,  et  que 
le  repos  que  nous  pouvons  remarquer  n'est  qu'apparent  ou  aueux 
ndatif. 
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De  même,  le  mouvement  ne  dépendant  que  de  la  variation  des  dis- 
tances du  mobile  à  d'autres  corps,  les  mouvements  que  nous  considé- 
rons en  mécanique  ne  sont  que  relatifs. 

Un  homme  assis  sur  le  pont  d'un  navire  est  en  repos  par  rapport  au 
navire;  il  a  un  mouvement  déterminé  par  rapport  à  la  ville  de  laquelle 
il  s'éloigne  ;  mais  ce  repos  et  ce  mouvemenfne  sont  que  relatifs. 

1419.  On  nomme  trajectoire^  la  ligne  que  suit  un  point  mobile.  Le 
mouvement  est  dit  rectiligue  ou  curviligne^  selon  que  la  trajectoire  est 
une  droite  ou  une  courbe. 

1420.  Loi  de  Vinertie  (1447).  L'expérience  a  fait  admettre  une  loi  à 
laquelle  tous  les  corps  sont  soumis,  et  qui  constitue  un  premier  ^prin^ 
cipe  fondamental  de  la  mécanique.  Cette  loi,  reconnue  par  Newton, 
consiste  dans  la  propriété  qu'a  la  matière  de  persévérer  dans  l'état  où 
elle  se  trouve  :  ainsi  un  corps  ne  peut  par  lui-même  passer  de  l'état  de 
repos  k  celui  de  mouvement,  ni  modifier,  soit  en  intensité,  soit  en  di- 
rection, le  mouvement  dont  il  est  doué. 

Cette  propriété  de  la  matière  est  ce  qu'on  appelle  son  inertie. 

C'est  elle  qui  fait  qu'un  corps  frappé  par  un  autre  résiste  plus  ou 
moins  à  son  impulsion,  et  absorbe  une  partie  ou  la  totalité  de  son  mou- 
vement. C'est  encore  en  vertu  de  l'inertie  qu'un  corps  qui  a  reçu  une 
impulsion  primitive  se  mouvrait  indéfiniment  en  ligne  droite  et  d'une 
manière  uniforme,  s'il  n'était  sollicité  par  aucune  cause  étrangère.  Si, 
dans  la  nature,  nous  n'avons  pas  d'exemple  d'un  tel  mouvement 
continu,  c'est  que,  en  outre  de  la  première  impulsion,  un  corps  est 
constamment  sollicité,  soit  par  la  gravité  (1438),  soit  par  la  résistance 
de  l'air,  soit  encore  par  d'autres  causes  qui  modifient  son  mouvement 

Quand  un  voyageur  descend  de  voiture,  dès  que  ses  pieds  touchent  le 
sol,  ils  y  trouvent  une  résistance  au  mouvement  de  translation,  et  le 
haut  du  corps,  qui  en  vertu  de  l'inertie  tend  à  conserver  le  mouvement 
du  véhicule,  est  projeté  en  avant.  C'est  ce  qui  cause  souvent  des  chutes 
dangereuses,  que  l'on  parvient  à  éviter  en  descendant  la  face  tournée 
du  côté  qu'avance  la  voiture,  en  penchant  le  haut  du  corps  en  arrière 
et  en  s'imprimant  vers  l'arrière  un  mouvement  h  peu  près  égal  à  celui 
du  véhicule. 

Quand  on  est  k  cheval,  ou  sur  une  voiture,  un  wagon  ou  un  bateau, 
si  la  vitesse  change  brusquement,  en  vertu  de  l'inertie  on  tend  k  con- 
server le  mouvement  primitif,  et  une  chute  est  encore  k  redouter. 

Les  ouvriers,  pour  emmancher  leurs  outils,  utilisent  souvent  l'inertie. 
Les  ouvriers  bardeurs  l'utilisent  également  pour  charger  les  pierres  de 
taille  sur  le  chariot  bas  k  deux  roues  employé  k  leur  transport. 

Inertie  de  la  matière  ne  veut  pas  dire,  en  mécanique,  inactivité  de  la 
matière  ;  il  sera  établi  au  contraire  qu'une  portion  quelconque  de 
celle-ci,  en  vertu  de  la  loi  de  la  gravitation  universelle,  reconnue  par 
Newton,  attire  vers  elle  toutes  les  autres  parties  de  la  matière,  qui  k  leur 
tour  l'attirent  avec  une  intensité  égale  et  de  signe  contraire.  Inertie  ne 
signifie  pas  non  plus  résistance  absolue  de  la  matière  k  l'action  des 
forces  ;  nous  verrons  même  qu'une  force,  quelque  petite  qu'elle  soit, 
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suffit  pour  mettre  en  mouvement  un  corps  quelconque  tout  à  fait  libre, 
ou  modifier  le  mouvement  que  possède  ce  corps. 

1421.  Quand  un  corps  passe  du  repos  au  mouvement,  ou  quand  son 
mouvement  se  modifie  d^une  manière  quelconque,  soit  en  intensité, 
soit  en  direction,  c*est  qu'il  est  soumis  à  Faction  d'une  cause  étrangère, 
qu'on  appelle  force.  Ainsi,  une  force  est  la  cause  quelconque  qui  modifie 
Vétat  de  repos  ou  de  mouvement  d*un  corps,  ou  encore  qui  tend  à  le  mo- 
difier, car  il  peut  arriver  qu'une  autre  cause  également  puissante 
détruise  son  effet  et  que  le  corps  reste  dans  son  état  primitif. 

1422.  Les  forces  se  désignent  souvent  parla  source  où  elles  prennent 
naissance;  on  distingue  ainsi  les  forces  dues  à  la  pesanteur^  les  forces 
musculaires,  la  force  expansive  des  gaz  et  des  vapeurs^  les  forces  molé- 
culaires, les  forces  électriques  et  magnétiques,  etc.  Selon  les  cas,  on  les 
désigne  aussi  sous  les  noms  de  traction,  attraction,  gravitation,  poids, 
tension,  pression,  propulsion,  répulsion,  effort. 

Sans  connaître  la  nature  des  forces,  les  sensations  qu'elles  nous  font 
éprouver  d'une  manière  permanente  font  que  nous  acquérons  presque 
en  naissant  l'idée  de  leur  intensité  et  de  leur  direction. 

il  est  naturel  de  représenter  les  directions  des  forces  par  les  lignes 
droites  suivant  lesquelles  elles  tendent  à  faire  mouvoir  les  corps  qu'elles 
sollicitent.  En  convenant  de  représenter  leurs  intensités  par  des  lon- 
gueurs qui  leur  soient  proportionnelles,  il  en  résulte  qu'on  peut  sou- 
mettre les  forces  au  calcul  comme  toutes  les  autres  quantités. 

Le  point  d'application  d'une  force  est  le  point  d'un  corps  sur  lequel 
elle  agit  directement  pour  modifier  l'état  do  repos  ou  de  mouvement  de 
ce  corps. 

Le  sens  d'une  force  est  celui  dans  lequel  elle  tend  à  faire  avancer  son 
point  d'application  (556). 

Les  droites  représentant  les  intensités  des  forces  se  mesurent  dans  le 
sens  des  forces,  à  partir  des  points  d'application.  Les  points  d'applica- 
tion se  désignent  ordinairement  par  les  lettres  A,  B,  C,  D...,  et  les  forces 
par  celles  F,  P,  Q,  R,  S...  qu'on  place  aux  extrémités  opposées  aux 
points  d'application. 

Ainsi  dans  la  figure  418  les  forces  sont  P  et  Q  ;  le  point  A  est  leur 
point  d'application  commun;  leurs  directions 
^^^'  **^*  sont  AP  et  AQ,  et  leurs  intensités  relatives  sont 

AP  et  AQ.  Si  l'on  a  adopté  une  certaine  lon- 
gueur pour  représenter  l'unité  de  force,  et  que 
AP  et  AQ  aient  été  prises  proportionnelles  à 

''''  "  '  cette  unité,   ces   longueurs    représentent  les 

valeurs  réelles  des  forces. 

1425.  Une  force  capable  de  remplacer  un  système  de  forces  agissant 
sur  un  corps,  sans  changer  l'état  de  ce  corps,  se  nomme  la  résultante 
de  toutes  ces  forces.  Ces  dernières  sont  appelées  les  composantes  do  la 
force  unique  capable  de  les  remplacer. 

1424.  La  mécanique  est  la  science  des  forces  et  de  leurs  effets.  Ainsi 
elle  a  pour  but  :  \'de  trouver  quelles  doivent  être  les  rrlafiovs  des  foires 
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qui  soUicUeni  un  corps  eu  un  système  de  corps^  pour  que  ce  corps  ou  ce 
système  prenne  dans  Veàpace  un  mouoement  dttermiské;  %"  réciproque^ 
mentf  étant  donné  un  corps  ou  un  système  de  coria  sollicité  par  des 
forces  données,  de  trouver  le  mouxement  que  ce  corps  ou  système  de 
corps  prendra  dans  Vespace. 

Ce  problème  géRéral  comprend  comme  ca^  particulier  celui  où  les 
forces  né  changent  rien  à  Tétai  du  oorps  ou  du  sy8l('fu(%  cas  dans  1(?- 
quel  on  dit  que  les  forces  se  font  équilibre. 

De  là  vient  la  division  de  la  mécanique  en  statique,  qu'on  défiait  la 
science  de  Féquilibre  des  for<u^s,  et  en  dynamique  ou  science  du  mou> 
vement. 

Lorsqu'il  s'agit  de  fluides,  la  statique  prend  le  nom  (ï hydrostatique^ 
qui  traite  de  Téquilibre  des  fluides,  et  la  dynamique  celui  ûHiydrodyna- 
mique,  qui  est  relative  à  leur  mouvement 

Toutes  les  questions  de  statique  pouvant  être  résolues  comme  consé- 
quences des  questions  analogues  de  la  dynamique,  en  supposant  le 
mouvement  égal  à  zéro,  c'est  sous  ce  point  de  \ue  que  nous  les  éli- 
minerons; mais  disons  tout  d'abord  qu'en  statique  ou  ne  compare 
les  forces  que  d'après  des  grandeurs  supposiu^s,  sans  avoir  égard  aux 
effets  qu'elles  produisent  sur  les  corps,  tandis  qu'eu  dynamique  on  k» 
étudie  d'après  leurs  grandeurs  réelles,  c.'est-à-din*  d'a{Hv>8  les  iaoav<^ 
ments  qu'elles  impriment  aux  corps. 

On  peut  étudier  les  mouvements  des  corps  en  ayant  égard  seulement 
à  leur  direction,  à  leur  intensité  et  à  leur  durée,  et  en  faisant  abstirai- 
tion  de  la  matière  dont  les  corps  sont  formés  et  des  forces  qui  pixi- 
duisent  ou  modifient  les  mouvements.  Celte  étude  forme  une  partie  Ar 
la  mécanique  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  cinémbolique,  et  que  Ton 
peut  appeler  mécanique  géométrique.  L'examen  que  nous  allons  faire 
de  quelques  mouvements  est  de  son  domaine  (^25). 

Dans  la  partie  de  la  mécanique  appelée  mécanique  rationnelle,  qui 
comprend  la  statique  et  la  dynamique,  on  considère  eonmie  axio- 
mes (16)  un  petit  nombre  de  principes  ou  lois  sinaples  de  la  nature,  ei 
Ton  en  déduit  des  théorèmes  (15)  ou  vérités  mathéouUques  qui  s'ap<- 
pliquent  sans  exception  en  tous  lieux  et  en  toutes  circonstances. 

La  mécanique  appliquée  traite  de  la  stabilité  des  constructions,  de  la 
Itiéorie  dynamiqw  des  machànes  ou  des  relations  entre  leurs  mouve- 
ments et  les  causes  qui  les  produisent,  et  de  Vhydraulique  ou  de  la  ma- 
nière d'élever,  de  diriger  et  de  conduire  les  liquides  de  la  manière  la 
plus  convenable  à  un  bût  proposé.  £b  même  temps  qu  elle  repose  sur 
les  propositions  de  la  mécanique  rationnelle,  elle  s'appuie  sur  des  don- 
nées expérimentales;  d'où  il  résulte  que  les  règles  qu'elle  fournil  ne 
peuvent  avoir  la  généralité  de  celles  de  la  mécanique  raitonoello. 

La  mécanique  usuelle  ou  industrielle  traite  des  propriétés  des  ma- 
chines et  des  procédés  employés  pour  les  coostruire.  Elle  comprend  la 
mécanique  géométrique  des  machines,  leur  théorie  dynamique  et  le«r 
construction.  Sous  le  nom  de  technologie  mécanique,  elle  Iraito  des  con- 
naiî5sanres  ronrernant  les  instnimonts  dits  machinrx'Oudh^  lesqaeJB, 
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conduite  par  des  af^areils  de  traBsnussioii  coavenabks,  exécutait  in- 
médiatement  les  diverses  opérations  de  Tindustrie  ;  telles  soat  1«8  ma- 
chines à  presser,  à  laminer,  à  raboter,  à  pulvériser,  à  filer,  à  tisser,  etc. 
Les  objets  dont  s'occupe  cette  dernière  partie  de  la  mécanique  induB- 
trielle  sont  le  but  principal  auquel  tendent  ses  autres  parties;  mais  la 
science  possède  à  leur  égard  peu  de  préceptes  généraux,  et  ils  appar- 
tiennent pour  la  plupart  a  renseignement  descriptif  et  à  rexpérîence. 

MOUVEMENT   UNIFORME. 

1425.  Le  moutement  est  uniforme  (1418)  lorsque,  en  temps  égaux 
quelconques,  les  longueurs  parcourues  sont  égales. 

1426.  La  vitesse  dans  le  mowement  uniforme  est  Fespaco  parcouru 
dans  Funité  de  temps,  ou  qui  serait  parcouru  pendant  cette  unité  si  la 
durée  du  mouvement  uniforme  était  suffisamment  prolongée. 

1427.  Relation  entre  V espace  parcouru,  la  vitesse  et  le  temps  dans  le 
mouvement  uniforme.  De  la  définition  du  mouvement  uniforme  {i426), 
il  résulte  que  Tespace  E  parcouru  est  proportionnel  à  la  durée  du 
mouvement,  et  que  par  c^ynséquent  v  étant  Tespace  parcouru  pendant 
l'unité  de  temps,  c'est-à-dire  ta  vitesse  (1426),  on  a 

E  _  t 

E  E 

d*0ù  E  =  v^    ^=T    ^*    ^^"ô"'  ^^^ 

Représentant  Tumié  de  temps  par  la  longueur  qui  a  servi  k  expri- 
mer t7,  la  première  formule  (1)  montre  que  Tespace  parcouru  E  €»t 
représenté  par  Taire  du  rectangle  qui  a  i?  et  i  pour  côtés  (690),  c'esl- 
à-dire  que  le  rectangle  contient  autant  d*unités  de  surface  que  E  con- 
tient d'unités  de  longueur.  Cela  serait  encore  vrai  si  la  longueur  repjié- 
sentant  Tunité  de  temps  différait  de  celle  qui  a  servi  a  exprimer  o;  mais 
alors  r  uni  té  de  surface  serait  un  rectangle  ayant  pour  côtés  les  2  unités 
de  longueur  choisies;  E  serait  toujours  exprimé  en  mômes  unités  de 
longueur  que  r. 

D*après  la  seconde  formule  (1),  la  vitesse  dans  le  mouvement  wiifomie 
est  égale  à  Vespace  divisé  par  la  valeur  numérique  du  temps  empioyé  à 
le  parcourir;  elle  est  donc  constante. 

Dans  le  cas  où  le  mobile  aurait  déjà  parcouru  un  certain  espace  K^ 
quand  on  commence  à  compter  le  temps  /,  IVspace  total  parcoura 
après  le  temps  t  serait 

•   h]  =  E^  +  vt. 

Un  autre  mouvement  uniforme  donnerait  des  équations  identiques 
aux  précédentes;  ainsi  T(m  aurait 

K'  =  v't\ 
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Divisant  membre  a  membre  la  première  des  équations  (4)  par  cette 

dcîrnière,  on  a 

E  _£^ 
E'  "~  vT' 

Ce  qui  fait  voir  que  pour  des  mouveinenis  uniformes  quelconques  les 
espaces  sont  entre  eux  co^nme  les  produits  des  vitesses  par  les  temps. 
Si  les  temps  /,  V  sont  égaux,  Fégalité  précédente  devient 

Vj  "  V'  ' 

ainsi,  en  temps  égaux,  les  espaces  sont  entre  eux  comme  les  vitesses. 
Pour  r  =  r',  la  même  égalité  devient 

E~'  ~  t" 

les  (espaces  sont  entre  eux  comme  les  temps f 

1420.  Problhnc.  Un  mobile  partant  d'un  point  m  se  meut  avec  une 
Pij  4,.,  vitesse  constante  v  sur  une  ligne 

déterminée  AB;  il  s'agit  de  trouver 
à  quelle  distance  OM  il  se  trouve 
d'un  point  fixe  0  pris  sur  AB  après 
le  temps  t. 

Ayant  0M  =  0m  +  7nM, 

faisant  OM  =  E ,  Om  =  Eo  =  2",  r  =  1*,25  par  seconde,  et  f  =  3", 
comme  on  a  nM  =  vt,  il  vient 

E  =  E,  +  «<  =  2  4- 1,25  X  3  =  u-,75. 
» 
Considérant  les  espaces  parcourus  dans  le  sens  OB  comme  positifs, 
et  ceux  parcourus  dans  le  sens  OA  comme  négatifs  (1083),  selon  que  le 
niobile  part  de  m',  m",  m'",  avec  une  vitesse  ayant  le  sens  de  la  flèche 
correspondante,  on  a,  en  conservant  à  E.,  r  et  <  les  mêmes  valeurs 
pour  l'application  numérique  : 

(m'j         E  =   -  Eo  +  r/  =  —  2  H-  1 ,25  X  3  =  l-,75, 
(m^)        E  =  Eo  — r/  =  2—1,25  x  3  =  — 1-,75, 
(m*')        E  =  — E.-  r^=:— 2  — 1,25x3=  — 5-,75. 

Les  quatre  équations  ]ïivr<''d(»ntos,  qui  se  réduisent  à  l'équation  gé- 
nérale 

K  =  ihE,±r/, 

sont  la  solution  complète  du  problème;  elles  donnent  non-seulement  la 
valeur  absolue  do  E,  mais  aussi  elles  indiquent,  par  le  signe  qui  affecte 
cette  valeur,  si  après  le  temps  t  le  mobile  est  sur  OB  ou  sur  OA. 
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MOUVEMENT  VAUIE. 

1429.  Le  mouvement  est  dit  varié  lorsque,  contrairenient  à  ce  qui 
existe  dans  le  mouvement  uniforme  (1425),  les  espaces  parcourus  en 
temps  égaux  quelconques  sont  inégaux,  c*est-k-dire  quand  la  vitesse  du 
mobile  n'est  pas  constante  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

1450.  Lorsqu'un  mobile  parcourt  certains  espaces  égaux  en  temps 
égaux,  sans  que  la  même  condition  soit  remplie  pour  les  parties  do  ces 
espaces,  on  dit  que  le  mouvement  est  périodique  uniforme. 

Un  des  espaces  égaux  parcourus  en  temps  égaux  est  le  chemin  par- 
couru pendant  une  période^  et  ]c  temps  employé  à  le  parcourir  est  la 
durée  de  la  période. 

Prenant  la  durée  d'une  période  pour  unité  de  temps,  et  le  chemin 
parcouru  pendant  cette  unité  de  temps  pour  vitesse  r,  Tespace  E ,  par- 
couru pendant  le  temps  t  qui  se  compose  d'un  nombre  entier  de  du- 
rées de  période,  est,  comme  dans  le  mouvement  uniforme  (1427)  donné 
par  la  formule 

E=t3/. 

1451.  Vitesse  dans  le  mouvement  varié,  Quoique  la  vitesse  puisse  ikî 
pas  être  la  même  à  deux  instants  successifs  dji  mouvement,  on  peut  la 
considérer  comme  constante  pendant  une  portion  quelconque  infini- 
ment petite  de  la  durée  du  mouvement;  alors,  à  l'instant  considéré,  la 
vitesse  est  égale  à  V espace  infiniment  petit  divisé  par  le  temps  infini-- 
ment  petit  employé  à  le  parcourir  (1427),  ou  bien  encore  à  Vespace  qui 
serait  parcouru  pendant  Vunité  de  temps^  «,  à  partir  de  Vinstant  consi- 
déré^ le  mobile  se  mouvait  avec  une  vitesse  constante  égale  à  celle  qu'il  a 
acquise  à  cet  instant  (1426). 

Désignant  par  dE  l'espace  infiniment  petit  parcouru ,  et  par  dt  le 
temps  infiniment  petit  employé  à  le  parcourir,  la  vitesse  est  donc 

dE 

Dans  la  pratique,  il  est  impossible  de  prendre  dE  et  dt  infiniment 
petits,  et  par  suite  d'avoir  v  exactement;  mais  la  valeur  de  cette  quan- 
tité est  d'autant  plus  exacte  que  dE  et  dt  ^ont  pris  plus  petits. 

Traçant  deux  axes  rectangulaires  (1085),  puis  prenant  surOx.k  partir 
de  l'origine  0  {,fig.  420),  différentes  longueurs  proportionnelles  aux  va- 
leurs du  temps  t  (1427),  et  élevant  aux  différents  points  obtenus  des 
ordonnées  représentant  les  valeurs  correspondantes  de  E,  la  courbe  AA" 
passant  par  toutes  les  extrémités  des  perpendiculaires  est  telle,  que  l'or- 
donnée A'B'  d'un  quelconque  de  ses  points  est,  avec  l'exactitude  que  com- 
porte un  tracé  graphique,  l'espace  parcouru  pendant  un  temps  repré- 
senté par  l'abscisse  correspondante  OB'. 

Pendant  l'instant  66',  différence  des  temps  06'  et  06,  l'espace  par- 

couru  est  a'h'  —  a6  =  a'c,  et  supposant  que  aa'  est  droit,  on  a  —  = 
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tan^  a'ac  (1091).  Mais  quand  aa'  ost  droit,  il  n'est  autre  chose  qu'un 

éïéniont  infiniment  petit  qui 
se  confond  avec  la  tangente 
al  à  la  courbe  au  point  a; 
alors  tang  a'ac  est  la  tangente 
trigononié trique  de  Tangle  a 
forme  avec  Taxe  Ox  par  la 
tangente  al  à  la  courbe  au 
point  n;  déplus,  comme  66' 
et  a'c  deviennent  infiniment 

donr 


p«lil,i,  —  n  est  autre  chose  que  -j  =  v; 


V  =  tang  a. 

Ainsi,  après  um  temps  quelconque  Ob,  la  vitesse  est  représentée  en,  in- 
tensité et  eii  signe  par  la  tangente  iriganomètrique  de  Vangle  a  foarmé 
a>iec  faxe  Ox  par  la  tangente  à  la  courbe  au  point  correspondaid  a. 

On  prend  pour  le  sens  de  la  tangente  à  la  courbe  le  sens  aa'  ou  AA' 
,'556),  et  l'angle  positif  a  (1088;  est  déterminé  par  ce  sens  avec  Ox;  il 
est  alors  facile  d'avoir  l'angle  a  et  par  suite  tanga  ou  r  (1094).  Le  point 
de  contact  variant  de  A  à  A'  dans  Idijig.  420,  a  reste  aigu,  et  tanga  =  t? 
rtîst:^  positive,  ce  qui  doit  être,  pnfsque  Tespace  parcouru  va  en  aug- 
»!ientant.  Le  point  de  contact  étant  arrivé  vers  k\  il  y  a  une  position 
(»our  laquelle  a  devient  nul,  ainsi  que  tanga  ou  r;  en  effet,  àTlnstant 
correspondant,  l'espace  parcouru  cessant  d'augmenter  pour  commencer 
h  diminuer,  on  peut  le  considérer  comme  ne  variant  pas  pendant  cet 
instant,  ce  qui  ne  peut  être  qu'autant  que  la  vitesse  est  nulle. 

Le  point  de  contact  passant  à  droite  do  A',  entre  A'  et  A",  a  est  com- 
pris entre  360"  et  270%  et  tanga  =  r  doient  négative;  ce  qui  doit  être, 
puisque  l'espace  parcouru  diminue,  le  mobîlo  se  rapproche  du  point 
de  départ  En  continuant  de  tracer  la  courbe  au  delii  du  point  A",  elle 
pourra  passer  au-dessous  de  Ox;  mais  en  un  point  quelconque  la  dé- 
termination de  a  n'offrira  pas  plus  de  difficultés. 

Les  points  où  la  courbe  rencontre  Ox  indiquent,  par  leurs  distances 
à  l'origine  0,  les  temps  après  lesquels  l'espace  parcouru  est  nul  ;  le 
mobile  se  trouve  après  ces  temps  au  point  d'où  l'on  compte  les  espaces 
parcourus. 

1452.  Variation  de  la  vitesse  dans  le  mouvenhent  varié,  v  étant  la  vi- 
tesse du  mobile  à  la  fin  du  temps  t,  après  le  temps  t  plus  l'instant  ât 
la  vitesse  aura  augmenté  ou  diminué  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite dv^  et  sera  devenue  v  +  dv,  les  quantités  r  et  dv  ayant  des  signes 
quelconques. 

dv  étant  la  variation  de  la  vitesse  pendant  le  temps  di,  la  variation 
moyeune  est,  pour  l'unité  de  temps,  pendant  le  temps  dt^ 

.         1        dv 
^'^'^dt^Tt' 
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CeMe  valcnr,  rfiii  vl  Io  si^^ne  de  fir,  e9t  la  quantité  dont  varierait  la  vi« 
l«^9se  pendant  Inanité  <le  temps  ^i  succéderaH  k  ^,  Sfpoor  ehsqne  in- 
stant d/  de  cotte  unité  la  variation  de  ia  vitesse-éteH  eenstairte  et  égale 
k  dv, 

[1  est  encore  évident  que  dans  la  pratique  on  aura  d'autant  mieux  la 
variation  de  fia  vrteflseà  riH«ta»tqtti  succède  au  temps  f,  que  (96  et  par 
«u'rte  dt?  seront  pl»«  petit». 

-T7  est  Vaccùlératiùn  de  vitesse  'pendant  Vanité  de  temps,  ou  simple- 

ruent  Vaceèlération  de  vitesse  à  Fins  tant  considéré,  c'est-h-diro  âîln- 
stant  qui  »»«eèd^  an  temp»  #. 

Dans  la  fig.  420,  les  abscisses  étant  toujours  propoHiofvnelles  aw» 
temps,  mais  les  ordonnées  représentant  les  vitesses  correspondantes, 
on  a 

tang  a'ac    ou    tang  a  =  —  =  77  • 

Ainsi,  V accélération  de  vitesse  est  repi^ùsenlèc  par  la  lan(jcnte  trigono- 
métrique  de  V angle  a  formé  avec  Vaxe  des  x  par  la  tangente  à  la  courbe 
au  point  a. 

Remarque.  Ayant  par  l'observation  détemiinée  les  espaces  parcourus 
par  un  mobile  après  différentes  râleurs  du  temps,  traçant  une  courbe 
comme  il  a  été  indiqué  au  n^  1431 ,  cette  courbe  fournira,  à  Taide  de 
ses  tangentes,  les  vitesses  après  les  temps  correspondants  aux  points 
de  contact.  Ces  vitesses  permettront  ensuite  de  tracer,  comme  il  a  été 
indiqué  ci-dessus,  une  nouvelle  courbe  qui  donnera  les  accélérations 
de  vitesse. 

1455.  Courbe  dont  Voire  représente  V espace  parcouru  dans  le  mouve^ 
ment  varié.  Si,  comme  au  numéro  précédent,  dans  la  fig.  420,  les  ab- 
scisses représentent  les  temps,  et  les  ordonaées  les  vitesses  correspon- 
dantes, Tespace  parcouru  pendant  un  temps  quelconque  t  =  OB'  est 
représenté  par  Taire  OB'A'A  (1427).  Kn  effet,  pendant  TiB^itaiU  di  =  bb\ 
on  peut  supposer  la  vitesse  ron«tanie  et  égale  à  la  moyenne  des  deux 
vitesses  ab  et  a'b';  Fespace  parcouru  pendant  cet  instant  est  donc  re- 
présenté par  ^ X  bb\    c'cst-a-dîre  par  la  surface  du  trapèze 

aa'b^b  (697).  Pendant  un  autre  instant  <piekonque  du  temps  /,  Fespace 
parcouru  étant  de  même  représenté  par  la  surface  du  trapèze  élémen- 
taire correspondant,  Fespace  total  parcouru  pendant  le  temps  t  le  sera 
parla  somme  de  tous  les  trapèzes,  c'est-à-dire  par  Faire  totale  OB'A'A, 
qu'on  p^Mirra  calculer  k  Faide  de  la  formuki  de  Jiiiiipson  ou  de  celle  de 
M.  Poncelet  (1303,  1301). 

1454.  Lorsque  la  vitesse  r  et  Faccélération  jj  sont  de  même  signe,  • 

c'est-à-dire  a  la  fois  positives  ou  n<î^tives,  le  mouvement  est  accéléré, 
dans  le  sens  vulgaire  de  ce  mot.  Si,  au  contraire,  ces  deux  quantités 
sont  de  signes  différents,  le  rnouvement  est  retardé  :  la  vitesse  va  d'aAiorA 
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en  diminuant,  et  tant  qu'elle  n'est  pas  nulle,  le  mouvement  est  retardé  ; 

puis  la  vitesse  change  de  signe,  va  en  augmentant,  et  le  mouvement  est 

accéléré,  mais  rétrograde. 

dv 
i43K.  Lorsque  Taccélération  de  vitesse  ^ ,  que  nous  représenterons 

par 7,  est  constante,  le  mowemeni  est  dit  uniformément  varié. 

1456.  Expression  de  la  vitesse  dans  le  mouvement  uniformément 
varié,  j  étant  Taccélération  de  vitesse  pendant  chaque  unité  de  temps, 
pendant  une  seconde  par  exemple,  après  le  temps  quelconque  t  se- 
condes, elle  devient  J^  et  il  en  résulte  que  le  corps  possédant  au  com- 
mencement du  temps  t  une  vitesse  v^,  dite  vitesse  initiale^  après  ce 
temps  il  possède  la  vitesse 

î?=tJa  +  ;ï.  (a) 

Adoptant  un  sens  de  la  ligne  que  suit  le  mobile  comme  positif  et 
l'autre  comme  négatif,  les  signes  de  »o  ^t  J  sont  déterminés,  et  la  for- 
mule (a)  donnp  la  valeur  algébrique  de  v. 

Si  <  =  5",  par  exemple,  on  a  successivement  pour  : 

v^  =  3",00  et  ;  =  4-,20,  i?  =  3  -h  4,20  X  5  =  24-,00  ; 

Nt?a  =  3-,00  et  7  =— 5-,40,  »  =  3  -  5,40  x  5  =— 24-,00; 

t?o=— 3-,00  et7  =  5-,40,  r  =— 3  +  5,40x  5  =  24-,00; 

1-0=— 3-,00  cti=— 4-,20,  i;=— 3  — 4,20x5=  — 24-,00. 

Ces  quatre  formules  se  résument  dans  la  formule  générale 

vz=zdizvQ±:jL 

De  la  formule  (a)  on  tire 

y  =  £=J!o    et    t  =  ^-^=^. 

C  J 

Ainsi,  raccélératîon  j  est  algébriquement  égale  au  quotient  de  la  di- 
vision par  i  de  la  variation  v  —  v^  de  la  vitesse  pendant  le  temps  t  ;  elle 
a  le  même  signe  que  v  —  v^. 

Si  <  =  5",  on  a  successivement  pour  : 

ro=3".00       et  f  =  24-,00, 
rg  r=  3-,00       ot  r  =  —  24",00, 
ro==  — 3",00  ctî?  =  24",00, 
ro=— 3»,00  et  i;=— 24-,00,  ^-       ^ 

Quand  le  corps  part  du  repos,  on  a  t?,  =  0,  et  par  suite 
v=zjt,    dou   j  =  7    et    <=-:. 
j  a  alors  le  même  signe  que  r. 
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1457.  Expression  de  V espace  parcouru  dans  le  mouvement  uniforme-- 
ment  varié. 

i*  Supposant  le   mouvement  uniformément 
Fig.  411.  accéléré  et  la  vitesse  initiale  V0=  0,  on  a 

V  =jt. 

Cette  équation  étant  celle  d'une  ligne  droite 
passant  par  Torigine  (1160),  par  la  construction 
du  n*  1433,  la  courbe  AA"  {/ig.  420)  sera  une 
ligne  droite.  En  eiffet  {fig.  421),  déterminant  le 
point  A'  pour  lequel  0B'=^=1  et  A'B'=tj=j, 
Tordonnée  A'^B"^  d'un  point  quelconque  A''  de  la  droite  AA'  représente 
bien  la  vitesse  v  =^jt  après  un  temps  t  =0B";  car  ayant 


A'B' 


or 

OB" 


on  a 


c'est-à-dire 
A^B"  =jt. 


A^ 
J 


i 


La  valeur  de  Taccélération  j  étant  toujours  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  l'angle  formé  avec  l'axe  Ox  par  la  tangente  à  la  courbe  au 
point  correspondant  à  l'instant  considéré  (1432),  dans  ce  cas  j  =  tang 
A'^Ox,  et  de  plus  on  voit  qu'elle  est  constante,  ce  qui  devait  être  d'après 
la  définition  du  mouvement  uniformément  varié  (1429). 

L'espace  E  parcouru  pendant  un  temps  quelconque  t  =  OB''  étant 
représenté  par  Taire  du  triangle  OA"B"  (1433),  on  a  (692) 

FIg.  4Î2.                           _  A''B''xOB''  _jt  xt  _i  .^ 
^ 2 2""  "2'^'^' 


(a) 


d'où 


et     <=\/- 


2E 


Ainsi  y  les  espaces  parcourus  sont  propor-- 
iwmnels  aux  carrés  des  temps. 

En  construisant  l'équation  (a),  qui  est  celle 
d'une  parabole  ayant  les  valeurs  de  t  pour 
abscisses  et  celles  de  E  pour  ordonnées  (1240), 
comme  on  l'a  fait  au  n*  1431,  fig.  420,  on  ob- 
tient la  fig.  422. 
L'équation  précédente  donne,  comme  le  montre  la  fig.  422, 

2  3  4  5 


pour  X  ou  ^  =  1 
y  OU  E=r  ^ 


2"^ 


.;x9 


2^X16 


^ix25 


Ainsi,  les  temps  étant  représentés  par  les  nombres  entiers  successifs, 
les  espaces  parcourus  sont  respectivement  proportionnels  aux  carrés 
de  ces  nombres,  c'est-à-dire  à 


16 


25 
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La  Umgente  trigonométrique  de  Tanj^le  que  forme,  avec  Taxe  Ox  des 
temps,  la  tangente  h  la  courbe  est  encore  la  vitesse  à  Tlnstant  consi- 
déré (tl3l). 

Pour  f  =  4,  la  formule  (a)  devient 

E  =  |i,     d**ù    i  =  2E. 

Ce  qui  montre  que  le  corps  partaad  du  repos,  F  espace  parcouru  p«Ji- 
dxmt  la  première  unité  de  temps  du  mouvement  est  la  moitié  de  la 
vitesse  j  acquise  à  la  fin  de  cette  unité,  c'est-à-dire  la  moiiié  de  Vespa/x 
que  parcourrait  le  mjobiU  pendant  la  deuxième  unité  de  temps  du  num- 
vementy  si  le  mobile  se  mouvait  d'une  manière  uniforme  avec  la  vitesse 
acquise  à  la  fin  de  la  première  unités 

Ainsi  l'espace  E  parcouru  pendant  la  première  seconde  étant  3",40, 
par  exemple,  la  vitesse  acquise  est  >  =  6",80,  espace  qui  serait  bieft 
parcouru  pendant  la  deuxième  seconde,  si  cette  vitesse  restait  constante 
^eiMUAft  cette  seconde. 

EkttiftlaçAnt  daaâ  rexpressioc  (a)  j  par  sa  valeur  ea  féorlion  4e  r,  o« 
a  auafri 

J,     >  Sri  .        .         2E 

d  ou  r  =  -r     et     ^  =  —  . 

t  V 

La  formule  [b]  montre  que  le  corps  partant  du  repos,  r espace  parcouru 
aiyrès  un  temps  quelconque  t  est  encore  égal  à  la  moiiié  de  la  vitesse 
acquise  v  multipliée  par  t,  cest-à-dire  égal  à  la  moitié  de  r espace  vt  qui 
serait  parcouru  pendant  tm  temps  égal  sous  V  influence  d'un  mouvement 
uniforme  de  vitesse  v.  Ainsi  Tespace  parco»ru  pendant  les  trois  pre- 
mièrea  secondes  du  oMHivcment  étant  30  mètres,  par  exemple,  la  vitesso 
acquise  restant  constante,  Tespace  parcouru  pendant  les  trois  secondes 
sutvanies  serait  60  mètres.  £0  effet,  la  vitesse  acquise  est 

t,=  ^=,Ë2ii?=  20  mètres. 

Pi  lespace  parcouru  pendant  les  trois  secondes  suivantes  esthien  {iiî'îl 

f  /  =  20  X  3  =  60  mètres. 

2"  Lorsque  le  mouvement  est  uniformément  accélùré  et  que  la  vitesse 
initiale  n'est  pas  nulle,  on  a  (4436) 
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Cetto  équation  rst  encore  celle  d'une  ligne  4roile,  mais  dont  For- 
donnée  à  Torigine  OX  =  Vf,  (1433).  Pourcon-, 
strtiîpe  cette  droite  (1*),  on  prend  OB'=/=:f , 
et  B'A'=B'C+CA'=ro+i,  pnia  Ton  jeîntAA'. 
Après  un  temps  quelconque  /  =  OB*,  on  a 
bien,  en  raisonnant  comme  au  1*, 


Fig.  4i3. 

y 

A' 

A 

,  3?^ 

>' 

c 

il     *- 

V 

V     btf 


B*  X 


^.  =  B"A"=B"C'+  C'k"=v^'\-jL 

L'espace  parcouru  après  un  temps  quel- 
conque f  =  OH"  étant  représenté  par  Taire  du  trapèze  OB^A'-^A  (1433), 
c'est-à-dire  par  la  somme  des  aires  du  rectangle  OB"C'A  et  du  triangle 
AC'A",  on  a  (690,  692) 

E  =  OA  X  OB"  4-  ^!£l|i^'  =  v,t  +  ^  jt\  (a') 

Cette  formule  montre  que  l'espace  parcouru  se  compose  de  éeox 
parties,  dont  l'une  Vq^  proportionnelle  au  temps  t  et  représentée  par 
rectangle  OB''C'A,  est  due  au  mouvement  uniforme  dont  la  vitesse 

1 
est  ©0  (1427),  et  l'autre  ^i^',  proportionnelle  au  carré  du  temps  t  et 

représentée  par  le  triangle  AC'A'\  est  due  au  mouvement  uniformément 
varié  dont  l'accélération  de  vitesse  est  j  (r).  Ainsi  la  vitesse  iiîltiale  Vq 
et  l'accélération  j  produisent  chacune,  en  agissant  simultanément,  le 
même  effet  que  si  elles  agissaient  isolément;  leurs  effets  s'ajoutent. 

En  construisant  l'équation  (a'),  on  obtiendrait  une  courbe  analogue 
à  eetk  de  la  Jig.  422.  La  tangente  en  nn  pont  de  celle  eoiiri»e  éonne- 
rait  encore  la  vitesse  du  mobile  après  un  temps  représenté  par  FabacisBe 
du  pMit  considéré. 

3"  Le  mouvement  étant  uniformément  retardé  et  la  vUesse  inUiale  v^, 
on  a  (1436) 

v-i\--jt. 
Cette  équation  est  encore  celle  d'une  ligne  droite  ayant  OA^r,, 


Fig.  424. 


pour  ordonnée  à  l'origine.  Pour  la  con- 
struire (2'),  on  prend  OB'  =  <  =  1 ,  et 
B'A'  =  B'C  —  xV'C  =  v^J  —  J,  et  après  un 
temps  quelconque  t=OlV\  on  a 

V  =  B"A"  =  B'X'~  A"C'  =  Vo—jt. 

L'espace  parcouru  après  un  temps  quel- 
conque /=:0B"  étant  représenté  par  Taire 
du  triangle  ODA  moins  celle  du  triangle 
D.\"B",  comme  cette  différence  est  égale 
à  Taire  du  rectangle  OB"C'A,  moins  celle  du  triangle  A  V"C',  on  a 


, 

c 

C 

^0 

^^ 

"^ 

►  1  » 

bf 

D\,^^ 

r 

A* 

X 

E  =  OAxOB'- 


A"C'  X  \C 


;J^'- 
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Cette  équation  né  diffère  de  celle  du  2*  qu'en  ce  que  Tespace  3  jf}^ 

parcouru  sous  Finfluence  de  Taccélération  j,  se  retranche  de  l'es- 
pace fo^  <^^  ^  Ift  vitesse  initiale  v^;  ce  qui  devait  être,  Vq  et  7  étant 
affectés  de  signes  contraires. 

Bemoarqae  1.  Les  hypothèses  que  Ton  peut  faire  encore  ne  peuvent 
différer  des  précédentes  que  par  le  signe  de  Vo  et  de  7,  et  elles  ne  peu- 
vent embarrasser. 

4*  Si  »=  0  et  que 7'  soit  négatif,  raisonnant  comme  au  1*,  le  triangle 
OB'^A''  de  la  fig*  421  se  construit  en  dessous  de  Taxe  O2  au  lieu  d'être 
«n  dessus,  et  Ton  a 

r  =  — j7      et      E=— |i<*. 

2*  r^etj  étant  négatifs,  le  trapèze  OB"A"A  de  \^fig.  423  s'obtient  en 
dessous  de  Ox,  et  Ton  a 

t?  =  — tJo-i<    et    E  =  — t?o<— g/f'. 

3*  Enfin  r^  étant  négatif  et>  positif,  on  obtient  la  fig,  424,  mais  re- 
tournée symétriquement  par  rapport  à  Ox,  et  l'on  a 

»  =  — v^+jï      et      E  =  — Vo^  +  gi^*- 

Remarque  2.  Prenant  un  point  fixe  sur  la  ligne  que  suit  le  mobile, 
la  distance  à  laquelle  ce  mobile  se  trouve  du  point  fixe  après  le  temps  i 
est,  dans  tous  cas,  diaprés  les  mêmes  raisons  qu'au  n*i42B,  représentée 
par  la  formule  générale 


Digitized  by  VjOOQIC 


PESANTEUR  OU  GRAVITÉ.  POIDS. 


57J 


PESANTEUR  OU  GRAVITÉ.   POIDS. 


1458.  Un  corps  quelconque,  quelles  que  soient  sa  nature  et  la  quan- 
tité de  matière  qui  le  compose,  abandonné  à  lui-même, 

Fjg.  4t5.  gg  meut  ou  tend  a  se  mouvoir  vers  le  centre  de  la  terre. 
La  cause  inconnue  qui  produit  cet  effet  se  nomme  pesan- 

Ateur  ou  gravité, 
La  pesanteur  agit  sans  interruption  et  de  la  même  ma- 
nière sur  toutes  les  molécules  des  corps,  que  ces  mole- 
cules  soient  très-rapprochées,  comme  dans  For,  ou  très- 
éloignées,  comme  dans  la  plume.  En  effet,  plaçant  des* 
parcelles  d'or,  de  bois  et  de  duvet  dans  un  tube  en  cristal 
où  Ton  fait  ensuite  le  vide,  si  d'un  mouvement  rapide  on 
amène  Textrémité  inférieure  du  tube  et  les  objets  qui  s'y 
trouvent  à  la  partie  supérieure,  et  qu'on  tienne  le  tube 
dans  une  position  verticale,  on  voit  les  objets  qu*il  con- 
tient tomber  en  s'accompagnant  constamment;  ce  qui 
^f  n'aurait  évidemment  pas  lieu  si  la  pesanteur  n'agissait 

f  pas  indistinctement  sur  toutes  les  molécules  qui  compo- 

sent ces  objets. 

Gomme  les  corps  en  tombant  dans  l'air  sont  obligés  de 
déplacer  ce  gaz,  il  en  résulte  une  résistance  qui  s'oppose 
au  mouvement  et  le  rend  plus  lent.  Comme,  de  plus,  cette 
résistance  est  d'autant  plus  grande  qu'il  y  a  plus  d'air  dé- 
placé, c'est-à-dire  que  la  section  du  corps  en  mouvement 
est  plus  grande,  il  s'ensuit  qu'une  plume  composée  d'un 
certain  nombre  de  molécules  tombera  plus  lentement  dans^ 
l'air  qu'un  morceau  de  plomb  contenant  le  même  nom])re 
do  molécules,  quoique  dans  tous  les  cas  la  pesanteur  agisse 
de  la  même  manière  sur  chacune  des  molécules  qui  cojii- 
Wk  posent  l'un  et  l'autre  corps.  On  rend  sensible  cet  effet  de 

^  l'air,  en  en  laissant  rentrer  dans  le  tube  dans  lequel  on 

■  avait  fait  le  vide,  et  en  recommençant  roxpérience  dir 

renversement. 
1459.  Variation  de  la  fesanieur.  Nous  venons  de  dire  que  la  pesan- 
teur agissait  de  la  même  manière  sur  toutes  les  molécules  des  corps  ; 
mais  cela  n'est  rigoureusement  vrai  qu'autant*  que  les  corps  sont  places 
dans  les  mêmes  circonstances;  car,  pour  une  même  molécule,  la  pe- 
santeur varie  avec  les  positions  que  peut  occuper  cette  molécule  autour 
du  globe  terrestre.  Ainsi  : 

!•  Ayant  reconnu  par  expérience  que  la  pesanteur  varie  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  au  centre  de  la  terre,  elle  a  donc  une  va- 
leur différente  pour  chacun  des  points  que  peut  occuper  une  même 
molécule  sur  une  verticale  ; 
2*  La  terre  n'étant  pas  tout  a  fait  sphérique  (1385),  et  les  rayons  dî- 
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minuant  de  Féquateur  au  pôle,  il  en  résulte  qu'à  la  surtace  du  globe  la 
pesanteur  diminue,  pour  une  mdme  molécule,  depuis  les  pôles  jusqu'à 
l'équateur. 

Ainsi,  pour  une  même  molécule,  la  pesanteur  varie  selon  que  la  mo- 
lécule s'éloigne  ou  s'approche  de  la  surface  de  la  terre  €i  l*rafii'eile 
s'éloigne  ou  s'approche  de  l'équateur;  mais  les  distaBces  des  positions 
dans  lesquelles  on  a  coutume,  en  mécanique,  de  considérer  les  corps 
sont  si  petites  par  rapport  au  r^on  de  la  terre,  qui  a  près  de  1500  lieues, 
que  les  effets  de  la  variation  de  la  pesanteur  sont  insensibles»  et  q«'on 
peut  regarder  la  pesanteur  comme  constante. 

Remarque,  Le  globe  terrestre  exécutant  chaque  jour  autour  de  son 
axe,  qui  va  d'un  pôle  a  l'autre,  une  révolution  entière^  et  tous  les  points 
matériels  participant  à  ce  mouvement  de  rotation,  il  en  résulte  que 
chacun  d'eux  est  sollicité  par  une  force,  appelée  force  centrifuge^  qui 
tend  à  l'éloigner  de  l'axe.  Comme  l'intensité  de  cette  fOTce  augmente 
avec  la  vitesse  du  point,  qui  est  proportionnelle  an  rayon  du  cercle 
décrit,  les  rayons  des  cercles  décrits  par  les  points  de  la  surface  du 
glèbe  allant  en  diminuant  depuis  l'équafeur  jusqu'aux  pôles,  où  ils  sont 
nuls,  la  force  centrifuge  va  donc  en  diminuant  de  l'équateur  au  pôle. 
Cette  force  centrifuge,  par  sa  direction  et  par  son  intensité,  quoique  in- 
dépendante de  la  pesanteur,  c'est-à-dire  de  l'attraction  de  la  terre»  ne 
tend  pas  moins  à  diminuer  l'action  de  la  pesanteur  avec  une  intensité 
qui  augmente  du  pôle  à  l'équateur. 

1440.  La  direction  de  la  pesanteur,  qui  est  évidemment  celle  suivit» 
par  un  corps  qui  tombe  librement,  est  dite  verticale  (574),  elle  est  par- 
tout normale  à  la  surface  de  la  terre,  ou  mieux  à  celle  des  eaux  tran- 
quilles, et  se  trouve  représentée  par  la  direction  d'un^^  à  plomb, 

L'n  plan  perpendiculaire  à  la  verticale  est  appelé  plan  horizontal^  et 
toute  droite,  tracée  dans  ce  plan,  au  pied  de  la  verticale,  est  horizontale. 

Rnnarque,  Si  la  terre  était  parfaitement  sphérique,  toutes  les  verti- 
cales passeraient  au  centre  de  la  terre;  comme  elle  diffère  peu  de  cette 
forme,  toutes  les  verticales  passent  en  des  points  assez  voisins  du  centre 
sans  être  parallèles  entre  elle-s.  Deux  >erticales  peuvent  ne  pas  être  dans 
un  môme  plan,  et  si  elles  y  sont,  elles  se  rencontrent. 

Les  verticales  ou  les  directions  de  la  pesanteur  \aricut  donc  pour- 
tous  les  points  de  la  surface  du  globe,  et  ne  sont  pas  parallèles;  mais 
comme  les  molécules  d'un  môme  corps,  ou  celles  des  différents, corps 
que  l'on  peut  considérer  siumllanémenl  en  mécanique  sont  très-rappro- 
chées  relativement  aux  distances  auxquelles  les  directions  de  la  pesan- 
teur pour  ces  molécules  se  rencontrent  ou  tendent  à  se  rencontrer,  on 
peut  les  considérer  comme  étant  parallèles  entre  elles. 

1441.  Pouvant  supposer  que  les  molécules  do  tous  les  corps  pesants 
que  l'on  considère  simultanément  sont  sollicittMîs  vers  lo  centre  de  la 
terre  chacune  par  une  force  élémentaire  qui  est  la  mémo  pour  toutes, 
et  que,  de  plus,  ces  forces  élémentaires  sont  parallèles  et  agissent  dans 
le  même  sens,  de  là,  et  de  ce  qui  sera  établi  relativement  aux  forrvs 
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parallèles  de  mèxoe  sens  iippliqnées  en  des  peints  liés  eatro  eax  <i'uii(> 
manière  iaTariable,  il  s'ensuil  : 

i*  Que  \m  résullante  des  actioas  de  la  pesanievr  sur  les  diverses  nioJô- 
eulas  d'un  corps  ou  sjrstème  de  «orp0  est  égaie  à  leur  sonixne  (1423)  ; 

À*  Qifte  la  diroctioQ  de  eeUe  résuitanie  est  celle  de  la  pesanteur,  cVst- 
à-aire  4e  la  verikale  (1440^. 

1442.  Le  poids  d'un  orps  est  la  résultante  des  actions  de  lapesanttuu* 
sur  les  diverses  molécules  de  ce  corps  (1441). 

L'action  de  la  pesanteur  pouvant  être  considérée  comme  étant  la 
même  pour  toutes  les  molécules  (1438,  1439),  le  poids  d'un  corps  est 
donc  proportionnel  au  nombre  des  molécules  ou  à  la  quantité  de  ma- 
tière que  contient  ce  corps. 

Il  ne  faut  pas  confondre  la  pesanteur  avec  le  poids.  La  pesanteur  est 
la  cause  qui  attire  les  corps  vers  le  centre  de  la  terre,  au  lieu  que  le 
poids  est  la  force  qui  résulte  de  cette  cause  pour  chacun  des  corp^, 
force  qui  est  égale  à  Tcffort  que  chaque  corps  exerce  sur  Tobstade  qui 
le  tient  soulevé.  La  pesanteur  est  la  cause,  le  poids  est  Teffet 

i443.  L*fte!îen  de  la  pesanteur  variant  avec  la  position  par  rapport 
au  centre  de  la  terre  (1439),  le  poids  d'un  corps  varie  de  la  même  ma- 
nière, ainsi  on  fil  qui  suspendrait  successivement  un  même  corps  près 
de  la  sarfoce  de  la  terre  et  dans  des  régions  élevées,  serait  soumis  k  une 
plus  grande  tension  dans  la  première  position  que  dans  la  seconde,  et 
les  deux  valeurs  de  la  tension  seraient  celles  du  poids. 

Cette  variation  du  poids  à  la  surface  du  globe  est  trop  faible  pour 
qu'on  ne  puisse  pas  la  négliger:  ainsi  les  poids  de  deux  corps  qui  ban- 
deraient également  un  même  ressort  au  Spitzberg  et  à  l'île  de  l'Ascen- 
sion ne  différeraient  entre  eux  que  de  —  de  leur  valeur  moyenne. 
Dans  toute  l'étendue  de  la  France,  de  Dunkerque  k  Toulon,  cette  diffé- 
rence ne  serait  pas  le  -rj^  de  la  valeur  moyenne  de  tonales  poids. 

Cette  variation  du  poids  n'est  pas  rendue  sensible  arec  les  instrti- 
ments  sans  ressorts,  comme  la  baLince,  parce  que  l'aelion  de  la  pesan- 
teur est  hi  même  sur  les  deux  corps  placés  dans  les  plateaux.  Cette  pro- 
priété de  !a  balance  dindiquer  partout  le  méine  poids  pour  un  même 
corps  a  son  avantage  dans  les  opérations  commerciales. 

En  prenant  pour  irramme  dans  chaque  localité  le  poids  du  centi- 
mètre cube  d'eau  dans  celte  même  localité  (214),  et  en  y  graduant  les 
instruments  à  ressorts  qui  doivent  y  servir,  comme  la  balance,  cos 
instruments  indiqueraient  tous  le  même  poids  pour  le  même  corps. 

1444.  Mesure  des  forces.  Dynamomètres,  On  compare  les  poids  des 
rorps  entixi.  eux  au  moyen  de  la  balance,  en  prenant  pour  unité  le 
s;raannie  ou  le  kilogramme  (214).  Quant  aux  autres  forces,  on  les  me- 
siire  à  l'aide  dlnsUuments  appelés  dpnamomèfresy  on  adoptant  enoor<' 

le  kiU>;/raniiiu«  pour  nnit4*. 
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Fig.  426. 


Un  dynamomètre  se  compose  en  général  d'un  ressort  en  acier,  qui  se 
déforme  plus  ou  moins  quand  on  le  soumet  à 
Faction  de  forces  d'intensités  différentes.  On  en 
a  fait  de  bien  des  dispositions,  dont  une  des  plus 
simples  est  celle  du  peson  à  ressort  du  com- 
merce, qui  consiste  en  un  ressort  en  acier  Tnnp 
courbé  en  forme  de  V,  à  la  branche  m  duquel  est 
rivé  un  secteur  métallique/*,  qui  passe  librement 
dans  un  œil  pratiqué  à  travers  l'autre  branche  p; 
à  cette  autre  branche  est  rivé  un  second  sec- 
teur BD  qui  passe  librement  dans  un  œil  fait 
dans  la  branche  m.  De  cette  disposition,  il  ré- 
sulte que  pour  graduer  l'instrument,  il  suffit  de 
l'attacher  par  un  anneau  D  à  un  crochet  ûxe  A, 
de  suspendre  successivement  a  l'anneau  s  des 
poids  de  1,  2,  3...  kilogrammes,  et  de  graver  sur  le  secteur  CD  des  pe- 
tits traits  aux  points  où  la  branche  m  s'arrête  pour  les  différents  poids. 
Ces  traits  forment  une  échelle  que  l'on  gradue,  et  qui  permet  ensuite 
de  mesurer  une  force  quelconque  que  Ton  fait  agir  sur  l'anneau  *,  après 
avoir  attaché  l'anneau  D  à  un  point  fixe.  Le  secteur  BD  porte  un  talon  C 
contre  lequel  vient  buter  la  branche  m  du  ressort,  quand  la  force  qu'on 
mesure  atteint  la  limite  qu'il  est  prudent  de  ne  pas  dépasser  si  Ton  ne 
veut  pas  compromettre  la  solidité  de  l'appareil. 
Le  dyncmomètre  de  Régnier  est  formé  de  deux  ressorts  en  acier  ab^ 

cd,  réunis  à  leurs  extrémités  par 
deux  étriers  en  fer  A  et  B.  Attachant 
Textrémité  A  à  un  point  fixe,  et  fai- 
sant tirer  la  force  sur  l'autre  extré- 
mité B,  les  milieux  des  ressorts  se 
rapprochent;  une  petite  pièce  de 
métal  fixée  au  milieu  de  la  branche 
cd  presse  l'extrémité  e  d'une  petite 
bielle  ou  tige  ef,  qui  fait  mouvoir  le 
levier  coudé  fig^  k  l'extrémité  /  du- 
quel elle  est  articulée  ;  la  branche  ig 
de  ce  levier  fait  mouvoir  une  aiguille  dont  la  flèche  se  promène  sur  une 
échelle  gravée  au  pourtour  d'un  secteur  fixé  au  milieu  de  la  branche  ab, 
et  qui  porte  l'axe  o  de  l'aiguille  et  celui  du  \e\ïerfig.  L'échelle  du  secteur 
a  été  graduée  k  l'avance,  k  l'aide  de  poids  connus,  comme  pour  le  peson. 
Un  dynamomètre  exécuté  par  M.  Morin,  sur  les  indications  de  M.  Pon- 
celet,  est  formé  de  deux  ressorts  parallèles  réunis  k  leurs  extrémités 
par  des  articulations  k  deux  tiges  en  fer  d'égale  longueur.  La  force  agit 
normalement  au  milieu  de  la  longueur  et  tend  k  écarter  les  ressorts, 
auxquels  on  a  donné  la  forme  d'un  solide  d'égale  résistance,  ce  qui 
augmente  la  sensibilité  de  l'appareil  en  même  temps  que  Técart  des 
lames  est  proportionnel  k  l'effort.  Le  ressort  mobile  porte  un  crayon 
qui  indique   sur  un   papier  l'écartement  des   ressorts   et  par   suite 
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Tefifort  exercé,  et  en  imprimant  au  papier  un  mouvement  de  trànsla* 
tion  dans  lequel  les  espaces  parcourus  sont  proportionnels  aux  espaces 
parcourus  par  le  point  d'attache  de  l'appareil;  le  crayon  trace  une 
courbe  dont  les  ordonnées  indiquent  les  intensités  de  la  force,  et  Taire 
le  travail  produit  par  cette  force.  Ce  dynamomètre  est  employé  pour 
mesurer  la  traction  nécessaire  au  mouvement  des  véhicules,  et  le  tra* 
vail  développé  par  cette  traction. 

i44S«  Application  des  formules  du  mouvement  uniformément  varié  à 
la  pesanteur  (1436,  1437).  Le  poids  d'un  corps  étant,  dans  les  limites  de 
nos  observations,  une  force  k  t)*ès-peu  près  constante  qui  agit  d'une 
manière  permanente  sur  le  corps  (1443),  il  en  résulte  que  ce  corps  n'é- 
tant soumis  qu'à  l'action  de  la  pesanteur,  il  doit  se  mouvoir  dans  le 
vide  avec  un  mouvement  uniformément  accéléré  (1449).  C'est  en  effet 
ce  que  vérifie  l'expérience,  qui  a  de  plus  fait  voir  que  l'accélération  de 
vitessse^  (1435),  qu'on  a  l'habitude  de  représenter  par  g  lorsqu'il  s'a- 
git de  la  pesanteur,  était,  par  seconde,  à  l'Observatoire  de  Paris,  et 
en  réduisant  les  observations  au  niveau  de  la  mer,  égale  à  9", 8088  ; 
elle  est  d'environ  0",03  plus  petite  à  l'équateur.  Dans  la  pratique,  on 

A 

peut  faire  g  =  9'»,81  et  -  =  0,102. 

Table  des  valeurs  les  plus  approchées,  à  moins  d'une  unité  décimale  du  cinquième 
ordre,  des  9 premiers  maltîples  de  g,  g\  g^,  V7,   yfg,  -,  -j,  — ,  W  -  e^  W -, 


qu'on  reocODtre  fréquemment  dans  les  formules. 

9 

9^ 

^ 

Vy 

rg 

1 

9,8088 

96,21256 

943,72973 

3,13190 

2,14062 

2 

19,617  6 

192,42511 

1887,45947 

6,26380 

4,28123 

3 

29,4264 

288,63767 

2831,18920 

9,39570 

6,42185 

4 

39,2352 

384,85023 

3774,91893 

12,52760 

8,56240 

5 

49,0440 

481,06279 

4718,64867 

15,65950 

10,70308 

6 

^8,8&28 

577,27534 

5662,37840 

18,79140 

12,84369 

7 

€8,6616 

673,48790 

6606,10813 

21,92330 

14,98431 

8 

78,4704 

769,70046 

7549,83787 

25,05520 

17,12492 

9 

88,2792 

865,91302 

8493,56700 

28,18710 

19,26554      1 

1 

1 

1 

l/-^ 

^î 

9 

9' 

.9" 

V^ 

V^ 

1 

0,10195 

0,01039 

0,00106 

0,31929 

0,467  IC 

2 

0,20390 

0,02079 

0,00212 

0,63859 

0,93431 

3 

0,30585 

0,031 18 

0,00318 

0,957  88 

1,40147 

4 

0,40780 

0,04157 

0,00424 

1,27718 

1,86862 

5 

0,50975 

0,05197 

0,00530 

1,59647 

2,33578 

6 

0,61170 

0,06236 

0,00636 

1,91577 

2,80293 

7 

0,71364 

0,07276 

0,00742 

2,23500 

3,27009 

8 

0,81559 

0,08315 

0,00848 

2,55436 

3,737  24      j 

9 

0,91754 

0,09354 

0,00954 

2,87365 

4,20440 

'37 
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V^ 5=  4,42018,    j^  =0,0020,    V/— =  0,22578,    V-  =  û,46lâ5- 
Iil||^=:=0,9(»ei59,    logS^'tsI^nemâO,     log^srl^OMAMl,    JOg  1  ssiêjai^titt» 
tOg  1  =^2,t07354l,   la^  ^,  ^MUTOtt,     •orY/iî==r,504mi, 

logV/.^  =7,3530771,    log  y-  =T,C.'>4  70TI. 

Lorsque  le  corps  so  nirul  dans  ï'air,  il  ('prouve,  pour  déplacer  ce 
gaz,  une  résistance  qui  diminue  son  mouvement.  ¥aîs  lorsque  la  vi- 
tesse du  corps  n'est  pas  considc^mMo  et  que  sa  section  est  Taîble  par 
rapport  k  son  poids,  on  peut  supposer,  dans  les  cas  ordinaires  de  la 
chute  des  corps,  qu'il  se  meut,  sans  erreur  sensible,  dans  Taîr  comme 
dans  le  vide. 

Les  formules  du  mouvement  unirormément  varié  sont,  pour  le  cas 
de  la  pesanteur  : 

(i436i 
(1437) 

Faisant  Eq  =  0  et  Vq  =  0  dans  cette  dernière  formule,  elle  devient,  «a 
prenant  seulement  le  signe  +, 

en  remplaçant  g  par  sa  valeur  en  fonction  de  r, 

Ce  qui  avait  déjà  été  établi  pour  un  mouvement  uniformément  accé- 
léré quelconc[iic  (1*,  1437). 
Pour  t  =  \'\  la  formule  (a)  donne 

E=^5r  =  4",9044. 

Ce  qui  fait  voir  que  Vespace  j)circouru  j^nilaid  la  première  seconde  ds 
mouvement,  sous  V action  de  la  pesanteur,  est  4", 0044,  moitié  de  la  vi- 
tesse acquise  après  ce  temps  (1%  1437  . 

1446.  Application  de  ces  formules  à  la  chute  des  corjjs. 

La  vitesse  initiale  l'o  étant  nulle,  c'ost-à-dire  le  corps  partant  du  repos, 
et  ^  =  5"  étant  la  durée  ûo  la  descent(\  la  vitosso  acquise  après  ce  temps 
•st  (2%  1445) 

v  —  gt  —  9,808S  X  5  -  49",044.  (aj 


i' 

9=  ^jj  =9",S0S8; 

r 

t;  =  ±c,±^<; 

y 

E=dzE,±ro<±|y<' 
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Pour  savoir  quelle  doit  être  la  durée  de  la  chute  pour  que  le  mobile 
acquière  une  vitesse  déterminée  v  =  49*,0i4y  on  remarque  que  la  for- 
mule (a)  donne 

t?_  49,044  _ 

Supposant  Eo  =  0,  h  étant  Tespsce  parcouru,  c'est-à-dire  la  hauteur 
delaqudle  le  corps  est  tombé  après  un  temps  t  =  b'\  on  a  (3%  1445] 

A  =  1  ^^  =  i  X  9,8088  X  5«  =  122-,61 .  (6) 

Pour  avoir  le  temps  que  mettra  un  corps  pour  tomber  d'une  hauteur 
h  =  122r,61,  de  la  formule  (b)  on  tire 


'=v^=V^l^=»--        <'i 


Quant  à  la  vitesse  qu'acquiert  un  corps  en  tombant  d'une  hauteur 
donnée  122*,61,  remplaçant  dans  la  formule  (a)  t  par  sa  valeur  (6'), 
on  a 


}=  ^y  —  =  sj%gh=:zyj%  X  9,8088  x  422,61  =  49-,0U. 


[c) 


Pour  avoir  la  hauteur  de  laquelle  doit  tomber  un  corps  pour  acqué- 
rir une  vitesse  donnée  v  =  49*,044  par  seconde,  de  la  formule  (c)  on 
tire 

t»  _     49,044'     _ 
*==  2^  -  2X9,8088  -  *^'^^-  <^^ 

Cesfbrmules,  qui  sont  d'un  usage  continuel  en  mécanique,  donnent: 
(a),  la  vitesse  en  fonction  du  temps  ;  (a^,  le  temps  en  fonction  de  la 
vitesse;  (6),  la  hauteur  de  chute  en  fonction  du  temps  ;  (6'),  le  temps  en 
fonction  de  la  hauteur  de  chute;  (c),  la  vitesse  en  fonction  de  la  hau- 
leur  de  chute;  (c'),  la  hauteur  de  chute  en  fonction  de  la  vitesse. 

Ces  formules  sont  données  pour  le  cas  de  la  pesanteur;  mais  des 
formules  des  n"*  1436  et  1437,  et*  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  en 
conclurait  de  tout  à  fait  semblables  pour  un  mouvement  uniformément 
varié  quelconque;  g  serait  simplement  remplacé  par  j.  Nous  avons 
préféré,  sans  double  emploi,  donner  celles  relatives  à  la  pesanteur, 
qui  sont  d'un  usage  plus  fréquent  dans  la  pratique. 
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TaMeaa  des  valeurs  àev=gt  et  des  hauteurs  de  chute  h^^-gt^^  --vt 

2  2 

correspondant  à  différentes  yalears  du  temps  t 


YàLEUAS  DB 

TALErRS  SB 

TALEims  BB                    1 

t 

V 

h 

t 

V 

h 

t 

V 

h 

0",1 

0-,980  88 

0»,049044 

{",Z 

17«,65594 

15»,890256 

3",^ 

34-,33080 

60",078900 

0  ,2 

1   ,06176 

0  ,196176 

i  ,9 

13  ,C3G72 

17  ,704884 

3    6 

35  ,31168 

63  ,561024 

0  ,3 

2  .942  64 

0  ,441396 

2,0 

19  ,61760 

19  ,617  600 

3  ,7 

36  ,29256 

67  ,141236 

0  ,4 

3  ,02352 

0  ,784704 

2  II 

20  ,598  48 

21  ,628404 

3  ,8 

37  ,27344 

70  ,819536 

0  ,5 

4  ,90440 

i  ,226100 

2  .2 

21  ,57936 

23  ,737296 

3  ,9 

38  ,25432 

74  ,595924 

0  ,6 

5  ,885  28 

1  ,765534 

2  ,3 

22  ,560  24 

25  ,944276 

4    0 

39  ,23520 

78  ,470400 

0  ,7 

6  ,56616 

2  ,403156 

2  .4 

23  ,541 12 

23  ,249344 

4  ,1 

40  ,21608 

82  ,442964 

0  ,8 

7  ,84704 

3  ,138816 

2  ,5 

24  ,522  00 

30  ,652500 

4    2 

41  ,19696 

86  ,513616 

0,9 

8  .827  92 

3  ,972564 

2  ,6 

25  ,502  88 

33  ,153744 

4,3 

42  ,17784 

90  ,682356 

1   ,0 

9  ,808  89 

4  ,904  400 

î  ,7 

26  ,483  76 

35  ,753076 

4    4 

43  ,15872 

94  ,949184 

i  «i 

10  ,78968 

5  ,934324 

aïs 

27  ,464  64 

38  ,450496 

4    5 

U  ,13960 

99  .314100 

i  ,2 

11  ,77056 

7  ,062336 

2  ,0 

28  ,44552 

41  ,246004 

4    6 

45  ,12048 

103  ,777104 

1  ,3 

li  ,75144 

8  ,288436 

3  ,0 

29  ,42640 

44  ,139600 

4    7 

46  ,101  36 

108  ,338196 

i  .4 

13  ,73232 

9  ,612624 

3,1 

30  ,407  28 

47  ,131  284 

4    8 

47  ,08224 

112  ,997376 

1  ,5 

14  ,71320 

11  ,034900 

3    2 

31   ,38816 

50  ,221  056 

4    9 

4S  ,06312 

117  ,754644 

1   ,6 

15  ,69408 

12  ,555264 

3    3 

32  ,369  04 

53  ,408916 

5    0 

49  ,04400 

122  ,610000 

4  ,7 

16  ,674  96 

14  ,173716 

3,4 

33  ,34992 

56  ,694864 

Les  vitesses  étant  proportionnelles  aux  temps  et  les  hauteurs  aux 
carrés  des  temps,  selon  que  les  temps  de  la  première  colonne  seront 
10  fois  plus  grands  ou  iO  fois  plus  petits,  on  multipliera  ou  Ton  divi* 
sera  les  valeurs  correspondantes  de  t-  par  iO  et  celles  de  h  par  100.  Ainsi, 
par  exemple,  pour  t  =  0",15,  on  a  r  =  l»,47i  320  et  A  =  0*,110  349,  et 
pour  <=  15"  on  a  v  =  147»,432  et  7i=  1103-,490. 

1447.  Détermination  expérimentale  des  lois  du  mouvement  uniforme-' 
ment  variée  et  vérification  de  la  loi  de  Vineriie  (1420).  En  observant  le 
mouvement  d'un  corps  tombant  librement  sous  l'action  de  la  pesanteur, 
on  remarque  qu'entre  Tespace  parcouru,  la  vitesse  et  le  temps,  il  existe 
les  relations  du  n"  1445;  ce  qui  prouve  que  le  mouvement  est  unifor- 
mément varié,  et  que,  par  conséquent,  l'action  continue  d'une  force 
constante  sur  un  corps  libre  produit  ce  mouvement  (1449). 

A  cause  de  la  rapidité  du  mouvement  d'un  corps  qui  tombe  libre- 
ment, on  conçoit  que  ces  observations  ne  peuvent  fournir  que  des 
résultats  plus  ou  moins  approchés  de  la  vérité.  A  l'aide  de  la  machine 
d'Atwood,  on  est  parvenu  à  rendre  le  mouvement  aussi  lent  qu'on  le  dé- 
sire (1452),  sans  qu'il  cesse  d'être  produit  par  l'action  continue  d'une 
force  constante  sur  un  corps  que  l'on  peut  considérer  comme  étant 
tout  à  fait  libre;  alors  les  résultats  ont  été  observés  en  toute  rigueur, 
et  ils  ont  vérifié  les  lois  posées  aux  n"'  1436  et  1437  pour  le  mouvement 
uniformément  accéléré. 

Quant  à  la  valeur  de  g  (1445) ,  qui  ne  peut  être  fournie  par  la  machine 
d'Atwood,  on  l'a  déterminée  très-simplement  et  avec  la  plus  grande 
rigueur  à  l'aide  du  pendule  (Voir  pendule  simple). 
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Fig.  428. 


La  machine  d'Atwood,  ainsi  nommée  du  nom  de  son  inventeur,  pro- 
fesseur de  chimie  à  Cambridge 
à  la  fin  du  siècle  dernier,  se 
compose  d'une  colonne  en  bois 
de  2",30  environ  de  hauteur, 
au  sommet  de  laquelle  est  une 
poulie  à  gorge  en  cuivre  P, 
sur  laquelle  passe  un  fil  de 
soie  soutenant  à  ses  extré- 
mités deux  cylindres  métal- 
liques A  et  B  de  poids  égaux. 
Le  fil  de  soie  est  très-fin,  pour 
qu'on  puisse  négliger  son 
poids  et  sa  roideur,  et  afin 
que  la  poulie  sur  laquelle  il 
passe  soit  aussi  mobile  que 
possible,  son  axe,  au  lieu  de 
reposer  sur  un  coussinet  fixe, 
s'appuie  sur  les  jantes  croi- 
sées de  4  roues  mobiles,  ce 
qui  remplace  son  frottement 
de  glissement  par  son  frotte- 
ment de  roulement  au  pour- 
tour des  4  roues,  et  par  le 
frottement  de  glissement  des 
axes  de  ces  roues,  lequel,  à 
cause  de  la  faible  vitesse  de 
ces  axes,  n'absorbe  qu'un  tra- 
vail négligeable.  Tout  le  sys- 
tème est  supporté  par  un  so- 
cle muni  de  4  vis  calantes  qui 
permettent  de  rendre  les  rè- 
gles graduées  verticales. 

Le  cylindre  A  peut  se  mou- 
voir verticalement  le  long 
d'une  règle  en  bois  L,  divisée 
en  parties  d'égale  longueur, 
et  en  un  point  quelconque  de 
laquelle  on  peut  fixer  deux 
curseurs  métalliques,  Tun  C  muni  d'un  disque  plein,  et  l'autre  C  d'un 
anneau  dans  lequel  peut  passer  facilement  le  cylindre  A.  A  la  colonne 
est  fixé  un  appareil  chronomélrique  qui  bat  les  secondes,  et  qui,  au 
moment  où  l'aiguille  arrive  en  un  point  convenu  du  cadran,  décroche 
une  détente  qui  retient  une  plaque  à  charnière  maintenant  le  dessous 
du  cylindre  A  à  la  hauteur  du  zéro  de  la  règle  graduée  L. 

Comme  on  a  placé  une  petite  plaque  additionnelle  sur  le  cylindre  A, 
son  poids  communique  alors  à  chacun  des  cylindres  A  et  B  un  mouve- 
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ment  qui  est  uniformément  accéléi^.  En  effet,  plaçant  par  tAtoimement^ 
le  dessus  du  curseur  plein  à  une  distance  du  zéro  de  Téchelle  L,  telle 
que  le  bruit  du  pendiàe  à  la  fin  de  la  1'*  seconde  coïncide  avec  celui 
que  fait  le  cylindre  A.  en  frappant  sur  le  curseur^  et  recommençant 
Texpérience  suceessirenent  pour  2,  3,  4...  second&s,  on  trouve  que  si 
dans  la  première  expértence,  c'est-à-dire  pendant  une  seconde,  le  cy- 
lindre A  a  parcouru  15  dîTisîons  de  Téchelle,  par  exemple,  dans  les 
expériences  suivantes,  e'est-k-dire  pendant  2,  3,  I...  secondes,  il  en 
parcourt  respectivement  i6  x  4, 15  x  9,  15  x  16...  ;  ce  qui  montre  bien 
que  les  espaces  parcourus  sont  proportionnels  aux  carrés  des  temps,  et 
que  par  conséquent  le  mouvement  est  uniforakément  accéléré. 

Pour  déterminer  la  vitesse  après  une  seconde,  par  exemple,  on  rem- 
,  place  le  curseur  plein  par  le  curseur  annulftire,  que  Ton  dispose  de 
nanière  que  du  dessus  de  ce  curseur  au-dessus  du  cylindre  A  il  y  ait 
15  divisions  de  Féchelle,  et  Ton  place  le  curseur  plein  de  manière  que 
sa  face  supérieure  se  trouve  a  30  divisions  plus  la  bsoteur  du  cylindre 
A  au-dessous  du  dessus  du  curseur  annulaire.  Faisant  alors  Texpérience, 
les  battements  du  pendule,  après  la  l'*  et  la  â*  seconde,  coïncident,  le 
premier  avec  le  cboc  de  la  plaque  additionnelle  sur  le  curseur  annu* 
laire,  et  le  second  avec  celui  du  cylindre  A  sur  le  curseur  plein.  Or  la 
plaque  additionneDe,  qui  a  pfoduit  le  mouvemezit  accéléré  pendant  la 
1»*  seconde,  se  trouvant  airètée  par  le  curseur  circulaire,  le  mouve- 
ment a  été  uniforme  pendant  la  2*  seconde,  et  Fespace  de  30  divisions 
qui  a  été  parcouru  est  la  vitesse  acquise  à  la  fin  de  la  r*  seconde,  vi- 
tesse qui  est  bien  le  double  de  Fespace  parcouru  pendant  la  1'*  seconde. 

Si  au  lien  de  prendre  des  temps  de  1  seconde,  on  en  prenait  de  %  se- 
condes, on  trouverait  de  même  que  le  dessus  du  curseur  annulaire  doit 
être  placé  à  60  divisions  au-dessous  de  la  base  supérieure  du  cylindre  A 
k  son  point  de  départ,  et  à  120  divisions  plus  la  hauteur  du  cylindre  A 
au-dessus  de  la  face  supérieure  du  curseur  plein. 

La  durée  de  Faction  du  poids  additionnel  restant  de  1  seconde,  si  Fon 
dispose  le  curseur  plein  de  manière  que  Fîntervalle  entre  le  choc  de 
la  plaque  additionnelle  sur  le  curseur  annulaire  et  celui  du  jcjflindre  A 
sur  le  curseur  plein,  au  lieu  d'être  de  1  secondes  soit  de  a  secondes,  le 
nombre  des  divisions  parcourues  entre  ces  deux  chocs  est  de  60  au  lieu 
de  30;  si  ce  temps  est  de  3  secondes,  le  nombre  des  divisions  parcou- 
rues est  de  90,  et  ainsi  de  suite.  Ce  qui  montre  que  la  vite^e  devient 
constante  sitôt  qae  Faction  du  poids  additionnel  cesse,  et  vérifie  la  loi 
de  Fînertie  (1420). 

La  machine  étant  garnie  d'une  seconde  règle  L',  en  y  fixant  un  se- 
cond curseur  annulaire  sur  lequel  est  disposée  une  plaque  addition- 
nelle que  prend  le  cylindre  B  en  montant,  au  moment  où  le  cylindre  A 
quitte  sa  plaque  additionnelle,  le  mouvement  devient  uniformément 
retardé,  et  si  les  deux  plaques  additionnelles  ont  le  môme  poids,  le 
cylindre  B  s'élève  sensiblement  d'un  nombre  de  divisions  égal  à  celui 
dont  est  descendu  le  cylindre  A  pendant  qu'il  était  sollicité  par  sa  plaque 
additionnelle;  ces  deux  nombres  seraient  égaux  sans  les  frottements 
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flaK  tX6Sy  la  roideur  du  ôi  et  la  résistance  de  Tair;  de  i^lus^  cee^  noot'- 
Iveft  de  divisîons  seraient  paroeuriis  dans  le  même  temp»,  et  la  vitesse 
Hpasserait  par  les  mêmes  valeurs  dans  un  ordre  inverse. 

Âinai  en  lançant  un  projeetile  de  bas  en  haut,  suivant  la  vortical», 
•ta^ec  une  oertaine  vitesse  initiale  r^,  il  monte  à  une  hauteur  telle, 
qm^en  redescendant  il  reprend  la  même  vitesse  v^,  mais  de  signe  con» 
traire;  la  durée  de  la  montée  est  égale  à  celle  de  la  descente,  et  en 
géBéral  des  espaces  égaux  pris  à  la  même  hauteur,  l'un  sur  la  montée 
Fantre  sur  la  descente,  sont  parcourus  dans  le  même  temps;  enfin  à  II 
même  hauteur  le  mobile  possède  de»  vitesses  égales  et  de  signes  con«* 
Inifes  en  montant  et  en  descendant  Gos  relations  s'établir^ent  faci» 
lemtDt  comme  applications  des  formules  du  n"  i446. 

M»  Mmrin  d'après  une  idée  première  de  M.  Poncelet»  a  fhit  construire 

Fig.   429. 
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un  appareil  qui  doane  d'une  manière  continue  les  espaces  parcourus 
dans  le  mouvement  uniformément  accéléré.  Un  poids  cylindroH^onique 
en  fer  P,  tombant  librement,  est  muni  d*un  crayon  ou  pinceau  C,  qui 
laisse  une  trace  continue  sur  une  feuille  de  papier  recouvrant  un 
cylindre  en  bois  M  tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour  de  son 
axe  vertical.  Ce  cylindre  a  environ  O^jiO  de  diamètre  et  2",90  de  hau- 
teur ;  il  est  mis  en  mouvement  par  un  poids  P'  suspendu  à  un  cordon, 
lequel  en  se  déroulant  fait  tourner  une  roue  dentée  R,  qui  commande 
des  vis  sans  fin  montées  sur  Taxe  du  cylindre  M  et  sur  celui  d'une  roue 
à  ailettes  Â.  En  tirant  un  cordon  X',  on  dégage  le  cliquet  d'une  roue  à 
rochet,  et  le  système  se  met  en  marche.  D'abord  le  mouvement  est  accé- 
léré; mais  comme  la  résistance  que  la  roue  A  éprouve  de  la  part  de 
l'air  augmente  rapidement  avec  la  vitesse,  bientôt  on  peut  considérer  le 
mouvement  du  cylindre  M  et  de  tout  l'appareil  comme  étant  uniforme, 
ce  qui  a  lieu  quand  le  poids  P'  a  parcouru  les  2/3  de  sa  course.  Alors, 
tirant  un  cordon  X,  on  fait  échapper  le  poids  P  du  levier  coudé  L  qui 
le  retenait.  Ce  poids,  guidé  par  deux  fils  de  fer  tendus,  descend  libre- 
ment suivant  la  verticale ,  et  son  crayon  trace  une  courbe  sur  une 
feuille  de  papier  qui  recouvre  le  cylindre.  En  laissant  tomber  le  poids  P 
avant  de  mettre  l'appareil  en  mouvement,  on  a  tracé  la  génératrice  du 
cylindre  passant  par  l'origine  de  la  courbe.  Déroulant  alors  la  feuille 
de  papier,  on  obtient  une  courbe  plane  (  fig.  422} ,  dont  les  ordonnées  y, 
comptées  à  partir  de  l'origine  de  la  courbe  sur  la  génératrice  du  cylin- 
dre qui  y  passe,  représentent  les  espaces  parcourus  pendant  des  temps 
proportionnels  aux  abscisses   x  correspondantes.  En  mesurant  ces 

abscisses  et  ces  ordonnées,  on  voit  que  5  j  représentant  l'espace  cor- 

respondant  à  l'abscisse  prise  pour  unité  de  temps,  on  a  bien,  pour  un 
temps  quelconque, 

E  =  ^  i««.  (1445) 

De  cette  relation  on  peut  déduire  celle  v  ^jt  sans  nouvelle  expé- 
rience. En  effet,  E  augmentant  de  la  quantité  infiniment  petite  dE,  t 
augmente  de  la  quantité  infiniment  petite  correspondante  àt,  et  l'on  a 

E  +  dE  =  i  i(<  +  d<)«=  I  jt'+jtxdt  +  I  j(dt]'; 

d'où,  en  retranchant  la  valeur  de  E, 

dE=jtxdt+  lj{d(]K 


(dt)*  étant  une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport 


à  dt,  on  peut  négliger  zJW*^  et  l'on  a 


^  ou  v=jt.  (1431,  1436) 
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RELATIONS  ENTRE  LES  FORGES,   LES  VITESSES  ET  LES  3IASSES 
DES  MOBILES  SOLUCITÉS. 

1448.  Nous  allons  supposer  que  la  force  agit  de  la  même  manière 
sur  toutes  les  molécules  du  corps,  comme  si  toute  la  matière  qui  com- 
pose le  corps  était  concentrée  au  point  d'application  de  la  force.  Cette 
concentration  idéale  de  la  matière  constitue  ce  qu'on  appelle  un  point 
matérieL 

1449.  U  action  continue  d'une  force  constante  sur  un  corps  produit  un 
mouvement  uniformément  accéléré.  C'est  ce  qui  résulte  du  n*  1447,  et 
ce  que  Ton  peut  établir  d'une  manière  générale  comme  il  suit  :  que  le 
corps  parte  du  repos,  ou  qu'il  possède]déjk  une  vitesse  Voau  commence- 
ment  du  temps  t,  la  force  F  sollicitant  le  mobile  pendant  le  premier 
instant  dt,  elle  produit  une  accélération  de  vitesse  dv  (1432),  de  sorte 
qu'après  le  temps  dt  la  vitesse  est  {v^  +  dv).  Si  la  force  cessait  son  ac- 
tion, le  mobile  se  mouvrait  avec  la  vitesse  constante  {v^  +  dv)  ;  mais 
comme  elle  agit  pendant  le  deuxième  instant  dt  comme  pendant  le  pre- 
mier, elle  augmente  la  vitesse  de  la  même  quantité  dv,  de  sorte  qu'a- 
près le  temps  ^dt  la  vitesse  est  Vq  +  2dv.  De  même,  après  les  temps 
3dty  idt,  ...,  t^  la  vitesse  est  respectivement 

t>o  +  3dî7,    «o  +  idv, ...,    v^+dvx-^^v^+jt.       (1435) 

Ca  qui  fait  bien  voir  que  le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 
Il  serait  uniformément  retardé,  si,  à  chaque  instant,  dt;,  au  lieu  de 
s'ajouter  à  v^,  s'en  retranchait,  c'est-à-dire  si  la  force  agissait  en 
sens  contraire  de  la  vitesse  v^, 

14M.  Jinsi,  lorsqvCun  corps  possède  un  mouvement  tmiformCy  c'est 
qtCil  n'est  sollicité  par  aucune  force^  ou  que  les  forces  qui  le  sollicitent 
se  feraient  staiiquement  équilibre  si  le  corps  était  en  repos  (1424).  Dans 
ces  conditions  d'équilibre  en  mouvement,  on  dit  que  le  corps  est  en 
équilibre  dynamique;  la  force  qui  a  imprimé  le  mouvement  au  corps  a 
cessé  d'agir  ou  a  été  détruite  par  une  autre  force. 

14B1.  D'après  ce  qui  a  été  dit  aux  n"*  1447  et  1449,  on  peut  poser, 
comme  principe  expérimental,  qu'une  force  produit  le  même  effet  sur 
un  corps  possédant  déjà  une  vitesse  initiale  de  même  direction  que  la 
force^  que  si  le  corps  partait  du  repos.  Les  effets  de  la  force  et  de  la 
vitesse  initiale  coexistent  sans  se  modifier;  ils  ne  font  que  s'ajouter  ou 
se  retrancher  selon  que  la  force  et  la  vitesse  initiale  ont  le  même  sens 
ou  un  sens  contraire. 

1482.  On  admet  généralement  comme  axiome  qu'un  nombre  quel-- 
conque  de  forces  de  même  direction  et  de  même  sens  appliquées  à  un 
même  point  s'ajoutent.  C'est  en  effet  ce  qu'on  vérifie  au  moyen  des  ba- 
lances, des  dynamomètres,  et  mieux  encore  à  l'aide  de  la  machine 
d'Atwood  (1447),  avec  laquelle  variant  successivement  les  poids  se  fai- 
sant équilibre  et  le  poids  moteur,  mais  de  manière  que  la  somme  des^ 
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trois  poids  soit  toujours  la  même,  on  voit  que,  suivant  que  le  poids 
moteur  est  double,  tnjple,  quadruple...,  raccélérwtion  de^  ritesse  est 
double,  triple,  quadruple... 

Si,  par  exemple,  dans  une  première  expérience,  les  deux  corps  se  fai- 
sant équilibre  pèsent  chacun  220  grammes  et  que  le  poids  additionnel 
soit  de  10  grammes,  ce  qui  fait  un  (poids  total  de  450  grammes,  et  que 
dans  une  deuxième  expérience  le  poids  moteur  soit  de  20  grammes,  taa- 

dis  que  les  corps  en  équilibre  pèsent  chacun  — r =215  grammas, 

2 

Taccélératîon  on  la  vitesse  acquise  après  une  seconde  sera  dans  la 
deuxième  expérience  double  de  ce  qu'elle  a  été  dans  la  première,  c*est- 
à-dire  que  Fespace  parcouru  pendant  une  seconde  dans  la  deuxième 
expérience  sera  double  de  ce  quMl  a  été  dans  la  première  (1437). 
Si  le  poids  moteur  devenait  30  grammes,  et  que  le  poids  total  thi 

toujours  450  gammes ,  ce  qui  correspoQjdL  k ^ —  "=:  210  grammas 

pour  chacun  des  poMs  en  équilibre,  Faccéiératîon  serait  triplé  de  la 
valeur  de  la  première  expérience. 

Ces  expériences  confirment  bien  que  plusieurs  fbrces  de  même  sens 
appliquées  en  un  même  point  peuvent  être  remplacées  par  une  force 
unique  égale  à  leur  somme,  et  qui  est  par  conséquent  leur  résul- 
tante (1423). 

14^5.  On  dit  que  detis  forces  sont  égalée  dorgqtCeîlee  somt  capables  de 
communiquer  la  même  accélération  de  vitesse  à  un  même  point  maté-- 
riel  (1U8). 

iÂM.^Deua  forces  quelconques  F  et  ï sont  entre^ eUem comme  les^aeeéU^ 
rations  de  vitesse  i  et]  qu'elles  communiquent  à  un  même  point  matériel. 

1*  D'abord  cette  proportionnalité  existe  quand  Jc=^  puisqu'aiors  F=sf. 

S**  Supposa&t  que  J=n;,  n  étant  un  nombre,  entier,  chacune  des 
n  accélérations  j  qui  composent  l  pouvant  être  supposée  produite  par 
une  force/,  d^i^rès  ce  qui  a  été  ét^li  au  a**  14511,  leur  ensemble  J  le 
sera  par  la  force  »/;  d'où  F  =  »/,  et  par  suite 

F       J  F      J 

--i  =r  -n       ou       7  =S  -r. 

nf      nj  f      3 

Cette  proportion  sobsisterait  évidemment  eneore  si  l'on  avait  J  :==^fit. 

V  Si  l  et  j  sont  dans  un  rapport  quelconqu^^  mais  commeosurable 
(211),  si,  par  exemple,  une  troisième  accélératioa/  est  contenue  n  fois 
dans  l  et  n'  fois  dajiis  j  (J  =:  nf  et  j.  -=•  nf)^  n  et  i^  étant  des  nombres 
entiers,  appelant/'  la  force  capable  de  communiquer  au  mobile  Taccé- 
lération/,  on  a  d'après  le  2" 

I-£    et  ^--^ 

Multipliaot  ces  proportions  terme  à  terme,  il  vient  encore 

F_  J 

7"]' 
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4*"  Enfin,  si  les  accélérations  J  et  j  sont  incommensurables  entre 
elles,  cette  proportion  subsiste  encore. 

D'abord  il  est  évident  que  selon  qu'on  voudra  communiquer  h  un 
même  mobile  une  accélération  plus  ou  moins  grands,,  la  iwt».  d«^ra 
être  plus  ou  moins  grande. 

Cela  établi,  divisant  Faccélération  j  en  un  nombre  entier  n  de  par- 
ties égales,  la  n*  partie  dej  sera  contenue  un  nombre  entier  n'  fois  dans 

1,  plus  un  rester  moîAdxe  qm,  ^  >  et  1q  raiHpoct  7  «era  câmjpffie  «atro:  les 

deux  rapports 

•                                      n      .     ^         '      n 
— : —    et    : . 

p 

Le  rapport  ^  est  aussi  compris  entre  ces  deux  rapports;  par  f  oosé- 
quent  on  a 


F  J  j»'+*)>*i 

n 

F       J^l 

J 

00 

-  étant  une  quantité  aussi  petite  qu'on  le  désire,  puisque  n  est  un 

nombre  arbîtraîiiei  et  par  «on&équ^nt  aussi  grand  qus  Ton  veut,^  on  a 
donc  bien  encore 

F_  J 

iW6.  Si  le  mobile  est  parti  du  repos,  les  vitesses  qu'il  a  acquises 
après  le  même  temps  t  sont  Y  =  J/  et  v=zjt;  d'où  l'on. <^JOLClut 

Y-i 

»     .; 

et  par  suite  (1454) 

F_  V 

Ainsi,  quand  le  mobile  part  du  repos,  les  forces  sont  entre  elles  comme 
les  vitesses  quHl  possède  après  le  même  temps. 

I4»6.  Dans  cette  même  bypothèse,  les  espaces  pareourus  étant  aussi 
proportionnels  aux  vitesses  acquises  (!•,  1437},  les  forces  sont  donc  en- 
core entre  elles  comme  ccm  espaces.  l>n  reste,  les  espaces  parcourus  après 
le  même  temps  t  étant 


E=ij^«    et   e=zijt\ 
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on  a 

E         J 

et  par  suite  (1454) 

F       E 

i4t(7.  Deux  forces  quelconques  étant  entre  elles  comme  les  accélé- 
rations qu'elles  communiquent  h  un  même  point  matériel,  Tune  /  des 
forces  étant  le  poids  P  du  mobile,  on  a  (1445) 

p  =  -.  ^    la) 

{"problème.  Quelle  est  l'accélération  J  communiquée  à  un  mobile 
du  poids  P  =  25*  par  une  force  F  =  10*? 
La  proportion  précédente  donne 

J  =  ^  P  =  9,8088  X  |g  =  3-,9235. 

Ayant  raccélératioa,  la  vitesse  acquise  après  un  temps  ^=8'^  par 
exemple,  est  (1436) 

v  =  H  =  g^t=:  3,9235  x  8  =  31-,388. 

L'espace  parcouru  après  les  8'^  de  mouvement,  le  corps  partant  du 
repos,  est  (1437) 

2«  problème.  Quelle  force  F  faut-il  appliquer  a  un  mobile  du  poids 
de  25*  partant  du  repos,  pour  lui  faire  parcourir  125",552  pendant  les 
8  premières  secondes  du  mouvement? 

On  a  d'abord  (1437) 

.  =  f  =  *^li»  =  31",388; 
puis 

,  =  J  =  Ç  =  !l^  =  3-.9235, 

et  la  proportion  (a)  donne 

F  =  Px^  =Px  -=7  =  Px  ^=25X3,9235X0,102  =  10*. 

1488.  P  et  P'  étant  les  poids  d'un  même  mobile  en  deux  lieux  diffé- 
rents de  la  surface  du  globe,  où  les  accélérations  dues  à  la  pesanteur 


Digitized  by  VjOOQIC 


RELATIONS  ENTRE  LES  FORGES,  ETC.  589 

sont  respectivement  g  et  g'  (1439, 1443),  on  a  (1454) 

Âjnsi  les  poids  cf  un  même  corps  en  différents  lieux  du  globe  sont  entre 
eux  comme  les  accélérations  dues  à  la  pesanteur  en  ces  mêmes  lieux. 
De  la  proportion  précédente  on  conclut 
.     p      p 

Ce  qui  montre  que  le  quotient  du  poids  d'un  corps  en  un  lieu  quel- 
conque ^du  globe  par  F  accélération  due  à  la  pesanteur  en  ce  lieu  est 
constant. 

i42$9.  Ce  quotient  constant  est  ce  qu'on  nomme  en  mécanique  la 
masse  du  mobile.  Cette  quantité,  qui  est  d'une  espèce  particulière, 
puisqu'elle  n'est  autre  chose  qu'un  quotient,  peut  être  soumise  au  cal- 
cul comme  toutes  les  autres  quantités.  En  la  désignant  par  M ,  on  a 

P  P 

M=-,    d'où    P  =  Ug    et    g=Tg. 
g  M 

Ces  formules  font  voir  : 

l"*  Que  la  masse  d'un  corps  est  égale  au  quotient  de  son  poids  divisé  par 
V accélération  g  due  à  la  pesanteur. 

PourP  =  l.ona        M  =  l  =  ^  =0,102.  (1445) 

Ainsi  la  masse  d'un  corps  du  poids  de  1  kilog.  est  égale  k  0,102. 
2"  Que  le  poids  d'un  corps  est  égal  à  sa  masse  multipliée  par  Vaccélé^ 
ration  g  due  à  la  pesanteur. 

Pour  M  =  l,  ona  P  =  5r  =  9^8088. 

Ce  qui  montre  que  le  poids  d'un  corps  ayant  l'unité  pour  masse  est 
9S8088. 

3''  Qîie  V accélération  g  due  à  la  pesanteur  est  égale  au  poids  du  corps 
divisé  par  sa  masse. 

1460.  Dans  un  même  lieu,  et  en  général  partout  où  la  valeur  de  ^ 

est  la  même,  une  autre  masse  donne  encore  m  =  -,  et  l'on  en  conclut 

M__  P 

Ce  qui  fait  voir  que  dans  ce  cas  Ze*  masses  sont  entre  elles  comme  les 
poids, 

1461.  Remplaçant  dans  la  formule  (a)  du  n*  1457  le  poids  P  par  sa 
valeur  M^r,  on  en  conclut 

F  =  MJ.  (a) 
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Ce  qui  montre  qu'une  farce  F  êe  mesure  parle  proâuU  de  fe  masse  V  ^ 
du  mobile  par  Vaccélération  J  que  cette  force  est  capable  de  commun*^ 
quer  au  mobile  dans  Vunité  de  temps. 

De  la  formule  (a)  on  conclut 

Résultats  faciles  à  énoncer  verbalement,  et  qui  généralisent  ceux  dft 
nM459. 
1402.  Pour  une  autre  force  /,  on  aurait  également 

f^mj. 

Divisant  membre  à  membre  l'équation  précédente  (a)  par  cette  der» 
nière,  on  a 

f    w  ^  ' 

Ce  qui  montre  que  deux  forces  quelconques  F  et  f  sont  entre  elles 
comme  les  produits  des  masses  M  et  m  par  les  accélérations  J  et  j. 
Lorsque  J  =  j,  la  proportion  précédente  devient 

7  =  m  ^^^ 

Ainsi  lorsque  les  forces  communiquent  la  même  accélération  de  vitesse 
aux  mobiles^  elles  sont  entre  elles  comme  les  masses. 
Quand  M  =  m,  on  a 

F       J 

7  =  7-  ^'"^ 

Ce  qui  a  déjà  été  établi  au  n*  1454. 

Dans  le  cas  oit  les  deux  forces  sont  égales^  de  la  proportion  (6)  on 
conclut 

Ce  ifui  mioxitre  que  les  accélérations  sont  en  raison  inoereedes  mas»m. 

1465.  Quand  les  mobiles  partent  du  repos,  les  vitesses  acquises  après 
le  même  temps  étant  proportionnelles  aux  accélérations  (1455),  rempla- 
çant le  rapport  des  accélérations  par  celui  des  vitesses  dans  les  propor- 
tions (6),  (6"),  (6*),  elles  deviennent  respectivement 

I.=:MX     £-1     w_y 

/       mu'      /       t)'      M""v* 

Résultats  qui  s'énoncent  comme  ceux  du  numéro  précédent,  en  rem- 
plaçant les  accélérations  par  les  vitesses. 
Cette  dernière  proportion  et  celle  {Jf)  montrent  que,  selon  que  la 
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masse  du  mobile  est  plus  grande,  la  vitesse  que  lui  communique  une 
méYne  force  constante  dans  un  temps  donné  est  plus  petite  ;  ce  qui  fait 
voir  que  la  signification  du  mot  masse  en  mécanique  est  la  même  que 
celle  qu'on  lui  attribue  dans  le  langage  vulgaire;  on  dit  en  effet  que  la 
masse  d'un  corps  est  plus  ou  moins  grande,  que  ce  corps  est  plus  ou 
moins  massif,  selon  que  pour  le  soulever  ou  le  faire  mouvoir  on  est 
obligé  de  produire  un  effort  plus  pu  moins  grand;  mais  ce  qu'il  y  avait 
de  vague  dans  cette  définition  ^  disparu,  et  la  masse  est  une  quantité 
qui  peut  être  soumise  au  calcul,  c'est-à-dire  évaluée  en  nombre  (1459). 
1464.  Dans  un  même  lieu  du  globe  ou  dans  tous  les  lieux  où  la  va- 
leur de  g  est  la  même,  les  poids  étant  proportionnels  aux  masses  (1460), 
on  peut  remplacer  le  rapport  des  masses  par  celui  des  poids  dans  les 
proportions  (6),  (6')  et  [If)  du  n*  1462,  qui  détiennent  respectivement 


F^_PJ      £_£      2-1 


Résultats  qui  s'énoncent  comme  ceux  du  n*"  iA62  en  remplaiçant  les 
masses  par  les  poids. 

On  peut  encore  dans  ces  dernières  proportions,  quand  les  mobiles 
partent  du  repos,  remplacer  le  rapport  des  accélérations  par  celui  des 
vitesses  (1463);  ce  qui  donne 

]F  _  PV       £  _  V 
/""îw'      P~tJ- 

1465.  La  valeur  de  g  ne  variant  pas  sensiblement  d'un  lieu  k  un  au- 
tre, il  en  résulte  qu'en  général  les  fcrmules  précédentes  peuvent  être 
appliquées  sans  tenir  compte  de  cette  variation  (1458). 

IMPULSION  d'une  FOaCE.   QUANTITÉ  AE  MOUVEMENT. 

1466.  Vimpulsion  â'une  force  est  le  produit  de  son  intensité  par  la 
durée  de  son  action.  Ainsi  une  force  de  12*  agissant  sur  un  mobile  pen- 
dant 8"  produit  une  impulsion  représentée  par  12  x  8  =  96. 

i467.  Le  produit  mv  de  la  masse  m  d'un  mobile  par  la  vitesse  n  qu'il 
possède  prend  le  nom  de  quantité  de  mouvement.  Le  poids  d'un  corps 

étant  de  50',  d'où  il  résulte  que  sa  masse  est  (1469)  -  x  P  =  0,102  x 

50  =  5,10,  et  la  vitesse  qu'il  possède  étant  de  30",  sa  quantité  de  mou- 
vement est  représentée  par 

?7ir  =  5,10X30  =  153. 

1468.  Égalité  entre  Vimpulsion  d'une  force  et  la  quantité  de  mouve- 
ment du  point  matériel  sollicité  (1448).  Lorsque  le  mouvement  est  uni- 
formément accéléré,  on  a  (1436),  eu  remarquant  que  l'acc^ération 

;•= -1(1461), 
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F 

m 
d'où  Ton  tire 

¥t=iTno — mv^.  [a) 

Yt  est  rimpulsion;  elle  a  le  signe  de  F. 

TK^o  et  mv  sont  respectivement  les  quantités  de  n\ouvement  que  pos- 
sède le  mobile  au  commencement  et  à  la  fin  du  temps;  elles  prennent 
les  signes  de  Vq  et  v. 

L'équation  (a)  fait  voir  que  rimpulsion  est  toujours  égale  à  la  diffé- 
rence des  quantités  de  mouvement  y  et  qu'elle  a  le  même  signe  que  cette 
différence.  Ce  que  Ton  peut  énoncer  en  disant  que  Vimpulsion  est  ioun 
jours  égale  au  gain  ou  à  la  perte  de  quantité  de  mouvement. 

Considérant  toujours  la  vitesse  initiale  v^  comme  positive,  C  y  aura 
gain  lorsque  la  force  F  sera  positive,  c'est-à-dire  lorsqu'elle  agira  dans 
le  sens  de  Vq,  et  perte  lorsqu'elle  sera  négative. 

Trois  quelconques  des  quatre  quantités  F,  t,  m  et  (tj—t?©)  étant  con- 
nues, réquation  (a),  mise  sous  la  forme 

F<  =  w(t>  — î?o), 

donne  la  quatrième,  et  Ton  voit  qu'une  perte  de  vitesse  ou  de  quantité 
de  mouvement  est  produite  par  une  force  égale  et  contraire  h  celle  qui 
produit  un  gain  égal  dans  le  même  temps. 

Selon  qu'on  a  ro  =  0  ou  r  =  0,  c'est-à-dire  selon  que  le  mobile  part 
du  repos  ou  doit  se  réduire  au  repos,  la  formule  (a)  devient 

Ft=mv    ou    F^  =  —  mv^.  (b) 

Ce  qui  fait  voir  encore  plus  simplement  que  Vimpulsion  Sune  force 
est  égale  à  la  quantité  de  mouvement  que  cette  force  communique  ou 
fait  perdre  au  mobile  qu'elle  sollicite  pendant  la  durée  de  son  impulsion. 

i"  application.  Trouver  la  force  F  capable  de  réduire  au  repos  en^se* 
condes  un  mobile  tout  à  fait  libre  dont  le  poids  est  de  50  kilogrammes  et 
la  vitesse  de  15  mètres  par  seconde. 

Ce  problème  rentre  dans  le  cas  de  la  seconde  formule  (6),  qui  devient, 
en  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs, 

F X 5= -^0,102x50x15,  d'où  ^^^^02x50x15  ^_^^,^^^ 

5 

Si  le  mobile  partait  du  repos,  la  force  qui  lui  communiquerait  en 
5  secondes  la  vitesse  de  15  mètres  par  seconde  serait  donnée  par  la  pre- 
mière formule  (6),  et  Ton  aurait 

F  X  5  =  0,102  X  50  X  15  =  i5S30. 

2*  application.  Trouver  le  temps  que  mettra  une  force  de  15',30  pour 
réduire  au  repos  un  mobile  du  poids  de  50  kilogrammes  animé  d'une  vi- 
tesse de  15  mètres  par  seconde. 
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La  force  étant  nécessairement  négative,  la  seconde  formule  (6)  de- 
vient 

-  ^^      ^         .V -/v«     ^n     *M     j»  *    ^      0,102x50x15      ^,, 
— 15,30  X<  =  —  0,102x50x15,    d'où    t  =  ^ j—j =  5". 

Si  le  mobile  partait  du  repos,  le  temps  que  mettrait  une  force  de 
15^,30  pour  lui  communiquer  une  vitesse  de  15  mètres  par  seconde 
serait  donnée  par  la  première  formule  (6),  et  Ton  aurait 

15,30  X  t  =  0,102  X  50  X  15,    d'où  encorç    t  =  5''. 

1469.  Si  la  force  F,  au  lieu  de  rester  constante,  prenait  successive- 
ment les  valeurs  F^  pendant  le  premier  instant  6^,  F,  pendant  Tinstant 
suivant  O,....  Fn  pendant  Tinstant  On;  pour  les  instants  successifs  oh 
aurait  (1468) 

F164  =  7wi?|  —  inv^j 
F,0,=mt?,  —  wr„ 


Fn6n=WÎ?— Wt?n^, 


et  pour  le  temps  total  on  aurait,  en  ajoutant  membre  à  membre  toutes 
ces  égalités  et  en  supprimant  les  quantités  qui  se  détruisent, 

FA  +  FA  +  -  +  FnOn  =  m©  —  mi7o.  (a')  . 

Selon  qu'on  a  Vq  =  0  ou  t?  =  0,  cette  équation  devient 

FA  +  FA+-  +  Wh=»»«  ou  FA  +  FA+-  +  FnO„=— mv    (b') 

Les  équations  (a')  et  {b')  sont  analogues  k  celles  (a)  et  (b)  du  numéro 
précédent,  qu'elles  ne  font  que  généraliser. 

TRAVAIL  d'une  FORCE. 

1470.  Le  travail  produit  par  utw  force  constante  en  grandeur  et  en 
direction  $e  représente  par  le  produit  de  V intensité  de  la  force  par  la 
projection^  sur  la  direction  de  laforce^  de  V espace  parcouru  par  le  point 
^application, 

V  Quand  la  projection  de  l'espace  parcouru  est  dirigée  dans  le  sens 
de  la  force,  à  partir  du  point  d'application,  elle  a  le  même  signe  que  la 
force,  et  le  travail  est  positifs  c'est-à-dire  inoteur, 

2*  Si  la  projection  de  l'espace  parcouru  est  nulle,  ce  qui  a  lieu  quand 
le  point  extrême  de  l'espace  parcouru  se  projette  au  point  de  départ, 
le  travail  est  nul. 

3'  Lorsque  la  projection  de  l'espace  parcouru  n'est  pas  dirigée  dans 
le  même  sens  que  la  force,  elle  n'a  pas  le  même  signe  que  cette  force, 
et  le  travail  est  négatif  y  c'est-knlire  résistant, 
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1471 .  La  force  restant  constante  en  grandeur  et  en  direction^  Vespace 
parcouru  peut  être  droit,  polygonal  ou  courbe, 

!•  La  droite  MM'  étant  Fespace  parcouru  E,  MF 
*^'  la  force  F  en  intensité  et  en  direction,  MN  la  pro- 

jection de  E  sur  F,  et  a  Fangle  de  E  avec  F,  repré- 
sentant le  travail  produit  par  T,  on  a  d*une 
manière  générale,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a 
(li06), 

T=  MF  X  ±  MN  =  F  X  Ecosa.  (a) 

i'  Pour  a  =  0**  on  a  cosa=:  1,  et  V,  qui  est  moteur,  est  égal  à  FxE, 
produit  de  la  force  par  l'espace  parcouru  ; 

Sr  Pour  a  >  0*  et  <  90%  cosa  est  positif,  et  Ife  travail  aP=  F  x  Ecosa 
est  moteur; 
3'  Pour  a=  90%  cosa  =  0,  et  ar=  F  X  E  cosa  =  0; 

Fig.  43^  i"  Pour  a  >  90*  et   <  180*  {Jlg,  431),  cosa  est 

«.  négatif,  et  V=¥ xE cos a  est  résistant; 

[\^;5 ^"    ^^^^    a  =  180%  cosa  =  — 1,   et  le  travail 

^   "\  /  ^     ar  =  —  F  X  E  est  résistant  et  égal  au  produit 

de  la  force  par  Tespace  parcouru  ; 

6*  Pour  a  >  180*  et  <  270%  cosa  est  négatif,  et 
ar=  F  X  E  cosa  est  résistant; 
T  Pour  a  =  270%  cosa  =  0  et  5r=0; 

8«  Pour  a  >  270'  et  <  360',  cosa  est  positif,  et  STest  moteur. 
Intervertissant  Tordre  des  facteurs  dans  la  formule  (a),  on  a 

ar=ExFcosa. 

Ce  qui  montre  que  le  travail  est  aussi  représenté  par  le  produit  de  l'es- 
pace  parcouru  E  par  la  projection  F  cos  a  de  la  force  sur  la  direction  de 
E.  Ainsi  Ton  a  encore  ST—  MM'  x  ±  MS. 

Cela  peut  encore  se  démontrer  géométriquement  h  Taide  des  Jig.  430 
et  431,  dans  lesquelles,  menant  FS  perpendiculaire  à  MM',  MS  est  la 
projection  de  la  force  sur  la  direction  de  l'espace  parcouru,  et  les  deux 
triangles  rectangles  semblables  MFS  et  MM'N  donnent  la  proportion 

MF  _  MS 
MM'  "*■  MN' 

d'où  Ton  conclut  bien 

=tMFxMN    ou    ar=±MM'xMS. 

i"  application.  Un  corps  dont  le  poids  F  =25* 

f  ïg.  451.  descend  verticalement  d'une  hauteur  A  =  2'*,501  ; 

I  K.  quel  est  le  travail  produit  par  la  force  P?  L'es- 

j /,  a^\E  pace  A  étant  parcouru  dans  la  direction  et  le  sens 

I  "\^^       de  la  force  P,  le  travail  est  moteur  et  représnté 

par 

P  X  A  =  25^  X  2*,501  =  62*",525. 
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Sr  application.  Si  le  corps,  au  lieu  de  suivre  la  verticale,  descendait 
lalong  d\in  plan  indinc  d'une  loni?ueur  £,  le  travail  serait 
5r  =  P  X  /^  =  p  X  E  cos  a. 
Pour  P  =  25%  E  =  40-  et  a  =  75»31',  on  a 

A  =  10  X  0,2501  =  2%501    et    ST  =  25  x  2,501  =  62^,526. 

On  voit  que  le  travail  dû  à  la  qyesanteur  est  constant  pour  un  même 
poids,  quelle  que  soit  Vinclinaison  du  plan^  pourvu  que  la  hauteur  h  du, 
plan  reste  la  même. 
2*  Le  chemin  parcouru  MABCM'  étant  wie  ligne  brisée^  on  peut  ap- 
pliquer au  parcours  de  chaque  côté  ce 
qui  a  été  dit  au  1*  : 


Espace 
parcoiira. 

MA 

AB 
BC 

CM' 


Travail. 

F  X  MA  cosa  r=  F  X  Ma 

F  X  AB  cos  a'  =  F  X  a6 
FxBCcos«''=Fx  hc 
FxCM'cos«'''=Fx--cN. 


■  a   b       H  c       f 

Faisant  la  somme  de  tous  ces  travaux  partiels,  on  a  pour  le  travail  total 
T=  F(Ma  -h  a6  4-  6c  — cN)  =  F  x  MN; 
produit  de  la  force  par  la  projection  de  Tospace  parcouru  sur  la  direc- 
tion de  la  force  (1106).  Ainsi  le  travail  est  le  même  que  si  le  point  d'ap- 
plication de  la  force  avait  parcouru  le  chemin  droit  MM',  et  en  général 
ftt'un  chemin  quelconque  terminé  à  la  perpendiculaire  M'N  prolongée 
mdéfiniment 
Dans  le  cas  où  le  point  N  tomberifit  à  gauche  de  M,  on  aurait 
ar=  F  X  —  MN  =  —  F  X  MN. 

Ce  qui  indique  que  le  travail  serait  résistant. 

a°  Quand  la  ligne  suivie  par  le  point  d'application  de  la  force  est  une 
tourbe,  en  la  considérant  comme  composée  d'éléments  rectilignes  infi- 
niment petits,  le  travail  élémentaire  produit  pendant  le  parcours  de 
chacun  de  ces  éléments  est,  comme  pour  les  côtés  de  2%  représenté  par 
le  produit  de  Tintensité  de  la  force  par  la  projection  de  Télément  sur  la 
direction  de  la  force,  et  le  travail  total  est  égal  à  la  somme  algébrique 
de  tous  les  travaux  élémentaires,  c'est-à-dire  k  l'intensité  de  la  force 
multipliée  par  la  projection  du  chemin  parcouru  sur  la  direction  de  la 
fcrce  (1106). 

Application,  Un  poids  P  agit  sur  une  roue  depuis  le 
point  A  jusqu'au  point  inférieur  B;  quel  est  le  travail 
produit? 

La  force  P  restant  constante  en  intensité  et  en  direc- 
tion, et  h  étant  la  projection  du  cliemin  parcouru  ACB 
sur  la  verticale,  qui  est  la  direction  de  la  force,  le  tra- 
vail est  P  X  A,  et  il  est  moteur. 

Les  applications  du  1"  et  cette  dernière  font  voir  que 
le  travail  produit  par  les  poids  ne  dépend  nullement  de 
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la  ligne  suivie  par  le  mobile,  mais  seulement  du  chemin  parcouru  sai- 
Tant  la  verticale.  G*est,  du  reste,  ce  qui  devait  être  d'qirèsla  définition 
que  nous  avons  donnée  du  travail  (1470),  et  ce  qu'on  peut  appliquer  à 
une  force  quelconque  constante  en  grandeur  et  en  direction;  le  travail 
dépend  du  chemin  parcouru  parallèlement  à  la  direction  de  la  force, 
c'est-à-dire  de  la  projection  du  chemin  i*éellement  parcouru,  sans  nul- 
lement dépendre  de  ce  dernier. 

1472.  Si  la  force  restait  constante  en  intensité^  mais  variait  à  chaque 
instant  de  direction^  on  obtiendrait  le  travail  produit  pendant  chaque 
élément  du  parcours  droit  ou  courbe,  en  multipliant  la  force  par  la 
projection  de  Télément  sur  la  direction  correspondante  de  la  force,  et 
la  somme  de  tous  les  travaux  élémentaires,  c'est-à-dire  le  produit  de 
la  force  par  la  somme  des  projections  des  divers  éléments  du  chemin 
parcouru,  serait  le  travail  total.  Le  résultat  obtenu  serait  d'autant 
plus  exact  que  l'espace  total  parcouru  aurait  été  divisé  en  parties  plus 
petites. 

Si  la  force  ^  conservant  ou  non  la  même  direction^  changeait  degran" 
deur^  comme  dans  le  cas  précédent,  le  travail  correspondant  à  un  élé- 
ment quelconque  du  parcours  serait  encore  l'intensité  de  la  force  à 
l'instant  considéré,  multipliée  par  la  projection  de  l'élément  parcouru 
sur  la  direction  de  la  force  au  même  instant,  et  le  travail  total  serait 
également  la  somme  de  tous  les  travaux  élémentaires.  On  obtiendrait 
le  résultat  avec  d'autant  plus  d'exactitude  qu'on  aurait  divisé  le  par- 
cours en  un  plus  grand  nombre  d'éléments. 
Prenant,  sur  une  droite  AB,  Aa'  égal  à  la  projection  du  premier  élé- 
ment parcouru  sur  la  direction  de  la  force, 
et  élevant  l'ordonnée  ^o  ^^\^  à  l'intensité  de 
la  force  au  moment  du  départ;  puis  afaT  égal 
à  la  projection  du  deuxième  élément  par- 
couru sur  la  direction  de  la  force,  et  élevant 
l'ordonnée  y^  égale  à  l'intensité  de  la  force 
au  commencement  du  parcours  de  cet  élé- 
ment; et  ainsi  de  suite,  l'aire  du  trapèze 
Aa'd'D  représente  le  travail  produit  pendant  le  parcours  du  premier 
élément;  celle  de  a:a"d"d\  celui  produit  pendant  le  parcours  du 
deuxième  élément,  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  l'aire  totale  de  la 
courbe  représente  le  travail  produit  pendant  tout  le  parcours,  et  on 
peut  le  calculer  à  l'aide  des  formules  des  n"*  1302  à  1304;  mais  en  se 
rappelant  que  les  dernières  formules  exigent  que  les  intervalles  des 
ordonnées  soient  égaux  et  en  nombre  pair.  Si  le  tracé  de  la  courbe 
n*avait  pas  conduit  à  cette  condition,  il  faudrait  diviser  AB  en  un  nom* 
bre  pair  de  parties  égales,  puis  déterminer  les  ordonnées  correspon- 
dantes par  le  calcul,  si  cela  était  possible,  ou  les  prendre  sur  l'épure, 
qu'il  y  aurait  lieu  alors  de  faire  avec  le  plus  grand  soin  et  à  une  échelle 
suffisamment  grande. 
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FORCE  VIVE,  PUISSANCE  VIVE. 

1473.  Le  produit  mv*  de  la  masse  m  d'un  mobile  par  le  carré  v*  de 
la  vitesse  qu'il  possède  est  appelé /orce  vive^  nom  que  Goriolis  a  pro- 
posé de  donner  k  la  quantité  3  mt?*,  qui  entre  dans  les  énoncés  des 

théorèmes  les  plus  importants  de  la  mécanique  industrielle,  afin  d'évi- 
ter d'avoir  un  nom  pour  le  double  d'une  quantité  qu'on  retrouve  à 
chaque  instant.  M.  Bélanger,  et  après  lui  quelques  auteurs,  ont  donné 

au  produit  3  mv'  le  nom  de  puissance  vivey  qui  entraîne  l'idée  du  tra- 
is 

vaîl  que  doit  subir  un  point  matériel  pour  être  réduit  au  repos  quand 

il  possède  une  vitesse  o,  en  même  temps  que  la  qualification  vive  sert, 

comme  le  dit  Goriolis,  à  distinguer  le  travail  qu'on  peut  retirer  d'un 

point  matériel  doué  d'une  certaine  vitesse,  de  celui  qu'on  peut  retirer 

de  ressorts  comprimés  ou  de  tout  autre  moteur. 

Nous  adopterons  l'expression  de  puissance  vive.  Le  théorème  des 

forces  vives  deviendra  alors  le  théorème  des  puissances  vives  (4474),  ou 

simplement  le  théorème  de  Veffet  du  travail, 

1474.  Dans  le  mouvement  uniformément  accéléré  on  a  (1436, 1437),  en 

faisantj  =  -  (1461), 

t'  =  r,+  ^^    et    E=:Eo  +  V+|^<«. 

Eliminons  t  entre  ces  deux  équations,  ce  qu'on  fait  facilement  en 
opérant  comme  il  suit  : 

On  élève  au  carré  les  deux  membres  de  la  première  équation,  ce  qui 
donne 

F  F* 

m    "        mr 


ou 


F  F* 

2  -  Vo^  +  -h  tK  (1) 

m    ^        m*  ^  ' 


2F 

On  multiplie  les  deux  membres  de  la  seconde  par  —  après  avoir 

fait  passer  Eo  dans  le  premier  membre,  ce  qui  fournit 
9F  F  F* 

Les  équations  (1)  et  (2)  ayant  le  même  second  membre,  les  premiers 
donnent 

2|(E-Eo)  =  t*-V; 
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d*où  Ton  tire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  -^ , 

F(E-Eo)  =  |7nt)«~imV.  (A) 

E — Eo  étant  le  chemin  parcouru  pendant  l'action  de  la  force  F, 
F(E*--£o)  est  le  travail  produit  par  F  pendant  cette  même  durée 
d'action  (1474). 

-  mro*  étant  la  puissance  vive  au  commencement  de  l'action  de  U 

M 

force  F,  et  -  wn?*  la  puissance  vive  à  la  fin  de  cette  action,  les  quan- 

i  i 

tités  ^  mV  et  -  mv^  étant  toujours  positives,  l'équation  (A)  fait  voir 

que  la  quantité  de  travail  produite  par  une  force  agissant  sur  un  point 
matériel  (1448)  est  toujours  algébriquement  égale  à  la  différence  obtenue 
en  retranchant  la  puissance  vive  avant  l'action  de  la  force,  de  la  po»^ 
sance  vive  après  Faction  ;  ainsi,  considérant  comme  gain  de  puissance 
vive  une  difTérence  positive,  et  comme  perte  une  différence  négative, 
on  peut  énoncer  le  théorème  général  des  puissances  vives  (4473)  : 

Le  travail  produit  par  une  force  agissant  sur  un  point  matériel  libire 
est  égal  au  gain  ou  à  la  perte  de  puissance  vice  du  m&bile  pendant  rat> 
tion  de  la  force. 

Pour  une  perte  do  puissance  vive  égale  à  un  gain  de  puissance  vive, 
le  travail  est  le  môme,  seulement  il  est  négatif  dans  le  premier  cas  et 
positif  dans  le  second.  Ainsi,  par  exemple,  pour  réduire  au  repos  un 
point  matériel  possédant  une  certaine  vitesse,  le  travail  est  le  même 
que  pour  communiquer  une  égale  vitesse  au  même  point  matériel  par- 
tant du  repos  ;  seulement  il  est  négatif  dans  le  premier  cas  et  positif 
dans  le  second. 

L'expression  du  travail  en  fonction  de  la  puissance  vive  est  d'un  usage 
très-fréquent  en  mécanique. 

147^.  Supposons  que  laforce^  au  lieu  de  rester  constante^  varie  d'ia- 
tervalle  en  intervalle. 

Appelant  ^j,  e,,  e^„,en  les  espaces  parcourus  pendant  que  les  valeurs 
de  la  force  sont  respectivement  Fj,  F,,  Fg...  F„,  Vq  étant  la  vitesse  ini- 
tiale et  î?i,  Vj,  v^,,.  v  les  vitesses  après  le  parcours  des  espaces  respec- 
iiî&e^y  e^,  e^..,.  e»,  on  a  : 

4  4 

Pour  le  parcours  de  e^,       F^ej  =  -  mri'—  -  mv^; 

4  4 

id.         de  Cj,        FjC,  =  -  mv^* —  -  mv^*; 

4  4 

«2.        de  «5,       F,e,=i:  g  mt?,«—  -  m©,»; 


d.        dee„,       F„en=2m-»— I 
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i^outant  membre  à  membre  toutes  ces  équations,  on  a  encore,  pour 
tout  le  parcourSy.en  supprimant  les  quantités  qui  se  détruisent,  le  tra- 
vail total 

1  i 

T=  Fj^e^  +  F,%+  \\e^  + ...  +  F«en=  g  mr«—  -  m^. 

Si  laforce^  au  lieu  de  varier  d'intervalle  en  intervalle,  variait  d'une 
mamère  continue,  on  pourrait  prendre  les  espaces  e^,  «s...  e»  assez 
petits  pour  que  Ton  pût  supposer  la  force  constante  pendant  le  par- 
cours de  chacun  d*eux ,  et  la  formule  précédente  serait  encore  appli- 
cable. 

i476.  Dans  le  cas  où  t?o  =  0  et  Eo  =  û,  c'est-à-dire  quand  le  corps 
part  du  repos  et  que  les  espaces  sont  comptés  à  partir  du  point  de  dé- 
part, réquation  (A)  du  n""  1474  devient 

FE=imD«.  (B) 

p 

Remplaçant  m  par  —  (1459),  on  a 

nouvelle  expression  du  travail,  dont  on  fait  usage  dans  les  applica- 
tions. 

V* 

1477.  Comme  —  =:/^,  A  étant  la  hauteur  ébrrespondant  k  la  vi- 
tesse o  (4446),  on  a 

FE  =  PA. 

Le  travail  produit  par  une  force  quelconque  est  donc  égal  au  produit 
du  poids  du  point  matériel  sollicité  (1448)  par  la  hauteur  correspondant 
à  la  vitesse  du  mobile,  c'est-à-dire  qu'il  est  égal  à  celui  produit  par  le 
poids  P  tombant  de  la  hauteur  A,  ou  qu'il  faudrait  produire  pour  éle- 
ver le  poids  >P  à  la  hauteur  h. 

4478.  Ainsi  le  travail  produit  par  une  force  quelconque  peut  tou- 
jours être  ramené  à  un  poids  élevé  à  une  certaine  hauteur. 

Aussi  a-t-on-adopté  pour  unité  de  travail,  le  travail  dû  au  poids  de 
1  kilogramme  élevé  à  1  mètre  de  hauteur,  et  on  Ta  appelé  kilograni'- 
mètre,  que  Ton  représente  par  !*»•«,  ou  plus  simplement  par  !*•. 

4470.  Si  le  travail  nécessaire  pour  élever  un  kilogramme  à  la  hau- 
teur de  4  mètre  est  i*",  pour  élever  un  poids  quelconque  Pà  la  hau- 
teur de  4  mètre  le  travail  nécessaire  sera  P*";  puisque  pour  élever  P* 
à  i  mètre  de  hauteur  il  faut  P^,  pour  Félever  à  la  hauteur  h  il  fau- 
dra Pft*-. 

D^où  il  résulte  que  la  force  F  étant  exprimée  en  kilogrammes  et  l'es- 
pace parcouru  £  en  mètres,  le  travail  est 

ar=FE*". 
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Dans  le  cas  où  la  force  F  serait  représentée  en  unités  de  1000  kilo- 
grammes, le  produit  FE  représenterait  le  travail  en  unités  de  1000^, 
que  Ton  appelle  grandes  unités  dynamiques. 

1480.  Le  produit  FE^  représente  un  travail  indépendant  du  temps 
pendant  lequel  il  a  été  produit;  mais  Ton  conçoit  que  pour  comparer 
les  puissances  dynamiques  des  forces  ou  des  moteurs  quelconques,  il 
faut  comparer  les  travaux  produits  dans  un  temps  donné;  ainsi  les 
forces  F  et  F'  produisant  respectivement  FE*"  et  F'E'^  en  une  seconde, 
il  en  résulte  que  les  puissances  dynamiques  des  deux  forces  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  de  FE  k  F'E' 

i481.  Afin  de  pouvoir  énoncer  la  puissance  dynamique  d'une  force, 
ou  comparer  les  effets  dynamiques  des  différentes  forces,  sans  avoir 
égard  au  temps,  on  a  adopté  une  unité  de  travail  dépendant  du  temps. 
Cette  unité,  que  Ton  appelle  cheval-vapeur^  équivaut  à  75^  par  se- 
conde. 

Cette  unité  est  d*un  usage  continuel  pour  évaluer  la  puissance  des 
machines.  Quand  on  dit  qu'une  machine  est  de  la  puissance  dynamique 
de  40  chevaux,  par  exemple,  ou  improprement  de  la  force  de  40  che- 
vaux, cela  signifie  que  le  travail  dynamique  produit  par  la  machine  en 
une  seconde  équivaut  à  75  x  40  =  750  kilogrammètres. 

Le  cheval  vivant  produit  moins  de  75^  par  seconde;  ainsi  un  cheval 
de  force  moyenne,  attelé  à  une  voiture  et  allant  au  pas,  produit  une 
traction  de  70  kilogrammes  avec  une  vitesse  de  0*,90  par  seconde;  ce 

go 

qui  fait  une  puissance  dynamique  de  63*"  par  seconde  ou  —  de  cheval- 
vapeur. 

De  plus,  comme  un  cheval  vivant  ne  peut  travailler  que  Ô  heures  sur 
24,  il  en  résulte  que  dans  un  travail  continu  un  cheval-vapeur  remplace 
plus  de  trois  chevaux. 

MOUVEMENT    RELATIF. 

^482.  Le  mouvement  d'un  point  considéré  par  rapport  à  un  autre 
point  quelconque  de  l'espace,  en  repos  ou  en  mouvement,  est  le  moun 
vement  relatif  dix  premier  par  rapport  au  second  (1418). 

On  n'a  guère  à  étudier  dans  la  pratique  que  le  mouvement  d'un  point 
par  rapport  à  son  point  de  départ. 

Si  le  point  de  départ  est  fixe,  le  mouvement  relatif  devient  rnouve^ 
ment  absolu;  si  au  contraire  le  point  de  départ  est  en  mouvement,  on 
obtient  le  mouvement  relatif  tel  que  nous  allons  l'étudier. 

1485.  Remarque.  Comme,  en  mécanique,  il  serait  pratiquement 
impossible  de  fixer  la  position  qu*occupe  un  point  dans  l'espace,  à  un 
instant  considéré,  en  ayant  égard  aux  mouvements  de  rotation  autour 
de  l'axe  de  la  terre  et  de  translation  autour  du  soleil,  on  considérera 
comme  étant  en  repos  tout  point  qui  ne  participe  qu'à  ces  mouvements. 
Du  reste,  ces  mouvements  pouvant  être  considérés  comme  étant  les 
mêmes  pour  tous  les  points  que  l'on  considère  simultanément  dans  la 
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pratique,  on  peut  les  négliger  dans  l'étude  qui  nous  occupe;  mais  Ton 
voit  que  ce  qui  vient  d'être  appelé  mouvement  absolu  n'est  en  réalité 
qu'un  mouvement  relatif,  de  même  que  le  repos  n'est  qu'un  repos  relatif. 
I4B4.  Relations  entre  les  vitesses  relatvoe  et  absolue  â^un  point  mo^ 
bile  et  la  vitesse  du  point  de  départ. 

Soient  AM  la  courbe  que  le  point  mobile 
'^'  parcourt  dans  son  mouvement  réel  ou  ab- 

solu, AE  celle  que  suit  le  point  de  départ, 
AV  la  vitesse  abolue,  Ae  la  vitesse  du  point 
de  départ  A. 

Soient  de  plus  m  la  position  du  mobile 
après  l'instant  6,  A'  celle  du  point  A  après 
le  même  temps  6,  et  par  suite  mA'  l'espace 
parcouru  sous  l'influence  du  mouvement  relatif  dans  le  même  temps. 
Pendant  l'instant  0,  on  peut  supposer  que  les  vitesses  sont  propor- 
tionnelles aux  espaces  parcourus  (1427);  donc  menant  Ve,  cette  droite 
sera,  parallèle  k  mA'  et  représentera  en  grandeur  la  vitesse  relative. 
Elle  la  représentera  aussi  en  direction;  car  le  temps  0  étant  infiniment 
petit,  la  droite  mX'  ne  peut  faire  un  angle  sensible  avec,  les  autres  po- 
sitions qu'elle  a  occupées  pendant  cet  instant;  par  conséquent  on  peut 
prendre  cette  direction,  qui  est  parallèle  à  Ve,  pour  celle  du  premier 
élément  suivant  lequel  le  mobile  et  le  point  A  ont  commencé  à  s'éloi- 
gner. Ainsi  menant  AR  parallèle  k  Y^,  et  terminant  le  parallélogranune 
AeVR,  AR  représente  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  relative,  et 
l'on  voit  que  la  vitesse  absolue  AV  est  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  la  vitesse  du  point  A  et  la  vitesse  relative. 

Prenant  Ae'  =:=  A^,  et  terminant  le  parallélogramme  AVRe',  on  voit 

que  la  vitesse  relative  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 

diagonale  AR  du  parallélogramme  construit  sur  la  vitesse  absolue  AV  et 

la  vitesse  du  point  A  prise  en  sens  contraire. 

1488.  Application.  Un  filet  d'eau  arrive  sur  une  roue  avec  une  vi- 

Fig.  437.  iesse  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 

AV;  le  point  A  de  la  roue  a  pour  vitesse  tangen- 

tielle  AE,  quelle  est  la  vitesse  relative  de  l'eau  par 

rapport  au  point  A? 

AV  étant  la  vitesse  absolue,  et  AE  la  vitesse  du 

point  A,  terminant  le  parallélogranmie  AEVR,  AR 

est  la  vitesse  relative  (1484).  C'est  suivant  AR  qu'il 

faut  diriger  les  premiers  éléments  des  aubes  de  la 

roue  pour  éviter  autant  que  possible  le  choc  de  l'eau  contre  les  aubes 

et  obtenir  plus  d'effet  de  la  roue. 

148ft.  Mouvements  simultanés.   Si  pendant  qu'un  bateau  descend 

Fig.  438.  d'une  quantité  AE  le  long  d'une  rivière,  un 

—.^..^^         point  parcourt  une  distance  AR  sur  le  pont, 

'^  ^\      ce  point  participe  k  la  fois  k  son  mouvement 

^jC^      propre  sur  le  pont  et  k  celui  du  bateau,  de 

sorte  qu'il  vient  au   sommet  opposé  V  du 
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pannétogramme  A£VR,  de  manièiie  à  pareonrir  parallèleineDt  à  AK 
et  à  AR  le  même  espace  que  n  les  moavementa  avaient  liea  sueee»- 
sivieiiieDt  En  ^ant  égard  aa  monvemant  de  rotatioD  de  la  leire  aatuar 
de  aon  «te,  et  à  celui  de  tranilatîoB  aiit«mr  du  soleil,  on  voit  que  le 
mobile  est  soumis  à  quatre  mouvemeDtB,  et  chacun  d^eus  oirtient  en- 
core païaUêloment  à  sa  directioii  le  même  effet  que  s^il  existait  seul. 
Mais  ces  quatre  monvemenits  ne  sont  que  les  mouvements  composante 
du  mouvement  unique,  réel  ou  absolu  du  mobile  dans  Fespace. 

D'une  manière  générale,  considérant  un  système  invariable  dont 
font  partie  trois  axes  coordonnés  auxquels  on  peut  rapporter  les  mou- 
vemenls  des  points  dans  le  système,  si  ce  système  se  meut  dans  Tes- 
pace,  et  qu'un  de  ses  points  m,  qat  participe  à  son  mouvement,  prenne 
dans  le  système  un  mouvement  quelcooque,  ce  dernier  mouvement 
sera  le  numoemeiU  relatif  du  point  m  par  rapport  au  système;  le  mou- 
vement du  système  sera  un  mauvemeui  ér£nùrainemenij  et  ces  deux  mou- 
vements seront  les  composants  du  mcnmemaU  aàtolu^  c'est-à-diie 
unique,  que  prendra  réellement  le  point  m  dans  Tespace.  Les  vitesses 
de  ces  trois  mouvements  seront  liées  entre  elles  par  les  relations  du 
n*  iA8i,  c'estrà-dire  que  la  vitesse  absolue  sera  la  résultante  de  la  vi- 
tesse relative  et  de  la  vitesse  d'entraîneneat  (1488). 

Ce  premier  système  pourrait  lui-.raôme  avoir  un  mouvemoit  relatif 
par  rapport  à  on  autare  syslème  plus  gmad;  le  point  m  aurait  alors 
trois  mouvements  simultanés,  qui  seraient  les  composants  de  son  mou- 
veDuent  absolu,  et  sa  vitesse  absolue  serait  la  résultante  des  trois  vi- 
tesses dues  à  ses  mouvements  simultanés.  En  partant  lainsi  de  mouve- 
ments relatifs  succesnfs,  on  conçoit  que  le  nombre  àe»  mouvemenis 
simultanés  peut  être  quelconque. 

i4ft7.  Deuxième  principe  fandcaneuUU  (1430).  Ce  principe,  dit  prin- 
eipe  des  fnouDemenU  relatifs,  consiste  en  ce  que  si  un  point  matériel 
est  soumis  simultanément  à  Taction  de  plusieurs  forces  ou  de  pba- 
sîeurs  vitesses,  ou  ii  la  fois  de  plusieurs  forces  et  vitesses,  chacune  de 
ces  forces  et  vitesses  produit  son  effet  comme  si  elle  était  seule,  c'est- 
à-dire  qu'elle  &it  parcourir  au  mobile  le  même  espace  parallèlement 
k  sa  direction. 

Ce  principe  a  déjà  été  reconnu  au  n*  1451  pour  une  vitesse  et  une 
foeee  de  même  direction,  et  au  n''  1452  pour  des  forces  agissant  dans 
le  môme  sens;  mais  il  est  étendu  ici  à  des  forces  et  à  des  vitesses  de 
directions  quelconques.  Cette  loi  de  la  nature  ne  peut  être  vérifiée 
par  une  expérience  directe  et  rigoureuse;  mais  elle  l'est  par  l'accord 
des  conséquences  qu'on  en  tire  avec  les  faits  observés,  surtout  en  as- 
tronomie. 
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Eicempie,  Un  projectile  étant  lancé  avec  une 
certaine  vitessse  initiale  t^^  dans  la  direction  At^, 
comme  il  est  de  pins  soumis  à  Taction  de  la  pesan- 
teur, abstraction  faite  de  la  résistance  de  Pair,  o^ 
et  le  poids  P  feront  parcourir,  parallèllement  à 
At?o  et  à  la  verticale,  les  mêmes  espaces  que  si  Vq 
ou  P  existait  seul.  Ainsi,  après  le  temps  ^,  le  pro- 
jectile aura  parcouru  parallèlement  à  kv^  une 
lon^eur  A(z'  =  V  (1427)  et  parallèlement  à  la 

1    P 

verticale  une  hauteur  Aa  =  -  --i*  (U37,  1459), 

et  il  sera  venu  par  conséquent  au  point  A',  sommet  opposé  à  A  dans  le 
parallélegranmie  AaA'a'. 

COUFOSITION  ET  DÉCOMPOSITION  0B6  FQBGES  iiPPUailÉES  A  UN  MÊME  POINT 
MÀTEIUEL,  DES  VITESSES  ET  DES  ACGÉLÉBATIQNS  DE  VITESSES  DE  CE 
POINT,   ET  DES  ESPACES  QU'lL  PARCOURT. 

1488.  Résultante  :  1*  de  deux  forces,  2*  de  deux  vitesses^  3"  de  deux 
accélérations  de  vitesses,  4*  de  deux  espaces. 

!•  La  résultante  R  (1423)  de  deux  forces 
1^  et  Q  appliquées  à  un  même  point  maté- 
riel A  (1448),  est  représentée  en  grandeur  et 
en  direction  par  la  diagonale  AR  du  parai- 
'  lélogramme  construit  sur  les  droites  AP  et 
AQ,  qui  représentent  ^  et  Q  en  grandeurs 
et  en  directions. 

Les  deux  forces  P  et  Q  obtenant  chacune  dans  sa  direction  le  même 
effet  que  si  l'autre  n'existait  pas  (1487),  ka  et  Aa'  étant  les  espaces 
parcourus  sous  rinfluence  des  forces  P  et  Q  dans  le  même  temps  t , 
on  a  (1456) 

Aa  __  P 
ka'  ~  Q- 
Après  le  temps  <,  le  mobile  se  trouve  au  sommet  A'  du  parallélo- 
gramme construit  sur  ka  et  ka\  et  comme  les  parallélogrammes  AaA'a'  et 
APRQ  sont  semblables  (671),  AA'  se  confond  avec  AR,  et  Ton  voit,  comme 
le  temps  t  est  quelconque,  que  le  mobile  se  meut  sur  la  diagonale  AR. 
Les  espaces  AA'  parcourus  sur  la  diagonale  étant  proportionnels  à 
ceux  ka  ou  ka*  dus  k  P  ou  Q,  appelant  R  la  force  unique  qui  pro- 
duirait le  mouvement  du  mobile  sur  AR,  cette  force  sera  dirigée  sui- 
vant AR,  et  Ton  aura  (1456) 

P_  Aq 
R~  AA'' 
Comme  les  deux  triangles  semblables  AaA'  et  APR  donnent 
AP  ou  P  _  ka 
AR       "■  AA" 
on  a  R=:  AR.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Le  parallélogramme  ÂPRQ  est  appelé  parallélogramme  des  forces. 

2*  Les  forces  P,  Q,  R  (Jig.  440)  étant  proportionnelles  aux  vitesses 
qu^elles  communiquent  à  un  même  point  matériel  A  dans  un  même 
temps  (1455),  il  en  résulte  que  si  Aa  est  la  vitesse  que  la  force  P  com- 
munique au  mobile  A  dans  un  temps  quelconque  t,  les  vitesses  dues 
à  Q  et  R  seront  Aa'  et  AA'  pour  le  môme  temps,  et  Ton  voit  que  la 
résultante  de  deux  vitesses  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  vitesses  (i486}. 

Il  est  à  remarquer  que  le  parallélogramme  de  deux  vitesses  est  sem- 
blable à  celui  de  tout  système  de  deux  forces  constantes  qui  sont  capa- 
bles de  produire  en  grandeur  et  en  direction  les  vitesses  composantes 
dans  le  môme  temps. 

3*  Les  accélérations  de  vitesses  étant  aussi  proportionnelles  aux 
forces  (1454),  on  ferait  voir  que,  comme  pour  les  vitesses  (2*),  la  résul- 
tante de  deux  accélérations  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  accélé- 
rations. 

Le  parallélogramme  de  deux  accélérations  de  vitesses  est  encore 
semblable  à  ceux  de  tous  les  systèmes  de  deux  forces  constantes  capa- 
bles de  produire  en  grandeur  et  en  direction  les  accélérations  compo- 
santes dans  le  même  temps. 

4*"  Les  espaces  parcourus  après  un  môme  temps  quelconque  sous  Tin- 
lluence  de  vitesses  constantes  étant  proportionnels  à  ces  vitesses  (1427), 
on  ferait  voir  que,  comme  pour  les  vitesses  (2"),  la  résultante  de  deux 
espaces  parcourus  sous  l'influence  de  vitesses  constantes  est  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  conn 
Mruit  sur  les  deux  espaces. 

Si  les  espaces  sont  dus  à  des  mouvements  uniformément  accélérés 
dans  lesquels  la  vitesse  initiale  est  nulle,  ces  espaces  sont  proportion- 
nels aux  forces  qui  produisent  ces  mouvements,  et  il  en  résulta  que 
dans  ce  cas  encore  la  résultante  de  deux  espaces  est  représentée  en  graanr 
deur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
les  deux  espaces, 

Que  les  vitesses  soient  constantes  ou  uniformément  accélérées,  le  pa- 
rallélogramme des  espaces  est  semblable  à  celui  des  vitesses  ou  des  ac- 
célérations, et  encore  à  celui  de  tout  système  de  deux  forces  constantes 
capables  de  faire  parcourir  au  mobile  dans  les  mômes  directions  et  dans 
le  môme  temps  les  espaces  donnés. 

Remxirque  V,  Quand  un  point  matériel  est  animé  de  deux  mouve- 
ments simultanés  quelconques  parallèles  à  deux  directions,  après  un 
temps  quelconque,  ce  point  matériel  se  trouve  encore  à  l'extrémité  de 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  espaces  par- 
courus; mais  sa  trajectoire,  au  lieu  d*ôtre  cette  diagonale,  peutôtre  une 
ligne  quelconque;  c'est  ce  que  montre  la  fig,  439. 

Remarque  %*,  De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  tout  ce  qui  va  suivre 
sur  la  composition  des  forces  appliquées  à  un  môme  point  est  applicable 
aux  vitesses  et  aux  accélérations  de  vitesses  simultanées  d'un  môme 
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point,  ainsi  qu*aux  espaces  qu*il  parcourt  simultanément  sous  TactioD 
de  ces  vitesses  ou  accélérations  de  vitesses. 

1489.  La  fig,  440  montre  que  la  résultante  AR  des  deux  forces  P  et 
Q  appliquées  au  même  point  A  est  le  3*  côté  AR  d*un  triangle  APR 
qui  a  pour  i"  côté  AP,  Tune  P  des  composantes,  et  pour  2*  PR,  une 
droite  égale  et  parallèle  à  la  2*  composante  Q.  Ce  triangle  APR  peut 
donc  s'appeler  triangle  des  forces, 

i490.  Lorsque  P  et  Q  ont  même  direction  et  mèn)e  sens,  le  triangle 
APR  devient  une  ligne  droite,  et  Ton  a  AR  =  AP  +  PR.  Ce  qui  montre 
que  la  résultante  R  est  égale  à  la  somme  P  -^  Qdes  deux  composantes^ 
et  qvCelle  est  dirigée  dans  le  sens  de  ces  composantes. 

Quand  les  forces  P  et  Q,  de  même  direction,  sont  dirigées  en  sens 
contraires,  le  triangle  APR  se  transforme  encore  en  une  ligne  droite 
AR,  mais  qui  est  égale  k  AP  — PR.  Ce  qui  fait  voir  qu'alors  la  résul-^ 
tante  R  est  égale  à  la  différence  P  -^  (j  des  deux  composantes^  et  qu'elle 
a  le  signe^  c'est-à-dire  le  sensy  de  la  plus  grande  des  composantes. 

yj    ^^j  Si,  dans  ce  dernier  cas,  P  =  Q,  on  a  R=P  — 

^  û=  0.  Ce  qui  montre,  ce  que  Ton  peut  du  reste 

•  i        À        ?        considérer  comme  un  axiome  vérifié  par  l'expé- 
rience, que  deux  forces  égales^  de  même  direction 
et  de  sens  contraires^  ont  une  résultante  nulle. 

i49l.  Pour  retrouver  les  composantes  quand  on  a  la  résultante  R,. 
c'est-à-dire  pour  décomposer  une  force  R  en  deux  autres  P  e^  Q  applir^ 
quées  au  même  point  A,  et  dont  les  directions  sont  situées  dans  un  même 
plan  aveb  la  première  (fig.  440),  on  construit  le  parallélogramme  APRQ,. 
dont  la  force  donnée  est  la  diagonale,  et  dont  les  côtés  sont  dans  les  di- 
rections des  composantes;  le  côté  AP  =  P,  et  AQ  =  Q. 

Bemarque.  Il  y  a  indétermination  quand  les  deux  composantes  ont  la 
même  direction;  car,  selon  que  les  composantes  doivent  être  dirigées 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires,  tout  système  de  deux  forces 
donnant  P  +  Q  =  R  ou  P  —  Q  =  R  satisfait  à  la  question,  et  Ton  con- 
çoit qu'il  y  en  a  une  infinité. 
1 492.  Détermination  de  la  résultante  d^un  nombre  quelconque  de  forces 
p^  ^j^  appliquées  à  un  même  point  et  situées  ou  non  dans 

un  même  plan. 

On  prend  la  résultante  r  des  deux  forces  quel- 
conques données  P  et  Q  (1488);  puis  la  résul- 
tante r'  de  r  et  d'une  autre  force  S;  r'  est  la  ré- 
sultante des  trois  forces  P,  Q  et  S;  on  compose 
ensuite  r'  avec  une  quatrième  force,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  employé  toutes  les 
forces,  et  la  dernière  résultante  obtenue  R  est 
la  résultante  de  toutes  les  forces  données. 
A  part  la  clarté  du  dessin,  l'ordre  d'emploi  des  diverses  forces  est  in- 
différent pour  leur  composition,  puisqu'on  arrive  dans  tous  les  cas  à  la 
force  unique  capable  de  remplacer  toutes  les  autres. 
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Bemarqae.  La  figure  précédente  montre  que  la  résultante  d*un  nombre 
quelconque  de  forces  situées  dans  le  même  plan  est  la  droite  qui  ferme 
le  polygone  dont  le  premier  côté  est  Tune  des  forces,  et  dont  les  autres 
côtés  successifs  sont  respectivement  égaux  aux  autre»  forces,  et  paral- 
lèles k  leurs  directions.  Ainsi,  les  deux  forces  P  et  Q  ont  pour  résul- 
tante kr  qui  ferme  le  polygone  dont  le  premier  côté  est  AP  =  P,  et  dont 
le  deuxième  Pr  est  égal  et  parallèle  k  Q.  Pour  les  trois  forces  P,  Q,  S, 
la  résultante  est  la  droite  kr'  qui  ferme  le  polygone  formé  par  les  côtés 
AF,  Pr,  etrr*  égal  et  parallèle  k  S.  La  résultante  AR  des  forces  P,  Q,  S, 
T  ferme  de  même  le  polygone  AP/yR,  et  Ton  voit  que,  quel  que  soit  le 
nombre  des  forces,  la  résultante  s'obtiendra  toujours  de  la  piôme  manière. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  des  forces  situées  dans  un  même  plan 
s'applique  également  k  des  forces  de  directions  quelconques;  seulement 
alors  le  polygone  dont  les  côtés  sont  respectivement  égaux  et  parallèles 
aux  forces  n'est  pas  une  figure  plane. 

Par  analogie  avec  le  parallélogramme  des  forces  (1488),  le  polygone 
qui  permet,  comme  on  vient  de  le  voir,  de  déterminer  la  résultante  d'un 
nombre  quelconque  de  forces  appliquées  k  un  même  point,  peut  s'ap- 
peler polygone  des  forces  (1489). 

1493.  Quand  le  point  R  tombe  en  A  [Jig.  442),  c'est-k-dire  quand  le 
polygone  APrr'R  des  forces  se  ferme  de  lui-même,  la  résultante  AR  est 
nulle,  et  l'on  dit  que  les  forces  P,  Q,  S,  T  sont  en  équilibre  ou  se  font 
équilibre. 

1494.  On  peut  poser  comme  un  axiome,  qui  est  du  reste  vérifié  par 
Texpérience,  que  quand  toutes  les  forces  qui  sollicitent  un  corps  libre 
ont  une  résultante  nulle,  c'est-k-dire  sont  en  équilibre,  elles  ne  chan- 
gent rien  k  l'état  de  repos  ou  de  mouvement  de  ce  coips. 

Si  le  corps  est  en  repos ,  Y  équilibre  est  statique,  et  s'il  possède  un 
mouvement,  qui  ne  peut  être  qu'uniforme  et  dû.  k  une  vitesse  initiale, 
Y  équilibre  est  dyna7nique  (4424). 

Les  relations  entre  les  forces  sont  les  niémea^  ^e  l'équilibre  soit  sta- 
tique ou  dynamique. 

On  peut  poser,  comme  extension  de  Taxiome  précédent,  que  Tétit 
d'un  corps  ne  change  pas  quand  on  le  soumet  k  l'action  de  plusieurs 
forces  dont  la  résultante  est  nulle,  ou  quand  on  supprime  plusieurs 
forces  en  équilibre  qui  le  sollicitent.  Ainsi  il  reste  en  repos  s'il  est  en 
repos,  et  s'il  est  soumis  k  des  vitesses  ou  à  d'autres  forces,  l'effet  de  ces 
vitesses  ou  de  ces  ibrces  n'est  pas  modifié. 

149^.  Si  toutes  les  forces  appliquées  k  un  même  point  avaient  même 
direction  et  môme  sens,  la  construction  du  polygone  des  forces  condui- 
rait k  une  ligne  droite,  et  l'on  aurait  R  =  P  +  Q  +  S4-T  (1490). 

Si  toutes  les  forces  avaient  même  direction,  mais  agissaient  les  unes 
dans  un  sens  et  les  autres  dans  le  sens  contraire,  la  résultante  des 
forces  agissant  dans  chacun  des  sens  étant  égale  a  leur  somme,  il  s'en- 
suivrait que  la  résultante  do  toutes  les  forces  serait  égale  k  la  somme 
des  forces  qui  agissent  dans  un  sens  moins  celle  des  forces  qui  agissent 
dans  l'autre,  et  qu'elle  aurait  le  sens  des  forces  dont  la  somme  est  la 
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plus  grande.  Le  polygone  des  forces,  appliqué  à  ce  cas  particulier, 

conduit  au  même  résultat. 
f  499.  La  résultcade  R  de  trois  forces  P,  Q,  S'non  situées  dans  le  même 

pian  et  appliquées  à  wi  même  point  A  est  représentée  en<  grandeur  et  en 

direetUm  par  la  diagonale  AH  du  paraUéiipipède  eontiarmi  sur  ces  trois 

forces. 
D'après  le  n*  1489,  la  résultante  des  deux  Jurées  P  et  Q  s'obtient  en 
menant  Pr  égal  et  parallèle  a  AQ,  et  en  tra- 
çant Ar,  qui  est  la  résultante  de  P  et  Q.  Pour 
avoir  la  résultante  des  trois  forces  P,  Q,  S,  il 
suffit  de  mener  rR  égal  et  parallèle  à  AS,  et  AR 
est  la  résultante  cherchée.  Or,  considérant  le 
parallélogramme  APrQ  comme  étant  la  base 
d'un  parallélépipède  dont  AS  est  une  arête  la- 
térale, on  voit  que  rR  est  Tarête  latérale  oppo- 
sée à  AS,  et  que  AR  est  bien  la  diagonale  du 
P  '*'  parallélipipède  ;  c'est  ce  qu'on  peut  vérifier  en 

terminant  le  parallélipipède. 

1497.  Si  Ton  voulait  passer  de  la  résultante  à  ses  composantes,  c'est- 
à-dire  décomposer  une  force  R  en  trois  autres  de  directions  détermi- 
nées, on  prendrait  une  marche  inverse  à  celle  suivie  pour  la  composi- 
tion. Ainsi  Ton  mènerait  Rr  parallèle  à  AS;  on  prolongerait  cette 
parallèle  jusqu'au  plan  PAQ;  on  joindrait  Ar,  et  terminant  le  parallé- 
logramme ASRr,  AR  serait  décomposée  en  AS,  qui  serait  l'une  des 
composantes  checchées,  et  en  une  force  Ar,  laquelle,,  décomposée  sui- 
vant AP  et  AQ,  fournirait  les  deux  autres  composantes  P  et  Q- 

1498.  //  y  a  indétermination  dans  la  décomposition  d'uafie  force  R  en 
plus  de  deux  composantes  dont  les  directions  AB, 
AC  et  AD  sont  situées  dans  un  même  plan  aveo  R. 
En  effet,  prenant  une  valeur  quelconque  AP  pour 
l'une  des  composantes,  et  terminant  le  parallélo- 
gramme APRr  qui  a  AR  pour  diagonale  et  AP 
pour  côté,  la  force  R  se  trouve  décomposée  en 
deux  autres  P  et  r  (1491).  Cette  dernière  force 

fournit  ensuite  deux  composantes  Q  et  S  diri- 
gées suivant  AG  et  AD,  et  l'on  voit  que  R  est  décomposée  en  trois 
forces  P,  Q,  S. 

Toute  autre  valeur  donnée  a  P  conduisant  à  un  autre  système  P,  Q,  S, 
on  peut  donc  décomposer  R  d'une  infinité  de  manières. 

Lorsque  la  résultante  et  les  directions  des  composantes  ne  sont  ^ue 
deux  à  deux  situées  dans  le  même  plan,  il  n'y  a  pas  indétermination 
pour  trois  composantes  ;  mais  on  ferait  voir  que  l'indétermination  sub- 
siste pour  un  plus  grand  nombre  de  forces  en  opérant  comme  dans  le 
cas  précédent. 

1409.  Relations  entre  deux  forces  appliquées  à  un  même  point  et  leuh 
résultante^  en  fonction  des  angles  que  leurs  directions  font  entre  elles. 

Les  deux  composantes  et  la  résultante  étant  les  trois  côtés  du  trian- 


Fig.  444. 
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gle  APR  des  forces  (4489)^  dont  deux  des  angles  sont  ceux  que  font  les 
forces  avec  la  résultante,  et  dont  le  troisième  est  le  supplément  de 
rangle  que  les  deux  forces  font  entre  elles,  la  Question  proposée  revient 
à  la  résolution  d'un  triangle  (11516},  et  il  s'ensuit  que  connaissant  trois 
des  six  quantités,  les  trois  forces  et  les  trois  angles  qu'elles  font  entre 
elles,  on  pourra  déterminer  les  trois  autres,  pourvu  qu'un  côté,  c^est- 
à-dire  une  force,  soit  connue. 

Désignons  par  a  l'angle  de  P  avec  R, 
par  6  celui  de  Q  avec  R,  par  c^a-i-b 
celui  de  P  et  Q,  et  par  if  le  supplémrat 
dec. 

Si  les  deux  forces  P  etQ  sont  rectan- 
gulaires entre  elles  (fig.  445),  le  triangle 
APR  est  rectangle,  et  l'on  a  (704,  il2T 

R«=P«  +  0*; 

P  =  Rcosa,    Û  =  Rcos6,    d'où    R= -^,    r=:-Û.-;     (i) 
*    ^  cosa*  cos6'     ^  ' 

P=:Ûtang6,      Û  =  Ptanga,      d'où     Û=;-~-t,  P  =  — ^ 


tang6* 


tanga 


Les  quatre  cas  du  n*  11S7  pourront  se  présenter,  et  toujours  on  opé- 
rera comme  à  ce  numéro. 

Les  deux  premières  formules  (i)  font  voir  que  lorsqu'on  décompose 
une  force  R  en  deux  autres  P  et  Q  de  directions  rectangulaires,  chaque 
composante  est  égale  à  la  résultante  multipliée  par  le  cosinus  d^  l'angle 
qu'elle  forme  avec  la  résultante,  et  quelle  est  par  conséquent  la  projec- 
tion de  la  résultante  sur  sa  direction  (1106);  c'est  du  reste  ce  que  fait 
voir  la  fig.  445. 

Quand  les  deux  composantes  ¥  et  Q  font  entre  elles  un  angle  quel- 
conque^ d'abord  si  elles  sont  égales»  les  diagonales  de  leur  parallélo- 
gramme, qui  est  un  losange,  se  coupent  à  angle  droit  (624),  et  l'on  a 

a=  6,    R  =  2Pcos  a=:  2Qcos  6. 

8i  de  plus  les  deux  forces  sont  quelconques  (fig.  446),  on  a  dans  le 
triangle  APR  (1124],  en  remarquant  que  les  angles  supplémentaires 
c*  et  c  donnent  cos  c'  =  —  cos  c, 

R"=  P*  +  û«—  2PQcosc'=  P*  +  Q*  +  2PQC0SC.  (2) 

On  a  aussi  (1123) 

smc'      sin6      sina'  ^  ' 

D'où  Ton  conclut,  en  remarquant  que  les  angles  supplémentaires  c 
et  d  donnent  sin  d  =  sin  c. 


R=P 


sine 
sin  6' 


.R=Q 


sine 
sina* 


P=Q 


sin  6 
sina* 


sin  6 


(4) 
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La  suite  de  rapports  (3)  fait  voir  que  deitx  forces  et  leur  résultante^  ou, 
encore  trois  forces  qui  sont  en  équilibre  (1493),  sont  telles  que  chacune 
est  proportionnelle  au  sinus  de  F  angle  formé  par  les  directions  des  deux 
autres. 

Application.  Soit  à  déterminer  la  résultante  R  de  deux  forces  P  =70* 
et  Q  =  40*  faisant  entre  elles  Tangle  c=70',  et  Tangle  a  que  fait  la 
force  P  avec  R.  Cela  revient  à  la  solution  du  n*  il 30. 

On  a  d'abord,  formule  (2) , 


R  =  ^/P»+(i«  +  2PQcosc  =  \/70«  +  40»  +  SI  X  70  X  40  X  0,342  =  91*,73. 
Puis  la  seconde  des  formules  (4)  donne 

40 


sma=:  ^  smc 


sinus  qui  correspond  à 


91,73 
a  =  24M2'. 


X  0,94  =  0,4099, 


(1138) 


Tous  les  autres  cas  qui  peuvent  se  présenter  se  résoudront  en  sui- 
vant une  marche  analogue,  c'est-à-dire  en  opérant  comme  à  l'un  des 
n**  1128  à  1131.  Ainsi  P  et  tous  les  angles  étant  connus,  pour  avoir  Q 
et  R  on  opère  comme  au  n'  1128,  et  Ton  a,  formule  précédente  (4), 


Q=P 


smo 
sin6' 


et    R  =  P 


smc 
sin6' 


iMO.  Considérons  maintenant  trois  forces  P,  Q,  S  appliquées  à  un 
même  point  et  non  situées  dans  un  même  plan. 

Leur  résultante  étant  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélipi- 
pède  des  forces  (1496),  si  les  forces  sont  rectan- 
gulaires entre  elles,  le  parallélipipède  est  rectan- 
gle, et  l'on  a  (827) 


Pig.  447. 


R»  =  P«  +  Q«  +  S*. 


(i) 


Remarquant  que  chacune  des  forces  P,  Q,  S  est, 
comme  le  montre  la  fig.  447,  la  projection  de 
la  résultante  sur  sa  direction,  on  a  (1106),  a,  h 
et  c  étant  les  angles  que  forme  la  résultante  avec  les  composantes, 

P=Rcosa,    Q  =  Rcos6,    S=Rcosc. 

Si  l'on  remplace  P,  Q,  S  par  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  il  vient 

R*=  R*  cos*a  +  R»  cos«6  +  R'  cos"c  =  R*  (cos«a  +  cos*  b  +  cos«c), 

d'où  cos*a  +  cos*  b  +  cos*c  =  1 . 

Condition  k  laquelle  satisfont  les  trois  angles  que  fait  une  droite  avec 
trois  axes  rectangulaires  (1101). 

S9 
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ITOt  *  Si  d'un  point  quelconque  0,  pris  sut  la  direciion  de  la  résul- 
tante de  deux  forces  ^  et  Qj  on  abaisse  les  perpendi- 
culaires OB  et  OC  sur  les  directions  de  ces-  farces^ 
ces  perpendiculaires  sont  réciproquement  proportion- 
nelles, aux  forces,  fin  effet,  ayant  (li22) 


Fig.  448. 


d'où 


0C==0Asin6    et    OB^OÀsino» 


OC 
OB 


sina' 


comme  déjk  (1499) 


P 

sin6 


on  a  donc  bien 


0 

sina 

P 


P"      smè 

ou       TT  =  -; , 

U       sm  a  ' 


OC 
OB* 


{ai 


Nous  verrons  plus  loin  que  cette  condition  est  ceUe  d'équilibre  d'un 
levier  sollicité  par  P  et  Q,  et  qui  a  pour  bras  de  levier  les  droites 
OB  et  OC. 

Les  points  de  la  résultante  jouissent  seuls  de  cette  propriété.  Bh  effet 
supposant  qu'un  point  0'  pris  en  dehors  donne 


P 

OB' 

COI 

nme  pour  le 

point 

0  de  la  résultante 

P 

Q" 

OC 
OB' 

on 

aurait  donc 

O'C 
OB 

OC 
""OB 

Alors  lesdeuxtrianglesO'BC'etOBC,  quiontlesanglesen  0  et  0' égaux 
entre  eux  comme  correspondants,  seraient  semblables  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre-  côtés  proportionnels,  et  les  angles  en  B, 
opposés  à  dés  côtés  proportionnels,  seraient  égaux;  ce  qui  ne  peut  ètro 
qu'autant  q«e  BC  se  confond  avec  BC  et  C'O'  avec  €0,  et  que  le  point  & 
tombe  on  0. 

L'angle  BOC  étant  égal  a  l'angle  c'  du  triangle  des  forces  {/Ig.  446), 
comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires,  ce  triangle  est  semblable  à 
celui  OBC  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportion- 
nels, ce  que  montre  la  proportion  précédente  (o),  et  l'on  a* 

OC"  0B"~  BC* 
1502.  Deux  droites  égales,  parallèles  et  de'  même  siBifi  sqnmt  sur 
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méfne  droite  des  projections  égales  et  de  môme  signe  (M06j,  il  en  ré- 
«rltfe  que  la  somme  des  projections  des  forces  P,  Q,  S,  T  {Jig.  448)  est 
égale  à  la  projection  de  la  ligne  brisée  APrr'R,  obtenue  en  construisant 
le  polygone  de  ces  forces.  Or  la  projection  de  cette  ligne  brisée  étant 
égafe  k  celle  de  la  ligne  droite  AR  (1106),  comme  AR  est  la  résultante 
(f492),  ri  en  résulte  donc  : 

i*  Qae  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à  un 
même  point  est  égale  à  ht  somme  algébrique  (411)  des  projections  des 
forces' sur  sa  direction; 

t*  Que  la  projection  de  la  résultante  sur  une  droite  quelconque  est 
algébriquement  égale  à  la  somme  des  projections  des  comjwsantes  sur  là 
même  droite. 
Ainsi,  pour  deux  forces  P  et  Q,  on  voit  de  suite  que  la  projection  de 
AQ  est  égale  à  celle  de  PR;  que  AR  est  la  somme 
^^      '  des  projections  de  AP  et  PR,  c'est-à-dire  des  deu» 

forces  P  et  Q,  sur  sa  direction  ;  enfin  que  la  pro- 
jection de  la  résultante  AR  sur  une  droite  quel*- 
conque  serait  égale  à  la  somme  dos  projections 
de  AP  et  PR,  ou  de  P  et  Q,  sur  la  même  droite. 
1^05.  Décompositiony  suivant  des  axes  rectangulaires^  dun  nombre 
quelconque  de  forces  appliquées  à  un  même 
pointj  et  déterminai lo7i  de  la  résultante  de  ces 
forces. 

\?  Supposons  d'abord  que  toutes  les  foraes^ 

P,  P',  F^  P"'...  sont  situées  dans  un  mèoie 

plan.  Traçons  deux  axes  rectangulaires  Ao;, 

Ay,  et  désignons,  pour  rendre  plus  facile  la 

détermination  des  projections,  par  o^  a'... 

les  angles  moindres  que  deux  droits  qve 

font  les  forces  avec  la  partie  positive  Ax,  et 

par  6,  6'...  les  angles  moindres  que  deux 

droits  qui  font  ces  mêmes  forces  avec  la  partie  positive  Ay.  Soit  R  la 

résultante,  et  a  et  ^  les  angles  qu'elle  fait  avec  Ax  et  Ay  (1106,  re- 

marque  2). 

Projetant  la  résultante  et  les  forces  sur  chacun  des  axes  xx'  et  yy\  on  • 
a,  d'après  le  numéro  précédent, 

Rcosa  =  Pco»a+  P'cosa'  +  P"cosa"  +  ...  (i) 

R  cos  p  =  P  cos  6  +  P'  cos  b'  +  P"  cos  6"  +  ...  -g) 

Les  axes  étant  rectangulaires,  Rcosoc  et  Rcosp  sont  les  composantes 
de  R  suivant  ces  axes,  et  si  Ton  désigne  ces  composantes  par  X  et  Y, 
d(aat  les  valeurs  sont  celles  entièrement  connues  des  seconds  membret 
des  équations  préeédenlea,  on  a  (14^) 

R«  =  X«  +  Y«.  (3; 

Cette  dernière  équation  donne  la  valeur  absolue  de  R,  laquelle  étant 
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substituée  dans  les  équations  (f  ]  et  (2),  permet  de  tirer  de  ces  équalîoas 
les  valeurs  de  cosa  et  cos^,  et  Ton  a  alors  la  résultante  R  en  grandeur 
et  en  direction. 

De  même  que  pour  la  résultante,  P  cosa  et  Pcosfr  sont  les  compo- 
santes de  la  force  P  suivant  les  axes  xjf^  yy*;  F  cosa'  et  Fcos6'  scmt 
celles  de  la  force  F,  et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  forces.  En  proje- 
tant les  forces,  nous  les  avons  donc  décomposées  chacune  en  deux 
autres  dirigées  suivant  les  axes.  Comme  dans  les  équations  précé- 
dentes les  composantes  qui  agissent  dans  le  sens  positif  sont  affectées 
d'un  cosinus  positif,  et  que  celles  qui  agissent  dans  Fautre  sens  sont 
affectées  d*un  cosinus  négatif.  Ton  voit  de  plus  que  X  et  Y  expriment 
en  grandeur  et  en  direction  les  résultantes  des  composantes  suivant 
les  axes  (1495). 

2*  Pour  le  cat  oii  les  forces  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  piasL, 
prenant  trois  axes  rectangulaires  Ax,  Xy  et  Az,  appelant  a,  a',  a7 .... 
fr,  6',  y^ ...,  c,  c',  c'^..,  et  a,  ?  et  Y  les  angles  moindres  que  deux  droits 
que  font  les  forces  et  la  résultante  avec  les  parties  positives  Ax,  Ây  et 
Az  des  axes,  on  a,  en  opérant  comme  dans  le  cas  précédent  : 

R  cosa  =  X  =  P  cosa  +  P'cosa'  +  F'  cosa"  +  ... 

R  cos?  =  Y  =  P  cos6  +  P'  cos6'  +  P"  cos6"  +  ... 

Rcos-r  =  Z  =  Pcosr  +P'cosc'  +  F'cosc"  +  ... 

R«  =  X'  +  Y'  +  Z«. 

Formules  qui  permettent  encore  de  déterminer  la  résultante  R  en 
grandeur  et  en  direction. 

1504.  Conditions  â^ équilibre  de  plusieurs  forces  appliquées  à  un  même 
point, 

1*  Cas  où  les  forces  sont  situées  dans  un  même  plan.  Si  les  forces  se 
font  équilibre,  leur  résultante  est  égale  à  0.  Or  si  R=:  0,  on  a  (1503) 

R*  =  X*  +  Y«  =  0; 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  Ton  a 

X«  =  0    et    Y«=0;  (494) 

d'où 

X  =  P  cosa  +  F  cosa'  +  P"  cosa"  + =  0, 

Y  =  P  cosb  +  F  cos6'  +  P"  cos6"  + =^0. 

Ce  qui  .indique  que  la  somme  algébrique  des  projections  des  compo- 
santes sur  chacun  des  axes  est  égale  à  0. 

11  est  évident  que  les  deux  conditions  X  =0  et  Y  =  0  sont  suffisantes 
pour  Féquilibre.  Déplus  elles  sont  nécessaires;  car  si  une  seule  des 
composantes  X,  Y  était  nulle,  la  résultante  serait  égale  à  Fautre,  la* 
quelle  n*étant  pas  nulle,  il  ne  pourrait  pas  y  avoir  équilibre.  Si  aucune 
des  composantes  X,  Y  n*était  nulle,  on  pourrait  toujours  construire  un 
rectangle  ayant  pour  côtés  ces  composantes,  et  la  diagonale  de  ce  rec- 
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tangle  ou  la  résultante  n'étant  pas  nulle,  il  n*y  aurait  pas  non  plus 
équilibre. 

Sr  Cas  où  les  forces  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan.  Gomme 
dans  le  cas  précédent,  si  les  forces  se  font  équilibre,  leur  résultante 
est  nulle,  et  Ton  a  (1503) 

R«  =  X*  +  Y«+Z»=:0; 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 

X«  =  0,  Y*  =  0,  Z*=:0; 
d'où 

X  =  P  coso  +  P'  cosa'  + =  0, 

Y  =  P  cos6  +  P'  cos6'  + =  0, 

Z  =  P  cosc  +  P'  cosc'  + =  0. 

Conditions  identiques  k  celles  du  1*. 

Les  trois  conditions  X  =  0,  Y  =  0,  Z  =  0  sont  évidemment  suffisantes 
pour  qu'il  y  ait  équilibre.  De  plus  elles  sont  nécessaires  ;  car  si  deux 
seulement  des  composantes  X,  Y,  Z  étaient  nulles,  la  troisième  serait 
la  résultante,  et  il  ne  pourrait  y  avoir  équilibre.  Si  une  seule  de  ces 
composantes  était  nulle,  les  deux  autres  étant  rectangulaires  et  situées 
dans  uii  même  plan,  elles  donneraient  une  résultante,  et  il  ne  pourrait 
y  avoir  non  plus  équilibre.  Enfin  si  aucune  des  composantes  X,  Y,  Z 
n'était  nulle,  on  pourrait  construire  un  parallélipipède  ayant  ces  forces 
pour  arêtes,  et  sa  diagonale,  qui  serait  la  résultante,  n'étant  pas  nulle, 
il  n'y  aurait  pas  non  plus  équilibre. 

IttOS.  Cas  ok  le  point  d'application  des  forces  rCest  pas  entièrement 
libre.  Ainsi  il  ne  peut,  par  exemple,  se  mouvoir  que  sur  une  ligne  ou 
sur  une  surface. 

Alors  le  nombre  des  conditions  pour  l'équilibre  est  diminué;  il  est 
ramené  k  une  si  le  point  d'application  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  une 
ligne,  et  k  deux  s'il  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  une  surface. 

i**  Le  point  ne  pouvant  se  mouvoir  que  sur  une  ligne,  prenons  la 
tangente  à  cette  ligne  au  point  d'application  des  forces  pour  l'un  des 
axes,  celui  xaf  par  exemple.  Les  deux  autres  axes  seront  perpendicu- 
laires à  oEx';  par  conséquent,  les  deux  composantes  Y  et  Z  auront  une 
résultante  qui  sera  aussi  normale  à  xx\  et  qui  ne  tendra,  quelle  que 
soit  sa  grandeur,  qu'à  comprimer  le  point  d'application  contre  les 
obstacles  qui  l'obligent  à  suivre  la  ligne,  sans  nullement  tendre  à  pro- 
duire le  mouvement  dans  la  direction  où  il  est  possible. 

Pour  l'équilibre  il  suffira  donc  d'avoir 

X  =  P  cosa  +  F  cosa'  +  P"  cosa''  +  ...  =  0. 

2*  Si  le  point  est  assujetti  h  se  mouvoir  sur  une  surface,  en  prenant 
deux  axes  xxf^  yy'  tangents  k  la  surface  au  point  d'application  des 
forces,  l'axe  zz'  sera  normal  k  la  surface  ;  par  la  même  raison  que  dans 
le  cas  précédent,  la  composante  Z  sera  tenue  en  équilibre  par  l'obstacle 
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gui  oblige  le  point  d'application  à  se  mouvoir  sur  la  surface,  et  alo» 

les  conditions  d'équilibre  seront  : 

X  =  P  cosa  +  P'  cosa'  +  P"  cosa"  +  ...  =  0, 
Y  =  P  cos6  +  P'  cos6'  4-  P"  cos6"  +  ...  =  0. 

1^06.  Le  travail  de  larésultanie  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à  un  même  point  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  tnxoaux 
des  composantes. 

!•  Supposons  d'abord  que  V espace  parcouru  par  le  point  d,' application 
est  rectiligne.  Dans  ce  cas,  le  travail  de  chaque  force  est  égal  à  Tespace 
parcouru  multiplié  par  la  projection  de  la  force  sur  sa  direction  (1471); 
le  travail  de  toutes  les  composantes  est  alors  égal  à  Tespace  parcouru 
multiplié  par  la  somme  algébrique  des  projections  de  ces  composantes; 
or  comme  cette  somme  algébrique  est  égale  k  la  projection  de  la  ré- 
sultante (lo02),  il  en  résulte  donc  bien  que  le  travail  de  la  résultante 
est  égal  à  la  somme  des  travaux  des  composantes,  ce  que  Ton  peut 
exprimer,  V  signifiant  travail  de»,  par 

Tn  =  »'P+aru  +  ... 

jT  Si  Fespace  parcouru  est  polygonal^  pour  chaque  iportion  droite  de 
Fes|>ace  parcouru  le  travail  de  la  résultante  étant  égal  à  la  somme  des 
travaux  des  composantes,  cela  est  encore  vrai  pour  Fespace  total  .par- 
couru, et  Ton  peut  encore  poser  la  formule  précédente. 

V  Si  r espace  parcouru  est  courbe^  en  le  considérant  comme  composé 
d'éléments  rectilignes,  on  retombe  dans  le  cas  du  2',  «trou  peut  encore 
poser  la  formule  précédente. 

io07.  Lorsque  les  forces  .appliquées  au  mêmepoini  sont  en  équilibr^^ 
la  somme  algébrique  de  leurs  travaux  est  égale  à  0.  En  efifet,  ces  forces 
étant  en  équilibre,  leur  résultante  est  auJle;  le  travail  de  cette  résul- 
tante étant  nul  luî-inome,  la  somme  algébrique  des  travaux  des  eont- 
posantes,  qui  lui  est  égale,  ^st  donc  bien  égale  à  0.  C'est  du  reste  <:e 
qui  résulte  directeuM^nt  de  ce  que  la  somme  algébrique  des  projections 
des  composantes  sur  la  direction  de  l'espace  parcouru  est  égale  àiO. 

FORCES  APPLIQCÉES  A  UN  COUPS  SOLIDE  (1448). 

liKI8.  Troisième  principe  fondamental  (1420,  1487),  ou  principe  de  la 
réaction  égale  et  contraire  à  faction. 

Fig.  \\»i.  Supposant  une  force  P  qui  tire  un  fil  AP  fixé  par  son 

extrémité  A  à  un  point  fixe,  ce  point  est  tiré  dans  le  sens 
AP  en  vertu  de  l'action  de  la  force  P  ;  en  même  temps, 
le  point  fixe  A  produit  sur  le  fil,  qui  la  transmet  à  la 
force  P  ou  mieux  au  corps  .pv  l'intermédiaire  duquel 
cette  force  agit,  une  réaction  égale  à  Faction  de  P,  et  de 
signe  contraire. 
£n  remplaçant  le  fil  par  une  tige  rigide,  les  âtrces,  au 
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UeU'd*ètve  réi»ilsive&,  pourraient  être  altractivefi,  et  il  y  aurait  ettcoBe 
égalité  antre  Taction  et  la  réaction. 

ÎMfè,  Forces  moléculaires.  Ce  que  nous  venons  de  voâr  s'exercer  entne 
le  point  A  et  la  force  P  par  Fintermédiaire  du  SI  AP^  se  produit  d'une 
manière  permanente  entre  les  molécules  des  corps.  Deu;^  poinds  maté» 
riels  quelconques  exercent  l'un  sur  l'autre,  À  distonoe,  des  atteactions' 
mutuelles  égales.  Cette  attraction  mutuelle  étant  dufi  à  la  même  cauaa 
qui  fait  que  la  terre  attise  "vers  son  centre  tous  les  ûorps  (fui  siwt  à  sa 
surface  (1438),  on  peut  l'appeler  gravitation  moUcakàre, 

InfliienDe  des  actions  moléculaires  mutuelles  sur  Véiat  physique  des 
corps.  Élasticité;  sa  limite.  La  gravitation  moléculaire  augmentant  à 
mesure  que  les  molécules  matérielles  sont  plus  rapprochées,  il  en  ré- 
suite  que  si  toutes  les  molécules  ne  sont  pas  en  contact,  .c'est  qu'une 
autre  action  mutuelle  répulsive  fait  équilibre  à  la  première. 

Un  corps  se  contractant  lorsque  sa  température  baisse,  ceila  fait  voir 
qu'évidemment  les  molécules  no  sont  pas  en  contact,  et  qu'elles  sont 
d'autant  plus  éloignées  que  la  température  est  plus  grande. 

Il  existe  donc  une  action  mutuelle  répulsive,  dont  la  cause  est  in- 
oonnue,  et  qui  varie  avec  la  température. 

Deux  molécules  voisines  étant  soumises  à  deux  actions  mutueiUea, 
l'une  attractive  et  Tautre  répulsive,  il  en  résulte  qve  ots  éeuK  molé- 
cules étant  tout  a  fait  libres,  elles  doivent  se  placer  à  une  distance  telle 
que  la  force  attractive,  qui  varie  comme  la  gravitation  en  raison  inverse 
du  carré  des  distances,  lasse  équilibre  a  la  force  répulsive,  laquelle  étant 
due  à  la  chaleur  et  peut-être  à  d'autres  causes,  ne  varie  pas  dans  le 
même  rapport. 

Gela  établi,  supposons  qu'on  applique  a  chacun  de&  deux  points  ma- 
tériels considérés  une  même  foroe  tendant  k  les  écarter.  Ces  forcse  s'«a- 
joutant  aux  actions  mutuelles  répulsives,  celles-ci  deviennent  plus 
grandes  que  les  actions  mutuelles  attractives,  et  les  deux  molécules 
s'écartent;  .or,  comme  les  actions  mutuelles  répulsives  diminuent,  à 
partir  du  point  d'équilibre  et  pour  de  très*petits  écartements,  beaucoup 
plus  rapidement  que  les  forces  mutuelles  attractives,  il  en  résulte  qoi'il 
y  a  un  point  où  réquilibrc  s'établit  I^s  forces  étrangères  cessant  leur 
action,  les  molécules  reprennent  leur  première  position  ;  c'est  oe  qui 
explique  Yélasticité  des  corps  solides.  A  mesure  que  les  forces  étran- 
gères augmentent,  l'écartement  devient  iplas  grand,  et  il  arrive  un  in- 
stant où  la  moindre  augmentation  des  forées  étrangères  fait  que  les 
actions  mutuelles  attractives  deviennent  inférieures  aux  fiorces  répul- 
sives; alors  les  deux  molécules  s'éloignent  ândéâxiineni,  en  vertu  des 
forces  qui  les  sollicitent;  on  est  arrivé  à  la  limite  d'élasticité.  A  partir 
de  ce  point,  les  molécules  ne  reprennent  plus  leur  .position  primitive 
quand  les  forces  étrangères  cessent  leur  action. 

Si  les  forces  étrangères,  au  lieu  de  tendre  à  éloigner  les  molécules, 
tendaient  aies  rapprocher^  elles  s'ajouteraient  aux iorees  attractives,  ^ 
Ton  aurait  des  phénomènes  analogues  à  ceux  du  cas  .préaédent. 

Cfost  aux  causes  qui  viennent  d'être  développées  qu'e&t  due  la  consti- 
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tutioQ  physique  des  corps  solides,  dans  lesquels  les  actions  mutuelles 
attractives  et  répulsives  variant  fortement,  et  non  de  la  même  manière, 
par  suite  de  petits  changements  de  forme,  ils  résistent  dans  certaines 
limites,  sans  déformation  sensible,  aux  efforts  qui  tendent  à  les  com- 
primer ou  k  les  étendre. 

A  Faide  de  la  chaleur  seule  on  peut  éloigner  les  molécules  des  corps 
solides  jusqu^à  la  limite  d*élasticité,  c*est-^-dire  jusqu'au  point  où  les 
molécules  se  séparent  sans  efforts,  comme  dans  les  liquides.  La  fusion 
des  corps  en  est  un  exemple. 

Le  froid  fait  prendre  aux  liquides  Tétat  solide  en  rapprochant  leurs 
molécules;  ce  que  Ton  n'a  pu  encore  opérer  par  une  simple  pression. 

Dans  les  solides,  il  y  a  équilibre  stable  entre  les  actions  mutuelles 
attractives  et  répulsives.  Pour  les  liquides,  il  y  a  encore  équilibre  entre 
les  forces  attractives  et  répulsives,  mais  l'équilibre  est  instable,  le 
moindre  effort  écarte  les  molécules. 

En  chaufiant  les  liquides,  les  forces  répulsives  l'emportent  sur  l'at- 
traction, les  molécules  tendent  k  s'éloigner  indéfiniment,  et  le  liquide 
se  gazéifie;  c'est  ce  qui  fait  qu'un  gaz  tend  à  se  dilater  indéfiniment  Le 
froid,  quand  surtout  il  est  aidé  de  la  pression,  ramène  les  gaz  à  l'état 
liquide. 

Dans  toutes  les  conditions  que  nous  venons  d'examiner,  l'action  d'une 
molécule  sur  l'autre  est  égale  et  directement  opposée  k  la  réaction  de 
celle-ci  sur  la  première. 

Si  au  lieu  de  deux  molécules  on  en  considère  un  nombre  quelconque, 
les  actions  de  chacune  d'elles  sur  toutes  les  autres  sont  aussi  égales  et 
directement  opposées  aux  réactions  de  celles-ci  sur  la  première. 

1510.  Toute  force,  autre  que  les  actions  moléculaires,  qui  agit  sur 
un  corps  est  appelée  force  extérieure.  De  son  action,  il  résulte,  comme 
effet  immédiat,  que  son  point  d'application  se  déplace  d'une  quantité  in- 
sensible mais  réelle  si  le  corps  est  solide,  et  du  déplacement,  que  l'on 
peut  appeler  déplacement  moléculavre^  du  point  d'application,  résultent 
des  déplacements  analogues  pour  toutes  les  molécules  du  corps. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  les  forces  exté» 
rieures  ne  sont  pas  assez  grandes  pour  que  les  déplacements  relatifs 
qu'elles  font  prendre  aux  molécules  des  corps  qu'elles  sollicitent  dé- 
passent la  limite  d'élasticité. 

i^ll.  Force  d'inertie.  Lorsqu'une  force  F  agit  sur  un  point  matériel 
libre,  on  a,  à  un  instant  quelconque  de  son  action,  ¥  =  mj  (1435, 1461). 
Le  point  matériel  exerce,  contre  le  corps  qui  lui  transmet  l'action  de  la 
force  F,  une  réaction  égale  et  contraire  à  F;  cette  réaction  est  due  à 
l'inertie  (1420);  elle  prend  le  nom  à^  force  d^inertie^  et  elle  se  mesure  à 
chaque  instant  par  le  produit  mj. 

Si  l'on  traîne,  par  exemple,  un  wagon  k  l'aide  d'une  corde,  si  le  mou- 
vement est  accéléré,  à  un  instant  quelconque,  la  tension  de  la  corde  se 
compose  de  la  tension  qui  serait  nécessaire  pour  continuer  le  mouve- 
ment si  à  l'instant  considéré  il  devenait  uniforme  en  conservant  la  vi- 
tesse acquise,  plus  de  la  force  d'inertie,  qui  est  nulle  lorsque  le  mou- 
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ifement  est  uniforme  et  augmente  avec  j  lorsque  le  mouvement  est 
accéléré.  Si  le  mouvement  était  retardé,  la  force  d'inertie  changerait  de 
signe  avec  y;  ainsi  elle  se  retrancherait  de  la  tension  de  la  corde  qui 
continuerait  le  mouvement  uniforme»  c'est-à-dire  de  la  tension  qui  fe- 
rait équilibre  aux  frottements,  à  la  résistance  de  Fair,  etc. 
11^12.  On  peut  poser  conune  axiome  expérimental,  que  deux  forces 

P  et  û,  égales,  de  même  direction  et  de  sens 
^'     '  contraires,  appliquées  en  deux  points  différents 

A  et  B  d'un  même  corps  solide,  sont  en  équilibre. 
s        B    A        P      Gela  est  encore  vrai  quand  le  corps  n'est  qu'une 

simple  tige,  inextensible  si  les  deux  forces  tendent 
k  l'allonger,  et  incompressible  si  elles  tendent  à  la  comprimer. 

1513.  On  ne  change  rien  à  Vétat  â^un  corps  solide  en  appliquant  une 
force  qui  le  sollicite  en  un  point  quelconque  de  sa  direction^  pourvu  que 

le  nouveau  point  d'application  soit  relié  au  premier  d^une  manière  in-- 

variable. 

Ainsi,  la  force  P,  qui  est  appliquée  en  A,  peut  l'être  en  A'.  En  effet, 

«  en  appliquant  au  point  A'  deux  forces  P'  et 

P''  de  sens  contraires  et  égales  chacune  k  P, 

ces  deux  forces  se  font  équilibre  et  ne  chan- 

_  gent  rien  au  premier  système  (1494);  mais 

"pTî      les  deux  forces  P  et  V"  se  faisant  équilibre 

entre  elles  (1512),  on  peut  les  supprimer 

sans  rien  changer  encore  au  système,  et  l'on 

voit  que  la  force  P  a  été  remplacée  par  son  égale  P'  appliquée  en  A', 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  force  P  %  été  appliquée  au  point  A'. 

1514.  Résultante  des  forces  P,  Q...  dont  les  directions  se  rencontrent 

en  un  même  point  et  qui  sont  appliquées  en  des  points 
^'     •  diffèrenU^ 

1*  Soient  P  et  Q  deux  forces  appliquées  en  A  et  B, 
et  dont  les  directions  se  rencontrent  en  G. 

Le  point  G  faisant  partie  du  même  corps  que  ceux 
A  et  B,  ou  supposant  qu'il  est  relié  invariablement  à 
ce  corps  d'une  manière  quelconque,  les  deux  forces  P 
et  Q  peuvent  être  appliquées  en  G.  Alors  leur  résul- 
tante est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  GR  de  leur  parallélogramme  (1488).  Gette  résultante  peut 
être  appliquée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  pourvu  que  ce 
point  appartienne  au  corps  solide  sollicité  par  les  forces  P  et  Q.  Si  la 
direction  GR  ne  rencontrait  aucun  point  du  corps,  il  est  évident  qu'elle 
ne  pourrait  produire  sur  ce  corps  le  même  effet  que  les  composantes 
qu'autant  que  son  point  d'application  serait  relié  invariablement  au 
corps.  Dans  tous  les  cas,  elle  a  les  mêmes  relations  avec  les  forces. 

On  voit  que  quels  que  soient  les  points  d'application  des  forces  P 
et  Q,  la  résultante  sera  toujours  la  même  en  grandeur  et  en  direction  ; 
mais  comme  le  point  d'application  peut  être  un  point  quelconque  de 
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«ette  ëîneotîoB,  pourvu  quMl  appartienne  sa  corps  ou  qu'il  y  soît  réBà 
<kivar»^eiiient  d- une  manière  quelconque,  il  est  donc  indéterminé. 

&i  deux  forcée  appliquées  à  un  même  corps  donnent  toujours  la  même 
résultante,  il  est  focile  de  voir  qu'au  contraire  une  force  ^  peut  être 
décomposée  d'une  infinité  de  manières  en  deux  autres,  dont  les  diree- 
iumsTencantrent  eelle  de  R;  mais  tous  les  systèmes  qu'on  peut  obtenir 
mot  équivalents,  pnisqulls  ont  la  même  résultante. 

T  61  Ton  «vait  plus  de  deux  forces  concourant  au  même  point  C  el 
appliquées  en  des  points  quelconques  d'un  corps  solide,  on  pourrait, 
oonune  dans  le  cas  précédent,  supposer  toutes  les  forces  appliquées  au 
jpoixxt  de  concours;  puis  en  déterminer  la  résultante  comme  au  n**  1492- 

Si  toutes  les  forces  avaient  la  même  direction,  on  pourrait  les  appli- 
quer toutes  en  un  même  point  de  cette  direction,  et  leur  résultaïUa  se 
déterminerait  comme  au  n"  1495. 

Bemarque.  Les  forces  dont  les  directions  se  rencontrent  pou  vâiii  être 
appliquées  à  leur  point  de  concours,  il  en  résulte  qu'il  existe  entre 
elles  les  mêmes  relations  que  pour  les  forces  appliquées  à  un  janéme 
point  (1499  et  suivants}. 

1815.  Lorsqu'un  système  de  forces  P,  0,  S,  T  est  en  équilibre^  char 

cune  de  ces  forces  est  égale  et  directement  opposée 
^'      '  à  la  résultante  de  toutes  les  autres.  En  effet,  la 

force  quelconque  P  faisant  équilibre  au  système 
des  autres  forces  Q,  S,  T,  et  réciproquement  ces 
forces  faisant  équilibre  à  P,  comme  une  force  R 
égale  et  directement  opposée  à  P  fera  aussi  équi- 
libre à  cette  force,  elle  produira  donc  le  même 
effet  que  le  système  U»  S,  T,  et  sera  par  con- 
cféquent  sa   résultante. 

COMPOSITION  ET  DÉCOMPOSITION  DES  POKCES  PARALLÈLES. 

1816.  La  rétiLttanteK  de  deux  forces  j^arallèles  ^  et  Q  de  même  sens 
et  appliquées  à  un  corps  solide^  est  égale  à  leur  somme,  leur  est  parai- 
ièle,  est  située  dans  leur  pUm,  a  le  même  sens  et  divise  la  droite  AB  qvi 
joint  les  points  d^ application  en  deux  parties  réciproquement  proportion* 
miles  aux  composantee. 

iinaiR  =  P  +  û,    et    P:Q=BC:AC. 

Appliquons  aux  points  A  et  B  deux  forces  égales  p  et  9  dirigées  «« 
sens  contraire  dans  la  direction  AB;  ces  deux 
^'^*  ****  forces  se  faisant  équilibre,  elles  ne  change- 

ront rien  à  l'effet  des  deux  forces  P  et  Q,  rt 
la  résultante  de  ces  deux  dernières  est  Ift 
même  que  celle  des  quatre  forces  P,  Q,  p,  q- 
Soient  r  la  résultante  des  deux  forces  P,  V 
(14«8),  et  r'  celle  des  deux  forces  Q,  g;  les 
deux  forces  r  ett',  dont  les  directions  con- 
courent au  point  D,  ont  la  même  résultante 
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(^èM  deax  forces.  P  et  Q.  &ippofi<ms  r  «t  r'  appliquées  au  pdnt  B,  «t 
décomposons  chacune  d'elles -en  deux  fonces  dirigées  suivant  la  dmo» 
tion  p'g' parallèle  à  pg,  et  suivant  celle  DR  parallèle  à  AP  ;  il  est  évident 
que  chacune  des  forces  r  et  r'  reproduira  au  point  D  des  composantes 
respectivement  égales  et  parallèles  à  celles  qui  Tont  produite  au  point 
A  ou  6.  Ainsi,  pour  r  en  aura  p'  =  p,  et  la  «omposante  dirigée  suivant 
DR  sera  égale  k  P.  Les  deu3|  forces  p'  et  q'  se  font  équilibre,  et  les  deux 
composantes  dirigées  suivant  DR  s'ajoutent  et  donnent  la  force  unique 
P  +  Q  =  R  pour  la  résultante  cherchée  ;  ce  qui  démontre  la  première 
partie  du  théorème. 
Les  deux  triangles  semblables  BQr'  et  BCD  donnent 

Qr'  ou  g  :  BQ  ou  Q=  BC  :  DC. 

Les  deux  triangles  semblables  APr  et  ACD  donnent  de  même 

P:p=i>c:  AC. 

Multipliant  ces  deux  proportions  tenue  à  terme  on  a,  en  remarquant 
qu'ayant  p  =  q  ces  quantité  s'annulent, 

P:Q=BC:AC. 

Ge  ^u'il  restait  à  démontrer. 

Considérant  deux  forces  parallèles  comme  deux  forces  qui  concourent 
a  l'infini,  de  ce  qui  a  été  établi  aux  n**  1490  et  1504  on  peut  conclure 
tout  ce  qui  vient  d'être  démontré. 

Remarque,  Le  point  d'application  G  de  la  résultante  ne  change  pas 
quand  les  deux  forces  P  et  Q  varient  dans  un  même  rapport  ;  mais  la 
résultante  varie  dans  le  même  rapport. 

1517.  De  la  proportion  précédente  on  conclut: 

P:(P+Q)=BC:  (BC  +  AC),    et    Q  :  (P  +  0)  =  ACi  (BC  +  AC), 

ou,  en  observant  que  P  +  Q=  R    et    BC  -f  AG  =: AB, 

P  :  R  =  BC  :  AB,    et    Q  :  R  =  AC  :  AB. 

Changeant  les  moyens  de  pîace  dans  ces  proportions,  on  obtient  deux 
nouvelles  proportions  qui  ont  un  rapport  commun,  et  desquelles  on 
conclut 

P:  BC=Q:AC  =  R:AB. 

Cte  qui  montre  qne  chacune  des  trois  forces  P,  (J,  R  est  proportionnelle  à 
la  portion  de  AB  comprise  entre  les  directions  des  deux  autres  (1501). 

1^18.  Ayant  à  décomposer  une  force  R  en  deux  autres  parallèles  P 
et  (î  appliquées  en  A  et  B  (  fig,  456) ,  on  pose 

Tin 
R:P  =  AB:BC,    d'où    P  =  r|^,    puis    Q  =  R-P. 

Ayant  k  décomposer  une  force  R  en  deux  autres,  l'une  P  <  R,  qui  est 
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donnée  ainsi  que  son  point  d'application  A,  et  Fautre  Q  qu'il  s'agit  de 
détenniner  ainsi  que  son  point  d'application  B, 

on  a  d'abord  Q=:R^P; 

puis  Q:R=rAG:AB,    d'où    AB=  AC  |  =  AC  j-^. 

1519.  Quand  les  deux  forces  parallèles  ^  et  Q  sont  dirigées  en  sens 
contraires^  leur  résultante  R  leur  est  parallèle^  dirigée  dans  le  sens  de  la 
plus  grande  Q,  située  dans  leur  plan  et  égale  à  leur  différence^  et  cha^ 
cune  des  forces  est  encore  proportionnelle  à  la  partie  de  la  direction  AB 
comprise  entre  les  deux  autres  forces. 

La  démonstration  du  n*  1516  peut  encore  s'appliquer  k  ce  cas;  mais 
Ton  peut  raisonner  comme  il  suit  : 

Décomposons  Q  en  deux  forces,  dont 
l'une  P'  =  P  est  appliquée  au  point  A; 
l'autre,  que  nous  désignerons  par  R, 
est  (1518) 

R  =  Q-P'. 

et  son  point  d'application  G  est  tel  que 
Ton  a 

R:û  =  AB:AC,    d'où    AC  =  AB  ^  =  AB  ^j-^,. 

Les  deux  systèmes  de  forces  P,  P',  R,  et  P,  Q  ayant  la  même  résul- 
tante, comme  dans  le  premier  système  les  deux  forces  P  et  P'  se  font 
équilibre,  il  ne  reste  que  la  force  R,  qui  est  sa  propre  résultante,  et 
par  suite  celle  des  deux  forces  P  et  Q. 

Comme  on  a 

R  =  û— P',    et    P':BC  =  û:AC  =  R:  AB, 

remplaçant  P'  par  P,  on  a  donc  bien  aussi,  comme  il  fallait  le  dé- 
montrer, 

R=û  — P,    et    P:BC  =  Q:  AC  =  R:AB. 

Par  une  marche  analogue  k  celle  du  n*  1518,  on  décomposerait  une 
force  en  deux  autres  de  sens  contraires. 

1520.  Pour  les  forces  parallèles,  il  y  a  encore  indétermination  dans 
la  décomposition  d'une  force  en  plus  de  deux  autres.  On  le  ferait  voir 
en  raisonnant  comme  au  n'*  1498. 
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Fig.  458. 


L'iudéterminatioii  disparaît  quand  les  points  d'application  A,  B,  G 
des  trois  composantes  et  celui  0  de  la 
résultante  sont  dans  un  même  plan  qui 
ne  contient  pas  les  forces  et  ne  leur  est  pas 
parallèle.  Formant  le  triangle  ABC,  joi- 
gnant le  point  d'application  A  de  l'une 
quelconque  des  composantes  au  point  0, 
et  prolongeant  AO  jusqu'à  BC  en  D,  on  dé- 
compose d'abord  R  en  deux  forces  P  et 
r=R  — P,  appliquées  en  A  et  D  (1B18), 
puis  la  force  r  en  deux  autres  Q  et  S  ap- 
pliquées en  B  et  C,  et  les  trois  forces  P, 
Q,  S  sont  les  trois  composantes  uniques  qui 
satisfont  à  la  question.  En  effet,  ayant 

R  :  P  =  AD  :  OD, 

comme  ce  dernier  rapport  est  égal  à  celui  des  hauteurs  des  triangles 
ABC,  OBG,  ou  à  celui  de  ces  triangles,  puisque  ces  triangles  ont  même 
base  BG,  on  a  donc 

r:p=abg:obg. 

Opérant  de  même  en  partant  des  points  B  et  C,  on  obtiendrait 

R:û  =  ABG:OAG, 
R:S=ABG:  OAB. 

Ces  trois  dernières  proportions  se  résument  dans  la  suite  de  rapports 
égaux 

JL  -  »-L.  -  -_û_  ~  -Ë- 
ABC  "■  OBG  ~  OAG  ""  OAB  ' 

qu'il  est  facile  d'énoncer  verbalement  d'après  la  figure,  et  qui  est  indé- 
pendante de  l'ordre  suivi  dans  la  décomposition. 

Si  le  point  0  était  hors  du  triangle  ABC,  la  décomposition,  que  l'on 
effectuerait  comme  dans  le  cas  précédent,  n'aurait  encore  rien  d'indé- 
terminé; mais  les  triangles  proportionnels  aux  composantes  ne  se- 
raient plus  intérieurs  au  triangle  ABC,  la  somme  de  leur  surface  ne  se- 
rait plus  égale  à  celle  de  ce  triangle,  et  l'on  n'aurait  plus  R=P  +  Q+S. 

il>21.  Couple.  Lorsque  les  deux  forces  P  et  Q  sont  égales,  parallèles, 
de  sens  contraires,  et  non  placées  dans  la  même  direction  [Jig.  457) , 
elles  constituent  un  couple. 

Appelant  R  la  résultante  de  deux  telles  forces,  on  a  (1519) 


R=Û— P=0,    et    AG  =  AB 


=  abS 


R 


=  AB^  =  AB§  =  co. 


Ce  qui  fait  voir  qu'à  mesure  que  P  diffère  moins  de  Q,  la  résultante 
diminue,  et  son  point  d'application  s'éloigne;  et  que  quand  P.=  Q,  la 
valeur  de  la  résultante  est  nulle,  et  le  point  d'application  est  à  l'infini. 


Digitized  by  VjOOQIC 


cas  SSPTIÈIIE  MRTfS.  -^  MAOUIKIOE. 

Aiimi,  qudUe  que  soit  la  grandeur  d'une  foroe  et  90»  point  #ap|i(îea- 
tioB,  elle  ne  peut  ^tra  la  Fésulianle  d*uii  eouple. 

i^ft.  f/  resfte  à  J6  demander  si  le*  deta forces  V  et  Q,  n* ayant  pas  de 
risuUante,.  desi^^àt^ânte  rmpowiami  être  tenues  en  équilibre  par  une  force 
tmàqua  (tôl5},  elles  ne  sejw^pas  équîMhre  entre  elles. 
Si  ces  deux  forcer  étaient  en  équilibre,  on  ne  changerait  rien  k  cet 
Fi    459  ^*  ®°  pendant  ftxe  un  point  0  de  AB,  autour 

duquel  cette  droite  peut  tourner  librement; 
mais  alors  la  force  P  tend  à  faire  tourner  la 
droite  AB  autour  de  0,  dans  le  sens  de  la  flè- 
che, et  conme  la  force  Q  tend  à  produire  le 
manvemenl  dan»  le  même  sens ,  il  est  évident 
que  les  deua  fcMrces  P  et  Q  ne  se  font  pas  équi- 
libre. Aiwi  un  couple  n'est  pas  non  plas  en  équilibre  par  lui-même. 

1825.  Quoique  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  soil  située  dans 
le  plan  de  ces  deux  forces,  dans  le  cas  où  nous  avons  reconnu  que  cette 
rétuitanie  existe  (iSiS^  i^5i9),  on:  peui  se  demunder  si,  dam  le  cas  d» 
eom»ie,  ia  résniiante  pourrait  être  siùméfi  kar^de  ce  plan. 

Si  cela  était,  en  appliquant  cette  résnltanie 
en  sens  contraire  de  sa  direction,  de  C  en  r\ 
il  y  aurait  équilibre  entre  les  trois  forces  P, 
Q,  r'  (1515). 

Menons  une  droite  £F  rencontrant  les  direc- 
tioas  BQ  et  Cr',  sans  être  dans  un  même  plan 
avec  AP.  On  ne  changera  pas  l'équilibre  des, 
forces  P,  Q,  r*  en  rendant  fîxe  la  droite  BF, 
de  sorte  que  le  système  ne  puisse  plus  que 
tourner  autour  de  cette  ligne  comme  axe.  Cela  établi,  la  force  Q  ren- 
contrant Taxe  au  point  E,  on  pent  la  supposer  appliquée  en  ce  point, 
et  elle  sera  détruite  par  la  fixité  de  cet  axe;  il  en  est  de  même  de  la 
force  /;  mais  la  force  P  n'étant  pas  située  dans  un  même  plan  avec 
Taxe  EF,  elle  ne  rencontre  pas  cet  axe  et  ne  lui  est  pas  non  pl\is  pa- 
rallèle. On  peut  alors  la  décomposer  en  trois  forces,  l'une  perpendicu- 
laire à  EF,  Tautre  parallèle  k  cette  droite,  et  la  troisième  perpendiculaire 
aux  deux  premières.  La  première  de  ces  composantes  est  détruife  par 
Taxe  qu'elle  rencontre;  la  deuxième  est  également  détruite  par  cet 
axe,  puisque,  lui  étant  parallèle,  elle  ne  peut  que  faire  glisser  le  sys- 
tème suivant  la  longueur  de  cet  axe,  mouvement  qui  est  impossible; 
mais  il  reste  la  troisième  composante,  laquelle,  sans  rencontrer  Taxe, 
agit  dans  un  plan  qui  lui  est  normal ,  et  fait  évidemment  tourner  le 
système  autour  de  cet  axe;  il  est  donc  absurde  de  supposer  que  la 
force  r'  fait  équilibre  aux  deux  forces  P  et  Q,  c'est-à-dire  que  ces 
deux  forces  ont  une  résultante. 

Remarque.  On  prouverait  de  la  même  manière  que  deux  forces  quel- 
conques nxm  sitkées  dams  le  même  plan  n'ont  pas  de  résuliomée r  d^oit  il 
résulte  que  trois  forces  non  situées  dans  lemêmeplanne  peteoenùsefonre 
équilibre  (i5tô). 
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IttM.  Résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles. 
Que  les  forces  soient  ou  non  situées  dans  un  même  plao,  pour  en 
déterminer  la  résultante,  on  prend  la  résultante  des  deux  première» 
forces  (1516,  1519);  puis  la  résultante  de  cetter  première  résultante  et 
da  la.  troisième  force,  ce  qui  donne  la  résultante  des  *trois  pramièraa 
forces,  et,  continuant  ainsi  de  suite,  quand  on  a  employé  toutes  Isa 
forces^  la  dernière  résultante  obtenue  est  celle  de  toutes  les  forces» 
Il  peut  arriver  qu'au  lieu  d'avoir  une  force  unique  pour  dernière  ré*- 
sttltante,.on  ait  un  couple;  alors  les  forces  données  n'ont  pas  de  ré- 
sultante. 

Remarque,  Comme  pour  deux  for^^es  (4416),  le  point  d'application  dft 
la  résultante  d*un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles  ne  cbaag» 
pas  quand  toutes  ces  force»  varient  dans  un  même  rapport;  mais.]», 
résultante  varie  dans  le  même  rapport. 

I^fiâ.  En  suivant  la  même  marche  que  dans  le  cas  précédent,  Isa 
B***  1488, 1492, 1516  et  1519  donnent  les  moyen»:  de  déterminer  la  résudr- 
tante  d'un  nombre  quelconqite  de  forces  situées  dans  un  même  plan,  eé 
ayant  des  directions  et  des  points  ^application  quelconques. 

Par  les  mêmes  moyens,  on  peut  encore  déterminer,  dans  les  cas  pos- 
sîblbs  (1522,  1523),  la  résultante  de  forces  dont  les  directions  sont  pa- 
rallèles ou  non  et  situés  ou  non  dans  un  même  plan,  et  dont  les  points 
d'application  sont  quelconques. 

t526.  La  projection  de  la  résultante  de  deux  fbrces  concourantes  ou 
de  deux  forces  parallèles,  sur  un  axe  quelconque,  étant  égale  à  la  somme 
algébrique  des  projections  des  composantes  sur  le  même  axe,  on  étend 
fkcilemait  cette  propriété  à  un  nombre  indéterminé  de  forces  quel- 
conques (1502). 
i  W7.  Aidant  de  forées  que  Von  veui^  ¥\  f'\  F^..^  peuvent  se  réduire 

d^une  infinité  de  manières  à  deux  force» 
'^'  équisfalenies  dont  Vwae  au  moins  paeee 

parvn  point  donné  0. 

Par  chacune  des  deux  forces  quelooni- 
ques  F^  F'^  et  le  point  0  faisons  passer 
J^f  ^y^ — \Vm'\^         *  ^^  plan;  ces  deux  plans  se  coupent  suif 
i^i^Lj^  V^  \  vant  la  ligne  droite  OU.  Cela  fait,  dé- 

composons la  force  F',  appliquée  en  M^, 
en  deux  autres  P  et  Q,  que  Ton  peut 
transporter  Tune  en  0  et  Faatre  en  un 
point  quelconque  A  de  l'intersection  0&; 
la  figure  explique  convenablement  cette  décomposition  (1488). 

La  force  F'^  iq)pliquée  en  M',  peut  être  appliquée  au  point  m  de' 
l'intersection  OK;  puis  être  décomposée  en  deux  forces,  l'une  P'  ap- 
jdiquée  en  G,  et  l'autre  Q'  appliquée  en  A  (1519).  P  et  F,  appliquées* 
en  0,  ont  pour  résultante  unique  S';  les  forces  Q  et  Q'  ont  pour  ré- 
suâtante  uni<{ue  T';  ainsiv  dans  le  système  proposé,  on  peut  remplacer 
les  deux  forces  F'  et  F"  par  deux  équivalentes  S'  et  T'.  • 

Le  nouveau  système  contient  autant  de  forces  que  le  premier;  mais 
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comme  il  y  en  a  une  qui  passe  par  le  point  0,  le  nombre  de  celles  qui 
n'y  passent  pas  est  diminué  de  un.  Combinant  T'  avec  la  troisième 
force  F^,  on  les  remplacera  par  deux  autres,  dont  Tune,  passant  par  0, 
se  combinera  avec  S'  et  donnera  une  force  unique  S''  qui  passera  par 
0;  de  sorte  que  le  nombre  des  forces  ne  passant  pas  par  0  sera  encore 
diminué  de  un.  En  continuant  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  em* 
ployé  toutes  les  forces,  on  voit  qu'on  aura  remplacé  toutes  les  forces 
données  par  deux  forces  uniques,  dont  l'une  S  passera  par  le  point  0, 
et  dont  l'autre  T  sera  ou  ne  sera  pas  située  dans  un  même  plan  avec  S. 
Si  ces  deux  forces  sont  situées  dans  un  même  plan,  à  moins  qu'elles  ne 
constituent  un  couple,  on  pourra  trouver  leur  résultante,  qui  sera  la  ré- 
sultante des  forces  données.  Si  elles  ne  sont  pas  situées  dans  le  même 
plan,  elles  n'ont  pas  de  résultante  unique,  et  U  en  est  de  même  des 
forces  données  (i523).  Si  l'une  des  forces  S  ou  T  était  nulle,  l'autre 
serait  la  résultante  unique  des  forces  données,  et  si  elles  étaient  nulles 
l'une  et  l'autre  ou  encore  égales  et  directement  opposées,  c'est  que  les 
forces  données  se  feraient  équilibre. 

i828.  La  projection  de  la  résultante  de  deux  forces  quelconques  sur 
un  axe  étant  égale  à  la  somme  des  projections  des  composantes  sur  le 
même  axe  (1526),  il  en  résulte  que  la  somme  des  projections  des  deux 
forces  résultantes  S  et  T  du  numéro  précédent  est  égale  à  la  somme 
des  projections  de  toutes  les  forces  F',  F"...  sur  le  même  axe,  et  si  les 
forces  F',  F"...  ou  leurs  équivalentes  S  et  T  ont  une  résultante  unique, 
la  projection  de  cette  résultante  sur  un  axe  quelconque  est  encore^  dans  ce 
cas  général,  égale  à  la  somme  algébrique  des  projections  des  composantes 
sur  le  même  axe, 

iS29.  Transportant  parallèlement  à  elles-mêmes  toutes  les  forces  F', 
F'^..  d'un  système  (1527),  de  manière  à  les  appliquer  à  un  même  point 
quelconque  de  l'espace  en  leur  conservant  leurs  intensités  et  leurs  sens, 
et  considérant  trois  axes  rectangulaires  issus  d'un  même  point,  sur 
chacun  de  ces  axes,  la  somme  des  projections  des  forces  transportées 
est  égale  k  la  somme  des  projections  des  forces  données  F',  F"...,  puisque 
deux  droites  égales  et  parallèles  ont  des  projections  égales  sur  une  même 
droite;  par  conséquent,  si  les  forces  données  ont  une  résultante,  ses 
projections  sur  les  trois  axes  seiont  respectivement  égales  aux  projec- 
tions sur  les  mêmes  axes  de  la  résultante  des  forées  transportées,  et  ces 
deux  résultantes  ayant  des  projections  égales  sur  trois  axes  non  situé:» 
dans  le  même  plan,  elles  sont  égales  et  parailèles.  Ainsi,  lorsqu'un  sys- 
tème de  forces  quelconques  a  une  résultante^  on  peut  obtenir  cette  réci- 
tante en  grandeur,  direction  et  sens,  en  transportant  toutes  les  forces 
données  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque,  et  en  com- 
posant toutes  les  forces  transportées  (1492,  1503).  Si  les  forces  données 
se  font  équilibre,  la  résultante  qu'on  obtient  ainsi  est  nulle. 

Dans  la  pratique,  on  s'appuie  journellement  sur  cette  propriété  re- 
ftiarquable,  soit  pour  vérifier  l'équilibre  des  constructions  ou  parties 
de  constructions,  soit  pour  en  établir  les  conditions  d'équiljbre. 
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1530.  Centre  des  forces  parallèles.  On  appelle  ainsi  le  point  com- 
mun k  toutes  les  directions  que  prend  la  résultante  d'un  système  de 
forces  parallèles,  quand  celles-ci,  en  restant  toujours  appliquées  aux 
mêmes  points  d'un  corps  solide,  prennent  d'autres  directions  quelcon- 
ques parallèles  entre  elles. 
Itt31.  Un  tel  point  existe.  En  effet,  considérant  d'abord  deux  forces 

P  et  Q  appliquées  aux  points  A  et  B, 
^'  ^*'  r  étant  la  résultante  et  C  son  point  d'ap- 

plication, la  position  du  point  G  ne  dé- 
pendant que  de  la  grandeur  relative  des 
forces  ip  et  Q,  et  non  de  Pangle qu'elles 
font  avec  AB  (1516),  en  donnant  aux 
composantes  les  autres  directions  pa- 
rallèles ÀP'  et  BQ',  la  résultante  r'  sera 
égale  à  r,  prendra  la  direction  Cr*  pa- 
rallèle k  AP'  et  BQ',  et  son  point  d'ap- 
plication sera  toujours  le  point  C,  qui 
est  le  centre  des  forces  parallèles  P  et  Q.  Quand  on  a  une  troisième 
force  S,  que  nous  prendrons  dirigée  en  sens  contraire  des  premières 
afin  d'étendre  la  propriété  du  centre  des  forces  parallèles  k  des  forces 
quelconques,  par  la  même  raison  que  dans  le  cas  précédent,  le  point 
d'application  E  de  la  résultante  R  des  forces  r  =  P  +  Q  et  S  ne  change 
pas  quand  r  et  S  prennent  les  directions  Cr*  et  DS'  (1519),  c'est-k-dîre 
quand  les  trois  forces  P,  Q,  S  prennent  des  positions  parallèles  quel- 
conques autour  de  leurs  points  d'application.  Ce  point  est  alors  le  centre 
de  ces  forces  parallèles.  Continuant  ainsi  de  suite,  on  ferait  voir  l'exis- 
tence du  centre  d'un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles,  et  l'on 
voit  que  la  marche  suivie  pour  obtenir  la  résultante  des  forces  paral- 
lèles (1524)  détermine  aussi  le  centre  de  ces  forces. 

Bemarque  i.  Il  est  évident  qu'en  rendant  fixe  le  centre  des  forces  pa- 
rallèles d'un  système,  il  y  aura  équilibre  quelle  que  soit  la  position  du 
système  autour  de  ce  centre,  puisque,  dans  toutes  les  positions,  la  ré- 
sultante passera  par  ce  point  et  sera  par  conséquent  détruite.  On  sup- 
pose que  dans  les  diverses  positions  les  forces  restent  constantes,  pa- 
rallèles entre  elles  et  toujours  appliquées  aux  mêmes  points. 

Remarque  S.  Le  point  d'application  de  la  résultante  d'un  nombre 
quelconque  de  forces  parallèles  ne  changeant  pas  quand  toutes  les  forces 
varient  dans  un  même  rapport  (1524),  il  s'ensuit  que  le  centre  des  forces 
parallèles  ne  change  pas  non  plus  quand  toutes  les  forces  varient  dans 
le  même  rapport;  et,  dans  le  cas  de  la  remarque  précédente,  le  système 
serait  encore  en  équilibre  si  toutes  les  forces  variaient  dans  le  même 
rapport. 
1532.  Le  moment  de  position  d^une  force  par  rapport  à  un  plan  est  le 
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produit  de  cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  son  point  d*ap- 
plication  sur  le  plan. 

Lemoment  depoMion  d'vrwj^œ  par -THÊppori à  Mt»e droite  effile  fro- 
du  il  do  cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  son  point  d'appli- 
cation sur  la  drojie,  appelée  a«e  des  ^mofiMuatg. 

Le  marnent  de  poiiticni  d\une  force  j^ar  rmg^ipwt  à  nin  pomt  est  ie 
{uroduit  de  la  JOorce  par  la  4iislAnce  de  ce  poini  au  fMMnt  diappJieatkm  de 
laiorce. 

i(>55.  Le  moment  de  position  de  la  résultanie  d't»wfûmktfe  gmokffwiqm 
de  forces  paraUèle»^  par  rtipport  rà  wi  pla»  gueloanque^  est  égvi'à  la 
s»mme  des  jncmieuis  de.poMtiÀou  de  ices  forces  par  rapport  au  même  plan. 

Quand  on  a  plusieurs 
forces  dont  les  points  d'ap- 
plication sont  de  «ôtés  diffé- 
rents du  plan,  on  considère 
les  perpendiculaires  abais- 
sées des  points  situés  d*un 
côté  comme  positives,  et 
celles  menées  des  points  si-^ 
tués  de  Tautre  côté  comme 
négatives  :  ainsi,  les  perpen- 
-diculaiivs  Âo,  B6l...  «tast 
pû8iliii4>es,  c^le  Dd  est  né^ir 
tiv«.  Ae  même,  ks  foroes 
P9  tt  dirigeas  dans 


Fijr.  463. 


soat  positives^,  et  les  forces  .S»  T  dirigées  dans  l'«ixâre  «ens  .sont  Béga- 
tLves. 

JLe  signe  du  .mûmeiU  de  position  ^'une  iorce  déjpend  ^e  cmk  do  ia 
foj\ce  et  de  la  pexpendicolaine  abaiseée  au  (point  •d'appticatiftn  :  ami 
¥xiXa  mi  positif,—  Sx  rh  Gc  «»t  négatif;;  —  T  x-- M  est poùAîim}. 

jCottfiidépons  d'abord  les  deuK  forces  P  «t  U,  dont  la  résuttaMte  ««k  r 
(liyi6].  Nous  aurons 

rxEe=PxXa'hQxhb, 

En  effet,  menant  Xb'  parallèle  h  a6,  on  a  (IBl-C) 


r 
Q 


AB__B6' 

AE  ■"  E<?'' 


d'où  rxEe'=:QxBb'. 

Remarquant  que  r  =  P  +  û  et  e'c  =  Aa  =  b'b,  on  peut  poser 

rx^c=PxAa-hQx6'6. 
i^outoat  membre  à  m6iiibi«  les  équaiiotts  («i)  ei(2),  <m  a 
r  [Ee'  +  e'e)  =  P  x  Aa  +  Q  {W  +  h'b) 
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on 

rxEe=:PKAfl+QxB6. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Qonsidérant  les  deux  forces  —  S  et  r,  ûoni  la  résultante  est  r'  (1519), 
CD  a  encore 

r'KF/=rxEe— SxCc=PxAa-f  QxB6— SxCc; 
car»  menant  Cf  parallèle  a  c/,  on  a 

r;_CE_E£. 
r  ""  CF*^  F/' 

d'Où  y  k4F/'  =:t  X  Ee".  (3) 

Remarquant  que  r'  =  r  —  S  et//=  e"c  =  Ce,  on  peut  poser 

r'x//=rxe"e  —  SxCc.  (4) 

Ajoutant  les  équations  (3)  et  (4),  on  a 

^  (F/' +//)  =  r  (E^' +  e"e)  —  S  X  Ce 
ou 

r'xF/=rxEe— SxCc  =  PxAa  +  QxB6  — SxCc. 

CSe  qu'il  fallait  dénoEontrer. 

Combinant  r'  avec  —  T,  on  obtient  R  pour  résultante,  et  menant  D^' 
parallèle  à  djT^  on  a  (1519) 

R_DF_JF/'. 

d'où  RxGi^'^r'xF/".  (5) 

Remarquant  que  R  =  r'  —  T  et  ^r'^r  =/'/=  M,  on  peut  poser 

R  X  5f'5r  =  r'  x/'/— T  X  Dd.  (6) 

RetranclTaiTt'mera!)re  k  membre  l'équation  (6)  de  celle  (5),  on  a 

R (W-9'9)^^^f"  -  f'f)  +  T  X  D(f 
ou 

RxG5r  =  r'xF/-f  TxD(2  =  PxAa-fûxB6  — SxCc  +  TxDd. 

Ce  qui  fait  bien  voir  que  le  principe  est  général  pour  un  nombre  quel- 
conque de  forces. 

'11^34.  DélerTmnaiwn  du  centre  des  forces  parallèles  en  fonction  des 
moments  de  position  des  forces. 

V  La  position  d* un  point  est  toujours  fixée  quand  on  connaît  ses  dis- 
tances à  trois  plans  rectangulaires  (1086).  Soient  alors  P,  P',  P^...  les 
fiiroes  parallèles  données;  or,  y,  z;  x',  y',  z',.--  les  coordonnées  respec- 
tives de  leurs  points  d'application  par  rapport  aux  plans  yz,  xz  etxy.  H 
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P2  +  P'2'  +  P*J*  +  ... 
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s*agit  de  déterminer,  par  rapport  aux  mêmes  plans,  les  coordonnées  X« 
Y  et  Z  du  point  d'application  de  la  résultante  R  de  ces  forces.  D*abord 
on  a  algébriquement  (1516, 1519) 

R=P  +  F  +  F'+...  (1) 

Cette  équation  fournit,  d*après  les  valeurs  et  les  signes  des  forces  P, 
P',  F''...  la  valeur  de  R,  ainsi  que  son  signe  ou  le  sens  dans  lequel  ell« 
agit. 
On  a  respectivement  pour  les  trois  plans  coordonnés  (1533) 

RX  =  Po;  H-  PV  +  P'^ac"  + ...  («) 

RY  =  Py  +  Py  +  PV  +  ...  (3) 

RZ  =  Pz  +  PV  +  FV'  +  ...  (4) 

d*où  Ton  tire 

(5) 

;«) 

(7) 

11  est  évident  que  dans  ces  équations  les  valeurs  et  les  signes  des 
premiers  membres  dépendent  des  valeurs  et  des  signes  des  différentes 
quantités  qui  entrent  dans  les  seconds  membres. 

Ainsi  réquation  (1)  donne  la  valeur  et  le  sens  de  la  résultante,  et  les 
trois  dernières  déterminent  son  point  d'application. 

2*  Si  tous  les  points  d'application  des  forces  sont  situés  dans  un  même 
plan,  en  prenant  ce  plan  pour  Tun  des  plans  coordonnés,  celui  xy  par 
exemple,  on  a  encore 

R  =  P  +  P'  +  P"  +  ...; 

mais  comme  a?  =  0,  «'  =  0,  z"  =  0... , 

les  équations  (4)  et  (7)  donnent  RZ  =  0  et  Z  =  0,  ce  qui  signifie  que  le 
centre  des  forces  parallèles  est  aussi  dans  le  même  plan  xy. 

Les  équations  (5)  et  (6)  restent  les  mêmes,  et  elles  donnent  les  valeurs 
de  X  et  Y,  qui  servent  à  fixer  la  position  du  centre  des  forces  parallèles 
dans  le  plan  xy. 

Les  coordonnées  X  et  Y,  rc  et  y,  x'  et  y'.,,  étant,  dans  ce  cas,  des 
coordonnées  prises  par  rapport  aux  axes  des  x  et  des  y,  on  voit  qu'il 
est  inutile  d'avoir  recours  à  trois  plans  rectangulaires;  deux  axes  rec- 
tangulaires, tracés  dans  le  plan  des  points  d'application  des  forces,  suf- 
fisent pour  fixer  la  position  du  centre  des  forces  parallèles. 

Les  équations  (2)  et  (3)  font  voir  que  les  points  d'application  étant 
dans  un  même  plan  avec  une  droite,  le  moment  de  position  de  la  ré- 
sultante par  rapport  k  cette  droite  est  égal  à  la  somme  des  moments  de 
position  des  composantes. 
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3*  Tous  les  points  d^^plication  des  forces  étant  situés  sur  une  même 
droite,  en  prenant  cette  droite  pour  axe  des  x^  on  a  encore 

R=P  +  P'  +  P"  +  ... 

et  comme  «  =  0,  z'=0...;  y  =  0,  y'=:0..., 

il  s'ensuit  que  les  équations  (3),  (4),  (6)  et  (7)  donnent  respectivement 

RY  =  0,    RZ  =  0,    Y  =  0,     Z  =  0. 

L*équation  (5)  reste  la  même,  et  elle  donne  la  valeur  de  X  pour  fixer 
Sur  Taxe  des  x  la  position  du  centre  des  forces  parallèles.  On  voit  que 
dans  ce  cas,  pour  déterminer  ce  centre,  on  n*a  besoin  d'avoir  recours 
qu*à  une  droite  joignant  tous  les  points  d'application  des  forces. 

L'équation  (S)  fait  voir  que  le  moment  de  position  de  la  résultante  est 
dans  ce  cas  égal  à  la  somme  des  moments  de  position  de  toutes  les 
forces  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  la  droite  qui  joint  les  points 
d'application/ 

Fîg.  464.  Pour  le  cas  d'un  couple,  on  a 


/ 


R  =  p-Q  =  0, 


■  .  /  et  en  prenant  les  moments  de  position  par  rap- 
port à  un  point  quelconque  0  de  sa  direction  a6, 
on  a 

RX=:  P  X  Oa— û  X  06=  P  X  a6. 

Ce  qui  fait  voir  que  le  moment  de  position  d'un  couple  est  coTistant^  et 
égal  au  produit  de  Vune  des  forces  par  la  distance  des  points  d  application 
desforces. 


ÉQUILIBRE  DE  QUELQUES  SYSTÈMES  ASSUJETTIS  A  SE  MOUVOIR 
DANS  DES  CONDITIONS  DONNÉES. 

i(S3H.  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  sur  la  direction  d'une 
force  est  le  brcu  de  levier  daciion  ou  simplement  le  bras  de  levier  de 
cette  force  par  rapport  à  ce  point. 

Ce  point  est  le  centre  des  moments  daction.  Le  moment  daciion^  ou 
simplement  le  moment  de  la  force  par  rapport  k  ce  centre,  est  le  produit 
de  cette  force  par  son  bras  de  levier  (1532). 

i»56.  Le  bras  de  levier  d'une  force  par  rapport  à  une  droite  est  la 
perpendiculaire  commune  à  la  droite  et  a  la  direction  de  la  force. 

Cette  droite  prend  le  nom  d'axe  des  moments  d  action. 

Le  moment  d  action^  ou  simplement  le  moment  de  la  force  par  rapport 
à  cet  axe,  est  le  produit  de  cette  force  par  son  bras  de  levier.  Cette 
définition  suppose  la  force  située  dans  un  plan  normal  k  l'axe;  s'il  n'en 
était  pas  ainsi,  son  moment  serait  le  produit  de  son  bras  de  levier  par 
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la  projection  de  la  force  sur  uxt  plan  perpendiculaire  à  Taxe.  Cette  pro- 
jection est  la  composante  qu'on^  obtient  en-  décomposant  la  fbroe  es 
deux  autres,  dirigées  Tune  parallèlement  à  Taxe  et  Tautre  dans  le 
plan  normal  h  Taxe  (1546).  Cette  composante  a  le  même  moment  que  la 
force,  et  en  général  que  toutes  les  forces^  lesquelles,  décomposéas 
comme  il  vient  d*étre  indiqué,  donnent  la  même  composante  normale. 

1557.  Équilibre  $\m  corps  solide  assfujetti  à  se  mouvoir  autour  éTun 
point  fixe. 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces  qui  soUicitent  le  corps,  on  peut 
les- remplacer  par  deux  autn»»»  dozst  l'une  passe  par  le  point  fixe  (t5e7}, 
et  qui  est  diétruite  paria  fixité  de  ce  point,  et  en  une  autre,  qui  fera 
iiéces8aîrement  oBCiller  le  corps-  si^eiie?  n'est  pas  nulle;  ou  si  elle  m 
passe  pas  ^le-môme  par  le  point  fixe,  cas  ou  elle  se  combine  avec  Ié 
première  force  pour  n'en  fiiirer  qu'une-  qui  est  la  résultante  dé  toutes 
les  forces  données^  Ainsi,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  la  résultant»  de 
tnutesles  forces  qui  sollicitent  le  corps  doit  étue  nulle,  eu  passer  par 
le  point  fixe. 

1558.  Lorsque  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  sont  situées 
dans  un  même  plan  qui  contient  le  point  fixe,  il  ne  peut  y  avoir  mou- 
vement autour  du  point  fixe  que  dans  ce  plan.  Un  tel  système  constitue 
un  levier,  qui  n'est  ordinairement,  dans  la  pratique,  qu'une  tige  rigide 
mobile  autour  d'un  petit  axe,  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qu'on  suppose 
réduit  au  point  unique  où  il  rencontre  le  plan  du  mouvement. 

Un  levier  est  sollicité  par  des  forces  qui  tendent,  les  unes  à  produire 
l'oscillation,  et  les  antres  à  s'y  o^oser  en  agissant  en  sens  contraire. 
Les  premières  de  ces  forces  sont  les  puissances,  et  les  secondes  les 
résistances. 

1559.  Équilibre  du  lemer.  Les  deux  forces  P,  Q  et  le  point  O^SMi» 

dans  un  même  plan,  et  la  réssi^ 
tante  doit  passer  par  le  point  0 
(1514}.  Cette  résultante  passant 
aussi  par  le  point  de  concours  0', 
la  droite  O'O  est  sa  direction,  et 
abaissant  du  point  0  les  perpen- 
diculaires Oo,  Ob  sur  les  diFCC-p 
tions  des  forces,  on  a  (1501) 

|=^,d'oùPxOa=:ax06.    (IJ 

Ainsi  le  levier  étant  en»  équilibre  sons  Fàctionr  de  deux  forces  : 
l' ces  forces  sont  dans  un  même  plan  azec  le  point  â^ appui;  V  les  dans 
forces  tendent  à  faire  tourner  le  levier  en  sens  cmitraires;  3*  les  forces 
sont  en  raison  incerse  de  leurs  bras  de  levier. 

P  étant  la  puissance  et  Q  la  résistance,  Téquation  (f  )  montre  qua 
quand  il  y  s  équilibre,  le  moment  de  la  puissance  etft  é^  à  cekti  d»ik 
résistance. 
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La  récipimqye  esi  vrcûe;  car  la  résultante  étant  le  lieu  géoméfrîque 
éBs:  {NBiits  pour  ksquels  }»  proportion  précédente  existe,  elle  passera 
par  le  poiat  O,  et  elle  sers  dédrurte  par  la  fixité  de  ce  point. 

L'équatio»  (♦»)  permet  de  calcnier  une  des  quatre  quantités  P,  Q^  Oa 
et  0^,  les  trois  astres^  étant  données.  Pour  P  =  65\  Oa=2"  et 
efr=l",40;  en  a 


[.a  pression  sur  le  point  0  est  évidemment,  abstraction  faite  du  poids 
du  levier,  égale  à  la  résultante  des  deux  forces  P  et  Qf. 

1840.  Les  conditions  précédentes  d'équilibre  ne  changent  pas,  soit 
qu'on  applique  chacune  des  forces  P  et  Û  en-  un  point  quelconque  de 
sa  direction,  soit  qu'on  lui  donne  une  position  quelconque  autour  du 
point  0,  mais  de  manièire  qii'elie  tende  toujours  à.  pvoduim  ^'oMî^hrilibn 
daaa  le  même  sens  et  que  son  bras,  die  levier  eonserre  la  méone-  vîtieur^ 
Cest  ce  qui  fait  que  pour  eosaparer  les  ittiansités  ^'ont  des  Soree»  » 
faire  osciller  un  solide  autour  d'un  poéot  fixe,  il  fiant  toujours  supposeir 
ces  forces  appU^u^saux  exlrémilé»  de  leurs  bras  de  levier  p(*rpeBdi- 
oulaiKes^  et  aliers  Tintensilé  d'aetion  d'une  force  est  direclement  pro- 
pectioAnellc  il  hk  gtaadftiur  da  1»  force  et  à  celle  de  son  bras  de  levier, 
c'est-à-dire  au  produit  de  ces  grandeursv  produit  que,  pour  cette  raison, 
nous  avons  appelé  momeni  d'action.  (i;»S6). 

liHI.  Un  levier  est  dit  du  preminsr  gfinre  quand  le  point  d'appui  csrf 
stttué  entre  les  point»  d'application,  de  la  puissance  et  de  la  résistance? 
(fig..  46&).  La  balance^  les  balanciers  ordinaires  de  machines  à  vapeur^ 
la  pince-coudée  dont  on.  se  sort  pour  soulever  par  côté  les  lourds  far- 
deaux en  sont  des  exemples^ 

Lorsque  le  point  d'application  de  la  ré- 
sistance est  entre  celui  de  la  puissance  et 
le  point  d'appui  (/<^  466),  le  levier  est 
du  deuxième  genre,  La  pince  droite^  la 
brouette,  etc.  en  sont  dtes  exemples. 

Enfin,  quand  Te  point  d'appïfratîon  de  te 
puissanoo  est  entre  celui  de  la  résistance 
et  le  point  d'appni  [Jtg.  467),  comme,  par 
exemple,  dtens  Ift  pédale,  organe  de  tfueK 
que»  machines  qu'en  fait  mouvotr  »fec  fr* 
pied',  le  levier  estdu  treisiPme  genre. 

Remarque.  Comme  pour  Ite  levier  du-  pr©^ 
nrier  genre  (453»),  dans  cetrx  du  dewiîèAie 
et  du  troisième  genrs,  abstraction  faîte  dif 
poids  du  levier,  la  charge  du  point  d^appvfi 
est  égale  à  la.  résultante  de  la  puissance  et 
delà  résistance. 


Fig.  466. 
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ii»42.  Dans  le  cas  particulier  où  les  forces  P  et  Q  sont  parallèles 

Fig.  468.  ®"*''^  ®^^®**  ®*  ^^  *^^  P^"®  ®^^®*  agissent 

sur  une  même  droite  ab  qui  leur  est  per- 
pendiculaire, les  bras  de  levier  Oa  et  06 
de  la  figure  465  deviennent  les  portions  du 
levier  droit  a5,  et  les  conditions  d*équi* 
libre  du  n*  4539  ne  changent  pas.  On  peut 
du  reste  arriver  k  ces  conditions  en  remar- 
quant que  le  moment  de  position  de  la  résultante  par  rapport  au  point  0 
est  nul,  et  qu'on  a  (1534). 

RxO      ou      0=PxOa  — Qx06, 
c'est-à-dire 

PxOa  =  QxOÔ      ou     1  =  ^. 

Dans  ce  cas,  la  charge  du  point  d'appui  est  R  =  P  +Q,  R  =  Q— P, 
R  =  P— Q,  selon  que  le  levier  est  du  premier,  du  deuxième  ou  du  troi- 
sième genre,  et  il  est  à  remarquer  que  les  moments  de  position  ne  sont 
autre  chose  que  les  moments  d'action. 
1545.  Pour  le  cas  ok  Von  a  vn  nombre  quelconque  de  forces  parais 
Fig.  46f .  lèles  agissant  dans  des  sens  quelconques  sur 

jf  uTie  mime  droite  perpendiculaire  à  leur  di- 

rection, par  la  même  raison  que  dans  le  cas 
précédent,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  le 
point  d'appui  0  doit  encore  se  trouver 
dans  le  plan  des  forces,  la  résultante  doit 
passer  par  ce  point,  et  l'on  a  également, 
Q  "       en  prenant  les  moments  par  rapport  au 

point  d*appui  et  en  ayant  égard  à  leurs  signes, 

RxO    ou    0  =  PxOa+P'xOa'+P"xOa"-QxO6— Û'x06'— Q"xOô", 

d'où      P  X  Oa+P'x  Oa'+P"xOa"=  Qx  06+Q'x06'+Q"x06^. 

Ce  qui  fait  voir  que  la  somme  des  moments  des  puissances  est  encore 
égale  à  la  somme  des  moments  des  résistances. 

La  réciproque  est  vraie.  En  effet,  la  somme  des  moments  des  puis- 
sances étant  égale  à  celle  des  moments  des  résistances,  la  somme  algé- 
brique de  tous  ces  moments  est  égale  i  0.  Le  moment  de  la  résultante 
est  donc  aussi  égal  à  0,  ce  qui  ne  peut  être  qu'autant  que  cette  résul- 
tante est  nulle,  ou  que  son  bras  de  levier  est  nul,  et,  dans  l'un  et  l'autre 
cas,  il  y  a  équilibre. 

Toutes  les  puissances  P,  P',  P"  ont  pour  résultante  une  force  r  = 
P  +  P'  — P"  (1524)  appliquée  en  un  point  A  dont  la  position  est  donnée 
par  l'équation  (1534) 

r  X  OA  =  P  X  Oa  +  P'  X  Oa'  +  P"  X  Oa". 
Équation  qui  permet  de  remplacer  un  nombre  quelconque  de  forces  pœ- 
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rallkles  ^r  leur  résulianie^  eu  encore  pcar  une  force  quelconque  r^  agis'^ 
sawl  à  V  extrémité  d'un  bras  de  levier 


0A'  = 


P  X  Oa  +  P'  X  Oa'  +  P"  x  Oa" 


Si  le  bras  de  levier  OÂ'  avait  été  donné,  on  aurait  trouvé  la  valeur  de 
la  force  r^,  capable  de  remplacer  toutes  les  forces,  par  Téquation 


r,  = 


P  X  Oa  +  P'  X  Oa'  +  P"  X  Oa'" 


OA' 


Les  forces  Q,  Q',  Q''  ont  de  même  une  résultante  r'=Q+  Q'— Q", 
appliquée  en  un  point  B,  dont  la  position  est  donnée  par  Téquation 

„      Q  X  06  +  Q'x  Oy  +  Q"x  06" 
0B= p . 

1M4.  Enfin  si  les  forces  P,  P',  Q  oc^ 
cupent  des  positions  quelconques  autour 
du  point  fixe  0,  on  peut  appliquer  cha- 
que force,  sans  changer  son  signe,  tan- 
gentiellement  en  un  point  quelconque 
de  la  circonférence  qui  a  pour  rayon  son 
bras  de  levier  (1540);  par  conséquent  si 
les  forces  P,  F,  Q  appliquées  en  A, 
A',  B  se  font  équilibre  autour  du  point  0, 
les  forces  respectivement  égales  p,  p',  q,  appliquées  en  a,  a',  h  de  la 
même  droite  ah  perpendiculaire  à  leur  direction,  se  feront  aussi  équi- 
libre. Ces  dernières  forces  donnant  (1543) 

pxOa  +  p'xOa'  =  gx06.  (1) 

Remplaçant  chaque  quantité  par  son  égale,  on  a  aussi 

Px  OA  +  P'x  0A'=  Qx  OB.  (2) 

Ce  qui  montre  que  dans  ce  cas  général,  lorsqu*il  y  a  équilibre,  la 
somme  des  moments  des  puissances  est  encore  égale  à  la  somme  des 
moments  des  résistances. 

La  réciproque  est  vraie;  car  si  Téquation  (2}  est  satisfaite,  celle  (i) 
Test  aussi;  il  y  a  alors  équilibre  entre  les  forces  p,  p',  q  (1543),  et  par 
suite  aussi  entre  celles  P,  P',  Q  (1640). 

Bemarque.  Quoique  dans  ces  transports  de  forces  Téquilibre  ne  soit 
pas  troublé,  il  est  évident  que  la  résultante  change  de  grandeur  et  de 
direction,  mais  que  cette  direction  passe  toujours  par  le  point  fixe. 
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Fig.  471. 


fMS.  JBqmiikn  de  la  poutie.  On  peut  cosMéérrr  ««tte 

comme  étant  «i  levier  solicité  par 
forces  P  et  Q  situées  dans  un  même  plan. 
Four  réquilibre»  on  aura  alors  (1&39) 

Pxr=Qxr,    d'où    P  =  Q- 

Ainsî  la  puissance  est  égale  à  la  résistance. 

Dans  la  pratîqae,  la  puissance  étant  obli- 
gée de  vaincre  les  diverses  résistances-  pas- 
sives qui  s'opposent  an  monrement,  il  peut  y  avoir  équilibre  sans  qu'oD 
ait  P  =  Q.  Nous  reviendrons  sur  cette  circonstance. 

f  M6.  Équilibre  d'un  système  qui  yeat  tourner  autour  dws/s  droUe 
fixe.  Un  tel  système  constitue  un  treuiL 

Considérant  une  force  quelconque  P  d'un  tel 
système,  liûsens  passer  par  sa  direction  AP  un 
plan  parallèle  a  Taxe  xx';  décomposons,  dans  ce 
plan,  la  force  P  en  deux  autres,  Tune  p'  parallèle 
à  Faxe,  et  Fautre  p  perpendiculaire  à  Xp\  et  qui 
serar  sitaée  dans  on  plan  perpendiculaire  à  xz'.  Ap- 
pelant flr  l'angle  PAp',  qui  est  Fangle  que  fait  AP 
avec  aKr!^(o69),  on  a  (1499) 

p'  =  P  ces  a      et     p  =  P  sin  a. 

La  force  p^  étest  pnrallèle  à  xif,  elle  ne  tend  qu'à  faire  glisser  le  sys- 
tème le  long  de  cset  axe,  et  eîïe  est  detraite  par  la  seule  fixité  de  cet  axe. 
B  ne  reste  qne*  fa  force  p,  qu'on  peut  appliquer  au  point  a,  qui  tend  à 
produire  le  mouvement  et  qu'en  pewt  sf^titiier  »  1«  fi)rer  P. 

Remarquons  en  passant  que  la  perpendiculaire  &û'  commune 
deux  droites  xx'  et  AP  est  égale  à  la  perpendicnlafre  Oa  eomnmnei 
directions  xx'  et  Xp;  ces  perpendiculaires  sont  en  effet  chacune  la  dis- 
tance de  xx'  au  plan  parallèle  PAp.  La  perpendiculaire  Oa  est  le  levier 
d'action  de  la  force  p,  et  le  produit  P  sin  a  x  Oa=p  x  Oa  est  Ib  mo- 
ment d'action  de  la  force  p  et  aussi  de  P  (1536). 

Quel  que  soit  le  nom]>re  des  forces  d'un  tel  système,  chacune  d'elles 

peut  être  remplacée  par  sa  composante  analogue  k  P  sin  a.  Il  suffit 

done  de  déterminer  les  ccmditions  d'équilibre  d'an  système  queleempie 

de  fonee»  agissant  dans  desi  pians  perpendienlaifes  à  Fue. 

1547.  Considérons  d'abord  le  cas  oii  les  forées  sont  siiuées  éeaUi  h 

même  plma. 

Alors  tes  conditions  d'équil^r^  aonl  lea  méaMS 
que  si  le  système  était  mc^ile  autour  da  pokU.  <>; 
en  le  démontrei'ait  par  la  marehe  suivie  au  jà**  itt9. 
Ainsi  Fon  a,  pour  le  cas  d'é^aiUbre, 

PxOa=rOxOd, 

c'est-à-dire  que  le  moment  de  la  puissance  est  égal  au  moment  de  la  ré- 
sistance. 
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Cette  relation  permet  de  détermkiflfr  Tune  de«  forenas^  ott  Tuir  dé»-  brus- 
derlémr,  lora^neles  trois  aii1j|>e» quantité» sont  ooimue». 

L*é(]vatîim;  précédente  Mt  voir  «ami  i!^\  quelle  que  soit  la  pesltfoif 
des*  forcBB  antoar  du  point  0^,  réquIHlyre' n'esta  pas  troubfé  tant  que?- le. 
bras  de  levier  de  chaque  force  reste  oonetan^raineîune  fbreequelconqucr 
P  agissant  au  point  Â  peut  être  appliquée*  au  point  a,  on  tangentieÛe- 
ment  en*  un-  point  quelconque  de  Is  circonférence  de  rayons  Oa  (f 540). 
Comme  au  n^  1544^,  on  démontrerait  que,  quel  que  soit  le  nombre 
àt»  fbree»,  quand  il  y  a  équilibre^  Ut  somme  des  moments  des  puissances 
Bit  égale  à  la  somme  des  moments  des  résistances;  et  réciproquement. 
La  charge  de  Taxe  est  encore  égale  à  la  résultante  des  forces  du  sys- 
tème, puisqu'il  est  rencontré  normalement  par  cette  résultante;  et  Taxe 
reposant  par  deux  pointi^  de  sa  longueur,  pour  avoir  la  charge  de  chaque 
aqppui,  on  décompose  la  résultante  en  d^nx  composantes  appliquées  sur 
ees  appuis  (i5f  8),  et  chaoune  de  ces  compemintes  est  la  charge  de  Tappui 
auquel  elle  est  appKqnée. 

1548.  Supposons  mairUemmi' que  lee  deiue forées^  P  ef  Q«  ne^  soient  pa» 
iaaeis  le  même  plan  perpendiculaire  à  Faxe^  mais  que  leurs  directions 
soient  parallèles, 

p.    ^^^  Menant  par  xx*  un  plan  perpendiculaire  à  P 

K  et  Q,  et  dans  ce  pl&TT  les^  Bras  de  levier  aA  et 

"^^s;;;^^^     fl  6B  de  ces  deux  forces,  on  pourra  toujours  sup- 

W       é     0'"--<^v    x'       poser  que  ces  forces  sont  appliquées  en  A  etB. 

t  ^        Celk  établi,  puisque  pour  quTl  y  ait  équilibre 

la  résultante  doit  rencontrer  Taxe  xx\  et  que 

'        de  plus  elle  rencontre  AB  (1516),  le  point  6 

eommun  à  ces  droites  est  son  point  d'application.  On  a  alors  (1516) 

P:a=OB:OA. 

Les  deux  triangles  rectangles  semblables  OAa  et  0B&  donnant 

OB:(>A=!Mrr  Aof, 
on  a  donc  (309) 

P  :  Q  =  B6  :  Aa,    d'où    P  x  Aa  =  Q  x  B6. 

Ainsi  le  moment  de  la  puissance  est  encore  égal  au  moment  de  la 
résistance  (1^47). 

On  prouverait  la  réciproque»  c'est-à-dire  que  quand'  cette  équation  r 
lieu  il  y  a  équilibre,  en  repassant  par  les  mômes  calcufs,  mais  en  sup- 
vaut  un  ordre  inverse. 

1849.  Four  un  nombre  quelconque  de  forces  paraltèleSy  en  fhisant 
passer  par  Taxe  un  plan  parallèle  à*  la  direction  des  forces,  le  moment' 
de  la  résultante  despuissancesrparrapportkce  plan  est  égal  à  lasomme^ 
des  moments  des  puissances  (1533)*.  I>e  même,  le  moment  de  la  résul- 
tante des  résistances  est  égal  à  la  somme  des  moments  de  toutes  Tes 
résistances. Puîsqull y  a  équilibre  entre  les  puissances  et  les  résistances, 
il  doit  y  avoir  encore  équilibre  entre  la  résultante  des  puissances  et  lai 
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résultante  des  résistances,  et  il  résulte  (1548)  que  les  moments  d'action 
de  ces  résultantes  sont  égaux.  Remplaçant  ces  moments  par  les  sommes 
de  moments  qui  leur  sont  respectivement  égales,  on  voit  que  quand  î] 
y  a  équilibre  la  somme  des  moments  des  puissances  est  égale  à  h 
somme  des  moments  des  résistances. 
La  réciproque  est  encore  vraie. 

IttlM).  Supposons  maintenant  les  deux  forces  P  et  Q  non  parallèles, 
p.    ^^j  Du  point  a  comme  centre,  avec  le  bras  de 

levier  d'action  Aa  pour  rayon,  décrivons  dam 
le  plan  aÂP  perpendiculaire  à  Taxe  un  arc  de 
cercle  ;  menons  aÂ'  parallèle  à  B6.  S'il  y  a  équi- 
libre entre  les  forces  P  et  Q,  on  ne  le  trou- 
blera pas  en  appliquant  au  point  A',  tangen- 
tiellement  h,  Tare  AA',  les  deux  forces  égales 
et  contraires  p  et  p\  égales  chacune  à  P.  Les 
deux  forces  P  etp'  se  font  équilibre*(i547};  il  y  a  donc  équilibre  entre  ji 
et  Q,  et  comme  ces  deux  forces  sont  parallèles,  on  a 

pxA'a  =  QxB6    ou    PxAa  =  QxB6. 

Ainsi  le  moment  de  la  puissance  est  encore  égal  au  moment  de  la  ré- 
sistance. 

La  réciproque  est  encore  vraie. 

Bemarque.  Ce  qui  vient  d'être  dit  fait  voir  que  l'on  peut  transporter 
une  force  quelconque  tangentiellement  en  un  point  quelconque  de  la 
circonférence  dont  le  rayon  est  son  bras  de  levier  d'action. 

iSl$i.  Pour  un  nombre  quelconque  de  forces,  s'il  y  a  équilibre,  on 
ne  le  troublera  pas  en  transportant  toutes  ces  forces  comme  l'indique  la 
remarque  précédente,  de  manière  à  les  rendre  toutes  parallèles  entre 
elles.  Dans  cette  position,  puisqu'il  y  a  équilibre,  la  somme  des  mo- 
ments des  puissances  est  égale  k  la  somme  des  moments  des  résis- 
tances. Or,  comme  les  forces  et  les  bras  de  levier  n'ont  pas  changé  de 
valeur,  il  en  résulte  que  l'égalité  des  moments  existe  bien  pour  des 
forces  quelconques  en  équilibre  agissant  dans  des  pTans  perpendicu- 
laires à  l'axe. 

1552.  La  charge  de  l'axe  est  égale  à  la  résultante  de  toutes  les  forces; 
et  cet  axe  reposant  sur  deux  appuis,  en  décomposant  cette  résulante  en 
deux  forces  appliquées  sur  ces  appuis  (1518),  chacune  de  ces  compo- 
santes est  la  charge  de  l'appui  correspondant. 

On  arriverait  au  môme  résultat  en  décomposant  chacune  des  forces 
en  deux  autres  parallèles,  ayant  même  bras  de  levier  et  agissant  dans 
les  plans  menés  aux  points  d'appui  perpendiculairement  à  l'axe.  La  ré- 
sultante de  toutes  les  composantes  agissant  dans  chacun  de  ces  plai^^ 
serait  la  charge  de  l'appui  correspondant. 

1J>1$S.  Le  treuil  et  le  cabestan  sont  deux  machines  qui  rentrent  dans 
les  systèmes  mobiles  ai^ur  d'un  axe;  leur  condition  ^équilibre  est  donc 
q%i£  le  moment  de  la  puissance  ou  la  somme  des  moments  des  puissances 
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soit  égal  au  moment  de  la  résistance  ou  à  la  somme  des  moments  des 
résistances.  Dans  la  pratique ,  il  faut  considérer  dans  cet  équilibre  les 
frottements  comme  des  résistances  ;  nous  reviendrons  sur  cette  cir^ 
constance.^ 

i554.  Équilibre  ^une  droite  Â6  pouvant  se  mowmr  d^une  manière 
quelconque  autour  de  son  extrémité  B. 

Supposons  d'abord  toutes  les  forces  appliquées  en  un 
^'     '  même  point  G  de  la  droite,  et  situées  dans  un  même 

.  >J|        plan  ne  comprenant  pas  AB.  Il  est  évident  que  dans  ce 
f^  ^         cas  il  n'y  aura  équilibre  qu'autant  que  la  résultante  de 
*  toutes  les  forces  sera  nulle  (i537). 

Et  en  menant  par  le  point  G,  dans  le  plan  des  forces, 
deux  axes  rectangulaires,  on  aurapour  l'équilibre  (1504] 

Pcosa  +  Qcos6+-.  =  0,    et   Psina+Qsin6+...=0. 

Si  les  forces,  appliquées  au  même  point,  ne  sont  pas  situées  dans  un 
même  plan,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  il  faut  que  leur  résultante  soit 
dirigée  suivant  ÂB.  Ainsi,  pour  deux  forces,  AB  sera  la  direction  de  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  forces  (1488);  ce 
'  qui  exige  que  les  deux  forces  soient  dans  un  même  plan  avec  AB. 
Les  relations  des  forces  sont  alors  celles  du  n*  i499;  de  plus  on  a 
R=Pcosa  +  Qcos6,  et  Psina=ûsin6,  a  et  6  étant  les  angles  que 
les  forces  font  avec  AB. 

Pour  trois  forces,  la  diagonale  du  parallélipipède  ayant  pour  côtés  les 
intensités  de  ces  forces,  c'est-k-dire  la  résultante  de  ces  forces,  devra 
encore  être  dirigée  suivant  AB. 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces,  la  résultante  devra  toujours  être 
dirigée  suivant  AB. 

Gela  établi,  menons  par  le  point  de  rencontre  des  forces  trois  axes 
rectangulaires,  en  prenant  AB  pour  un  de  ces  axes.  Les  composantes 
de  la  résultante  suivant  ces  axes  sont  respectivement  égales  aux  sommes 
des  composantes  de  toutes  les  forces  suivant  ces  axes  (1503).  Or  la 
composante  de  la  résultante  suivant  AB  est  égale  h  cette  résultante; 
donc,  appelant  a,  &,  c...  les  angles  que  font  les  diverses  forces  P,  Q,  S... 
avec  AB,  on  a 

R  =  Pcosa4-ûcos6  +  Scosc  +  ..., 

équation  qui  donne  R,  quel  que  soit  le  nombre  des  forces. 

Les  projections  de  la  résultante  sur  les  deux  autres  axes  sont  nulles; 
donc  les  sommes  des  projections  des  forces  sur  ces  mêmes  axes  sont 
aussi  nulles,  et  en  appelant  a\  b\c\..  et  a",  6",  c"...  les  angles  que 
font  les  forces  avec  les  deux  axes  perpendiculaires  à  AB,  on  a 

Pcosa'  +  ûcos6'+  Scosc'  +...  =0 

et  Pcosa'' 4-  ûcos6"-f  Scosc"H-...  =  0, 

formules  qui  expriment  les  relations  existant  entre  les  forces. 
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Cq8  formules  peuvent  être  remplacées  par  d'aulsas  plus  commodei 
^ns  la^pratique.  Les  angles  a\  b\c'^.,  et  a'',  b*'^  d' ...  ne  se  déteroMBeat 
pas  facilement.  On  ramène  ce  cas  à  celai  où  toutes  les  ibroes  ooiaierf 
situées  dans  un  plan  perpendiculaire  k  AB.  Chacune  des  forces  P^^fi», 
peut  se  décomposer  en  deux  autres  dirigées,  Tune  sutvaat  AB  et  Taiitre 
dans  le  plan  perpendiculaire  à  ÂB.  Toutes  les  composantes  dirigeas 
fluiisant  AJB  sont  détruites  par  la  .fixité  du  point  B.  Toutes  celles  situées 
ÙBSDA  le  plan  perpeadieulaire  à  idB  doivent  avoir  une  résultante  nalle 
|K>ur  ^u'U  y  ait  équilibre;  ces  dernières  composantes  étant  Psino, 
4îsinÂ,  S  sine»,  prenant  dans  le  plan  de  ces  composantes  deux  axes 
rectangulaires,  on  doit  donc  avoir  (1504) 

P  sina-GosA  rl-(2sin6  cosp  +  Ssia^reosT  4-  ...=o 
et  P&UBi«xcosa'+  Q«inè<M>sp'+Ssinccos7'+  ...  =0. 

Les  angfles  a,  p,  y-.,  sont  les  angles  que  font  les  forces  P  sina,  Qsin)6.., 
urec  Vun  des  axes,  et  «',  p',  y'...  ceux  que  font  ces  mêmes  forces  avec 
fantre  axe.  n  est  à  remarquer  que  ces  angles  sont  faciles  à  déterminer 
dans  la  pratique,  car  ils  ne  sont  autre  chose  que  les  angles  formés 
par  chacun  des  axes  avec  les  divers  plans  passant  par  ÂB  et  chacune 
des  forces. 
I58SS.  Bi  toutes  les  f  en-ces  ne  soiit  pas  appliquées  au  même  point  de 

la  droite  AB,  on  les  y  ramène  en  décomposant  chacune 
**•  *"•  des  forces  non  appliquées  au  point  considéré  C,  par 

exemple  Q,  en  deux  forces  paraUèles  appliquées  Tune 

Kau  point  iixe  B  et  qui  est  détruite,  et  Tautre  au  point  C 
(1518).  Alors  il  y  a  équilibre  dès  qu'il  existe  entre  toirtes 
j         les  forces  appliquées  et  transportées  au  point  C  les  re- 
lations du  numéro  précédent. 

1-^S6.  S*il  y  a  des  forces  jparalllles  à  AB,  telles  que  S 
[fig,  477),  on  remarque  que  la  force  S  peut  être  appTi- 


/. 


a"* 


-J        quée  en  É'  (1540).  Mais  s'il  y  a  équilibre  dans  le  sys- 
tème des  forces  P,  Q,  S',  on  ne  le  trouble  pas  en  rem- 
i        plaçant  la  force  S*,  qui  a  pour  bras  de  levier  BE',  parla 
force  S",  appliquée  enC  perpendiculairement  à  BC,  ten- 
dant a  faire  osciller  A£  daôs  le  même  sens  que  S' ou  S,  et  dont  la  valeur 
est  telle  que  l'on  a 

S"       BE'  S"       FE       ..  .     ^„      SxFE 

-S^=BC     ^"      S=BC'    ^^^    ^=-BC-- 

Toutes  les  forces  agissant  comme  S  se  transportent  de  la  même  ma- 
nière, et  l'on  retombe  dans  le  cas  du  numéro  précédent. 

1337.  Le  cas  du  n«  1556  se  réalise  dans  les  grues  fréquemment  em- 
ployées, il  y  a  quelques  années,  pour  élever  les  pierres  dans  les  bâti- 
ments en  construction. 
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Le  grand  arbre  AH  tourne  sur  ua  pivot  B,  el  il 
est  maintenu  dans  une  position  verticale  par  4» 
4)ordes  ûxée»  au  paiiit  A«t  à  des  objcls  fixes  du  sol 
ou  des  bâtiments  voisins. 

Pour  établir  convenablement  cette  machine,  on 
remplace  le  poids  R  par  une  force  horizontale  R' 

B  appliquée  en  A  (1556);  on  prend  les  composantes 

horizontales  des  iensions  P,  Q«  S,  T  que  peuvent 
supporter  en  toute  sécurité  les  cordes  qui  fixent  AB^ 
et  la  force  R',  dans  toutes  les  positions  qu'elle  peut 
prendre  autour  de  A,  quand  on  fait  tourner  la  grue, 
doit  être  moindre  que  la  résultante  de  celles  des 
composantes  Psina,  Qsîn6...  qui  s'opposent  à  son  action  (ces  compo- 
santes agissant  tout  autour  du  point  i^  il  n'y  en  %  qu'un  certain  noni- 
iiFe  d'entre  elles  qui  s'opposeiut  à  la  îoree  R'}.  S'il  y  a  ibKHS  4Mi  quatre 
oordes,  ce  qui  arrive  ordinairement,  il  y  «  des  positions  où  la  com^^ 
■ante  d'une  seule  conte  s'oppose  à  R'  ;  pour  .une  telle  posiAion,  on  o«  es 
considérant  la  corde  de  tension  P, 


P  sîn  a  =ft'  ; 


d'où  Ton  conclut  P  = 


R' 


-: — ,  vaieur  qui  ne  doit  pas  dépasser  la  tensÂcin 


Kg.  4-«. 


que  la  corde  peut  supporter  en  toute  sécurité.  Cda  suppose  nulles  les 
tensions  des  cordes  quand  la  pierre  n'est  pas  suspendue  à  la  grue. 
1tt$8.  ISysthnc  de  forces  appliquées  en  un  point  ussvjelti  à  se  mour- 
voir  svT  vn  plan.  On  décompose  chacune  des 
forces  du  système  en  deux.  Tune  normaSe  tra 
plan  et  l'autre  située  dans  le  plan.  Les  com- 
posantes normales  sont  détruites  par  le  plan, 
et  pour  qu'îl  y  ait  équilibre  il  suffit  que  toutes 
les  composantes  situées  dans  le  plan  du  mott-* 
vement  se  fassent  équilibre.  Les  conditions 
sont  alors  ramenées  à  celles  d'un  système  de 
forces  situées  dans  un  même  plan  fl5d4}. 
lt(S9.  Bysfhne  de  forces  appliquées  en  un  point  assujetti  à  se  mouvoir 
sor  une  droite.  Supposons  im  plan  incliné  et  un  corps  A  reposant  sur  ce 
plan;  îl  est  érîdentque  îe  corps  n'étant  sollicité  par  aucmie  force  autre 
que  son  poids  P  (44iî),  il  glissera  en  suivant  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  (744).  Décomposant  la  force  P  en  deux  autres,  Tirne 
p'  =  AC  =  P  cos  a,  perpendiculaire  k  la  ligne  de  plus  grande  pente,  et 
qui  sera  détruite  par  la  fixité  de  cette  ligne;  l'autre  p  =  AD  î=i  P  sin  «, 
qui  sera  parallèle  à  ia  ligne  suivie  par  le  corps,  et  qui  ne  sera  détruite 
qu'en  appliquant  au  point  A  une  force  égale  et  «contraire  a  p.  Il  refi(te 
donc  k  déterminer  le  rapport  de  P  a  p. 

Le  triangle  AM)  étant  semblable  k  celui  formé  par  le  plan  indîné, 
on  a 

-=j,     dou    p  =  P-^. 
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Ainsi  la  puissance  P  est  à  la  résistance  p  comme  la  longueur  1  du  pian 
incliné  est  à  sa  hauteur  h. 

Les  mêmes  triangles  semblables  donnent  encore,  6  étant  la  base  du 
plan, 

-?  =  ^   et    P=^ 
p'      b  p'      b' 

Il  est  h  remarquer  que  Tangle  PAG  est  égal  à  Tangle  «  que  fait  le  plan 
incliné  avec  Thorizon. 


CENTRES  DE  GRAVITÉ. 

ilS60.  Le  centre  de  gravité  d'un  corps  ou  d^un  système  de  corps  est  k 
centre  des  forces  parallèles  dues  à  Faction  de  la  pesanteur  sur  les  mo- 
lécules du  corps  ou  du  système  de  corps,  c'est-à-dire  le  point  par  lequel 
passent  toutes  les  directions  du  poids  de  ce  corps  ou  de  ce  système 
(4441,  1442,  4530}. 

1561.  Gomme  on  peut  remplacer  les  actions  de  la  pesanteur  sur  les 
diverses  molécules  d'un  corps  solide  par  leur  résultante,  qui  produit 
absolument  le  même  effet,  on  peut  considérer  le  centre  de  gravité  du 
corps  comme  un  point  auquel  est  appliquée  une  force  égale  et  parallèle 
au  poids;  d'où  il  résulte  que  si,  dans  les  cas  d'équilibre  des  forces  que 
nous  avons  examinés,  ou  dans  tout  autre  problème  de  mécanique,  on 
veut  tenir  compte  de  la  pesanteur,  il  suffit  de  considérer  chaque  corps 
comme  étant  sollicité  par  une  force  égale  et  parallèle  à  son  poids  et 
appliquée  à  son  centre  de  gravité,  et  de  combiner  ces  forces  avec  les 
autres  qui  sollicitent  le  système. 

1562.  Les  actions  de  la  pesanteur  sur  les  molécules  d'un  corps  solide 
pouvant  être  remplacées  par  le  poids  du  corps  appliqué  à  son  centre  de 
gravité,  on  en  tire  différentes  conséquences  : 

4*  Un  corps  solide  est  en  équilibre  dans  toutes  les  positions  qu^on  lui 
donne  autour  de  son  centre  de  gravité,  quand  on  rend  ce  centre  fixe. 

2^  En  suspendant  un  corps  solide  par  un  fil,  quand  il  y  a  équilibre, 
la  direction  du  fil  passe  par  le  centre  de  gravité  ;  car  la  tension  du  fil, 
qui  agit  évidemment  dans  la  direction  de  celui-ci,  ne  peut  détruire  le 
poids  du  corps  qu'autant  qu'elle  lui  est  égale  et  directement  opposée, 
et  que  par  conséquent  elle  passe  par  le  centre  de  gravité. 

Suspendant  successivement  un  corps  solide  par  deux  de  ses  points, 
la  rencontre  des  deux  directions  du  fil  à  travers  le  corps  donne  le  cen- 
tre de  gravité  ;  d'où  il  résulte  un  moyen  mécanique  pour  déterminer  le 
centre  de  gravité  d'un  corps, 

3*  Connaissant  les  centres  de  gravité  de  plusieurs  corps^  pour  déter^ 
miner  le  centre  de  gravité  de  leur  ensemble,  on  pourra  employer  le  mode 
suivi  pour  la  composition  des  forces  parallèles  (4524),  en  prenant  ici 
pour  forces  les  poids  des  divers  corps,  ou  bien  les  masses,  qui  sont  pro- 
portionnelles au  poids  (4460).  Ainsi  le  centre  de  gravité  de  deux  corps 
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dont  les  poids  sont  P  et  p  et  les  masses  —  =  M  et  -  =  m  »  se  trouve  sur 

la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des  deux  corps,  à  des  distances 
de  chacun  d'eux  qui  sont  réciproquement  proportionnelles  aux  poids  ou 
aux  masses  (1516). 

On  peut  aussi  fixer  la  position  du  centre  de  gravité  d'un  système  de 
corps  en  faisant  usage  des  moments  de  position  (1534),  comme  on  a  fixé 
le  centre  des  forces  parallèles  par  rapport  a  3  plans,  a  2  axes  ou  a  1  point, 
selon  que  les  centres  de  gravité  partiels  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan,  ou  sont  dans  un  même  plan  ou  sur  une  droite.  Les  équations 
qu'on  obtient  dans  ces  divers  cas  sont  identiques  à  celles  du  n'  1534; 
seulement  les  forces  sont  remplacées  par  les  poids  ou  par  les  masses 
des  corps. 

io65.  D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  position  du  centre  de 
gravité  d'un  corps,  par  rapport  à  la  surface  de  ce  corps,  dépend  de  la 
manière  dont  toutes  les  molécules  sont  disposées  les  unes  k  l'égard  des 
autres  dans  toute  l'étendue  du  corps.  Elle  dépend  donc  :  l"de  la  forme 
du  corps;  2'  de  la  répartition  des  molécules  dans  toutes  ses  parties, 
c'est-a-dire  de  la  densité  relative  de  ces  diverses  parties. 

Dans  la  détermination  du  centre  de  gravité,  il  faut  avoir  égard  à  ces 
deux  considérations;  mais  si  le  corps  est  homogène,  c'est-à-dire  égale- 
ment dense  dans  toutes  ses  parties,  on  n'a  plus  à  avoir  égard  qu'à  la 
première,  et  alors  la  détermination  du  centre  de  gravité  revient  à  la 
résolution  d'un  simple  problème  de  géométrie. 

1S64.  Dans  la  pratique,  les  corps  dont  on  a  à  déterminer  le  centre  de 
gravité  ont  ordinairement  des  formes  bien  définies  et  étudiées  en  géo- 
métrie; de  plus  ces  corps  sont  homogènes,  ou  du  moins  on  peut  les 
supposer  tels  (aucun  corps  de  la  nature  n'est  parfaitement  homogène). 
Nous  nous  occuperons  d'abord  des  corps  de  formes  géométriques,  et  obser- 
vons que  les  corps  étant  homogènes,  on  peut,  dans  la  détermination  des 
centres  de  gravité,  remplacer  les  poids  ou  les  masses  par  les  volumes, 
qui  leur  sont  proportionnels  ;  ce  qui  ramène  le  problème  à  trouver  le 
centre  de  gravité  des  volumes.  Si  les  corps  n'ont  que  l'épaisseur  d'une 
molécule,  les  poids,  les  masses  et  les  volumes  sont  proportionnels  aux 
surfaces  matérielles  formées  par  les  corps,  et  le  problème  est  ramené  à 
trouver  le  centre  de  gravité  des  surfaces.  On  est  de  même  amené  à  trouver 
le  centre  de  gravité  des  lignes^  quand  la  largeur  et  l'épaisseur  des  corps 
sont  partout  celles  d'une  molécule.  (Voir  8*  partie.) 

CENTRES  DE  GRAVITÉ  DES   FIGURES. 

18615.  On  nonmie  centre  défigure^  tout  point  qui  est  tel  qu'un  plan 
quelconque  qui  le  contient  coupe  la  figure  en  deux  parties  égales.  Ce 
point  est  le  centre  de  gravité  de  la  figure;  car,  considérant  l'un  quel- 
conque des  plans  sécants,  les  moments  des  deux  parties  du  corps  par 
rapport  à  ce  plan  sont  égaux  comme  composés  des  mômes  moments 
élémentaires,  et  comme  ces  deux  moments  sont  de  signes  contraires, 
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leur  somme»  c'est-à-dire  le  moment  total  de  la  figure,  est  égal, à  léro,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  le  centre  de  gravité  est  sur  le  plan 
(1534);  comme  il  doit  de  même  se  trouver  sur  tout  autre  plan  «écut, 
il  est  rintersection  de  tous  ces  plans,  c'est-tà-^dire  le  centre  de  figiure. 

11  en  résulte  que  le  centre  de  gravité  : 

1*  D'une  ligne  droite  est  le  milieu  de  cette  droite; 

2*  Du  périmètre  ou  de  la  surface  d'un  parallélogranmie  est  le  point 
d'intersection  des  deux  diagonales  (624)  ; 

3'  Du  périmètre  ou  de  la  surface  d'un  polygone  régulier  est  son  cen- 
tre (714); 

4*  De  la  circonférence  ou  du  cercle  est  le  oentre  ; 

5*  De  l'ellipse  ou  de  sa  surface  est  son  centre  (1183,  1164); 

6'  De  deux  arcs  d'hyperbole  symétriques  par  rapport  au  centre  <le 
l'hyperbole  est  ce  centre  (1219); 

7*  Des  arêtes,  ou  de  la  surface,  ou  du  volume  d'un  parallélipipède  est 
le  point  de  rencontre  des  diagonales  (810); 

8*  De  la  surface  ou  du  volume  d'un  polyèdre  régulier  est  le  centre  (946); 

9"  De  la  surface  ou  du  volume  de  la  sphère  est  le  centre; 

10*  De  la  surface  latérale,  ou  de  la  surface  totale,  ou  du  volume  d'un 
cylindre  droit  k  base  circulaire  (834),  est  le  milieu  de  Taxe  du  cylindre; 

ir  De  la  surface  ou  du  volume  de  l'ellipsoïde  de  révolution  est  le 
centre  (1208). 

1 866.  Trouver  le  centre  de  graméé  de  éevx  droites.  On  joint  les  centres 
de  gravité,  c'est-à-dire  les  milieux,  des  deux  droites;  puis  on  divise  la 
droite  qui  en  résulte  en  parties  réciproquement  proportionnelles  aux 
poids  des  droites  ou  à  leurs  longueurs.  Cela  revient  à  trouver  le  centre 
de  gravité  de  l'ensemble  de  deux  corps  dont  les  poids  sont  propor- 
tionnels aux  longueurs  des  deux  droites,  et  dont  les  centres  de  gravité 
sont  ceux  des  droites  (1562). 

Pour  trois  ou  'pour  vn  nombre  quelcottqwe  de  droites^  ou  pour  le  con- 
tour d'un  polygone,  on  détermine  de  même  le  centre  de  gravité,  en  con- 
sidérant chaque  droite  ou  côté  comme  étant  un  poids  proportionnel  à  sa 
ongueur  et  appliqué  en  son  milieu,  et  en  opérant  comme  pour  la  com- 
position des  forces  parallèles  (1524). 

Pour  déterminer  le  centre  de  gravité  de  plusieurs  surfaces  on  opèrt- 
rail  absolume?it  de  la  même  manière,  seulement  les  poids  qu'on  suppo- 
serait appliqués  aux  centres  de  gravité  des  surfaces  seraient  proper- 
tionnels  à  ces  surfaces. 

Pour  plusieurs  volumes,  on  prend  pour  poids  ces  volumes  ou  des 
quantités  qui  leur  soient  proportionnelles,  et  Ton  opère  encore  comme 
pour  la  composition  des  forces  parallèles. 

Dans  ces  divers  cas,  on  peut  aussi  déterminer  k  position  du  centre 
de  gravité  de  l'ensemble  des  figures  à  l'aide  des  moments  de  chaque 
ligne,  ou  de  chaque  surface,  ou  de  chaque  volume  (1562). 

1)^67.  Le  centre  de  gravUédu  périmètre  d'wn  triangle  ABC  est  le  centre 
0  du  cercle  inscrit  au  triangle  DËF  dont  hs  soinniets  sont  les  milieux 
des  côtés  du  triaaigle  proposé, 
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En  eftet,  le  centre  de  gravité  de  Fensemble  des 
côtés  ÀB,  AC  est  le  point  H,  tel  qu^on  a  (1566) 

DH  :  HE  =  AC  :  AB  =  EC:  DB. 

Ayant    EC  =  DF    et    DB  =  EF,    comme   parallèles 
comprises  entre  parallèles,  on  a 

DH:HE=:DF:EF. 


Menant  FH,  le  centre  de  gravité  cherché  est  sur  cette  ligne;  et,  dans 
le  triangle  FDE,  la  droite  FH  divisant  la  base  DE  en  deux  segments 
proportionnels  aux  côtés  adjacents,  cette  droite  est  la  bissectrice  de 
Fangle  DFE  (674).  Par  la  même  raison,  le  centre  de  gravité  étant  sur 
la  bissectrice  E!  de  l'angle  DEF,  le  point  de  rencontre  G  des  deux  bis- 
sectrices est  le  centre  de  gravité  cherché,  qui  est  donc  bien  le  centre  du 
cercle  inscrit  au  triangle  DEF  (657). 
1^68.  Le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle  AB  est  situé  sur  le  rayon 

OC  perpendiculaire  à  la  corde  AB,  a  une  distance  OG 

du  centre^  telle  qu'on  a 

00  :  OC  =  AB  :  arc  ACB, 

ou,  en  représentant  OG  par  «,  le  rayon  OC  par  r,  la 
corde  AB  par  c,  et  la  longueur  de  Tac  ACB  par  a, 


Pig.  481. 


a;  :  r  =  C  :  a,    d'où 


c 
x  =  r  -. 
a 


D'abord  le  centre  de  gravité  de  cet  arc  se  trouve 
dans  le  plan  de  cet  arc,  ce  qui  a  lieu  pour  une  courbe  plane  quelconque, 
puisque  par  rapport  à  ce  plan  le  moment  de  chaque  élément  de  la 
courbe  est  nul,  et  par  suite  aussi  leur  somme,  c'est-à-dire  le  moment 
de  la  courbe  totale.  Le  centre  de  gravité  se  trouve  de  plus  sur  OC,  qui 
divise  ACB  en  deux  parties  égales  symétriques.  Il  suffit  donc  de  déter- 
miner la  distance  OG.  Menons  un  axe  OX  perpendiculaire  à  OC.  Le 
moment  a  x  x  de  l'arc  total  par  rapport  à  cet  axe  est  égal  à  la  somme 
des  moments  de  tous  ses  éléments.  Considérant  l'élément  MM'  assez 
petit  pour  qu'on  puisse  le  considérer  comme  se  confondant  avec  sa 
corde,  son  moment  est  MM'  x  ID,  le  point  !  étant  le  milieu  de  MM'; 
mais  menant  MN  parallèle  à  OX  et  M'N  à  OC,  et  joignant  01,  les  deux 
triangles  MM'N  et  ODI  sont  semblables  comme  ayant  les  côtés  perpen- 
diculaires (670),  et  ils  donnent 

MM'  :  Mx\  =  01  :  ID, 

d'où,  en  remarquant  que  MN  =  PP', 

MM'  X  ID  =  PP'  X  r. 
Ainsi  le  moment  de  MM'  est  égal  au  rayon  multiplié  par  la  projection 
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de  MM'  sur  la  corde.  Tous  les  autres  éléments  ont  pour  moment  une 
expression  semblable,  et  leur  ensemble,  ou  Tare  total,  a  pour  niomenl 
le  rayon  multiplié  par  la  somme  des  projections  des  divers  éléments 
sur  la  corde,  c'est-à-dire  le  produit  du  rayon  par  la  corde;  on  a  donc 

axx^c>:.r; 

d'où 

c 
X  irr=.c\a.    et    x  =  r-. 
a 

f  S69.  Le  centre  de  gravité  de  la  surface  d*un  triangle  ABC  se  troure 
sur  la  droite  AD  qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la  base,  à  une  distance 

GD  =  -z  AJb  de  la  base  ou  à  une  distance  GA  =  -  AD  du  sommet. 

Supposons  que  AD  soit  divisé  en  parties  infini- 
ment petites,  et  que  par  tous  les  points  de  division 
on  a  mené  des  parallèles  à  BG  ;  la  surface  du  triangle 
sera  alors  divisée  en  une  infinité  de  tranches,  les- 
quelles, étant  divisées  chacune  en  deux  parties  égales 
par  AD,  ont  toutes  leur  centre  de  gravité  sur  cettr 
droite;  d'où  il  résulte  que  leur  ensemble,  c'est-à- 
^ire  le  triangle,  a  son  centre  de  gravité  sur  AD.  On 
prouverait  de  même  que  le  centre  de  gravité  est  sur 
BE,  qui  joint  le  sommet  B  au  milieu  du  côté  opposé  AG;  il  est  par  con- 
séquent le  point  de  rencontre  G  des  deux  droites  AD,  BE.  La  droite 
joignant  le  troisième  sommet  G  au  milieu  du  côté  opposé  AB  passerait 
aussi  par  le  point  G  (659). 

Menant  DE,  cette  droite  divisant  GA  et  GB  en  deux  parties  égales, 
elle  est  parallèle  à  AB,  et  en  est  la  moitié  ;  de  plus,  les  deux  triangles 
semblables  GDE  et  GAB  donnent  (670) 

GD:GA=DE:AB; 

1  1 

mais  DE=  -  AB,  donc  GD  =  -  GA,  el,  par  suite, 

GD=^AD     et    GA  =  |aD. 

Remarque.  Menant  par  le  centre  de  gravité  G  une  parallèle  à  la  base 
BG,  elle  rencontrerait  la  hauteur  du  triangle  au  -  à  partir  de  la  base 
(663);  aijui  la  distance  du  centre  de  gj^avité  d'un  triangle  à  la  base  est 
égale  au  -  de  la  hautc-ur. 
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1870.  Centre  de  gravité  d'un  trapèze  ABCD.  D'après  les  raisons  déjà 
Fig.  483.  données  pour  le  triangle  (1569),  le  centre  de  gra- 

vité se  trouve  sur  la  droite  EF  qui  joint  les  mi- 
lieux des  deux  bases,  g  et  g'  étant  les  centres  de 
gravité  des  deux  triangles  BCD,  BAD,  le  centre 
de  gravité  de  leur  ensemble,  c'est-à-dire  du  tra- 
pèze, est  aussi  sur  gg\  et  il  est  par  conséquent  le 
point  de  rencontre  G  de  EF  avec  gg', 
La  position  du  centre  de  gravité  G  sur  EF  est 
aussi  déterminée  quand  on  connaît  sa  distance  GI  à  la  base  BC;  car 
une  parallèle  à  BC,  menée  à  une  distance  GI  de  cette  droite,  rencontre 
EF  en  G. 

A  Taide  du  théorème  des  moments,  nous  allons  déterminer  la  dis- 
tance GI  en  fonction  des  bases  et  de  la  hauteur  du  trapèze.  Dans  la 
pratique,  pour  trouver  les  distances  moyennes  de  transport  des  ter- 
rassements, on  a  souvent  à  déterminer  GI  de  cette  manière. 

Désignons  la  base  BC  par  6,  celle  AD  par  6',  et  la  hauteur  HI  du  tra- 
pèze et  des  deux  triangles  BCD  et  BAD  qui  le  composent  par  h.  g  et  g* 

étant  les  centres  de  gravité  de  ces  triangles,  la  perpendiculaire  gi=  -  A, 

et  celle  5rV=  1^(1569). 

Le  moment  du  trapèze  par  rapport  à  BC  est  égal  à  la  somme  des 
moments  des  deux  triangles;  on  a  donc  (69SI,  697) 

^  (6  +  6')  X  GI  =  ^  X  6  X  5fi  +  I  X  6'  X  g'i\ 

^  se  détruit,  et  il  vient 

(6  +  6')  X  GI  =  I  /i6  +  I  hb'=.  i  h[b  +  26'), 

doù  GI=gA-j^-p^. 

m 

En  opérant  par  rapport  à  la  base  b',  on  aurait  trouvé 

valeur  qu'on  obtient  directement  en  retranchant  de  h  la  valeur  trouvée 
pour  GI. 
Remarque,  Désignant  EF  par  /,  on  a 

GF:GI  =  ^-A; 

d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  GI  par  sa  valeur  et  en  remarquant  que  h 
86  détruit, 
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Par  la  même  raison,  cm  a  GE  =  ^  /   .      , ,  . 

Fig.  484. 


Des  valeurs  précédentes 
de  GF  et  GË  on  conclut, 
en  simplifiant, 

GF:GE  =  (6+«6'):(fr-+26) 

ou,  en  divisant  par  2  les 
termes  du  second  rapport. 


cf:c.  =  (5^.6-):(ï  +  .). 


D'où  Ton  conclut  encore  un  moyen  géométrique  très-simple  pofur 
déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  G  sur  la  droite  EF.  On 
prend  AT  =  BC  et  CS  =  AD,  et  menant  ST,  cette  droite  rencontre  EF 
au  centre  de  gravité  G.  En  effet,  les  deux  triangles  semblables  GFS  et 
GET  donnent  bien 

GF  :  GE  =  FS  :  ET 
ou 


cf:«e  =  (Ç +.■):(!  +  .). 


1871.  Centre  de  gravité  cTun  quadrilatère  quelcojique  ABCD. 

Menons  la  diagonale  BD,  dont  le  milieu  est 

1  1 

le  point  E;  prenons  E^r  =  -  AE  et  Eg'  =  -r  CE, 

g  et  g'  sont  les  centres  de  gravité  des  triangles 
ABD  et  BCD  (1569).  Le  quadrilatère,  qui  s« 
compose  de  ces  deux  triangles,  a  son  centre 
de  gravité  sur  la  droite  gg\  Pour  Tobtenir,  il 
suffit  de  mener  AC,  de  prendre  AH  =  CF  ou 
CH  =  AF,  et  de  tracer  EH;  ]e  point  G,  où  cette 
dernière  droite  rencontre  gg'^  es^  le  centre  de 
gravite  cherché. 
La  droite  gg'  étant  parallèle  à  AC  (669),  on  a  (664) 

gG  :  g'G  =  AH  :  CH  =  GF  :  AF. 

Les  triangles  rectangles  semblables  AFK  et  GIF  donnent 

CF:AF  =  CI:AK. 

Les  triangles  ABD  et  BCD  ayant  môme  base  BD,  ils  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  (693)  ;  donc 

CI:AK  =  BCD:ABD. 

Toutes  ces  proportions  étant  liées  entre  elles  par  un  rapport  commun, 
on  a 


gG  :  g'G  =  BCD  :  ABD. 
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Ce  qui  fait  voir  que  gg'  est  divisé  au  point  G  en  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  triangles  ABD  et  BCD,  et  que  par  conséquent 
ce  point  est  bien  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

11>72.  Pour  déterminer  le  centre  de  gravité  d^un  polygone  quelconque^ 
on  le  décompose  en  quadrilatères,  ou  mieux  en  triangles,  dont  on  dé- 
termine les  centres  de  gravité  ;  on  cherche  ensuite  le  centre  de  gravité 
de  Tensemble  de  toutes  ces  figures,  c'est-à-dire  celui  du  polygone  pro- 
posé, d'après,  la  règle  générale  pour  composer  des  forces  parallèles,  ou 
en  employant  les  moments  (1566). 
1373.  Centre  de  gravité  d'un  secteur  circulaire  OAB.  Considérant  le 
secteur  comme  étant  composé  d'une  infinité  de 
Fig.  486.  triangles  isocèles  ayant  pour  sommet  commun  le 

centre  0,  et  pour  bases  les  différents  éléments  de 
Tare  AB,  les  centres  de  gravité  de  tous  ces  triangles 
-j^o       seront  uniformément  répartis  sur  l'arc  a6,  dont  le 

rayon  Oc=  -  OC  (1569),  et  le  centre  de  gravité  de 

cet  arc  sera  celui  du  secteur. 
Or  G  étant  ce  centre  de  gravité,  on  a  (t56&} 

^^     ^        corde  ah 
arcac6 

Comme  Oc  =  5  OC,  corde  a6  =  -  corde  AB,  et  arc  ach=  -  arc  ACB,  dé- 

Signant,  comme  au  n"*  1568,  corde  AB  par  c,  arc  ACB  par  a  et  OC  par  r, 
il  vient 

2 
r.r      2     3^       2    c 

^^=3^2-=r5- 

3" 

1CT4.  Centre  de  gravité  d'un  segment  circulaire  ABC  {Ji'g.  4'86). 

Ce  centre  de  gravité  se  trouve  sur  OC  (1565).  Soient  S  la  surface  dtr 
secteur  OACB,  T  celle  du  triangle  OAB  et  par  suite  S  -r-  T  celle  du  seg^- 
ment.  Soient,  de  plus,  D,  d  et  x  les  distances  respectives  du  point  O 
aux  centres  de  gravité  du  secteur,  du  triangle  et  du  segment  (1569, 
f573).  Le  moment  du  segment  par  rapport  au  point  0  est  égal  à  la  dif- 
férence des  moments  du  secteur  et  du  triangle  par  rapport  au  même 
point;  donc 

(S-T)i  =  SxD-Txd,    d'où    x=?^^|^-î^. 

Désignant  par  a  la  longueur  de  l'arc  ACB,  par  c  celle  de  la  corde  AB., 
par  h  la  hauteur  OD  du  triangle  OAB,  et  par  r  le  rayon  OA,  on  a 

D=|r^,  d=|A,  S  =  |ar,  T  = -*- Ac,  S^T=  i(ar- Ac), 
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et,  par  suite, 

2^^><r5-~l^><l^ 

_  2  c{r*  -  A«) 

\{ar^kc) 

3   ar—kc 

où,  en  remarquant  que  r*— A'=:  j, 


1  = 


6{ar— /*c)' 


iH7S.  Le^ centre  de  gravité  dune  zone  sphérique  comprise  entre  les 
deux  plans  parallèles  AB,  CD  est  situé  sur  le  rayon  OF  perpendiculaire 
aux  plans  AB,  CD,  au  point  G  milieu  de  la  distance  FH  de  ces  plans, 

La  surface  d'une  zone  étant  proportionnelle  k  sa  hau- 
teur (935),  en  considérant  la  zone  proposée  comme  dé- 
composée en  zones  élémentaires  par  des  plans  équî- 
distants  parallèles  à  AB,  les  centres  de  gravité  4^  toutes 
ces  zones  de  même  surface  seront  répartis  uniformé- 
ment sur  toute  la  longueur  de  FH,  et  le  centre  de  gra- 
vité de  leur  ensemble,  c'est-k-dire  de  la  zone  proposée, 
sera  bien  situé  au  milieu  de  cette  droite. 

La  zone  pourrait  n'avoir  qu'une  base;  et  si  la 
deuxième  base  devenait  tangente  k  la  sphère,  la  zone 
serait  la  surface  de  la  sphère,  dont  le  centre  de  gra- 
vité serait  bien  au  centre  (1565). 
ii576.  Le  centre  de  gravité  dun  prisme  est  au  milieu  de  la  droite  qui 
joint  le  centre  de  gravité  des  deitx  bases  (8021).  En  effet,  décomposant 
le  prisme  en  tranches  infiniment  minces  par  des  plans  équidistants 
parallèles  aux  bases  du  prisme,  les  centres  de  gravité  de  ces  tranches 
égales  se  répartiront  uniformément  sur  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  gravité  des  deux  bases  du  prisme,  et  le  centre  de  gravité  de  leur 
ensemble,  c'est-k-dire  du  prisme,  se  trouvera  bien  au  milieu  de  cette 
droite. 

Remarque  4.  Le  centre  de  gravité  du  prisme  est  le  centre  de  gravité 
de  la  section  faite  k  égale  distance  des  bases  par  un  plan  parallèle  k  ces 
bases. 

Remarque  2.  Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  le  prisme  est  applicable  k 
un  cylindre  quelconque  (840, 1565). 

ii577.  Le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  triangulaire  SABC  se 
trov:ce  sur  la  droite  SD  qui  joint  le  sommet  S  de  la  pyramide  au  centre 

de  gravité  D  de  la  base^  et  au  point  G,  tel  que  Von  a  GD=  v  SD  ou 
GS  =  j  SD. 
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E  étant  le  milieu  de  AB,  en  prenant  ED  =  ^  EC, 

le  point  D  est  le  centre  de  gravité  de  la  base  (1569). 
Menant  SE  et  SD,  si  Ton  coupe  la  pyramide  par 
un  plan  quelconque  parallèle  k  la  base,  le  milieu 
de  la  base  de  la  section  qui  en  résultera  se  trou- 
vera sur  SE,  et  le  centre  de  gravité  de  cette  sec- 
tion sera  sur  SD.  Gela  établi,  considérant  la  py- 
ramide comme  composée  de  tranches  infiniment 
petites,  toutes  comprises  entre  des  plans  paral- 
lèles à  la  base  ABC,  chacune  de  ces  tranches 
aura  son  centre  de  gravité  sur  SD;  par  suite,  leur  ensemble,  c'est-à- 
dire  la  pyramide,  aura  le  sien  sur  cette  môme  droite. 

De  même,  considérant  le  point  G  comme  étant  le  sommet  de  la  pyra- 
mide, prenant  EF  =  ^  ES,  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  se  trou- 

vera  sur  CF;  il  sera  donc  le  point  de  rencontre  G  des  deux  droites 
SD,  GF. 

Menant  DF,  cette  droite  divisant  ES  et  EG  en  parties  proportion- 
nelles, elle  est  parallèle  à  SG,  et  les  deux  triangles  semblables  EDF  et 
EGS  donnent 

ED:EG  =  DF:GS, 

d'où  l'on  conclut,  ED  étant  le  i  de  EG,  DF  =  i  GS. 
Les  deux  autres  triangles  semblables  GDF  et  GGS  donnent 
GD:GS  =  DF:GS; 

d*où,  DF  étant  le  -  de  GS,  on  conclut  bien 

ô 

GD  =  l  GS,     c'est-à-dire    GD  =  j  SD. 

Eemarque,  Menant  la  hauteur  SH  de  la  pyramide  et  la  perpendicu- 
laire GI  à  la  base,  on  a  Gl  =  r  SH.  AirisU  la  distance  du  centre  de  gra- 

4 

vite  à  la  base  est  égale  au  quart  de  la  hauteur  de  la  pyramide. 

i2$78.  Gonsidérant  une  pyramide  quelconque  comme  composée  de 
pyramides  triangulaires  ayant  même  sommet,  et  pour  bases  les  divers 
triangles  qui  composent  la  base  de  la  pyramide  proposée,  toutes  ces 
pyramides  partielles  ont  leurs  centres  de  gravité  situés  sur  un  même 
plan  parallèle  à  la  base,  et  distant  de  cette  base  d'une  quantité  égale 
au  4/4  de  la  hauteur  de  la  pyramide;  par  conséquent  leur  ensemble, 
c'est-à-dire  la  pyramide  proposée,  a  son  centre  de  gravité  situé  sur  le 
même  plan  ;  et  comme,  d'après  des  considérations  analogues  à  celles 
posées  pour  la  pyramide  triangulaire,  le  centre  de  gravité  se  trouve 
aussi  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base, 


Digitized  by  VjOOQIC 


(M  SBPTIÈME  PARTIE.  —  MÉCANIQUE. 

on  peut  donc  dire  que  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  quelconque 
se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la 
base^  au  quart  de  cette  ligne  à  partir  de  la  base. 

1379.  Considérant  an  cône  comme  étant  une  pyramide  dont  la  base 
esl  un  polygone  d'une  infinité  de  côté»,  ce  qui  vient  d'être  dit  pour  la 
pyramide  s'appKque  également  au  cône  (846). 

iSdÔ.  Remarque,  Deux  corps  égaux,  dont  les  centres  de  gravité  sont 
les  sommets  A  et  U  {Jig.  489),  ont  paur  centre  de  gravité  le  point  E 
(9^,  15651);  sî  un  troisième  corps,  égal  à  chacun  des  premiers,  a  le  som- 
met C  pour  centre  de  gravité,  le  centre  de  gravité  de  Tensemble  des 
trois  corps  est  le  point  D;  S  étant  le  centre  de  gravité  d'un  quatrième 
corps  égal,  le  centre  de  gravité  de  Tensemble  est  le  point  fi.  D'où  l'on 
conclut  : 

V  Que  deux  corps  égaux  ont  le  mêm^  centre  de  gravité  que  la  droUe 
qui  joint  leurs  centres  de  gravité  ; 

2*  Que  trois  corps  égaux  ont  pour  centre  de  gravité  celui  du  triangle 
qui  a  pour  sommets  les  centres  de  gravité  des  trois  corps; 

3*  Que  le  centre  de  gravité  de  quatre  corps  égaux  est  celui  de  la  pf^ 
ramide  dont  les  sommets  sont  les  centres  de  gravité  des  corps. 

1581.  Centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  à  basses  pond" 
lèles  (9H).  Ce'centre  de  gravité  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  gravité  des  deux  bases  du  tronc,  droite  qui  passe  par  le  som- 
met commun  des  deux  pyramides;  il  s'agit  d'avoir  sa  distance  a:  à  ce 
sommet  commun.  Par  rapport  à  ce  sommet,  le  moment  du  tronc  T  est 
égal  au  moment  de  la  pyramide  totale  P,  moins  celui  de  la  pyramide 
retranchée  p.  D  et  d  étant  les  distances  des  centres  de  gravité  des  py- 
ramides à  leur  sommet  commun,  on  a  donc 

Txa;  =  PxD-i)xd,     d'où    g=^^'^~P^^. 

Le  centre  de  gravité  Sun  tronc  de  c6ne  à  bases  parallèles  se  trouverait 
à  Vaide  de  la  même  expression. 

Ittfti.  Centre  de  gravité  d'un  secteur  sphérique  OABCD,  engendré  par 
le  secteur  circulaire  OAC  qiù  fait  une  révolution  au- 
tour du  rayon  extérieur  OE. 

Considérant  ce  secteur  comme  composé  de  pyra- 
mides infiniment  petites  ayant  pour  sommet  com- 
mun le  centre  0  et  pour  bases  les  divers  éléments  de 
la  zone  ABCD,  base  du  secteur,  les  centres  de  gra- 
vité de  ces  pyramides  élémentaires  seront  répartis 
uniformément    sur  la   zone    abcd^   doot  le   rayon 

3 
Oa  =  ^  0\  (1577).  Le  centre  de  gravité  cherché  est 

donc  celui  de  cette  zone,  et  il  est  par  conséquent  le 
point  G,  milieu  de  if  (1575). 
Ayant    G/  =  Gi,    on  a   20G  =  20/  +  fi  =  0/  +  Oi,    c'est-à-dire 
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OG  =  j  (0/  +  0») ,  ou,  en  remarquant  que  0/=  |  OF  et  Oi  =  |  OJ, 
OG  =  |(OF+OI). 

o 

Sî  le  secteur  sphériqne  était  engendré  par  le  secteur  circulairo  OAE 
tournant  autour  de  OE,  Texpresslon  de  OG  serait  encore  laraème,  seu* 
lement  01  serait  remplacé  par  le  rayon  OE. 
1585.  Détermination  du  centre  de  gravité  d'une  surface  plane  quel- 
conque. 
^*  *^^*  On  décompose  la  surface  en  un  nombre  pair  n 

de  bandes,  par  des  droites  parallèles  équidistantes 
dont  les  extrêmes  sont  tangentes  k  la  surface.  Le 
moment  de  chaque  bande  par  rapport  à  la  pre- 
mière parallèle  est  égal  au  produit  de  sa  surface 
par  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  cette 
parallèle.  Soient  a^^a^y  a^„,any  les  longueurs 
des  parallèles,  et  ^o*  ^i*  Vf-Vn  leurs  distances 
/  respectives  à  la  première  parallèle  Ox  ;  les  mo- 

'  ments  des  parallèles  par  rapport  à  Ox  sont  res- 

pectivement aoX^ot  ûiX^i»  fljXyj-ttnXy», 
et  si  Ton  considère  ces  moments  comme  étant  les  ordonnées  Y^,  V,, 
Yj...Ynd*une  courbe  dont  les  abscisses  sont  les  distancées  y^,  y^,  y,... 
des  diverses  parallèles  à  la  première  Ox,  Faire  de  cette  courbe  repré- 
sentera le  moment  delà  surface  donnée  par  rapport  à  Ox,  Ainsi,  II étant 
la  hauteur  de  la  surface,  c'est-à-dire  la  distance  des  deux  parallèles 
extrêmes,  S  la  surface,  et  Y  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  la  pre- 
mière parallèle  Ox,  on  a,  en  appliquant  la  formule  de  Simpson  (1303), 

SxY=:ï[Yo+Y„  +  4(Y,  +  Y3  +  ...  +  Y^)+2(Y,  +  Y,+  ... +Yn-,)1. 

Formule  de  laquelle  on  tire  la  valeur  de  Y. 

Ayant  y^  =  0,  on  a  aussi  Oq  x  ^o  =  Yq  =  0. 

Si  la  surface  a  un  axe  de  symétrie  perpendiculaire  à  Ox,  le  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  cet  axe,  et  il  est  déterminé  par  la  seule  valeur 
de  Y.  Dans  le  cas  où  il  n'y  aurait  pas  d'axe  de  symétrie,  en  opérant 
pour  un  second  axe  Oy,  comme  on  vient  de  le  faire  ponr  Ox,  on  déter- 
minerait la  distance  X  du  centre  de  gravité  de  ia  surface  à  cet  axe,  et 
connaissant  Y  et  X,  le  centre  de  gravité  serait  déterminé  (1085). 

1584.  Détermination  du  centre  de  gravité  d^ un  corps  quelconque.  Si  le 
corps  est  cylindrique  (840) ,  son  contre  de  gravité  est  celui  de  la  section 
faite  au  milieu  de  sa  longueur  par  m\  plan  parallèle  aux  bases  du  cy- 
findre,  et  le  problème  est  ramené  à  relui  du  numéro  précédent. 

Dans  le  cas  où  le  corps  est  quelconque,  on  suit  encore  une  marche 
analogue  à  celle  du  numéro  précédent.  Ainsi  fofn  partage  le  corps  en 
un  nombre  pair  n  dv,  tranches  par  des  plans  parallèles  équidistants, 
dont  le  premier  xOz  et  le  dernier  sont  tangents  au  corps  ;  on  détermine 
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les  surfaces  a^^a^^a^...  des  sections  faites  dans  le  corps  par  ces  plans, 
et  les  distances  y«,  yi,  y^ ...  de  ces  sections  à  la  première  xOz.  Les 
produits  a«  X  y«,a,  X  y, ,  a^xy^,..  sont  les  moments  des  sections  par 
rapport  au  plan  zOz,  et  considérant  ces  moments  comme  étant  les 
ordonnées  Y«,  Y,,  Y,...  d'une  courbe  dont  les  abscisses  sont  les  dis- 
tances y«,  yi,  y,...  des  sections  à  la  première  xOZy  Faire  de  ceitP 
courbe  représente  le  moment  du  corps  par  rapport  au  plan  xOz.  Ainsi  V 
étant  le  volume  du  corps  et  Y  la  distance  de  son  centre  de  gravité  an 
plan  xOZy  on  a 

VxY=^[Y.  +  Y,+  4fY,+Y,+  ...4-Y..,)+2(Y,+Y4+...+Y.-J]. 

Formule  de  laquelle  on  tire  la  valeur  de  Y. 

On  trouverait  de  même  les  distances  X  et  Z  du  centre  de  gravité  du 
corps  à  deux  autres  plans  yOz  et  xOy  tangents  au  corps.  On  a  soin 
de  choisir  les  trois  plans  tangents  perpendiculaires  entre  eux,  et  le 
centre  de  gravité  se  trouve  déterminé. par  ses  distances  X,  Y  et  Z  à  ces 
plans  (1086). 

1585.  Théorème  de  Guldin. 

Ce  théorème,  qui  repose  sur  les  propriétés  des  centres  de  gravité,  se 
divise  en  deux  parties  : 

!•  La  surface  S,  engendrée  par  une  courbe  plane  quelconque  AB,  qui 
fait  une  révolution  entière  autour  d'un  axe  CD  situé  dans  son  plan^  a 
pour  mesure  la  longueur  L  de  la  courbe  génératrice^  multipliée  par 
la  circonférence  SIjsY  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  la  courbe; 
ainsi  (727) 

S  =  25:YxL. 

Considérons  un  élément  quelconque  MN  de  la  courbe.  Pendant  la  ré- 
volution, cet  élément  engendre  la  surface  laté- 
rale d'un  tronc  de  cône.  Cette  surface  a  pour  me- 
sure 2ny  X  M N,  y  étant  mené  au  milieu  de  MN 
(932).  y  X  MN  est  le  moment  de  Télémenl  MN  par 
rapport  à  CD.  La  surface  décrite  par  chacun  des 
autres  éléments  ayant  pour  mesure  une  expres- 
sion analogue,  la  surface  décrite  par  tous  les  élé- 
ments, c'est-à-dire  par  la  courbe  AB,  a  pour  mesure  la  somme  de  toutes 
ces  expressions,  c'est-à-dire  2::  multiplié  par  la  somme  des  moments  des 
divers  éléments,  ou  %iz  multiplié  par  le  moment Yx L  delà  courbe;  on 
a  donc  bien 

S  =  2îcYxL. 

Remarque.  Si  la  révolution  de  la  courbe  génératrice  n'était  pas  com- 
plète, la  surface  décrite  aurait  pour  mesure  la  longueur  de  la  courbe 
génératrice  multipliée  par  l'arc  décrit  par  son  centre  de  gravité. 

2*  Le  solide  engendré  par  une  surface  plane  quelconque  ABC,  pendasd 
une  révolution  entière  autour  de  Taxe  D£  situé  dans  son  plan^  a  pour 
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mesure  le  produit  de  la  circonférence  2reY,  décrite  par  son  centre  de  gra- 
vité G,  multipliée  par  la  surface  génératrice  S;  ainsi  Ton  a 

V  =  27cYxS. 

Considérant  le  solide  engendré  par  la  surface  ABC  comme  composé  de 
franches  infiniment  minces  déterminées  par 
des  plans  perpendiculaires  à  DE,  Tune  quel- 
conque de  ces  tranches,  par  exemple  celle  en- 
gendrée par  le  trapèze  MNwm,  peut  être  consi- 
dérée comme  étant  très-approximativement  la 
différence  de  deux  cylindres  droits  ayant  PO 
pour  hauteur  commune,  et  pour  rayons,  Fun 
Ip  =  R,  et  Tautre  ip=r;  son  volume  est  donc  (924) 

„(Ri  _  r*)  X  PO  =  n{K  +  r)  (R  —  r)  x  PO.  (703) 

Remarquant  que  (R— r)x  PO  est  la  surface  s  du  trapèze  MNn?n(697),  que 

R  4-7* 

— 5—  est  Fordonnée  y  du  centre  de  gravité  de  ce  trapèze  et  que  par 

suite  7î(R  +  r)  =  9iny,  il  en  résulte  que  le  volume  de  la  tranche  est  2ry*; 
c*est  27C  multiplié  par  le  moment  du  trapèze.  Toutes  les  autres  tranches 
ayant  même  expression,  et  le  volume  de  toutes  ces  tranches  étant  la 
somme  de  toutes  ces  expressions,  il  est  donc  2::  multiplié  par  la  somme 
des  moments  de  tous  les  trapèzes  qui  composent  la  surface,  c'est-à-dire 
2n  multiplié  par  le  moment  de  la  surface,  ce  qui  donne  bien 

V  =  2::Y  X  S. 

Remarque,  Comme  au  r,  si  la  révolution  n'était  pas  complète,  le  vo- 
lume engendré  serait  la  surface  S  multipliée  par  Tare  décrit  par  le  cen- 
tre de  gravité. 
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i2$86.  La  vitesse  angulaire  d'un  corps  solide  qui  tourne  autour  d'un 
axe  est  la  longueur  de  l'arc  décrit,  ou  qui  serait  décrit  si  le  mouvement 
en  restant  uniforme  était  suffisamment  prolongé,  pendant  l'unité  de 
temps,  par  un  point  situé  à  l'unité  de  distance  de  l'axe  et  lié  invaria- 
blement au  corps  (1431). 

1^87.  <ù  étant  la  vitesse  angulaire  d'un  corps,  et  v  la  vitesse  de  l'un 
quelconque  de  ses  points  situé  à  une  distance  r  de  l'axe,  on  a,  en  re- 
marquant que  les  vitesses  des  divers  points  sont  proportionnelles  à  leurs 
distances  à  l'axe, 

V  :  (0  =  r  :  1 ,    d  ou    t^  =  wr,    et    w  =  -, 

IS88.  Puissance  vive  d'un  corps  tournant  autour  d'un  axe  fixe.  Lors- 
qu'un élément  matériel  m  tourne  autour  d'un  axe,  sa  vitesse  étant  cor. 
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sa  puissance  vive  est  (1473) 

Lorsqu'un  corps  solide  quelconque  tourne,  chacun  de  ses  points 
matériels  possède  une  puissance  vive  d'une  expression  analogue  à  la 
précédente;  en  faisant  la  somme  de  toutes  ces  puissances  vives  élé- 
mentaires, on  a  la  puissance  vive  du  corps,  qui  peut  alors  être  repré- 
sentée par 

2  signifiant  somme. 

Comme  -  co*  est  le  môme  pour  toutes  les  parties  de  cette  somme,  on 
peut  le  mettre  en  facteur  commun,  et  poser 

mr*,  produit  d'un  élément  matériel  par  le  carré  de  sa  distance  à  laie 
de  rotation,  est  ce  qu'on  appelle  le  moment  d'inertie  de  Vêlement  m  par 
rapport  à  Vaxe. 

2]mr*,  somme  des  menants  d'inertie  de  tous  les  éléments  matériels 
d'un  corps  par  rapport  à  un  axe,  est  le  inoment  d inertie  de  ce  corps  par 
rapport  à  cet  axe. 

La  formule  précédente  fait  voir  que  la  puissance  vive  dun  solide  tour- 
nant autour  dun  ajcejixe  esU  à  un  instant  quelconque  y  égale  à  la  moitié 
du  produit  du  carré  de  la  vitesse  angulaire  du  corps  à  cet  instant  par  le 
moment  dinertie  du  corps  par  rapport  à  Vaxe  de  rotation. 

1 889.  Rayon  de  gyratioru  II  existe  une  valeur  R  de  r  telle,  que  si 
toute  la  matière  du  corps  se  trouvait  à  la  distance  R  de  Taxe,  la  puis- 
sance vive  et  par  suite  le  moment  d'inertie,  pour  une  même  vitesse 
angulaire  par  rapport  à  cet  axe,  n'auraient  pas  changé. 

R  est  ce  qu'on  appelle  le  rayon  de  gyration  du  corps. 

M  =  2m  étant  la  masse  du  corps,  posant  (1588) 


d'où 


on  a 


Jmr»  =R«2»»=MR\  a) 


R«  = 


2'?* 


Lorsque  les  corps  sont  homogènes,  on  peut  substituer  aux  masses 
élémentaires  m  ics  volumes  élémentaires  u,  qui  leur  sont  proportion- 
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sels,  dans  Téquation  (a),  qui  devient 

Sur»  =  R«2;w  =  UR»,    d'où    R«=-— ; 

alors  le  rayon  de  gyration  peut  être  défini  et  déterminé  '  indépendam- 
ment de  toute  notion  de  mécanique. 

La  détermination  des  rayons  de  gyration  des  corps  homogènes  et  de 
figures  géométriques  est  du  domaine  du  calcul  intégral  (voir  8*  par- 
tie); nous  nous  contenterons  ici  d'énoncer  leurs  valeurs  pour  les  corps 
qui  ont  des  formes  employées  dans  la  pratique. 

Ayant  le  rayon  de  gyration,   MR*  sera  le   sommet  d'inertie,   et 
I 
5  tt)»MR»  la  puissance  vive.  P  étant  le  poids  du  corps  tournant,  on  a  (UB9) 


M=  -,  et  par  suite 
9 


MR»  =  -  R«,    et 

9 


4        P 
►=lco«^R«. 

8       9 


1590.  Tour  une  tige  homogène  AB  â^une  trh-^iite  section^  tour-- 
liant  autour  de  Vaxe  Ay  passant  par  son  extrémité^ 
on  a 

1 


Fig.  493. 


R*=5/*sin«a; 

R  rayon  de  gyration; 
l  longueur  de  la  tige  ; 
a  angle  que  fait  la  tige  avec  Taxe. 
Remarquant   qu'on    a    (1122)      /sina.=  BG     ou 
/*sin»a  =  BC\  il  s'en  suit  que 

R*=  iScV 

Le  moment  d'inertie  est  alors,  P  étant  le  poids  de  la  tige  (1589)» 
P«,      IPitt;» 


et  la  puissance  vive 


9  ^9 

i^co^BC». 

^9 


Four  la  tige  BB',  qui  est  rencontrée  par  Vaxe  en  un  point  quelconque 
iesa  longueur^  r  étant  le  rayon  de  gyration  de  la  partie  AB,  et  r'  celui 
de  la  partie  AB',  on  a 

r«=:|BC'     et    r"=iBX^'. 

P  et  P'  étant  les  poids  des  parties  AB  et  AB'  de  la  tige,  les  moments 
d*inertie  de  ces  parties  sont  respectivement 

-r«=^-BC'    et    i-r'«=,î--B'C'*. 
9       '  ^  9  9  ^9 
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Le  moment  d'inertie  de  la  tige  totale  étant  égal  à  la  somme  des  mo- 
ments d'inertie  des  deux  parties,  on  a  donc,  R  étant  le  rayon  de  gyra- 
tion  de  la  tige  totale, 

^^r«  =  1?bc^  +  ^L'Fc',    d'où    R.^PX5C'  +  P'XB^ 


g  3g"^  ^Z  g  "^   '    ""  3(P  +  P') 

Dans  le  cas  où  le  point  A  est  le  milieu  de  la  longueur  de  la  tige, 
c'est-à-dire  quand  il  est  le  centre  de  gravité  de  la  tige,  on  a  B'C  =  BC, 
P'  =  P  ou  P  -f-  P'  ==  2P,  et  la  formule  précédente  devient 

R«=:1bc'. 

Ce  qui  fait  voir  qu'alors  le  rayon  de  gyration  de  la  tige  totale  est  le 
même  que  celui  de  chacune  de  ses  parties  considérées  séparément. 

Si  Taxe  rencontrait  le  prolongement  de  la  tige  BB",  on  remarquerait 
que  le  moment  d'inertie  de  BB''  est  la  différence  des  moments  d'inertio 
des  tiges  BA  et  B"A,  et  on  le  déterminerait  en  suivant  la  même  marchr 
que  pour  déterminer  le  moment  d'inertie  de  BB'.  Du  reste,  nous  ver- 
rons (1602)  comment,  étant  connu  le  moment  d'inertie  d'un  corps  par 
rapport  à  un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité,  on  peut  déterminer 
son  moment  d'inertie  par  rapport  k  un  axe  quelconque  parallèle  au 
premier. 

iiJOI.  Pour  une  tige  en  arc  de  cercle  AB,  d'une  très^etite  section^ 
tournant  autour  de  son  rayon  OA  passant  par  une  de  ses  exirémitésy  on  a 

R'=^P*(i-|f  sin2a);  (a) 

p  =  OA  rayon  de  courbure  de  la  tige  ; 
/  =  arc  AB,  longueur  de  la  tige; 
a  =  angle  au  centre  correspondant  k  l'arc  AB. 
Pour  un  quart  de  cercle,  ou  un  demi -cercle,  ou 
trois  quarts  de  cercle...,  c'est-à-dire  pour  a  =  90*, 
i  a  =  180%  a  =  270»...  on  a  sin  2a  =  0,  et. par  suite 

Ayant  R',  on  aura  le  moment  d'inertie  en  multipliant  R*  par  la 

P  .  1  . 

masse  —  de  la  tige  ;  et  ce  moment  d'inertie  multiplié  par  ^  w*,  moitié 

du  carré  de  la  vitesse  angulaire  à  un  certain  instant,  donnera  la  puis- 
sance vive  à  l'instant  considéré  (1589). 

A  l'aide  de  la  formule  (a) ,  et  en  suivant  la  même  marche  qu'au  nu- 
méro précédent,  on  déterminerait  le  rayon  de  gyration,  le  moment 
d'inertie  et  la  puissance  vive,  soit  que  l'axe  OA  rencontre  l'arc  AB  en 
un  point  quelconque  compris  entre  A  et  B,  soit  qu'il  rencontre  le  pro- 
longement de  cet  arc.  • 
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On  verrait  encore  que  quand  Taxe  rencontre  Tare  au  milieu,  c'est- 
à-dire  quand  il  passe  par  son  centre  de  gravité,  le  rayon  de  gyration 
de  Tare  entier  est  le  même  que  pour  chacune  des  deux  moitiés  prises 
séparément. 

4592.  Pour  un  disque  homogène  en  quart  de  cercle  dHune  irès-^faible 
et  uniforme  épaisseur^  tournant  autour  d'un  des  rayons  qui  le  limitent, 
ou  pour  un  demi-cercle  qui  tourne  autour  du  diamètre  qui  le  limite,, 
ou  encore  pour  trois  quarts  de  cercle  et  pour  un  cercle  entier,  on  a 

« 
P  étant  le  rayon  du  disque. 

Ayant  R*,  on  obtiendra  facilement  le  moment  d'inertie,  puisque, 
connaissant  les  dimensions  du  disque,  on  a  son  volume,  lequel,  multi- 
plié par  la  densité  de  la  matière,  donne  le  poids  du  disque.  Ayant  le 
moment  d'inertie,  on  obtient  la  puissance  vive  en  le  multipliant  par  la 
moitié  du  carré  de  la  vitesse  angulaire  (1589). 

1893.  Un  cylindre  homogène  droit  à  base  circulaire  tournant  autour 
de  son  axe^  ou  un  secteur  quelconque  de  ce  cylindre  tournant  avlour  de 
cet  axe^  donne,  R  étant  le  rayon  de  gyration  et  p  le  rayon  du  cylindre, 

Ayant  R',  on  détermine  le  moment  d'inertie,  puis  la  puissance  vive, 
comme  au  numéro  précédent. 

io94.  Pour  une  jante  à  section  rectangulaire^  ou  pour  une  portion 
de  cette  jante  tournant  autour  de  Vaxcy  on  a 

R»=i(p«+p'«), 

OU,  en  remplaçant  les  rayons  intérieur  et  extérieur  p  et  p'  de  la  jante 
en  fonction  du  rayon  moyen  pi  =  ^  ^  et  de  la  dimension  de  la  jant« 
mesurée  suivant  le  rayon,  6  =  p —  p', 

l»9o.  Un  cône  droit  à  base  circulaire  ou  un  secteur  de  ce  cône  tour- 
nant autour  de  son  axe  donne,  p  étant  le  rayon  de  la  base, 

RI  =  i.  p«. 

11596.  Pour  un  tronc  de  cône  tournant  autour  de  son  a^e,  on  remar- 
querait que  le  moment  d'inertie  du  tronc  est  égal  au  moment  d'inertie 
du  cône  total,  moins  le  moment  d'inertie  du  cône  retranché  pour  ob- 
tenir le  tronc.  Ayant  le  moment  d'inertie  du  tronc,  en  le  divisant  par 
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la  masse  —  du  tronc,  on  aurait  R*  (1589);  c'est  la  môme  marche  que 

peur  une  simple  t%e  tournait  autour  d'i»ii  axe  (4590).  On  ojf^rcpiit  de 
même  pour  un  tronc  do  secteur  conique. 

4tttl7.  1771  segment  sphérique  ÂBC,  à  w%e  bcae^  tournant  autow  du 
diamètre  BB'  perpendicuiaire  au  pian  de  sa  bmse^  c*es^*érdm  passant 
pat  son  centre  de  framiéy  donne 

3p-A  ' 


Fig.  495. 


«•=ïôx 


p  rayon  de  la  sphère  ; 
A  =  BP  hauteur  du  segment. 
Pour  une  deminsphère^  h  ::^p,  et  ki  formule  pféeë- 
dente  devient 

^  p  - 

Pour  la  sphère  eniièrcy  R"  a  aussi  cette  dernière  valeur. 

Le  rayon  de  gyration  d'un  segment  sphérique  k  deux  l>ases  s'oblîen- 
direit  en  remarquant  que  le  moment  d'itiertie  de  ce  segment  est  égal  à 
le  différence  des  moments  d'inertie  de  deux  segments  sphérîques  à  une 
base  (1596). 

i,i98.  Pour  une  zone  sphérique  ABC,  à  une  base  (fig.  495),  tournant 
autour  du  diamètre  BB'  perpendiculaire  à  sa  base,  l'épaisseur  de  la  ca- 
lotte étami  très-mince^  on  a,  p  et  A  rftntt  les  mémee  signifleadons  qu'au 
numéro  précédent, 

R«=a(p-§). 
Si  la  calotte  était  une  demi-sphère^  on  aurait  A  =  p,  et,  par  suite. 

Pour  une  sphère  creuse  entière  et  très-mince  on  aurait  aussi  cette  der- 
nière valeur  pour  R*: 

Le  rayon  de  gyration  d'une  zone  à  deux  bases  s'obtiendrait  encore  en 
remarquant  que  le  moment  d'inertie  de  cette  zone  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  moments  d'inertie  de  deux  zones  ;i  une  base  (1596). 

1599.  Un  parallélipipède  rectangle  ayant  a,  b,  c  pour  arêtes,  et  tour- 
nant autour  de  l'arête  c ,  donne 


Fig.  496. 


M 


«^ 


Rt=i(ai+5»}. 


{a} 


Cette  valeur  étant  indépendante  de  c,  on  en  con- 
clut qu'un  disque  rectangulaire  très-mince,  tournant 
dans  son  plan  autour  d'un  sommet,  donne  une  même 
expression. 

Si  le  parallélipipède,  au  lieu  de  tourner  autour  de  c 
tournait  autour  d'un  axe  parallèle  à  c ,  mené  par  le 
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milieu  de  b,  par  rapport  à  cet  axe,  le  rayon  de  gyratîon  serait  le  même 
pour  le  parallélîpipède  donné  que  pour  chacune  de  ses  moitiés  déter- 
minées par  un  plan  mené  suivant  Taxe  parallèlement  au  plan  de  c  et 
a;  or  chacune  de  ces  deux  moitiés  étant  un  parallélipipède  rectangle 

ayant  a^  ^b  eic  pour  arêtes»  et  tournant  autour  de  Tarête  menée  par  b 

parallèlement  à  c,  on  a 


R«=i  («•+*»•); 


ce  qui  revient  à  remplacer  6  par  ^  b  dans  la  formule  (a). 

Si  Vaxe  était  mené  parallèlement  à  c  par  le  centre  de  la  figure^  qui 
est  aussi  le  centre  de  gravité^  par  un  raisonnement  analogue  au  précé- 
dent, on  verrait,  en  décomposant  le  parallélipipède  en  quatre  autres 
par  deux  plans  passant  par  Taxe,  qu'il  faudrait,  dans  la  formule  (a), 

1  1 

remplacer  6  par  ^  6  et  a  par  x  a;  ce  qui  donnerait 

1600.  Pour  un  elUptcnde  quelconque  (lâiO),  suivant  que  le  mouvement 
a  lieu  autour  de  Taxe  2c,  ou  26,  ou  2a,  on  a  respectivement 

Rt  =  i  (a«  +  6*),      a»  =  I  (a*  +  c»),      R«  =  g  (6«+c»). 

Lorsque  Vellipsoide  est  de  révolution^  on  a  c=  6,  et  les  trois  formules 
précédentes  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

R«=  i  (a*  +  6»),      R»  =  i(ô«+  6»)  =  I  6«, 

applicables  respectivement  aux  cas  où  Tellipsoîde  tourne  autour  de  son 
pcftit  ou  grand  axe. 
Multipliant  le  volume  de  FeUipsoIde  (1210)  parla  densité  de  la  ma(tière, 

p 
on  a  le  poids  P;  on  en  conclut  la  masse  —,  et  par  suite  le  moment 

p 
dlnertîe  —  R*. 

9 
Faisant  a=:6  =  c  =  p,  les  formules  précédentes  se  réduisent  à  la 
formule  unique 

Ce  qui  devait  être,  puisqu*alors  Tellipsolde  est  une  sphère  (1597). 

1601.  Pour  un  cylindre  droit  à  base  demi-parabolique  ABC  tournant 
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autovT  de  V  arête  qui  se  projette  en  A,  on  a 

FJg.  497. 


R«=l(?a.  +  5.); 


lA  JP 


Fig.  4M. 


B 


\ 


m 


rA    X 


a  =  AB, 
6  =  AC. 

Pour  un  cylindre  droit  à  hase  parabolique  CBC, 
on  a  la  même  valeur  pour  R*. 

% 

Ayant  (1257)  surface  ABC  =  -a6,    connaissant 

la  hauteur  du  cylindre,  on  déterminera  son  volume,  puis  son  poids,  et 
ensuite  le  moment  d'inertie. 

1602.  Étant  donné  le  moment  d'inertie  d'un  solide  par  rapport  à  un 
axe  Oz  passant  par  son  centre  de  gravité  G ,  trouver  celui  du  même  so- 
lide par  rapport  à  un  axe  quelconque  AB  parallèle  au  premier. 

On  mène  un  système  de  trois  axes  coordonnés 
perpendiculaires;  on  prend  Oz  pour  Tun  d'eux, 
et  Ox  dans  le  plan  des  deux  axes  de  rotation  Oz 
et  AB. 

Considérant  alors  un  point  quelconque  m  du 
solide,  ses  coordonnées  x,  y,  z  sont  respective- 
ment égales  à  OP,  CP  et  Ctw;  ses  rayons  degy- 
ralion  r'  et  r,  par  rapport  aux  axes  Oz  et  AB, 
sont  égaux  aux  droites  CO  et  CA;  soit  A:  =  OA 
la  distance  des  axes. 
Cela  établi,  le  triangle  rectangle  CAP  donne 

AC*  =  CP»  + AP« 

ou 

r»  =  y»  +  (/c  — ic)«  =  y*  +  X»  H- A« -aÂKT. 

Remarquant  que  y*  -f  x*  =  r'",  il  vient 

r*  =  r'"  +  fc"— 2Aa. 

Multipliant  par  m  les  deux  membres  de  cette  équation,  on  a  le  moment 
d'inertie 

mr'^  =  mr"  +  mk^  —  %kmx. 

Chacun  des  autres  points  matériels  a  une  expression  analogue  pour 
moment  d'inertie  ;  et  en  faisant  la  somme  de  toutes  ces  expressions  on 
a  le  moment  d'inertie  cherché,  qui  est 

2mr*  =  2wir"  +  ^mk^  —  %klmx. 

Remarquant  que  ^mx  est  le  moment  du  solide  par  rapport  au  plan  yOz, 
et  que  ce  moment  est  nul,  puisque  le  centre  de  gravité  G  est  sur  ce 
plan  (1534),  on  a 

2A2mx  =  0, 
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et  par  suite 

2mr»  =  2»»^''  +  A'2w. 

Ce  qui  fait  voir  que  le  moment  d'inertie  d'un  corps  solide  par  rapport  à 
un  axe  quelconque,  est  égal  au  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à 
un  axe  mené  parallèlement  au  premieT  par  le  centre  de  gravité,  plus  le 
produit  de  la  masse  entière  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Appelant  R  et  R'  les  rayons  de  gyration  du  solide  par  rapport  à  Taxe 
quelconque  et  &  Taxe  passant  par  le  centre  de  gravité,  la  formule  pré- 
cédente devient,  en  appelant  M  la  masse  totale, 

MR»  =  MR'«  +  MA:», 

d'où 

R»  =  R'«  4-  kK 

Ce  qui  fait  voir  que  le  carré  du  rayon  de  gyration  d'un  système  solide 
par  rapport  à  un  axe  quelconque j  est  égal  au  carré  du  raymi  de  gyration 
du  même  système  par  rapport  à  Vaxe  mené  parallèlement  au  premier  par 
le  centre  de  gravité,  plus  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes.  R  est 
rhypoténuse  d'un  triangle  rectangle  qui  a  R'  et  A;  pour  côtés  de  Tangle 
droit  (704). 

Cette  formule  est  employée  dans  la  pratique,  où  il  arrive  souvent 
qu'on  a  à  déterminer  le  rayon  de  gyration  par  rapport  à  un  axe,  pour 
un  corps  dont  on  connaît  le  rayon  de  gyration  par  rapport  a  un  axe  pa- 
rallèle passant  par  le  centre  de  gravité. 

calcul  du  travail  des  forces  appliquées  aux  divers  points 
d'un  système  matériel. 

1005.  Avant  d'entrer  en  matière  proprement  dite,  nous  allons  établir 

le  lemme  suivant  de  géométrie  infinitésimale  : 

p.  A  A'  ayant  une  longueur  déterminée; 

la  droite  BB'  étant  quelconque,  mais 
telle  que  les  distances  AB  et  A'B'  soient 
infiniment  petites,  la  différence  entre 
BB'  et  sa  projection  PP'  sur  AA'  est 
une  portion  infiniment  petite  de  la 
somme  infiniment  petite  AB  +  A'B';  ce 
que  Von  peut  énoncer  en  disant  que  cette 

différence  est  une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre.  Cela  établi, 

on  pourra  dans  les  applications  supposer 

BB'  =  PP'. 

Faisons,  pour  abréger,  BB'  =  /,  PP'~p,  AB  =  *  et  A'B'  =  j';  on  a 
BC  =  y,  CP=2:,  B'C'  =  y'  et  C'P'  =  z' (1086). 

Menant  CD  parallèle  à  BB',  et  CE  à  PP',  on  voit  que  CD=BB'  est  la 
diagonale  d'un  parallélipipède  rectangle  dont  les  côtés  sontCË=j7, 
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C'D  =  C'B'  — CB  =  y'  — y  eX  C'E  =  C'P'  — CP  =  :r'  — 2;  on  peut  drac 

poser  (827) 

d'où  il  résulte  qu'oa  a,  en  joutant  trois  tennea  de  YàLeuia  positÎTes 
au  second  membre  dâ  cette  équation, 

Remarquant  que  le  second  membre  de  cette  inégalité  est  le  carré  de 
P-^^^--^  ^-^-^  i^^^h^  ^Téfàxûie qu'on  a 

La  figure  fait  voir  qu'on  a  {74t)  #  >y,  *  >  ^r  et  y  >  y',  s'>z';  d*où 
il  suit  que  quels  que  soient  les  signes  de  ces  quantités,  on  peut  poser 

(y'~y)' <(*  +  *?,    et    (z'-r)»  <{*  +  *')». 

Sub&tituant  ces  quantités  plus  ^andes  dans  Tiii^alilé  (a),  il  vient^  à 
plus  forte  raison, 

Ce  qui  fait  voir  que  la  différence  I— p  est  moindre  que  la  fraction 

s  -\-  s' 
infiniment  petite  — —  de  la  quantité  infiniment  petite  j  4-^;  on  peut 

donc  considérer  cette  diflTérence  comme  nulle,  et  supposer  BB'  égal  à 
PP'  dans  les  applications. 

1604.  Travail  de  deux  forces  F  et  F\  égales^  condamtes  et  toujours 
directement  opposées,  agissant  sur  deux  points  d'un  système. 

p.    g^  Soient  AB  et  A'B'  les  courbes 

*^'  suivies  par  les  points  sollicités 

respectivement  par  les  forces  F,  F'. 
Soient  Aa  et  Ma'  deux  arcs  élé- 
mentaires parcourus  simultané- 
ment par  les  deux  points  sollici- 
tés. On  peut  considérer  ces  arcs 
conmie  étant  des  lignes  drortçs, 
et  si  Ton  appelle  a  et  a'  les  angles  qu'ils  font  avec  AA',  les  travaux  élé- 
mentaires produits  par  F  et  F'  sont  (1471) 

F  X  Aa  cos  a  =  F  X  AP,    et    F'  X  Ma'  cos  a'  =  F'  x  A'P'. 

Le  travail  produit  par  les  deux  forces  est  donc,  an  remarquant  que 
F  =  F', 

F(AP  +  AT')  =  F(PF  —  AA'};     • 

et  comme,  d'après  le  numéro  précédent,  on  peut  remplacer  PP'par 
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oaV  on  a  donc,  poar  la  somme  des  travaux  élémentaires, 

F(aa'  — AA'). 

Ce  qui  fait  voir  que  ceite  somnse  est  égale  au  produit  de  Tune  des 
forces  par  la  quantité  dont  a  varié  la  distance  des  deux  points  mobiles. 

Pendant  le  parcours  simultané  de  chacun  des  éléments  de  AB  et 
A'B\  la  sonime  des  deux  travaux  élémentaires  des  forces  aurait  la 
même  expression  ;  donc  le  travail  total  produit  par  les  deux  forces 
pendant  tout  le  parcours  est  égal  à  la  somme  de  toutes  ces  sommes  é/é- 
TTientaires,  c'est-à-dire  à  Vune  des  forces  multipliée  par  la  quantité  dont 
les  deux  points  se  sont  éloignés  ou  rapprochés. 

Ce  travail  est  le  même  que  si  Tun  des  poyits  était  fixe,  et  que  Vautre, 
sollicité  par  Tune  des  forces  agissant  dans  la  direction  de  la  droite  qui 
joint  les  deux  points,  s'en  soit  éloigné  ou  rapproché  de  la  même 
quantité. 

On  voit  que  le  travail  ne  dépend  nullement  du  mouvement  absolu 
dm  système,  mais  seulement  du  mouvement  relatif  des  deux  points. 

Il  est  évident  que  le  travail  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  les 
forces  étant  répulsives,  il  y  a  écartement  ou  rapprochement  des  points, 
ou  qu'étant  attractives,  il  y  a  rapprochement  ou  éloignement. 

Si  les  forceSy  tout  en  xcstant  égales  et  directement  opposées,  variaient 
d^intensité^  on  pourrait  les  considérer  comme  étant  constantes  pendant 
le  parcours  de  chacun  des  éléments  du  chemin;  on  aurait  alors  chaque 
traTail  élémentaire  comme  dans  le  cas  précédent,  et  en  faisant  la 
somme  de  tous  les  travaux  élémentaires,  on  aurait  le  travail  total,  qui 
serait  d'autant  pics  exact  qu*on  aurait  opéré  snr  des  valeurs  plus 
rapprochées  des  forces.  On  pourrait  encore,  pour  évaluer  ce  travail 
total,  tracer  une  courbe  dont  Faire  représenterait  ce  travail,  comme 
au  n* 1472. 

ISOtf.  Traoail  de»  forces  appliquées  à  vn  corps  solide  ayant  un 
mowmment  de  tremêlation, 

!•  Supposons  d^  abord  que  les  forces  restent  constantes  et  parallèles. 

Pendant  un  temps  quelconque  du  mouvement,  tous  les  poinfts  du 
système  décrivant  des  chennins  égaux  et  parallèles,  le  travail  produit 
par  une  force  F  ftùsant  un  angle  a  avec  la  direction  du  mouvement 
est,  pour  un  chemin  parcouru  Ë  (1471), 

ExFcosa. 

Meniat  un  axe  Oa;paranèle  à  la  direction  dn  mowement,  B  se  pro- 
jette en  véritable  grandeur  sur  cet  axe,  et  désignant  par  Ec  cette  pro- 
jection, on  a  B  =  E».  La  projection  de  F  sur  Ox  est  égale  à  sa  projec- 
tion sur  la  direction  du  mouvement,  et  Ton  voit  que  désignant  par  F« 
cette  projection,  on  a 

F  COSa  =  Fm 

Représentant  par  TF  le  travail  de  F,  on  a  donc 

aPF  =  E.F,. 
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Pour  toutes  les  autres  forces,  on  a  un  travail  d'une  même  expres- 
sion; et  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  travaux  partiels,  on  a  le  tra- 
vail total,  qu'on  peut  alors  mettre  sous  la  forme,  en  remarquant  que 
E«  est  commun  à  toutes  les  parties  de  la  somme, 

Ce  que  Von  peut  énoncer  en  disant  que  la  somme  des  travaux  des  forces 
appliquées  à  un  corps  solide,  pendant  le  mouvement  de  translation^  est 
égale  au  chemin  parcouru  par  un  point  quelconque  du  solide ^  multiplié 
par  la  somme  des  projections  des  forces  sur  un  aze  parallèle  à  la  direc^ 
tion  du  mxmvement.  Cette  somme  de  projections  étant  égale  à  la  projec- 
tion de  la  résultante  (1526),  on  voit  que  la  somme  des  travaux  des  forces 
est  égale  au  travail  de  la  résultante  (1506). 

go  Si  les  forces,  au  lieu  de  rester  constantes  et  parallèles  à  elles- 
mêmes,  changeaient  d'intensité  ou  de  direction,  on  établirait,  pour 
Tun  quelconque  e  des  éléments  de  l'espace  parcouru,  l'équation  que 
nous  avons  posée  dans  le  cas  précédent  pour  l'espace  total  E ,  et  l'on 
aurait  pour  une  force  F 

T\=^e,\\, 
et  pour  toutes  les  forces, 

STF  =  e,SF;; 

ce  que  Von  peut  énoncer  en  disant  que  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires des  forces  appliquées  à  un  système  solide,  pendant  le  mouvement 
de  translation  du  système,  est  égale  au  chemin  élémentaire  parcouru 
par  Vun  de  ses  points,  multiplié  par  la  somme  des  projections  des  forces 
sur  un  axe  parallèle  à  la  direction  du  mouvement. 

Pour  avoir  le  travail  produit  pendant  une  portion  quelconque  du 
parcours,  il  suffirait  d'ajouter  toutes  les  sommes  de  travaux,  que  ron 
obtiendrait  comme  dans  le  cas  précédent,  pour  tous  les  éléments  du 
chemin  considéré. 

On  pourrait  encore,  comme  au  n*  1472,  pour  évaluer  ce  travail  total, 
tracer  une  courbe  dont  l'aire  représenterait  ce  travail;  seulement  cha- 
cune des  ordonnées  de  la  courbe,  au  lieu  d'être  égale  à  une  seule  force, 
représenterait  une  somme  de  projections  de  forces. 

1606.  Travail  des  forces  appliquées  à  un  solide  doué  d'un  mouvement 

de  rotation  autour  d*un  axe. 

Soient  M  un  point  du  corps  et  F  une  force  appliquée  à  ce  point.  Par 

le  point  M  menons  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe; 

supposons  que  ce  plan  soit  celui  du  papier,  et  que  le 

point  0  soit  la  projection  de  l'axe  sur  ce  plan. 

Le  point  M  se  déplaçant  d'une  quantité  infiniment 
petite  MM'  dirigée  suivant  la  tangente  MT,  pendant  ce 
déplacement,  le  travail  de  la  force  F  est  égal  à  MM' 
multiplié  par  la  projection  de  F  sur  MT  (1471).  Or,  re- 
marquant que  si  MG  représente  en  grandeur  et  en 
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direction  la  projection  P  de  F  sur  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  et 
qu'on  mène  CT  perpendiculaire  à  MT,  MT  est  la  projection  de  F  sur 
MT  (747),  et  par  suite  le  travail  élémentaire  dû  k  F  est 

MT  X  MM'. 

Ce  travail  est  positif  ou  négatif  suivant  que  MC  et  MM'  font  un  angle 
aigu  ou  obtus. 
Représentant  par  a  Fangle  TMC,  otf  a  (il22) 

MT  =  MC  cos  a  =  P  cos  a  ; 

et  faisant  MM'  =  e,  le  travail  élémentaire  dil  à  F  est 

arF  =  Pcosax  e. 

Désignant  par  a  le  déplacement  angulaire  du  système,  c'est-k-dire  la 
longueur  de  Tare  décrit  par  un  point  situé  k  Tunité  de  distance  de 
Taxe  0,  pendant  que  le  point  M  décrit  Tare  e,  on  a  (726) 

e  =  ax  OM, 
et  par  suite 

TF=  P  X  a  X  OM  cos  a. 

Abaissant  la  perpendiculaire  OK  sur  MC,  on  a  Fangle  0  =  «  (594),  et 
par  suite 

OK  =  OMcosa. 

Représentant  par  l  la  perpendiculaire  OK,  que  nous  avons  appelée  bras 
de  levier  de  la  force  F  et  de  sa  projection  P  (4536) ,  on  a 

TF  =  aPZ.  (1) 

P/  est  ce  que  nous  avons  appelé  le  moment  de  la  force  F  et  de  sa 
projection  P  ;  ce  moment  prend  le  signe  de  la  force  P. 

Le  travail  élémentaire  de  chacune  des  autres  forces  est  analogue  k 
celui  de  F,  et  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  expressions  obtenues, 
on  a  le  travail  total  élémentaire,  que  Ton  peut  exprimer  par 

2;«T  =  aSP/  =  a2MoF, 

en  représentant  par  2!M«F  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces. 

Cette  expression  s'énonce  en  disant  que  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires des  forces  appliquées  à  im  système  solide  pendant  le  nunwemeni 
de  rotation  de  ce  système  autour  d'un  axejixe,  est  égale  au  déplacement 
angulaire  infiniment  petit  du  système ,  multiplié  par  la  somme  algé- 
brique des  moments  des  forces  par  rapport  à  Vaxe  de  rotation, 

1607.  Si  la  force  F  est  constante  et  conserve  toujours  par  rapport  k 
Taxe  la  même  position  relative,  ce  qui  a  ordinairement  lieu  dans  la  pra- 
tique, le  travail  est  exprimé  par  Inéquation  (1)  du  n*  précédent  pour 
chacun  des  éléments  d'un  espace  angulaire  quelconque  parcouru,  et  en 
faisant  la  somme  de  tous  les  travaux  élémentaires,  on  a  le  travail  total 
produit  par  F  pour  Tespace  parcouru.  Cette  somme  est,  en  mettant  P/ 
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de  tous  les  élémeftts  angulaires  parcourus,  c'esè-^^liEe  l'espace  total 
parcouru  par  le  point  situé  à  Funité  de  dÂsUnce  de  Faxo,  o»  a 

arF=AJP/.  (1) 

Peur  une  autre  force  F\  le  travail,  pour  un  même  espace  sngulaire, 
serait 

arF'  =  AFr; 

et  de  même  pour  toutes  les  forces  du  système. 
Faisant  la  somme  de  tous  ces  travaux,  on  a  le  travail  total ,  qui  est 

ce  qui  fait  voir  que  les  forces  étant  constantes,  et  conservant  toujours  la 
même  poêition  relative  par  rapport  à  Voite^  le  iraivail  produit  pendant  le 
parcauns  d'ten  eepace  angulaire  quelconque  est  égal  à  cet  eepaee  asth 
gulaire  multiplia  par  la  somme  algébrique  des  moments  de  toistes  les 
forces, 

4608.  Le  travail  élémentaire  produit  par  une  force  F  dans  le  mou- 
vement de  rotation  étant  (1606) 

TF  =  aP/=;PaZ, 

comme  les  arcs  parcourus  sont  comme  les  rayons,  ainsi  (  fi^^  501] 

a  :  KK'  =  1  :  OK    ou    /,      d'où     RK'  =  al, 

représentant  KK'  par  e,  le  travail  élémenfaîre  dû  h.  la  force  F  a  aussi 
pour  expression 

e'eet  le  produit  de  la  prqjediom  ^  de  la  forée  F  par  Varc  élémentaire 
ayant  le  bras  de  leeéerpour  ratj/Km. 

La  force  F  restant  constante  en  grandeur  et  ea  position  relative  par 
ra|)^rt  à  Taxe,  le  travail  reste  le  inème  pour  chacun  de&élénients  ey  e'«. 
parcourus  par  rextrémité  du  bras  de  levier,  et,  Ton  eondLut,  fi  étant  la 
somme  de  tous  ces  éléments,  que  le  travail  total  produit  par  F  pendant 
ce  parcours  est 

arF=P£; 

expressioD  que  Fou  pouvait  obtenir  direclesieot  on  reiaarqiiaiit  que 
dans  kl  formule  (4)  du  n'  1607),  Ai  =£. 

Ainsi  dans  le  cas  d'uTte  force  constante  en  grandeur  et  en  direetien 
reiative,  le  travail  est  représenté  par  le  produit  de  la  protection  de  la 
force  sur  un  plan  perpendicftiaxre  à  l'axe  par  Varc  que  décrit  Vexbrémëé 
de  son  bras  de  levier. 

Toutes  les  autres  forées  produiraient  un  travail  d'une  expression 
analogue,  et  en  faisant  la  somme  de  touteâ  les  expressions  on  aurait  le 
travail  total  produit. 

iWè.  JRemarque  i.  Oa  voit  que  le  travail  produit  par  une  forcer^ual- 
conqoe  est  le  niônae  que  celui  produit  par  sa  projaetioQ  aiur  ufl  pèm 
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perpendiculaire  à  Taxe,  et  que  Ton  peut  supposer  cette  projection  appli- 
quée k  Textrémité  de  son  bras  de  lericr  (1550,  1606). 

1610.  Remarque  2.  La  force  F  étant  dans  un  même  plan  avec  l'axe, 
elle  lui  est  parallèle  et  alors  P=0,  où  elle  le  rencontre  et  Ton  a  /=#. 
Dan^  Fun  et  l'autre  cas,  le  moment  P;=  0. 

La  réciproque  est  également  vraie  ;  car  pour  avoir  Pf  =  0,  il  faut  que 
P  =  0,  c'est-à-dire  que  F  soit  parallèle  à  Tase,  ou  que  2=0,  et  alors  F 
rencontre  Taxe» 

Quand  P/  =  0,  le  travail  aPi=0.;  donc  tooles  les  Im  qoe  la  Arce 
•era  dana  an  môme  plan  avec  Taxe,  soo  travail  aara  miL 

La  rédpro^e  est  également  vraie  peur  aP£s=0,  car  a  ne  pouvant 
être  nul,  il  fiant  que  Pi  =  0;  ce  ^i  ne  petit  avoir  iîeu  qn'aiateAt  quela 
fnee  estdans  lui  nème  pfam  Avec  L'Axe. 


DYNAMIQUE  D*CR  STSTÊME  MATÉRIEL  QUELCONQUE. 

1611.  Lorsqu^un  point  matériel  M  se  meut  dans  V espace  en  vertu 
é^une  vitesse  initiale  Vo,  et  de  Vactùyn  d'urm  force  constante  F,  qui  peut 
être  la  résultante  de  plusieurs  autres^  sa  prqjection  sw  un  axe  quel-- 
conque  se  meut  à  chaque  instant  comme  un  corps  qui,  ayant  même 
masse  m  que  le  mobile^  a  pour  vitesse  initiale  la  projection  Vox  de  la  vir 
tesse  initiale  v©,  et  qui  est  sollicité  par  la  projection  Fx  de  la  force  F. 
Dans  tous  les  cas,  la  courbe  décrite  par  le  mo- 
bile est  dans  un  même  plan  avec  Tes  directions  de 
la  force  F  et  de  la  vitesse  initiale  v^.  Cela  étaMi, 
supposons  d^ahord  que  Taxe  se  confonde  avec  la 
direction  MF  de  la  force.  Après  le  temps  f,  le  mo- 

/a    h   M»     bile  étant  venu  en  M',  sa  projection  a  parcouru 
sur  Taxe  un  espace  lI6=Ma  +  a&,  et  comme  on 
H  a(i427,i437.  1461,  1487) 


Fif .  50i 


et 


1  F 


o&=:aM'ee«>a=3Ha'eos«=^v«^eo8«  =  i^oaâxxt=et«^. 


«n  a  bien»  comme  il  faUaiile  démoatrcr, 

Pig.  503. 


Pour  un  axe  ILc  de  direction  quelconque,  on 
peut  supposer  qu'il  passe  toujours  par  le  point  M, 
puisque  tout  se  projette  d'une  manière  identique 
sur  deux  droites  parallèles.  Alors  des  points  M' 
et  a  menant  des  perpendiculaires  à  ILr,  l'espace 
parcouru  par  la  projection  est 

M6i  =  Ma,+  ai6i. 
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Mais 

Moi  =Ma  cosp  =  -  —  ^' cos p  =  5  ^  ^', 

et 

a|6i  =  aM'cosa  =  Vo<cosa  =  rocosaxi; 
donc 

2  m 


E«  =  r,xi+s~<'. 


De  cette  formule  on  conclut  F,  =  0  quand  on  a  Eg  =  v^t.  Ainsi  la 
somme  des  prqjeciions  sur  un  axe  quelconque  des  forces  qui  sollicitent  un 
mobile  est  nulle^  lorsque  la  projection  du  déplacement  est  égale  à  fes- 
pace  parcouru  sous  Vinfluence  de  la  projection  de  la  vitesse  initialcm 

Dans  le  cas  où  les  forces  sont  variables  soit  en  intensité  soit  en  direc- 
tion, concevant  le  temps  partagé  en  intervalles  infiniment  petits^  penr 
dont  chacun  d'eux,  on  peut  considérer  les  forces  comme  constantes^  ef 
donnant  lieu  à  la  propriété  précédente.  On  peut  donc  poser  : 

%•  mv»  — ■  wVo«  =  Fj.O^  +  Fi,e,  -f- ...  (1468) 

3«  I  WM?,»—  i  wV  =  Fi««i«  +  F,a:C,*  +  ...  (1475) 

Résultats  faciles  à  énoncer  verbalement. 

1612.  Dans  la  pratique  on  a  généralement  à  considérer  un  système 
de  points  matériels;  mais  ordinairement  ces  points  matériels  consti- 
tuent un  seul  corps  solide,  ou  s'ils  en  constituent  plusieurs,  ceux-ci 
n'exercent  aucune  action  mutuelle  les  uns  sur  les  autres,  de  sorte 
qu*on  peut  considérer  chaque  corps  comme  formant  un  système  à  part 

Dans  un  corps  solide,  pour  les  mouvements  compatibles  avec  la  soli- 
dité du  système,  les  mouvements  relatifs  des  molécules  pouvant  être 
supposés  nuls  (1510),  il  en  résulte  que  le  travail  des  actions  mutuelles 
égales  et  directement  opposées  est  nul  (1604),  et  qu'il  n'y  a  qu'à  tenir 
compte  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système.  De  plus,  on 
peut  considérer  tout  le  système  comm&  étant  concentré  à  son  centre  de 
gravité  s'il  s'agit  d'un  mouvement  de  translation  (1605),  ou  concentré  à 
l'extrémité  de  son  rayon  de  gyration  s'il  s'agit  d'un  mouvement  de 
rotation  (1606)  ;  et  alors  tout  ce  qui  a  été  dit  relativement  à  un  point 
matériel  peut  se  répéter  pour  un  corps  solide. 

Cependant,  comme  on  peut  avoir  à  étudier  un  système  composé  de 
plusieurs  corps  solides,  et  qu'il  pourra  être  commode  et  même  quel- 
quefois nécessaire  de  considérer  les  corps  comme  ne  formant  qu'un 
système  (1651),  nous  allons  citer  les  résultats  qu'on  obtient  pour  un 
système  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  points  matériels  liés 
entre  eux  par  des  actions  mutuelles,  résultats  qu'on  pourra  appliquer 
à  un  système  quelconque  de  corps,  en  considérant  ces  corps  comme 
étant  concentrés  à  leurs  centres  de  gravité  ou  aux  extrémités  de  leurs 
rayons  de  gyration.  * 
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Considérons  un  système  composé  de  deax  éléments  matériels  M' et 
M''  sollicités  respectivement  par  les  actions  mutuelles,  variables  ou  non, 
/'  et/".  Soient  F'  la  résultante  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  M' 
et  F^  celle  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  M";  soient,  de  plus,  v'« 
et  i/'o9  ^'  6^  ^'  1®^  vitesses  initiales  et  les  vitesses  des  points  matériels  M' 
et  M"  après  le  temps  ^  =  0  +  B'...  En  ajoutant  Tindice  x  pour  désigner 
les  projections  de  ces  forces  et  de  ces  vitesses  sur  un  axe  quelconque  Oo;, 
la  relation  entre  la  quantité  de  mouvement  et  Fimpulsion  suivant  cet 
axe  devient  respectivement  pour  chacun  des  points  matériels  considérés 
séparément  (1611) 

mV.— mV,.  =  SF'.e  +  S/'a*, 

Faisant  la  somme  de  ces  deux  équations  on  a,  en  remarquant  que  les 
forces /as  et/"x  étant  toujours  égales  et  de  signes  contraires,  les  im- 
pulsions 2/'«0  et  S/",6  sont  égales,  de  signes  contraires  et  se  dé- 
truisent, 

(m'r'«  -f-  7nV,)  —  {m'v'ç,^  +  ?nVV)  =  2F'.0  +  SF".e. 

Ce  qui  fait  voir  que  r accroissement  de  la  somme  des  quantités  de  moU' 
vement  projetées  suivant  un  axe  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  imr- 
pulsions  des  forces  extérieures  projetées  sur  le  même  axe^  et  indépendant 
des  actions  mutuelles. 

Dans  le  cas  où  F'  et  F"  seraient  constantes  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, F',  et  F"«  seraient  constantes,  et  Téquation  précédente  deviendrait 

(m  V«  +  mV^.)  —  {m'v'om  +  wi  Vp.)  =  F'.^  +  F'V. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  un  système  de  deux  points  matériels 
s'applique  à  un  système  composé  d'un  nombre  quelconque  de  points. 
Ainsi  Ton  a 

Smr«  — Smt?oa:  =  SF,e. 

1615.  Mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  matériel, 
La  somme  des  moments  de  différents  points  matériels  par  rapport  à 
un  plan  quelconque  étant  égale  au  moment  de  tout  le  système  concentré 
à  son  centre  de  gravité  (1562),  on  a,  en  désignant  par  a/,  a:"...  les  dis- 
tances des  points  matériels  au  plan,  par  X  celle  du  centre  de  gravité  au 
même  plan,  et  par  m',  m"...  les  masses  de  ces  points, 

wiVH-?n"a:"+...=XSm, 

Soit  Ox  un  axe  parallèle  aux  distances  x',  x''...X.  Projetant  tous  les 
points  matériels  et  le  centre  de  gravité  du  système  sur  cet  axe,  les  lon- 
gueurs x',  x"...X  se  projetteront  en  véritable  grandeur,  et  l'on  aura  en- 
core pour  ces  projections 

wV  +  m'V'+...  =  XSm.  (1) 
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Ce  fui  faU  v&èr  ^que  la  pr^eMm  du^cBUtre  de  gnsmié  d^wt^ygièÊm  et 
pmAsma^MeU  sur  vn  caoê  qimUnmifug  eat  ie  ceabede  gfwnié  det  pro- 
jectim»  appoint»  maéériei^ nw ^  mêmt  euoêi  Cest égalenfiBl vrai  pour 
les  pnajiecfîoiis  sur  un  pl»i. 

Sapf  ocmÉ  nutin^eiraiiit  qm  les  ponaCs  msléntia  m  dépistent  d'une 
qwHwiii<6  iaÉnimeat  petîta,  «t  q^  fours  ordomiéeB  suiTant  le  même  ne 
Ox  devkmieDt  «'4-€»,  «"  -f^«  +  ♦..;  X+*, étant TwdMiBée 4ai  cent» 
à&  gra^tév  on<«  pour  cette  iimnwiieiynitioa 

m'(x'  +  ^',)  +  m"(x"  +V'.)  + ...  =  (X  +  eJS^^ 

Retranchant  membre' à  membre  Féquation  (1)  de  cette  dernière,  il  vien! 
m'e'x  +  mV»  + ...  =  ««Jm. 

I^msant  les  lèrox:  inerabn»  de  cette  éqiiaÉMNi  par  6,  iastant  pendant  le- 
quel le  systèaoM  s'est  déplacé,  on  a 

Remarquamt  qœ  —^  =:i?«,  -^  =^«*"  sont  les  vitesses  des  projections 

de  m',  m*...  sur  Taxe-Oar  (1431'),  et  que  -~  =««  est  edle  de  la  projectîM 

du  centre  de  gravité,  on  a 

m't?'»  +  m'ViB  4- ...  =  M,2wt. 

Ce  qui  montre  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur 
un  <me  est  égale  à  la  quantité  de  mouvementée  tout  le  système  concentré 
an  œntre  de  ffrcmêé  projetée  sfvsr  le  même  axe;  ce  qu^en  abrégé  en  ped 
écrire  ainsi  : 

De  cette  formule  on  pourra  tirer  Ux, 

Menant  trois  axes  coordonniées,  on  aura  une  expression  semblable 
pour  chacun  d'yeux,  et  l'on  pourra  déterminer  la  vitesse  de  la  projectioa, 
c^est-à-dire  la  projection  de  la  ^Ttesse  m  du  centre  de  gravité  sur  chacun 
d'eux,  et  par  suite  la  valeur  et  la  direction  de  cette  vitesse  (448S,  ISW). 

On  a  (1612) 

Hemiplaçant  2]mv«  et  Smo^c  par  leurs  valeurs  en  .fonction  de  la  vitesse  9 
d«  centre  de  gravité,  on  a 

ou 
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Cette  ëqvaMon  £ait  voir  qme  ia  yariation  ée  la  ps^ojection  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  d'un  syslèœe  mt  un  ave  dépêad  mn^psieinenÉ  en 

grandeur  et  en  direction  des  forces  extérieures,  et  nullement  des  ac- 
tions mutuelles  et  du  rapprochement  ou  écartement  des  points  matériels 
du  système. 

Cette  vérité  étaat  indépendante  de  Taxe,  eUe  s'applique  à  trois  axes 
coordonnes,  et  il  en  résulte  que  ce  qui  vient  d'être  dit  pour  les  varia- 
tions des  projections  peut  se  répéter  pour  la  vitesse  elle-même;  ce  qui 
prouve  le  théorème  remarquable  connu  sous  le  nom  de  princvpe  de  la 
conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité^  et  qui  consiste  en  ce 
que  le  centre  de  graviié  se  meut  comme  un  point  matériel  réuntssani  à 
hd  setU  la  masse  totale  2m  de  tons  les  feints  ait  systhne,  et  fui  sérail 
sollicité  par  les  forces  extérieures  transportées  en  ce  point  paralièle- 
ment  à  eUes-mêmee, 

La  résultante  de  toutes  ces  forces  extériewres  transportées  paraDèie* 
ment  k  elles-mêmes  en  un  même  point  a  été  appelée  par  M.  Bella^ger 
résultante  de  translation. 

Comme  cas  particulier,  qoel  que  soit  le  nombre  des  forces  qui  solli- 
citent un  corps  solide  entièrement  libre,  si  ce  corps  est  en  équilibre,  en 
appliquant  toutes  les  forces,  parallèlement  à  elles-mêmes,  à  un  même 
point  quelconque,  ces  forces  se  feront  encore  équilibre,  et  leur  poly- 
gone se  fermera  de  lui-même,  c'est-k-dire  donnera  une  résultante  nulle 
(1492).  Comme  les  relations  entre  les  forces  ainsi  transportées  ne  chan- 
gent pas,  cette  considération  peut  souvent  être  très-utile  dans  la  pra- 
tique pour  déterminer  les  conditions  d'équilihre  d'un  corps  solide  sou- 
mis k  Faction  de  plusieurs  forces. 

Exemples  où  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  fframié  se 
réalise, 

!•  Un  projectile  lancé  faisant  explosion,  tant  que  les  éclats  ne  ren- 
contrent pas  d'obstacles,  sauf  la  modification  due  k  la  résistance  de 
Pair,  le  centre  de  gravité  continue  son  mouvement  de  la  même  manière 
que  si  Texplosion  n'avait  pas  eu  lieu. 

T  Si  un  homme  en  tombant  d'une  certaine  hauteur  s'agite,  son  centre 
de  gravité  peut  changer  de  position  dans  son  corps,  mais  il  continue 
son  mouvement  comme  si  l'agitation  n'avait  pas  eu  lieu. 

Si  en  tomhant  l'homme  lance  un  projectile  qui  raccompagnait,  il 
modifie  son'mouvement  ainsi  que  celui  du  projectile,  mais  il  ne  modifie 
en  rien  celui  du  centre  de  gravité  de  l'ensemble  de  son  corps  et  du 
projectile. 

1614.  Extension  du  théorème  des  puissances  vives  à  un  système  quel- 
conque de  points  matériels.  Cas  des  machines.  Effets  des  volants, 

{"  Pour  le  seul  point  M  décrivant  une  courbe  quelconque,  animé  de  la 
vitesse  initiale  v^  et  sollicité  par  la  résultante  constante  F,  la  formtile  3* 
du  n"  1611  devient,  en  prenant  l'axe  parallèle  k  la  direction  de  F, 


i  mr,*  -  1 771  V  =  FS^«  =  FEc 
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Pour  deux-autres  axes  rectangulaires  entre  eux  et  au  premier,  la 
même  formule  donne,  en  remarquant  que  F,  =  0  et  F,  =  0, 

-mr/—. -mr^*  =  0    et    ^mc»"^-^  ^7ov^*  =  0. 

Ajoutant  ces  trois  équations,  U  vient,  en  remarquant  que  rs*+Cy'+ 
V*  =  tî«  et  t?ox*  +  r,y*  +  fox*  =  V» 

lmc«  — imro«=FE,=  aPF. 

Formule  qui  fait  voir  que,  quelle  que  soit  la  courbe  décrite  par  le  mobile, 
raccraissement  de  puissance  vice  est  égal  au  iracail  de  la  résultante  des 
forces  (Hn). 

Dans  le  cas  où  F  varie  en  intensité  ou  en  direction,  on  peut  la  consi- 
dérer comme  constante  pendant  des  temps  infiniment  petits,  et  Ton  a 
-  pou;*  ces  instants  successifs 

*        t      *        «      «il' 

-mV--mV=3rF,, 


-  m»*  —  -  mc*«_j=:«Tn. 


Faisant  la  somme  de  toutes  ces  équations,  on  a,  en  supprimant  les 
quantités  qui  se  détruisent,  et  en  représentant  par  T¥  la  somme  des 
travaux  élémentaires, 

*       •      *        t      /-fP 
-  mtj'—  -  m^o*  =  TF. 

Ainsi,  daris  tous  les  cas^  P accroissement  de  puissance  vive  est  égal  à  la 
somme  des  travaux  des  forces, 

2'  Système  composé  d'un  nombre  quelconque  de  points  matériels  liés 
entre  eux  par  des  actions  mutuelles. 

Pour  deux  points,  en  conservant  les  mômes  notations  qu*au  n"  1612, 
on  a  successivement  pour  les  points  matériels  M'  et  M"  considérés  sé- 
parément (!•) 

i  7n V*  —  i  m"v\^  =  arF"  +  Tf", 
Ajoutant  ces  deux  équations,  on  a  pour  tout  le  système 

2  -  m»«  — si  mV=  2rF  +  2^/;  a) 

équation  qui  s'applique  h  un  nombre  quelconque  de  points  matériels, 
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et  qui  fait  voir  que  V accroissement  algébrique  de  la  puissance  vive  du 
système  est  égal  au  travail  des  forces  extérieures,  plus  celui  des  forces 
intérieures  mutuelles. 

Ce  dernier  travail,  qui  s'évalue  en  grandeur  absolue  et  en  signe 
comme  il  a  été  indiqué  au  n*  1604  pour  deux  forces  égales  et  contraires, 
dépend  uniquement  du  mouvement  relatif  des  différentes  parties  du 
système. 

Ordinairement  dans  la  pratique  les  systèmes  qu'on  étudie  peuvent 
être  considérés  comme  entièrement  solides  ;  alors  les  mouvements  re- 
latifs de  leurs  différents  points  matériels  sont  nuls,  et  le  travail  des  ac- 
tions mutuelles  est  aussi  nul.  Si  ces  mouvements  ne  sont  pas  nuls,  ce 
qui  arrive  quand  les  solides  sont  soumis  à  de  certains  efforts,  tant  que 
ces  efforts  ne  compromettent  pas  la  solidité  du  système,  ces  déplace- 
ments sont  négligeables,  et  Ton  peut  encore  considérer  comme  nul  le 
travail  de  ces  actions  mutuelles;  de  sorte  que  dans  ces  deux  cas,  qui  se 
présentent  généralement  dans  la  pratique,  on  a 

2Îmv«-2imV=2rF; 

expression  qui  généralise  celle  du  n*  i474,  donnée  pour  un  point  ma- 
tériel. 

Dans  le  cas  où  les  vitesses  v  et  v^  sont  les  mêmes  pour  tous  les 
points  du  système,  on  a,  en  représentant  la  masse  totale  ^m  du  sys- 
tème par  M, 

|Mi;«-iMtV=2»'F.  (6) 

Remarque  i.  Lorsqu'un  système  est  composé  de  deux  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  corps  matériels  qui  se  meuvent  en  glissant  Tun  sur 
Tautre,  de  ce  glissement  en  contact  naît  un  frottement  qui  est  réelle- 
ment une  force  mutuelle  qui  s'oppose  au  mouvement,  et  dont  on  éva- 
lue le  travail  d'après  le  mouvement  relatif,  comme  il  a  été  indiqué  au 
n*  1604.  L'existence  de  ce  frottement  oblige  d'avoir  recours  à  la  for- 
mule (a);  cependant  comme  cette  résistance,  qui  joue  un  très-grand 
rôle  dans  toutes  les  machines,  peut  être  évaluée  d'après  les  grandeurs 
et  directions  des  forces  extérieures  du  système,  on  peut  la  considérer, 
pour  la  facilité  des  applications,  comme  étant  une  force  extérieure,  et 
Ton  voit  que  la  formule  (h)  s'applique  encore  dans  ce  cas,  qui  est  le  plus 
général  de  la  mécanique. 

Remarque  2.  Lorsqu'un  système  quelconque  (que  les  points  ou  corps 
matériels  soient  isolés  ou  composent  une  machine]  est  en  mouvement, 
il  peut  être  sollicité  par  des  forces  positives,  que  nous  appellerons 
puissances,  qui  agissent  dans  le  sens  où  le  mouvement  se  produit  ou 
doit  se  produire,  et  par  des  forces  négatives,  appelées  résistances,  qui 
s'opposent  au  mouvement.  Appelant  Tm  le  travail  des  forces  mo- 
trices, et  Tr  le  travail  des  résistances,  on  a  le  travail  total  des  force» 

43 

Digitized  by  VjOOQIC 


674 

SEPTlàMl  PARTIE.  - 

-  MÉCAKIQDE. 

extérieures, 

2»P=»î»- 

-«'r, 

et  la  formule  (6)  devient 

1«. 

-•            *    m*«.  • 

2Mo«-^MV=»w— a;.  (c) 

Si,  k  deux  instante  du  mouvement,  la  vitesse  estlamème,  qu'elle  ait  ou 
non  varié  entre  ces  deux  instants,  la  variation  de  puissance  vive  est 
nulle,  et  par  suite  la  formule  précédente  donne 

Si,  à  partir  d'un  instant  déterminé,  les  forces  motrices  cessent  leur  effet, 
et  que  les  résistances  continuent  d*agir,  après  un  certain  temps  on  aura 


2""        2 


l  Mr«—  s  Mro«  =  0—  ^r  =  -  «V. 


Ainsi  le  travail  résistant  fait  décroître  la  vitesse.  On  conçoit  alors  qu'elle 
pourra  décroître  de  manière  à  devenir  nulle,  et  Ton  aura 


et  par  suite 


^Mr«  =  0, 


^MV=«V; 


ce  qui  fait  voir  que  le  travail  rési&tant  que  le  système  M ,  animé  de  la 
vitesse  Vq,  est  capable  de  vaincre,  est  représenté  par 


o'est*à*dire  (foe,  comme  pour  un  point  matériel  (1474),  ce  tncrall  cat 
égal  à  la  puiasanee  vive  que:  possède  le  système. 

C'est  sur  cette  propriété  de  la  matière  qu*est  fondé  Tusage  des  volants, 
pour  régulariseir  la  viéesse  des  machines.  Le  travail  des  puissances 
étant  momentanément  supérieur  k  celui  des  résistances^  la  vitesse  de 
la  machine  et  par  suite  celle  du  volant  augmente  de  manière  à  ce  qne 
Féqnation  (c)  soit  satisfaite.  Le  travail  résistaiit  devenant  ensuite  sapé- 
rieur  au  travail  moteur,  la  vitesse  diminue  ;  mais  comme  les  organes 
de  la  machine  restituent  le  travail  qu'ils  avaient  aecnmitlé,  la  vitesse 
diminue  moins  nq[>idemeat. 

il  convient  de  remarquer  ea  psesunt  que  les  volants  n'augmentant 
nullement  la  puissance  diynaniîque  des  nackinea  Le  travail  metear 
devenant  supérieur  an  travail  réaistant,  le  volant  et  les  autres  oi^(a»es 
de  la  machine  en  aecunsulent  Feacès^  pour  le  restituer  qnnnèle  Iravnil 
moteur  devient  inlérieur  au  travail  résistant;  maîa  le  veiané^  eenone 
les  autres  oignes,  ne  restitue  ^ece  qui  Ini  a  été  transmis,  et  méuK 
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moins,  va  que  le  frottement  de  ses  tourillons  et  la  résistance  de  Pair  en 
absorbent  toujours  une  partie. 

THÉORÈME  ou   TRAVAU.  VIRTUEL. 

1615.  Lorsque,  sans  avoir  égard  aux  obstacles  que  des  corps  envi- 
ronnants peuvent  opposer  au  mouvement  d'un  point  matériel,  on  sup- 
pose par  la  pensée  que  ce  point  se  déplace  d'une  quantité  infiniment 
petite,  sans  cesser  d'être  accompagné  par  les  forces  réelles,  extérieures 
ou  mutuelles,  le  mouvement  idéal  qui  en  résulte  est  appelé  mouvement 
virtuel. 

1616.  Le  travail  de  chacune  des  forces,  résultant  de  ce  mouvement, 
est  appelé  travail  virtuel  de  la  force  considérée, 

1617.  Lorsqv^un  point  matériel  est  en  équilibre  ou  se  meut  uniforme^ 
ment  suivant  une  droite,  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  qui  le 
sollicitent  est  égale  à  0. 

En  effet,  ce  point  étant  en  équilibre  ou  ayant  im  mouvement  uni- 
forme rectiligne,  la  résultante  des  forces  qui  le  sollicitent  doit  être 
égale  à  zéro  ainsi  que  son  travail  virtuel  (1614).  Mais  le  travail  de  la  ré- 
sultante F  est  égal  à  la  somme  des  travaux  des  composantes  F',  F''... 
(1605);  on  a  donc  aussi,  en  accompagnant  les  forces  qui  sollicitent  le 
point  matériel  de  Tv  pour  désigner  Le  travail  virtuel^ 

TvY  =  Vjr  +  3P„F''  +  ...  =  (►. 

Considérant  un  système  de  pointa  matériels  en  équilibre  ou  possédant 
un  mouvement  uniforme  rectiligne;  M',  M''...  étant  les  points  maté- 
riels; F',  F'^..  les  résultantes  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  res- 
pectivement les  points  M',  M"...;  /',,  /*,...  les  actions  mutuelles  qui 
sollicitent  M';  f\y  /"i...  celle»  qui  sollicitent  M''',  et  de  même  pour 
tAUB  les  autres  points  du  système,  on  a  successivement  pour  les  divers 
points  du  système  : 

ar,F  +  T,f\  +  Tj\  +  T./,  + ...  =  0, 

ar„F"+  T^A+  ^«/"t+ ar./%+ ...  =o, 

et  ainsi  de  suite. 

Ajoutant  toutes  ces  équations,  on  aura,  en  représentant  par  Î^ToF 
la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures,  et  par  2^^/  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  actions  mutuelles , 

2»;F  +  23r/=0. 

Ce  qui  faii  voir  que  fe  sj/sième  étant  en  équilibre  o»  ayant  un  motevetnent 
wmfotmedetrenratation,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces 
tmni  exéêrieures  qt^intérieures  est  égale  à  0. 

Toutes  les  fois  que  dans  le  mouvement  virtuel  les  distances  mutuelles 
des  pointe  du  système  restent  constantes,  ce  qui,  paFT  exemple,  a  toujours 
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liea  pour  tous  les  moDTements  virtuels  d*nn  système  d*une  solidité  par- 
faite, les  travaux  virtuels  de  toutes  les  actions  mutuelles  sont  nub;  pir 
suite,   2^i/=  O9   et  réquation  d'équilibre  précédente  devient 

2»VF  =  0. 

Ainsi^  dans  tout  mourement  virtuel  compatible  avec  la  solidité  parfaite 
du  système  j  la  somme  algébrique  des  travaux  virtuels  des  forces  exté- 
rieures est  nulle  lorsqu*il  y  a  équililfre.  C*est  la  même  condition  que 
pour  un  point  matériel. 

1618.  La  réciproqtte  rCest  pas  vraie  pour  des  corps  non  ^une  soliiOé 
parfaite^  c'est-à-dire  susceptibles  de  changer  de  forme  sous  Faction  des 
forces  extérieures.  Un  corps  élastique,  par  exemple,  soumis  à  Faction 
de  deux  forces  égales  et  contraires,  n'est  pas  en  équilibre  quoique  ces 
deux  forces  se  fassent  équilibre. 

1619.  Cette  réciproque  est  toujours  vraie  pour  les  corps  parfaitement 
solides. 

En  effet,  si  un  tel  corps  supposé  en  repos  ou  en  mouvement  se  met- 
tait en  mouvement  ou  modifiait  celui  qu'il  possède,  il  acquerrait  dans 
un  temps  très-court  une  puissance  vive  très-petite,  mais  réelle,  ou  la 
puissance  vive  qu'il  possède  serait  augmentée  ou  diminuée,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  dans  Fun  et  Fautre  cas  qu'autant  que  le  travail  des  forces 
n'est  pas  nul  (1644);  or  le  travail  des  forces  intérieures  étant  nul,  puis- 
que le  système  est  solide,  et  celui  des  forces  extérieures  Fêtant  par 
hypothèse,  il  est  donc  impossible  que  le  système,  d'abord  en  repos, 
se  soit  déplacé,  ou  que,  d'aJ[>ord  en  mouvement,  ce  mouvement  se  soit 
modifié. 

1620.  De  ce  qui  précède,  il  résulte  le  théorème  fondamental  sui- 
vant : 

Pour  qu'un  corps  solide  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  algébrique  des  travaux  virtuels  des  forces  extérieures  soit  nulle 
pour  tous  les  moutements  compatibles  avec  la  condition  de  solidité. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  ou  système  matériel  susceptible  de  défor- 
mation, les  mêmes  conditions  générales  d'équilibre  sont  encore  néces- 
saires, mais  non  suffisantes. 


CONDITIONS  d'Équilibre  d'un  système  matériel  déduites 

DES   mouvements  VIRTUELS. 

iOfil.  Mouvements  virtuels  les  plus  simples  d'un  système  matériel 
quelconque.  Pour  un  système  matériel,  on  peut  supposer  une  infinité 
de  mouvements  virtuels  plus  ou  moins  définis,  parmi  lesquels  il  y  en 
a  de  deux  espèces  parfaitement  déterminées;  la  première  comprend 
les  mouvements  virtuels  de  la  translation,  c'est-à-dire  ceux  dans  les- 
quels tous  les  points  se  déplacent  parallèlement  à  une  même  direction; 
la  deuxième  comprend  les  mouvements  virtuels  de  rotation,  c'estr-à- 
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dire  ceux  dans  lesquels  tous  les  points,  restant  à  la  môme  distance 
d'un  axe,  ont  même  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  (1586). 

4622.  Des  trois  équations  d* équilibre  â^un  système  déduites  des  mou- 
vements virtuels  de  translation. 

Supposant  que  le  mouvement  virtuel  de  translation  a  lieu  parallèle- 
ment à  un  axe  quelconque  Ox,  chacun  des  points  d'application  des 
forces  décrit  un  chemin  infiniment  petit,  égal  à  e^  parallèle  à  Ox,  et 
qui  se  projette  en  véritable  grandeur  sur  cet  axe,  soit  e,  cette  pro- 
jection. Les  projections  des  forces  sur  la  direction  des  chemins  e  sont 
égales  aux  projections  de  ces  forces  sur  l'axe  Ox.  F' g,  F''*  étant  ces 
projections,  les  travaux  virtuels  de  ces  forces  sont  respectivement 
c«F'„  e^F^g,,.  Ajoutant  tous  ces  travaux  partiels,  on  a  le  travail  virtuel 
de  toutes  les  forces,  qui  est 

eg¥'g  +  egF%  +  ...    ou    e.(F'ar  +  F".  +  ...), 
travail  que  l'on  peut  exprimer  par 

Sc.Fa:     ou     l?xSFar. 

Cette  somme  algébrique  devant  être  égale  à  0  pour  l'équilibre  (1620), 
on  doit  avoir 

e,(F'.  +  F"«+...)  =  0    ou    e,SFx  =  0; 

d'où  l'on  conclut,  e^  n'étant  pas  nul, 

F',-l-F"x  +  ...  =  0    ou    SFx=0. 

Équation  qui  fait  voir  que,  quand  il  y  a  équilibre,  la  somme  algébrique 
des  projections  des  forces  sur  un  axe  quelconque  est  nulle. 

Cette  propriété  des  forces  en  équilibre  ne  dépend,  comme  le  fait  voir 
la  formule  précédente,  que  des  intensités  absolues  des  forces  et  des 
angles  qu'elles  font  avec  l'axe,  et  non  des  positions  de  leurs  points 
d'application. 

En  transportant  toutes  les  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
même  point  d'application,  la  somme  de  leurs  projections  ne  changera 
pas,  et  elle  sera  encore  égale  à  0.  Ces  forces,  ainsi  transportées,  ont 
une  résultante  unique  appelée  résultante  de  translation,  laquelle  ayant 
même  projection  sur  un  axe  quelconque  que  toutes  les  forces  (1528, 
1529),  il  en  résulte  que  la  condition 

F'a:  +  F"«  +  ...  =  0    ou    2Fx  =  0 

signifie  que  la  p7'qfection  sur  un  axe  quelconque  de  la  résultante  de 
translation  Sun  système  de  forces  en  équilibre  est  égale  à  zéro. 

Lorsque  cette  condition  est  vérifiée  pour  trois  axes  Ox,  Oy  et  Oz  qui  se 
rencontrent  sans  être  situas  dans  un  même  plan,  elle  est  satisfaite  pour 
un  autre  axe  quelconque. 

En  effet,  ayant  SF,  =  0,  la  projection  sur  Ox  de  la  résultante  de 
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translation  est  nulle,  d'où  il  résulte  que  la  résultante  -de  translation 
est  nulle  ou  perpendiculaire  à  Ox, 

Si  Ton  a  en  même  temps  2^F^  =  0  et  ^Fy  =  0,  les  projections  sur  Ox 
et  Oy  de  la  résultante  de  translation  sont  nulles,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lien  qu'autant  que  la  résultante  est  nulle  ou  perpendiculaire  k  la  fois 
à  Ox  et  Oy,  c'est-à-^ire  au  plan  xOf/, 

Enfin,  si  Ton  a  à  la  fois  SF«,  =  0,  SFy  =  0  et  SF,  =  0,  les  projec- 
tions de  la  résultante  de  translation  sur  les  trois  axes  sont  nulles,  oe 
qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  cette  résultante  est  nulle  ou  per- 
pendiculaire à  la  fois  aux  trois  axes;  comme  cette  dernière  condition 
est  impossible,  puisque  les  trois  axes  ne  sont  pas  dans  un  inêTne  plan, 
îl  faut  donc  que  cette  résultante  de  translation  soit  nulle.  Cette  résul- 
tante étant  nulle,  sa  projection  sur  un  axe  quelconque  Test  aussi,  -et 
comme  cette  projection  est  égale  k  la  somme  des  projections  de  toutes 
les  forces  sur  le  même  axe,  il  en  résulte  bien  que  cette  somme  est 
aussi  égale  à  0. 

Ainsi  déjà  les  trois  équations  distinctes 

S^^*  =  0,    SFy  =  0    et    SF,=:0 

étant  satisfaites,  on  est  sûr  que  le  système  ne  prendra  ancun  mouve- 
ment de  translation. 

1625.  Ces  équations  renferment  comme  cas  particulier  celles  du 
n**  \  304  relatives  à  un  point  matériel  sollicité  par  un  nombre  quelconque 
de  forces.  Dans  ce  cas,  le  mouvement  virtuel  ne  pouvant  qu'être  de 
translation,  on  est  sûr  que  les  équations  précédentes  étant  satisfaites, 
il  y  a  équilibre;  c'est  ce  que  nous  avons  établi  au  n"  1504  sans  avoir 
recours  aux  mouvements  virtuels. 

1624.  Des  trois  équations  d'équilibre  d'wi  système  déduites  des  mou- 
vements virtuels  de  rotation. 

Dans  le  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe,  tous  les  points  con- 
servant la  même  position  relative,  ils  ont  même  vitesse  angulaire  (4586). 
Supposant  un  mouvement  virtuel  de  rotation,  et  désignant  par  a  le 
déplacement  angulaire  virtuel^  le  travail  virtuel  de  chacune  des  forces 
du  système  étant  égal  au  déplacement  a  multiplié  par  le  moment  pris 
par  rapport  à  l'axe  (1606),  pour  une  force  F',  dont  le  bras  de  levier  est 
l,  on  a 

Tr,  =  aP7'. 

Chacune  des  autres  forces  donnera  une  expression  analogue,  et  en 
faisant  la  somme  de  toutes  ces  expressions  on  aura  le  travail  virtuel 
total 

jTt,  =  a[rr  +  P'7"  +.,.)=:  a2P?, 
ou  (1606) 

3rv  =  aSMoF. 

Ce  travail  total  devant  &tve  nul  pour  qu'il  y  ait  équîlîlbre  (4€20),  on 
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doit  avoir  , 

d'où,  a  n'étant  pas  nul, 

2MoF  =  0. 

Ce  qui  fait  voir  que  dans  le  cas  d'équilibre  la  somme  algébrique  des 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  un  axe  quelconque  est 
égale  à  0.  C*est  ce  qui  a  été  établi  au  n"  1551  aans  le  secours  des  mou^ 
vements  virtuels. 

Considérant  trois  axes  Ox,  Oy  et  Oz,  se  rencontrant  sans  être  dans  un 
noéme  plan,  on  aura  pour  ces  axes  respectifs  : 

2Mo,F=:0,     2Mo,rF  =  0    et    2Mo,F=0. 

Les  moments  dépendant  des  distances  des  forces  à  Taxe,  ces  équa- 
tions sont  distinctes  de  celles  du  n"  1622,  qui  ne  dépendent  nullement 
de  ces  distances.  De  plus,  elles  sont  distinctes  entre  elles  ;  car  si,  par 
exemple,  toutes  les  forces  étaient  situées  dans  le  plan  xOy,  les  deux 
premières  équations  seraient  satisfaites,  puisque  toutes  les  forces  étant 
ou  parallèles  aux  axes  Oa;,  Oy,  ou  les  rencontrant,  leurs  moments 
seraient  nuls,  et  cependant  Téquation  SMo»F  =  0  pourrait  ne  pas  être 
satisfaite. 

1628.  Prouvons  maintenant  que  toutes  les  conditions  d'équilibre  d'un 
système  solide  quelconque  se  réduisent  aux  six  équations  distinctes  des 
n-  1622  et  1624. 

Soient  F',  F",  F"'...  les  forces  qui  sollicitent  le  système,  et  soient  S 
et  T  les  équivalents  de  ce  système  (1527).  Considérant  trois  axes  Ox,  Oy 
et  Oz  non  situés  dans  le  même  plan  : 

1*  Les  forces  F',  F",  F"'.... satisfaisant  aux  conditions 

SFar  =  0,    Sf,=o,   Sf,  =  o, 

leur  résultante  de  translation  est  nulle  (1622);  la  résultante  de  transla- 
tion des  équivalents  S  et  T  est  aussi  null«  ;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
qu'autant  que  les  deux  forces  S  et  T  sont  égales,  parallèles  et  de  sens 
contraires,  c'est-à-dire  forment  un  couple  (15Slj.  Ainsi  les  sommes  des 
protections  des  forces  sur  chacun  des  trois  aaes  non  situés  dans  un  même 
plan  étant  nulles^  les  forces  pewoent  se  réduire  à  un  couple  équivalent. 
^  Les  forces  F\  F'' ...  satisfaisant  à  Téquation 

SM^^F  =  0,  (1624) 

la  somme  des  moments  des  forces  équivalentes  S  et  T  sera  aussi  égale 
à  0.  L'équivalente  S  passant  par  Toriginc  des  axes,  son  moment  est  nul; 
le  moment  de  l'équivalente  T  doit  donc  aussi  être  nul  ;  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autant  qu'elle  est  dans  un  même  plan  avec  l'axe  Ox. 
L'équation 

2MoyF  =  0 
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étant  satisfaite,  il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  pi^écédent,  que  Téqui- 
valente  T  est  encore  située  dans  un  même  plan  avec  Taxe  Oy;  les  deux 
équations  précédentes  étant  réalisées,  il  en  résulte  donc  que  T  est  daiis 
le  plan  xOy,  ou  bien  elle  passe  par  le  point  0. 
Enfin  réquation 

SMo.F  =  0 

étant  satisfaite  en  même  temps  que  les  précédentes,  la  force  T  doit 
être  dans  un  même  plan  avec  chacun  des  axes  ;  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  qu'autant  que  la  force  T  passe  par  le  point  0.  Comme  déjà  S  passe 
par  ce  point,  ces  deux  forces  se  réduisent  à  une  force  unique.  Ainsi 
lorsque  les  sommes  des  Tnoments  des  forces  par  rapport  à  trois  axes  sont 
séparément  nulles,  ces  forces  peuvent  se  réduire  à  uiie  résultante  unique 
passant  par  V origine  commune  des  axes. 
Les  forces  satisfaisant  à  la  fois  aux  six  conditions 

2F,  =  0,  SF,  =  0,  Sf.  =  o, 

SMo«F  =  0,        SMo,F=0,        SMo.F  =  0, 

il  résulte  du  !•  que  les  deux  équivalentes  S  et  T  peuvent  être  égales  et 
de  sens  contraires,  et  du  2',  qu'elles  passent  par  le  même  point  0,  et 
que  par  conséquent  elles  se  réduisent  à  0. 

Ainsi,  ces  six  équations  étant  satisfaites,  la  résultante  de  toutes  les 
forces  est  nulle;  son  travail  est  donc  nul,  et  par  suite  aussi  celui  de 
toutes  les  forces.  On  peut  donc  affirmer  alors  que,  dans  tous  les  moute- 
ments  virtuels  compatibles  avec  la  solidité  du  systèw£,  le  travail  des 
forces  F  est  nul,  et  que  par  conséquent  le  systhne  matéi-iel^  s'il  est  so^ 
lide,  ne  peut  prendre  aucun  mouvement;  il  est  par  conséquent  en  équi- 
libre sous  Faction  des  forces  qui  le  sollicitent. 

FROTTEMENT.    PLAN  INCLINÉ. 

1626.  La  surface  d'un  corps  n'étant  jamais  parfaitement  unie,  quel 
que  soit  son  poli,  il  en  résulte  que  quand  on  met  deux  surfaces  en  con- 
tact, elles  se  pénètrent  toujours  plus  ou  moins.  Cet  enchevêtrement 
n'est  pas  seulement  dû  à  l'imperfection  du  poli  des  pièces,  mais  aussi  à 
ce  que  les  surfaces  en  contact  se  pressant  mutuellement,  il  y  a  une  dé- 
formation d'autant  plus  grande  que  les  corps  sont  moins  durs  et  que  la 
pression  de  l'un  sur  l'autre  est  plus  considérable. 

De  l'enchevêtrement  des  molécules  de  deux  surfaces  en  contact,  il  ré- 
sulte que  si  l'on  imprime  un  mouvement  à  l'un  des  corps,  mais  de  manière 
k  le  laisser  toujours  en  contact  avec  la  surface  de  l'autre  corps,  il  naît 
une  résistance  qui  n'est  autre  chose  qu'une  action  mutuelle  (1509, 1644), 
qui  s'oppose  directement  au  mouvement  et  qui  agit  par  conséquent  dans 
le  plan  tangent  aux  deux  surfaces  de  contact.  Si,  par  exemple,  Tune  des 
surfaces  frottantes  est  plane,  la  résistance  agit  dans  ce  plan  et  directe- 
ment en  sens  contraire  du  mouvement. 
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Cette  résistance,  qui  naît  du  mouvement  des  corps  en  contact,  prend 
le  nom  de  frottemenU 

1027.  Si  la  même  partie  de  la  surface  d*au  moins  un  des  corps  reste 
toujours  en  contact,  c'est-à-dire  s'il  y  a  glissement  d'un  ou  de  chacun 
des  corps  sur  l'autre,  le  frottement  prend  le  nom  de  frotieTnent  de  glis- 
sèment. 

Si,  au  contraire,  les  parties  des  surfaces  en  contact  varient  a  chaque 
instant,  comme  dans  le  mouvement  d'une  bille  sur  un  tapis  de  billard, 
ou  d'une  roue  de  voiture  sur  une  route,  le  frottement  prend  le  nom  de 
frotlement  de  roulement. 

1628.  L'expérience  prouve  que  le  frottement  est  proportionnel  à  la 
pression  normale  que  les  surfaces  exercent  l'une  sur  l'autre,  qu'il  varie 
selon  la  nature  et  l'état  des  surfaces  en  contact,  et  qu'il  est  indépendant 
de  la  vitesse  et  de  l'étendue  de  ces  surfaces. 

Des  expériences  récentes,  faites  par  M.  Jules  Poirée  sur  le  chemin  de 
fer  de  Lyon,  ont  fait  voir  que  pour  des  vitesses  supérieures  a  4  ou 
5  mètres  par  seconde,  le  frottement  diminue  à  mesure  que  la  vitesse 
augmente.  Dang  ces  expériences,  on  a  serré  les  freins  d'un  wagon  de 
manière  à  empêcher  les  roues  de  tourner,  et  on  l'a  fait  mouvoir  sur  les 
rails  comme  un  traîneau;  la  vitesse  a  été  portée  jusqu'à  22  mètres  par 
seconde,  et,  à  l'aide  d'un  dynamomètre  (1444),  on  a  constaté  que  le  frot- 
tement de  glissement  des  roues  sur  les  rails  diminuait  à  mesure  que  la 
vitesse  devenait  plus  grande. 

Il  convient  de  remarquer  que  dans  les  cas  habituels  de  la  pratique, 
dans  les  machines  par  exemple,  la  vitesse  est  loin  d'atteindre  4  mètres 
par  seconde,  et  que  l'on  peut  admettre  que  le  frottement  est  indépen- 
dant de  la  vitesse. 

En  lubrifiant  les  surfaces  en  contact  avec  des  corps  onctueux,  tels 
que  l'huile,  la  graisse,  le  savon...  on  diminue  considérablement  le  frot- 
tement, et  d'autant  plus  que  l'enduit  est  renouvelé  avec  plus  de  conti- 
nuité. L'eau  pure  est  un  mauvais  enduit,  surtout  pour  les  métaux;  sou- 
vent même  elle  augmente  le  frottement. 

Nous  venons  de  dire  que  le  frottement  est  proportionnel  à  la  pression 
des  surfaces  entre  elles;  mais  cela  n'a  lieu  que  jusqu'à  une  certaine 
limite;  au  delà,  les  surfaces  grippent,  c'est-à-dire  s'entament  en  s'é- 
chauffant,  et  le  frottement  devient  considérable  sans  varier  suivant  au- 
cune loi.  Les  corps  onctueux,  tout  en  diminuant  le  frottement,  re- 
culent considérablement  la  limite  à  laquelle  les  surfaces  commencent 
à  gripper. 

D'après  des  expériences  de  Wood,  la  pression  des  essieux  de  wagons 
dans  leurs  boîtes  ne  doit  pas  dépasser  6^,33  par  centimètre  carré  de  sur- 
face de  contact;  au-dessus  de  cette  limite,  la  graisse  qui  lubrifie  les 
surfaces  est  écrasée  et  chassée  ;  alors  les  corps  frottant  à  sec  s'entament, 
et  le  frottement  devient  considérable.  Aujourd'hui,  que  le  graissage  se 
fait  avec  soin  et  régulièrement,  la  pression  peut  atteindre  25  et  jusqu'à 
30  kilogr.  par  centimètre  carré. 

L'expérience  prouve  aussi  que  quand  deux  surfaces  ont  été  en  contact 
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et  60  repos  relatif  pendant  un  certain  temps,  le  irotlemeiit  de  glieseflient 
est  plus  considérable  au  premier  instant  du  mouvement  que  quand  le 
mouvement  a  lieu.  Cela  est  d'autant  plus  sensible  que  la  pression  est 
plus  grande  et  que  les  corps  sont  plus  compressibles;  ces  deux  circon- 
stances tendant  à  faire  pénétrer  les  surfaces  et  à  chassa  Tendait  (Voir 
partie  pratique  de  notre  Aide-mémoire.) 

14189.  Le  rapport  entre  le  frottement  F,  c'est-à-dire  la  résistance  qui 
s'oppose  directement  au  mouvement,  et  la  pression  P  qui  s'exerce  iiap- 
malement  entre  les  deux  surfaces  de  contact,  est  ce  qu'on  appelle  4e 
coefficient  de  frottement  ;  ainsi,  désignant  ce  coefficient  par/,  on  a 

/=p,    d'où    F=/P    et    P=^. 

On  a  formé,  d'après  Texpérience,  un  tableau  des  valeurs  de  /  pour 
les  corps  généralement  employés  dans  les  machines  et  constructions, 
et  placés  dans  les  circonstances  de  ces  emplois.  Dans  ce  tableau,  donné 
au  complet  dans  la  partie  pratique  de  notre  Aide-mêmoire,  on  trouve 
que  pour  le  ch(^ne,  1  orme,  le  poirier  sau^nge,  la  fonte,' le  fer,  l'acier  «t 
le  bronze,  glissant  l'un  sur  l'autre,  ou  sur  eux-mêmes,  on  a/=  0,07  à 
0,08  quand  les  surfaces  frottantes  sont  lubrifiées  à  la  manière  ordinaire 
de  suif,  d'huile,  de  saindoux  ou  de  cambouis  mou. 

La  formule  précédente  fait  voir  que  pour  obtenir  le  frottement  F  dû  à 
une  pression  P  entre  les  deux  surfaces,  il  suffit  de  multiplier  P  par  la 
valeur  de /donnée  au  tableau  pour  les  corps  frottants  placés  dans  les 
circonstances  où  ils  se  trouvent.  Ainsi  pour  P  =  500  kîlogr.  et /=  0,08, 
on  a  F  =/P  =  0,08  x  500  =  40  kilogr. 
1650.  Équilibre  du  plan  incliné  en  tenant  compte  du  frottement  (4589). 
1*  Supposons  d*abord  que  te  corps  n'est  sollicité  que  par  la  pesanteur. 
Il  est  évident  que  dans  ce  cas  le  mouvement 
aura  lieu  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente 
du  phm. 

Suivant  cette  ligne,  le  corps  est  soumis  à 
deux  forces,  dont  Tnne,  P  sin  a,  est  la  force 
mouvante,  et  dont  l'autre,  qui  est  le  frotte- 
ment, est  la  force  résistante  (4559).  Ce  frotte- 
mont  étant  dû  â  la  pression  P  cosa  normale 
au  plan  incliné,  il  est,  en  désignant  par  fie 
coefficient  de  frottement  qui  convient  aux  surfaces  frottantes  fl629), 

/PCOSft. 

Le  frottement  étant  toujours  une  force  qui  s'oppose  au  mouvement, 
on  voit  que  si  le  mobile  se  meut,  ce  sera  en  vertu  delà  résultante 

Psina— /Pcos«. 

Pour  a  =  o,  on  a  sina  =  o  et  cos a  =  1  (4A9i) ;  màMàs  comme  à  mesure 
que  a  augmente,  sin  a  augmente  et  cosa  diminue,  l'on  conçoit  que  les 
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valeurs  de  P  et/ étajoti  constantes,  il  y  a  use  valewu*  de  a  pour  .laquelle 
V  sîn  a  =/P  cos  a , 


d'où  (1107) 


L*anglc  qui  satisfait  k  cette  équation  prend  le  nom  éHangle  de  glisse- 
ment. 

Be  TexpresBion  (1)  résuilc  un  moyeo  -de  iétemuinar  les  ittievrs  du 
coefficient  de  frottement  des  corps.  Il  suffit  d'incliner  lie  plan  jaa^u'à  ce 
que  le  menivement  commence;  de  détermina  IH^n^  a,  et  tang  «  est  la 
valeur  ide/. 

Ainsi  Ton  voit  que  pour  Tangle  de  gldssemeivt  il  y  a 'égalité  entre  la 
composante  mouvante  P  sin  a  et  le  frottement/Pcosa;  le  corps  est  en 
équilibre  instable,  c'est-à-dire  que  le  plus  petit  effort  le  mettrait  en 
mouvemeat. 

Sitôt  que  Fangle  a  dépasse  la  valeur  de  glissement,  la  force  mouvante 
Psina  devient  supérieure  au  frottement,  et  il  y  a  mouvement. 

Si  au  contraire  a  est  inférieur  à  la  valeur  de  glissement,  la  coinposante 
P  sin  a  est  inférieure  auirottement/P  cos  a,  et  comme  le  frottement  n'est 
jamais  force  mouvante,  il  en  résuite  que  le  coups  est  en  équilibre  stable. 

L'équation  précédente'(l)  fait  voir  que  le  coefficient  de  frottement  est 
égal  à  la  tangente  de  l'angle  de  glissement  des  corps  frottants.  Pour 
a  =  11%  par  exemple,  on  a  (1238) 

/=tangir  =  0,194. 

Supposaut  le  frottement  nul,  on  arriverait  aux  relations  du  n**  1559. 

2*  Le  cor^s  peut  être  sollicité^  en  outre  de  la  j)esanteur,  par  différentes 
forces.  Dans  ce  cas,  pour  qu'il  suive  la  ligne  de  plus  grande  pente  du 
plan,  il  faut  que  la  résultante  des  autres  forces  soit  dans  le  plan  ver- 
tical passant  suivant  cette  ligne. 

Soient  Q  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  un  corps  dont  le  poids 
est  P  [fig.  504),  p  l'angle  que  la  force  Q  fait  avec  la  ligne  de  plus  grande 
pente,  et  a  l'inclinaison  du  plan. 

Ohacune  des  forces  P  et  Q  se  décompose  en  deux,  l'une  parallèle  au 
plan  incliné,  et  l'autre  normale  à  ce  plan. 

La  résultante  des  deux  composantes  parallèles  au  plan  e^  la  force 
mouvante.  Dans  le  cas  de  la^^.  504,  cette  résultante  est,  en  remarquant 
que  les  composantes  agissent  en  sens  contraires, 

Psina— Q  cos  p. 

La  résultante  des  composantes  normales  au  plan  efrt  la  pression  entre 
les  surfaces  frottantes;  c'est  la  force  qui  donne  naissance  au  frottement. 
Cette  résultante  est,  puisque  dans  le  cas  de  la  ligure  504  les  compo- 
santes agissent  en  sens  contraires , 

P  cosa  —  Qsinp;  (2) 

Digitized  by  VjOOQIC 


6S4  SEPTIÈME  PARTIE.  —  MÉCANIQUE. 

valeur  qui  devra  toujours  être  positive  pour  que  le  corps  se  meuve  sur 
le  plan  avec  frottement.  Si  elle  est  égale  à  0 ,  le  corps  se  meut  parallè- 
lement au  plan,  mais  sans  frottement;  si  elle  est  négative»  le  corps  s*é- 
carte  du  plan. 

L'expression  précédente  étant  la  pression  normale  aux  surfaces  frot- 
tantes, le  frottement  est  (1629) 

/(Pcosa  —  Qsinp). 

Le  frottement  agissant  toujours  en  sens  contraire  du  mouvement,  il 
en  résulte  que  si  Ton  a  P  sin  a  >  Q  cos  p,  c'est-à-dire  si  l'expression  (!) 
est  positive,  le  corps,  s'il  se  meut,  ne  pourra  que  descendre  le  plan  in- 
cliné, et  il  se  mouvra  comme  si,  étant  tout  à  fait  libre,  il  n'était  solli- 
cité que  par  la  résultante  unique 

P  sin  a  —  Q  cos  p  — /(P  cosa  — Qsin  P). 

Gomme  dans  le  cas  (1*),  le  corps  se  mouvra,  ou  sera  en  équilibre 
instable,  ou  en  équilibre  stable,  quand  cette  résultante  sera  respective- 
ment positive,  nulle  ou  négative. 

Quand ,  au  contraire,  on  a  P  sin  a  <  Q  cos  p ,  c'est-a-dire  quand  l'ex- 
pression (1)  est  négative,  s'il  y  a  mouvement,  le  corps  remontera  le  plan 
et  se  mouvra  comme  s'il  n'était  sollicité  que  par  la  force  unique 

Q  cos  p  —  P  sin  a  — /(P  cos  a  —  Q  sin  P). 

Gomme  dans  le  cas  précédent,  le  corps  se  mouvra,  mais  en  remon- 
tant le  plan,  ou  sera  en  équilibre  instable,  ou  en  équilibre  stable,  selon 
que  cette  résultante  sera  positive,  nulle  ou  négative. 

Quelle  que  soit  la  direction  de  la  force  Q  autour  du  point  A ,  c'est- 
à-dire  la  valeur  de  p,  on  déterminera  les  conditions  de  mouvement  ou 
d'équilibre  comme  nous  venons  de  le  faire.  Tant  que  Q  agit  à  droite 
de  BG,  l'expression  (1)  reste  la  même;  mais  si  Q  agissait  à  gauche 
de  BG,  sa  composante  Qcosp  s'ajouterait  à  Psina,  et  l'expression  (1) 
serait 

Psina4-  Qcosp, 

P  étant  toujours  le  plus  petit  des  angles  que  fait  la  force  Q  avec  le  plan. 
Tant  que  Q  agit  au-dessus  du  plan,  l'expression  (2)  reste  la  même; 
mais  quand  cette  force  agit  en  dessous,  Qsinp  s'ajoute  à  Pcos«,  et 
l'expression  (2)  devient 

P  cos  a  +  Q  sin  p. 

1651.  Mouvement  d'un  corps  qui  glisse  sur  un  plan  incliné. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  toutes  les  forces  constantes  qui 
sollicitent  le  mobile  pouvant  être  ramenées  à  une  force  constante  unique 
agissant  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente,  le  mobile  se  mouvra  sui- 
vant cette  ligne,  et  avec  un  mouvement  uniformément  accéléré  (lii^J. 

p 
En  divisant  la  force  unique  F  qui  le  sollicite  par  la  masse  M  =  ■-  du 
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mobile,  on  aura  raccélération  de  vitesse  J  (1449,  1461);  ayant  J,  la  vi- 
tesse V  acquise  par  le  mobile  après  le  temps  t  est  U;  l'espace  Ë,  par- 

4 
couru  après  ce  temps,  est  -  J<*  (1437). 

Pour  F  =  20*,   P=100*   et  <  =  10",   on  a: 

M  =  I  =  ^  =  100  X  0,102  =  10,2 , 

F         20 
J  =  --  =  =  4»  96 

^       M       10,2^  '^^' 

u=«=:l,96xl0  =  19-,6, 

2  2 

Nous  conseillons  aux  lecteurs  de  faire  quelques  applications  analo- 
gues, qui  sont  très-propres  à  leur  faire  bien  comprendre  les  principes 
fandamentaux  de  la  mécanique. 

1632.  Examinons  le  cas  particulier  où  Ton  suppose  que  le  mobile 
n'est  sollicité  que  par  son  propre  poids  et  glisse  sans  frottement. 

Dans  ce  cas,  la  force  unique  qui  produit  le  mouvement  est  la  com- 
posante F  sin  a  du  poids,  parallèle  au  plan  ;  Faccélération  de  vitesse  du 
mobile  est  alors  (1630,  1631) 

,      P  sin  a       P  sin  a 

J  =  — jf—  =  -p—  =  g  sm  a. 

1 

La  vitesse  acquise  après  le  temps  i  est 

v=:  g  sin  ai,  (1) 

Après  le  temps  t  Fespace  parcouru  est 

E  =  i  5F  sin  aiK  (2) 

Si  E  est  la  longueur  totale  /  du  plan,  et  que  t  soit  le  temps  que  le 
mobile  met  à  descendre  du  sommet  du  plan  à  son  pied ,  on  a 

/  =  i  or  sin  at\      d'où      t  =  \/— ^ .  (3, 

2  ^  V  ^r  sm  a  ^   ' 

Substituant  cette  valeur  de  t  dans  celle  de  v,  il  vient 

t?  =  fl  sin  a  \/  — z —  =  ^igl  sin  a. 
^  y  ^r  sin  a       "  ^ 

Remarquant  que  /sin a  est  égal  kla  hauteur  h  du  plan  (1122),  on  a 

v=z  v^2^. 
Ainsi  la  vitesse  que  possède  le  mobile,  quand  il  arrive  au  pied  du 


Digitized  by  VjOOQIC 


6M 


SEPTrÈnS  PARTIE.   —  SÉCAfflQUE. 


plan'  incliné,  est  égale  à  celle  qn'H  aurait  acquise  en  tombant  yertic»^ 
lement  de  la  hauteur  h  sous  Taetion  unique  de  la  pesanteur  (iU6}. 

Ce  qui  vient  d*étre  dit  pour  la  longueur  tolale  /  du  plan  incliné  est 
applicable  à  une  partie  quelconque  V  de  cette  longueur.  Ainsi ,  quand 
le  mobile  a  parcouru  /',  on  a 

c*est-à-dire  que  le  mobile  ayant  parcouru  un  espace  quelconque  suivant 
le  plan  incliné,  il  possède  une  vitesse  1/  égale  k  celle  qu'il  acquerrait 
en  tombant  librement  de  la  hauteur  verticale  h!  dont  il  est  descendu. 

La  valeur  de  v  étant  indépendante  de  /,  on  voit  que  des  mobiles  par- 
tant sans  vitesse  initiale  d'un  même  point  acquièrent  tous  la  même  vi- 
tesse en  arrivant  à  un  même  plan  hori^ontai ,  quelles-  qu6  soient  les 
inclinaûsons  dfia  pUaa  suivis  par  Les  mobiles.  Si  la  vitesae  acquise  est 
indépendante  de  Tinclinaison  et  par  suite  de  la  loagMieur  du  plaa,  il 
nf  en  est  pas  de  même  du  temps  que  mettent  les  mobiles  p<Mir  arriver  au 
plan  horizontid;  c'est  ce  que  fiait  voir  la  formule  (3). 

Si  le  mobile  avait  possédé  une  vitesse  initiale  v^^  on  en  aurait  tenu 
compte  dane  les  f4Mrmules  (1)  et  (2),  comme  aux  formules  générales 
des  n*'  1436,  1437,  et  Ton  aurait  ensuite  eonclu,  des  nouvelles  ^^ 
mules  (1)  et  (2),  la  vitesse  après  un  parcours  quelconque  /',  comme 
ci-dessus. 

Bemarque.  La  durée  de  la  descente  sur  un  plan  étant 

V^rsma        V^r/sina        \g       h 

on  voit  que  cette  durée  est  la  même  pour  les  divers 

/t 
plans  inclinés  donnant  pour  -j-  une  quantité  con- 
stante; ce  qui  a  lieu  pour  tous  les  plans  dont  les 
longueurs  /  sont  en  grandeurs  et  inclinaisons  les 
cordes  AB,  AC....  A'B,  A'B*...  d'une  sphère  ou 
d^trn  cercfe,  aboutissant  toutes  aux  extrémités  d'un 
même  diamètre  vertical  AA'. 
En  e£fet,  si  d'un  point  quelconque  B  de  la  circonférence  d'un  cercle 
on  abaisse  une  perpendiculaire  BK  sur  un  diamètre  AA'  =  D,  on  a  (676) 


A  :  /  =  /  :  D,      d'où      -^  =  D  =  constante; 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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t6S5.  Étant  dornié  un  plan  BC,  déterrmner  le  plan  incliné  sur  lequel 
Fig.  500.  devra  se  mouvoir  le  mobUe  partant  de  Â  sans  vitesse 

initiale,  pour  qu'il  arrive  au  plan  BC  dans  le  temps 
le  plus  court  possible. 

Il  suffit  de  déterminer  la  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  cherché.  Pour  cela,  menant  la  verticale  AB 
et  la  perpendiculaire  AP  au  plan  BC,  la  bissectrice 
AD  de  Fangle  BAP  est  la  ligne  de  plus  grande  pente 
cherchée.  En  effet,  menons  DO  parallèle  à  PA,  c'est- 
àrdire  perpendiculaire  à  BC;  du  point  0  comme 
centre,  avec  OD  pour  rayon:,  décrivons  une  demi- 
circonférence  ;  elle  passera  par  le  point  A;  car  les  angles  ADO  et  DAO 
étant  égaux  chaeun  à  DAP  d'après  les  constructions,  le  triangle  ADO 
est  isocèle,  et  l'on  a  OA  =  0D« 

Cela  établi,  toutes  les  cordes  menées  par  A  dans  le  cercle  seraient 
parcourues  par  le  mobile  dans  le  même  temps  que  AD  (1632J;  mais 
comme  le  pian  BC  est  tangent  en  D,  tous  ses  points,  autres  que  D^ 
sont  extérieurs  au  cercle,  et  par  suite  le  mobile  ne  peut  les  atteindre 
que  daa»  des  temps  plus  longs  que  celui  employé  à  parcourir  AD. 
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1634.  Lorsqu'un  mobile  suit  une  circonférence  ou  seulement  un  arc 
de  cercle,  c'est  qu'il  est  sollicité  par  une  force  indépendante  de  celles 
qui  lui  ont  imprimé  son  mouvement  actuel,  et  qui  peut  être  la  résul- 
tante de  plusieurs  autres.  En  efifet,  de  l'action  des  forces  primitives,  il 
résulterait  que  le  mobile  se  mouvrait  en  ligne  droite,  suivant  la  direc- 
tion de  la  vitesse  acquise,  et  d*un  mouvement  uniforme. 

Ce  qui  suit  s'applique  au  cas  où  le  corps  part  du  repos,  comme  à  celui 
où  il  possède  une  vitesse  rectiligne  initiale. 

1635.  La  résultante  R  des  forces  qui  sollicitent  actuellement  le  mo- 
bile se  trouve'évidemment  dans  le  plan  de  la  circonférence  qu'il  décrit. 
On  peut  alors  la  décomposer  en  deux  :  Tune,  T,  tangentielle  à  la  cir- 
conférence, et  qui  modifie  la  vitesse  du  mobile;  elle  l'augmente  ou  la 
éiminue  selon  qu'elle  agit  dans.-  le  même  sens  que  la  vitesse  initiale  ou 
en  sens  contraire;  l'autre,  C,  agissant  suivant  le  rayon  de  la  circonfé- 
rence décrite,  et  destinée  a  modifier,  à  infléchir  à  chaque  instant  le 
mouvement,  de  manière  à  le  rendre  circulaire,  de  rectiligne  qu'il  eût 
été  sous  l'influence  de  la  vitesse  initiale  et  de  la  composante  tangen- 
tielle T. 

La  direction  de  la  eompoeanto'  C  lui  fait  donner  le  nom  de  force  cen- 
tripète, et  son  effet  l'a  fait  appeler  aussi  forcer  inflèchissanàe, 

1636.  Détermination  de  la  force  centripète  C  en  fonction  de  la  masse  m 
du  mobile,  de  sa  vitesse  v  à  Vinstant  considéré,  et  du  rayon  r  de  la  cir- 
conférence qu'il  déeriL 

D'ahorck,  si  pendant  l'instant  infinimfiAt  petit  0  la  vitesse  v  varie  de 
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la  quantité  infiniment  petite  dr,  cette  variation  est  due  à  la  composante 
tangentielle  T,  qui  a  la  même  direction,  et  Ton  a  (1435, 1461) 

Revenons  à  la  force  centripète  C.  Soit  Â  la  position  du  mobile  à  Tin- 
stant  considéré,  et  AÀ'  =  x  Fespace  infiniment 
petit  qu'il  parcourt  pendant  le  temps  infiniment 
petit  0.  La  projection  du  mobile  sur  le  rayon  iO 
décrit  Tespace  infiniment  petit  AB  =  s^  dans 
le  même  temps  0,  et  la  figure  fait  voir  que  la 
vitesse  initiale  de  la  projection  est  nulle,  puisque 
le  premier  élément  de  ÂA'  étant  perpendicu- 
laire à  OA,  sa  projection  sur  cette  droite  est  on 
*  point. 

Au  point  A  la  vitesse  initiale  tangentielle  et  la  composante  tangen- 
tielle T  sont  perpendiculaires  à  OA;  en  ce  même  point  la  force  centri- 
pète C  agit  suivant  AO;  or  le  chemin  AA'  étant  infiniment  petit,  on 
peut  supposer  que  pendant  tout  son  parcours  la  vitesse  initiale,  la 
force  T  et  la  force  C  conservent  par  rapport  h  AO  les  mêmes  direc- 
tions; d'où  il  résulte  que  l'espace  AB  est  parcouru  uniquement  sous 
l'influence  de  la  force  constante  C,  qui  agit  seule  suivant  AB  (1487. 
Le  mouvement  suivant  AB  peut  alors  être  supposé  uniformément  ac- 
céléré, et  l'on  a  (14:n,  1461] 

Cette  formule  n'est  rigoureusement  vraie  qu'autant  que  6  et  par  suite 
s  et  Si  sont  infiniment  petits;  car  autrement  la  force  tangentielle  T  ne 
serait  pas  constamment  perpendiculaire  à  AO,  de  même  que  la  force  C 
n'agirait  pas  constamment  suivant  AO,  ni  parallèlement  à  AO. 

Puisque  dans  la  formule  précédente  il  entre  des  quantités  infiniment 
petites,  il  faut  les  faire  disparaître,  afin  qu'elle  donne  la  valeur  de  C 
d'une  manière  évaluable. 

On  peut  supposer  que  la  vitesse  moyenne  ?  pendant  le  parcours  de 

l'espace  infiniment  petit  s  est  égale  à  r;  ainsi 

L'arc  s  étant  infiniment  petit,  il  se  confond  avec  sa  corde,  et  Ton 
a  (676;,  en  faisant  AD  =  2r, 

s^:s  =  s:%r^      d'où      s*  =  %rsi .  (3) 

On  pourrait  éliminer  les  quantités  s,  s^  et  0  entre  les  équations  (Vh 
{%)  et  (3),  mais  elles  disparaissent  en  multipliant  membre  à  membre 
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ces  trois  équations;  ce  qui  donne,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 
i  =  — î,      d  ou      C  = . 

Ainsi^  à  un  mstant  quelconque^  la  force  centripète  est  égale  au  double 
de  la  puissance  vive  que  possède  le  mobile  à  cet  instant,  divisé  par  le 
rayon  (1473). 

Remarque.  Lorsque  la  force  tangentielle  T  est  nulle,  la  vitesse  r  reste 
constante,  et  par  suite  aussi  la  force  centripète;  et  réciproquement. 

1637.  Supposant,  commç  cela  a  souvent  lieu  dans  la  pratique,  que 
la  force  centripète  agit  sur  le  mobile  par  Fintermédiaire  d'un  fil  dont 
une  extrémité  est  retenue  au  centre  de  la  circonférence  décrite,  en 
vertu  du  principe  de  la  réaction  égale  et  contraire  à  Faction  (1508),  le 

mobile  exerce  sur  le  point  fixe  une  réaction  égale  à ,  directement 

opposée  a  la  force  centripète,  et  que  Ton  nomme  force  centrifuge. 

En  supprimant  la  force  centripète,  ce  qui  peut  se  faire  en  coupant  le 
fil  ou  en  le  rendant  libre,  là  force  centrifuge  est  supprimée  aussi,  et  le 
mobile  n'étant  plus  soumis  qu'à  la  vitesse  initiale,  et  à  la  force  tangen- 
tielle si  elle  n'est  pas  nulle,  il  s'éloigne  en  suivant  la  tangente  à  la  cir- 
conférence. Cet  efiFet  est  mis  parfaitement  en  évidence  par  la  fronde  ; 
le  projectile  rendu  libre  s'échappe  suivant  la  tangente  à  la  circonfé- 
rence qu'il  décrivait.  De  même,  les  détritus  de  boue  qui  se  détachent 
d'une  roue  de  voiture  douée  d'un  mouvement  rapide  suivent  la  tan- 
gente à  la  roue. 

1658.  Appelant  p  le  poids  du  mobile,  on  a  m  =  £  ;  par  suite  les  forces 
centripète  et  centrifuge  ont  pour  expression  (4636) 

dou 

h  étant  la  hauteur  due  a  la  vitesse  r,  on  a  (1446) 

A  =  r-  ,  et,  par  suite,  C  =  -^ . 

La  proportion  précédente  fait  voir  que  les  forces  centripète  et  centri- 
fuge sont  chacune  au  poids  du  mobile  comme  la  hauteur  due  à  la  vitesse 
du  mobile  est  à  la  moitié  du  rayon  de  la  circonférence  qu'il  décrit. 

1659.  Autres  expressions  de  la  valeur  des  forces  centripète  et  cen- 
trifuge : 

1*  Le  mouvement  étant  uniforme,  et/  étant  la  durée  d'une  révolution 
entière  du  mobile,  on  a 


-j-,  et,  par  suite,  C  =  m  -rç- 
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2*  (»  étant  la  vîleMe  angulnûre  au  mobile  {"iaBÎ},  on  «a  aosei 
V  =  «ir,  et,  par  suite,  C  =  mco*r. 

1 640.  Forces  centripète  et  centrifuge  quand  le  mobile,  au  lieu  de  navre 
une  circonférence  ou  un  arc  de  cercle,  décrit  une  courbe  quelconque. 

Considérant  un  arc  infiniment  petit  AA'  de  ]a  courbe  décrite  Ifig.  507), 
on  peut  supposer  qu'il  est  tout  entier  situé  dans  un  môme  plan,  et  qvTû 
est  un  arc  de  cercle  ^yant  pour  rayon  le  rayon  de  courbure  r  de  la 
courbe  à  Télénient  AA'  li^Ho,. 

Ayant  la  masse  m  du  mobile,  le  rayon  de'courbure.  r  de  la  courT)e  au 
point  considéré  AA' et  la  vitesse  r,  les  forces  ceirtripcte  et  ceirtrifuge 
en  ce  point  sont  encore  (1636) 

r 

Ainsi,  en  donnant  a  r  cette  dernière  signification,  les  expressions  des 
forces  centripète  et  centrifuge  s*apj)liquent  k  une  triyectoire  quelconque. 

I G 4 1 .  Applications  : 

4'  Un  mobile,  qui  est  attaché  à  Tune  des  extrémités  d'un  ^1  doiïl 
l'autre  ^st  fixe,  est  niis  en  mouvement  par  une  cause  quelconque  qui 
tout  à  coup  cesse  son  effet;  on  demande  ce  que  devieitt  alors  la  tension 
du  fil,  en  négligearit  la  masse  de  ce  fil,  l'action  de  la  pesanteur  surtout 
le  système  et  la  résistance  de  Fair? 

Le  mol)ilo  n'étant  plus  soumis  qu'à  la  vitesse  acquise  et  à  la  force 
centripète,  qui  est  alors  la  tension  du  fil,  il  prend,  normalement  à  ce 
fil,  un  mouvement  uniforme,  et  sir  est  la  vitesse  acquise,  on  a,  m  étant 
la  mavsse  du  mobile  et  r  la  longueur  du  fi], 

r 

2'  Le  mobile  M,  au  lieu  de  n'être  fixé  qu'à  un  fil,  est  retenu  par  dcuxt 
p.    jj^g  BIA  et  MA';  on  demande  quelles  sont  les  tensions 

dos  deux  fils,  en  négligeant  la  masse  de  ces  fils, 
l'action  de  la  pesanteur  et  la  résistance  de  l'air, 
quand  les  forces  motrices  ont  cessé  leur  action, 
c'est-à-dire  quand  le  mouvement  est  devenu  uni- 
Tc^f  forme? 

.  r  ^ \  La  circonférence  décrite  par  M  a  pour  rayon 

A  0      À       MO  =  r  et  son  plan  est  perpendiculaire  à  AA'.  La 

force  centripète  a  pour  intensité  (1636) 

Cl  —  ~"~—  . 
r 

De  plus,  elle  agit  suivant  MO,  et  comme  elle  est  la  résultante  des  ten- 
sions des  fils,  si  on  la  représente  par  MB,  ses  composantes  MD  =  c  et 
ME  =  c'  suivant  les  directions  des  fils  MA  et  MxV  sont  respectivement 
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les  tensions  de  ces  file,  et  Ton  a  (4499) 


tti 


C         _     c     ^    <^    . 

.sm,{a-}-4;)  ""  sina'      sûijx' 


d'où 


^c=£- 


sinà' 


sin(a+à7 


T7^,   œt    é':=iC 


sma 


sin  (a  +  a')  * 


;J«a«fi)ree^eeiitrifi]^e  étanisacore  ^gele  et.û«irtraipeÀ  JA{i<>rcell%llt]*i- 
pàte9âLJréBuUe''duJliouv6nlallt^lfiaBNBiliéré  que  ksttenôonsvifls  fils  etfAr 
suite  les  tractionsreKeBdéespar  eux  «ur  les  points  fixes  A  et  A'.&ontfiBS 
mêmes  que  si  le  -mobile  était  en  repos,  et  que  le  point  M,  appaxtenattt 
aux  deux  fils,  fût  sollicité  par  une  force  égaie  à  la  force  centrifuge. 
'3'  Supposons  que  le  mobile  Hau'lieu  de  se  .mouvoir  dans  un  i^lan 
vertical  tourne  dans  un  plan  horizontal  perpendicu- 
'làire  à  la  droite  AA',  et  qu'il  s'agisse  de  trouver  la 
^tanûon  de  chacun* des  fils  MA  etMA',  eniiuégligeant 
toujours  la  masse  de  ces  fils,  mais  en  tenantiCOBiiite 
•du  poids  p  du  mobile  M. 

Conservant  les  mêmes  notatiomrs  que  dans  le  cas 
précédent,  on  a  toujours 


Vlg..110tt. 


C  =  ^  = 


L'axe  My  étant  .perpendiculaire  à  la  vitesse .  inJiiale  et.au  d4placiH 
ment,  la  somme  des  projections  des  forces  c,  c'  et  p  sur  cet  axe  est 
nulle  (1611),  et  Ton  a 

oc  8tn«  —  c'  sin  a'  —  p-^  0. 

^.plus,  les  teixsioDdc.At.c;V£t  lepoids^  ^^yant  la  forée. ceD>tripète{ pour 
résultante,  coofildécaut  Ûx  .oauuaeiaxe,  la^^omiae  des  |)rcj«Qtiûii8  tdie 
ces  forces  est  égale  à  la  projection  de  la  résultanle^'et  Uon  a 

c  cos  a;+  c'  cos  tL*  =  £-- . 
9r 

Ces  deux  équations  du  premier  degré  entre  Les. deux  tensions  cet  c' 
donnent  les  valeurs  de  ces  inconnues  (480). 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  arriverait  a  une  valeur  négative  pour 

c',  il  faudrait  remplacer  lefll  flexible  AU  par  une  tige  rigide,  qui  alors 

supporterait  une  pression  égale  à  la  valeur  négative  trouvée. 

4648.  Pendule  wingue.  Supposons  que'le  fil  inférieur  MA'  soit  »op- 

primé,  et  que  le  mobile  M  tourne  comme  dans 

le  cas  précédent. 

Quand  le  mouvement  de  M  sera  devenu  uni- 
fornie,.ia 'force  oentriûige  fsra  équilibre. à -ia 
teasion  c  et  au  poid&p;  la  somme  das  pro- 
jections de  la  tension  c  et  du  poids  p  sur  Taxe 
Uy  seraAull«  (16il),al:  Ton  aura,  en  désignant 
par  «  Ifangle  lOAM, 


Pig.  510. 
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p— ccosa  =  0,     d'où    c=— 2-, 
'^  cos  a 

Ce  problème  se  trouve  réalisé  par  le  pendule  conique,  dans  lequel  le  fil 
AH  est  une  tige  rigide  articulée  à  un  manchon  A,  de  manière  à  pou- 
voir tourner  dans  le  sens  vertical  et  à  être  entraîné,  ainsi  que  le  mo- 
bile M,  par  le  manchon  dans  son  mouvement  de  rotation  horizontal. 

Ce  qu'il  y  a  surtout  d'important  à  déterminer  dans  le  pendule  co- 
nique, qui  est  destiné  à  régler  le  mouvement  des  machines  d'après  sa 
vitesse,  c'est  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  angulaire  de  M  (1596) 
et  l'angle  a. 

Or  la  tension  c  =  -£—  et  le  poids  p  ayant  la  force  centripète 

C  =  -  w*r  (1639)  pour  résultante,  considérant  Ox  comme  axe,  la  somme 

des  projections  de  ces  forces  étant  égale  à  la  projection  de  la  résultante 

(1502),  on  a 

P      '       .  /.      r    •       j»  -       «      asina 

— ^—  sma+ 0=  ^  <i>»r,    dou    w«=:  ^^^ .  «i) 

cosa  g  rcosa  ^  ' 

Faisant  AM  =  L,  longueur  du  pendule,  on  a 

r=Lsina. 

Remplaçant  r  par  cette  valeur  dans  la  formule  (1),  il  vient 


<a'  =  r— ^ —    ou     (a 


=\/: 


Lcosa  V  Lcosa' 

Pour  avoir  la  durée  T  d'une  révolution  entière  du  pendule,  il  suffit 
de  remarquer  que  &>  étant  la  vitesse  angulaire,  la  vitesse  du  point  M 
est  cor,  et  que  par  suite  on  a 

j 2«r 2« 

cor  ~"  u>  ' 

ou,  en  remplaçant  co  par  sa  valeur. 


•  =  8»\/ 


Lcosa 
9 


=  2,006  v^L  cos  a. 


Quand  la  vitesse  du  manchon  change,  la  rigidité  de  la  tige  AM  fait 
que  la  vitesse  du  mobile  M  ainsi  que  &>  varient  de  la  même  manière. 

Comme  dans  la  valeur  \/r^ —  de  w  il  n'entre  de  variable  que 
V  Lcosa  ^ 

cos  a,  cette  quantité  étant  en  dénominateur,  quand  co  augmente,  cos  a 

doit  diminuer  et  par  suite  a  augmenter.  Le  contraire  arrive  quand  tD 

diminue. 

On  conçoit  qiie  Ton  peut  utiliser  cette  oscillation  de  la  tige  AM  quand 

la  vitesse  varie,  pour  faire  mouvoir  l'organe  qui  introduit  la  vapeur 
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dans  le  cylindre  d*une  machine  à  vapeur,  ou  Feau  sur  une  roue  hydrau- 
lique, et  par  suite  régler  l'arrivée  de  ces  matières  motrices,  de  manière 
à  obtenir  une  vitesse  que  Ton  peut  considérer  comme  constante  dans 
la  pratique. 
Appelant  /  la  hauteur  AO  =  L  cos  «  du  pendule,  on  a 


■■''VI- 


Fig.  511. 


1645.  Une  surface  de  révolution  possède  un  mouvement  uniforme  de 
rotation  autour  de  son  axe  vertical;  on  pose 
en  un  point  quelconque  de  cette  surface  une 
petite  sphère  pesante  M,  à  laquelle  on  im- 
prime le  même  mouvement  de  rotation; 
quelle  doit  être  la  méridienne  IMK  de  la 
surface  pour  que  la  petite  sphère  reste  en 
repos  relatif? 

La  réaction  normale  de  la  surface  ne  fai- 
sant que  remplacer  la  tension  de  la  tige  du 
pendule  conique  (1642),  on  doit  avoir  pour  Téquilibre 


Lcosa* 

La  valeur  de  «a*  étant  constante  pour  toutes  les  positions  de  la  sphère  H, 
L  cos  a,  c'est-à-dire  la  sous-normale  de  la  méridienne  IK  doit  être  con- 
stante; ce  qui  indique  (1253)  que  cette  méridienne  est  une  parabole 

dont  le  demi-paramètre  est  j>  =  L  cos  a  =  ^ ,  et  l'équation. 


y* 


-?? 


X. 


Fig.  Kit. 


La  surface  d'un  liquide  contenu  dans  un  vase  auquel  on  imprime  un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  vertical,  affecte  la  forme  de  la 
surface  de  révolution  précédente. 
1644.  Le  mobile^  au  lieu  de  tourner  dans  un  plan  horizontal  omme 
dans  le  pendule  conique  (1642),  décrit  dans  un  plan 
vertical  des  révolutions  dont  le  rayon  est  la  lon^ 
gueur  du  fil  OU;  on  suppose  que  le  mobile^  qui  a 
reçu  une  impulsion  tangentielle  initiale^  est  soumis 
aux  actions  de  la  pesanteur,  de  la  force  centrifuge 
et  de  la  tension  du  fil,  et  il  s'agit,  toujours  en  nÂ- 
gligeant  Vinfiuence  du  fil  et  la  résistance  de  Vair^ 
de  déterminer  :  1'  to  vitesse  v  du  mobile  quand  il 
occupe  une  position  quelconque  M;  ^  la  tension  c 
du  fil  pour  cette  même  position,  sachant  qu'au  point  culminant  M«  sa 
vitesse,  que  Von  peut  considérer  comme  vitesse  initiale,  était  v^ . 

r  Le  gain  de  puissance  vive  ^mv* — x^V  an  mobile  pendant  le 
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pureottrs  d6  M^M^est  égal  a  la  mmme  desqaanlÀtéft  de  tinivail  prodoiÉtt 
pfirles  forces  qai  aolMoîtentle  mobile  pendant 'ce  même  parooure  (i6i  i)k 
GeB:fore88  étant  Isiforeaceiitniage;  la*  tensioii  du  fil)  et  raotion*  de  la 
pesanteur,  comme  les  premières  sont  à  chaque  instant  perpendicolairas 
au  chemin  parcouru ,  leur  travail  est  nul;  orna  donc,  eiLdésignantpar^ 
la  projection  M^A  du  chemin  parcouru  MqM  sur  la  direction  verticale 
MoO  de  la  pesanteur, 

d'où, 

ESpressîbn  dans  laquelle  tout  est  connu,  et  qur'fait  voir  qu'en  un  point 
quelconque  de  la  descente  dû  mobile,  le  ccerré  de  la  vitesse  est  ègai  au 
carré  de  là  vitesse  au  point  culminant  phJtsle  carré  de  la  vitesse  due  à 
la  hauteur  verticale  dont  le  mobile  est  descendu  {\  446). 
Au  point  inférieur  M'^  là  vitesse  étant  v'^  on  a,  en  faisant  OM  =  r. 

Passé  le  point  M'o,  le  mobile  commence  à  remonter,  sa  vitesse  dimi- 
nue, et  Ton  établit,  comme  pour  la  descente,  que  la  vitesse  en  un  point 
quelconque  étoat.t^;.  on^a^  eui  faisant  Mf^À'i^-e-'^.oui  W^'=.^—'e^ 

v'*=tj7  — 25^(2r  — e). 

Remplaçant  v^  par  sa  valeur  (1),  il.vient,,en  aimpUôanI,. 

»'*  =  t'o'  +  ^9^' 

Ce  qui  fait  voir  que  non-seulement  pendant  la  partie  descendante,  mais 
^ienpottr  tdtUa  Uk^rèoolutioTiy  Jetoarré  de.la  vitesse  en  un  point  quel- 
eonque  aséégal  amoarré-  de  la  viiessiet  au- point  culminani,^lus:le  cars\é 
de  la  vitesse  due  à  la  distance  verticale  dUr.  point  GonetéBréaurdessotts^iâu 
point  culminanl.  De  plus^.ORvoit  qulà.une  même  distance  de  ce  point 
culminant^  la  vitesse  est  la  même,  qaele  mobile  monte  ou  descende;  on 
voit  aussi  que.  dans  les  hypotkèseevoù  noua  oûttSt sommes  placés,  c'est- 
ardiffc  en  supposant  qulil  n'y'  atni-  frottementni  résistance  d'air;  1b  mou- 
vement est  périodique  uniforme  (14s3û);  les  révolutions  sont  de  même 
durée,  ot  ipour  cette  ratôoa^diles  isoeirones^ , 

En  un  mot,  v^  étant  la  vitee&eooimue^^  en^  un\  point  quelconque  de  la 
circonférence;  eVn  larvitease  enua  point  situé  à  une  distance  verticale 
quelconque  e  du  pnenui^,  on^a 

V*  =  îjft*  +  2g[e^, 

2^5  est  positif  ou  irégatîr  suivant  que  e  est  compté  au-dessous  ou  au* 
dessus  du  point  de  départ. 
Ce  qui  vient  d'être  posé  est  vrai  pour  tous  les  cas  oùl  un  point  maté- 
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riel  soumis  à  raaiîon  da  la  pasaaleui<  sa  maut  sur  uoa  courbe  quel^ 
conqiie  qui  ne  lui  opposa  qja'uuo  résistance  normale  (1614;. 

2f  i?W',ywo«*-nott*  jncûntanant  de  déiermimer.  la  tension  c. 

Au  pointMi  le  iiia2)ile  se  déplaçant  nonmalfiiucnt  k  la  direction  OM,  la 
sanama  de»  projectious  sur  OMt»  de  la  ten»oac  et  du  poids  p,  est  égale 
et  dinactemont  opposée  à. la  force  centriXu^,  ou  mieux  cette  somme  de 
projections  est  égale  à  la  force  Gentcipète«  el^Fon  a 

c  +  p  C0sa= . 

Remplaçant  m  par  2,  et  u'  par  sa  valeur  v^^  +  ^ige  (1"),  il  vient,  en  re- 
marc^uant  q,ue  cosa= (1090), 


d'où 


^     r  gr         r  ' 

^  \gr      r        y'^ 


Expression  dans  laquelle  tout  est  connu,  et  qui  fait  voir  que  les  valeurs^ 
de  «0*  6t  de  e  peuvent  être  telles  que  la  tension  c  soit  négative  ;  c'est 
alors  une  compression,  et  le  fil  doit  être  remplacé  par  une  tige  rigide* 
Les  formules  précédentes  s'appliquent  à  toutes  les  positions  du  mo- 
bile autour  du  point  0^  pourvu  que  asoit  toujours  Tangle  du  fil  OM  avec 
la  partie  OM^.du.  diamètre  vertical,  ce  q^ui  fait  varier,  eu  conséquence  le 

signe  de  cos  a  et  par  suite  celui  de  p  cos  a =p • 

164S.  Pendule  simple^  Supposons  que,  comme  dans  le  cas  précédent, 
le  mobile  se  meuve  dans  un  plan  vertical;  mais  qu'au  lieu  de  lui  im- 
primer une  vitesse  initiale  capable  de  lui  faire  décrire  une  révolution 
entière,  on  ne  fasse  que  Técarter  de  la  position  verticale  0M^o>  ^^ 
qu'on  l'abandonne  a  l'action  seule  de  la  pesanteur  [Jig,  513). 

Négligeant  la  résistance  de  l'air  et  Je  frottement,  on  calcule  la  vi- 
tesse du  mobile  en  un  point  quelconque  de  sa  course  comme  dans  Ite 
cas  du  n'  4644,  en  i^emarq^uant  que  la  vitesse  v^  est  nulle.  Ainsi  le  mo- 
bile étant  arrivé  au  point  M  de  sa  course,  c'est-à-dire  ayant  parcouru 
l'espace  vertical  ^\A'  =  e,  on  a 

c*  scr  2ye    ou    V  =  \jtge. 

Arrivé  au  point  inférieur  M'o  de  sa  course,  le  mobile  décrirait  à  gauche 
de  OM'o  un  arc  égal  à  M'qMq,  puis  redescendrait  pour  remonter  en  Hq  et 
redescendre  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite,  en  reprenant  toujours  la 
même  vitesse  en  un  môme  point;  d'où  il  résulterait  à  l'infini  des  oscil- 
lation» égalies  en  amplitude*  et  en  durée. 

Dana  la  pratique^  il  n'y  a  que  pour  de  très^petites  oscillation»  que 
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Fig.  513. 


Ton  peut  négliger  Tinfluence  du  frottement  et  la  résistance  de  Tair  sur 
le  mouvement;  aussi  est-ce  pour  ce  cas,  et  en 
négligeant  la  matière  de  la  tige,  que  nous  allons 
déterminer  la  durée  de  Toscillation  de  cette 
machine  élémentaire,  appelée  pendule  simple. 
Supposons  qu*arrivé  au  point  M  le  mobile 
parcoure  l'élément  infiniment  petit  MM'  dans 
rinstant  infiniment  petit 6;  on  aura  (1434,  i446} 


r=î"L=    y/â^,      d'où      6: 


MM' 


expression  du  temps  employé  a  parcourir  un 
élément  infiniment  petit  s  de  Tare  MqM'o  en  fonction  de  cet  élément  et 
de  rabaissement  vertical  e. 

Menant  M'N  parallèle  à  OM'q,  les  deux  triangles  ÔA'M  et  MM'N  sont 
semblables  comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires,  et  donnent 

MM':M'N  =  OM:MA'; 

d'où,  en  faisant  OM  =  /,  longueur  dupendule^ 

MTS' 


MM'=/ 


MA' 


La  perpendiculaire  MA'  différant  très-peu  de  la  corde  MM'o,  puisque 
l'arc  MM'o  est  très-petit  par  rapport  à  son  rayon,  en  posant 

--.,__  corde MM'p 
MA  -  j         , 

k  aura  une  valeur  de  très-peu  supérieure  à  l'unité. 
Ayant  (676) 

2/  :  corde  MM'o  =  corde  MM'o  :  A'M'^ ,    d'où    corde  MM'o  =  \/n  x  A'M'o , 

on  a 

MA'=  j.V2/xA'M'o; 


par  suite, 


et 


k 
MM'  =  A/ 


M'N 
V^2/xA'M'o' 


kl 


M'N 


}Jn  X  A 


\^ 


M'N 


V^exA'M'o' 


Décrivant  une  demi-circonférence  sur  AM'o  comme  diamètre,  et  pro- 
longeant la  perpendiculaire  MA' jusqu'à  cette  circonférence  au  point  B, 
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on  a  (676),  en  faisant  AA'  =  e, 

«:A'B  =  A'B:A'M'o,    d'où    A'B  =  v^e  x  A'M'o  ; 
donc 

M  N       ^  M  N 

^cxA'M'o       ^'^  ' 

Prolongeant  M'A'^  menant  la  perpendiculaire  BC  et  le  rayon  BF,  les 
triangles  semblables  BB'G  et  BA'I  donnent 

BC    ou    M'N;A'B  =  BB':BI; 

d*où  Ton  conclut,  en  remplaçant  A'B  par  sa  valeur, 

M'N  BB' 


VexA'M'o 


Bl 


Remplaçant  le  premier  membre  de  cette  égalité  par  le  second  dans  la 
valeur  de  0,  on  a,  en  remarquant  que  BI  =  5  AM'^ , 


AM'o  V  g 


xBB'; 


valeur  dans  laquelle  toutes  les  quantités  ont  des  valeurs  réelles  et  con- 
stantes, à  Texception  de  BB'. 

Pour  chacun  des  éléments  du  parcours  MqH'o  le  temps  0  aura  une 
expression  analogue,  et  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  expressions 
on  aura  la  durée  du  parcours  de  MoM'o. 

Cette  somme  est,  en  mettant  -t-^jt*  \/  -  en  facteur  commun,  et  en  re- 


marquant que  pour  Tare  MoM'ola  somme  de  tous  les  éléments  analogues 
à  BB'  est  la  demi-circonférence  de  diamètre  AM'o, 

Doublant  cette  valeur,  on  a  pour  la  durée  de  Toscillation  complète 


■=*.Vî. 


k  est  une  quantité  qui  varie  pour  toutes  les  positions  du  mobile  sur 
Tare  MqH'o;  mais  dans  la  pratique  on  la  supposera  constante  et  égale  à 
une  moyenne  arithmétique  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  va- 
leur. Pour  de  très-petites  valeurs  de  Tangle  MoOM  ^  on  peut  faire  A:  =:  i, 
et  poser 

Cette  expression  de  la  durée  d'une  très-petite  oscillation  du  pendule 
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simple  fait  voir  que,  pour  un  môme  pendule  ou  pour  dfls  pendules  de 
môme  longueur,  les  oscillations  sont  isochrones,  c'est-à-dire  de  la  même 
durée,  partout  où  la  valeur  de  g  est  la  même.  On  voit  de  plus  que  cette 
durée  est  moitié  de  colle  des  oscillations  du  pendule  conique  d'une 
hauteur  égale  à  /  (1642),  oscillations  qui  sont  encore  isochrones. 

1046.  Remarques.  Pour  un  pendule  dîme  longueur  l',  oscillant  dans 
UA  liau  où  g.^ig'y  on  aurait 

Lorsque  g  =  g\  cette  proportion  devient 
et  pour  Z  =  /', 

proportions  faciles  à  traduire  verbalement. 

1647.  Application.  Quelle  est  la  longueur  du  pendule  qui  bat  les  se- 
condes à  Paris? 

De  la  formule  T  =  w  l/-»  on  tire  /=  ^i-. 
Remplaçant  j:,  ^f  et  T  par  leurs  valeuits,  on  a  (1445). 

'-  3,14159x3^14159.  ~^  '^^^" 

On  trouverait  de  même  la  longueur  du  pendule  devant  baltrc  une 
durée  quelconque. 

1648.  Détermination  de  la  valeur  de  g  (1447).  Ajfant  (164o) 


T=r.y^,d'où     (7  =  ^*;^, 


mesurant  exactement  la  longueur  l  dir  pendule,  et  déterminant  la  durée 
T  de  ses  petites  oscillations,  Texpression  précédente  donne  la  valeur  de 
g  dans  le  lieu  où  Ton  opère. 


caoc  D£s  COUPS.  soLoififi. 

1649.  Tant  que  deux  corps  solides  en  repos  ou  en  mouvement,  soni 
à  distance,  les  actions  mutuelles  qu'ils  exercent  Tun  sur  Fautre  sont 
négligeables;  mais  si,  en  vertu  de  vitesses  acquises  sous  Tinfluence  de 
causes  quelconques,  ils  tendent  a  occuper  au  même  instant  une  même 
partie  de  Tespace,  dès  qu'ils  amvent  k  être  ce  qu'on  appelle  ea»  conlftct, 
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il  se  déclare  des  aotions  mutuelle»  répulsive»  qui  atteignent,  un  degré 
suffisant  d'intansité  pour  modiâen  en(  grandeur- ou  en  dire«tiKnv  ou.àila 
fois  en  grandeun*et  en  direction  Les  vitesses  primitives  des  dea»  canpa^ 
de' manière  que  ceux-ci  ne  viennent  pas  occuper  la  même  portion  de 
Fespace  au  même  instant^  et  par  là  satisfont  aria  loi  générale  de  Yim- 
pénétrabilité  de  la  matière  (1509). 

Lorsque  deux  corps  se  rapprochent  ainsi  de  manière  à  donner  nais- 
sance à  ces  actions  mutuelles  par  leurs  changements  plus  ou  moins 
sensibles  de  formes,  on  dit.  qu'il  y  a.  choc  ou  collision  entre  les.  deux 
corps. 

1650.  Du  principe  de  là  réaction  égale  et  contraire  a  Faction  (1508)» 
ÎL résulte  qxxQ.les  actions  mutuelles  qui  se  développent  pendant  le  chodde 
deux  corps  sont  égales  et  directement  opposées,  et  qu'elles  n'influent  en 
rien  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  système  y  mouvement 
qui  ne  dépend  en  intensité  et  en  direction  que  des  forces  extérieures 
(1613). 

i6Sl.  Vinsse  du  centre  dé  gravité  de  V ensemble  de  deux  corps  solides 
après  leur  choc. 

Supposons  le  cas  le  plv^  simple^  celui  oU  lés  centrée  de  gravité  des 
deux  corps  se  meuvent  suivant  une  même  droite^  par  rapport  à  laquelle 
lès  deux  corps  sont,  symétriques.  C'é&f  à  ce  cas  qu'on  ramène  les  appli- 
cations pratiques  sur  le  choc. 

Le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  se  mouvra  sur  la  droite  suivie 
par  les  deux  corps,  comme  si  le  choc  n'avait  pas  lieu  (1*650).  De  plus,  il 
est  évident  que  là  vitesse  de  chacun  des  corps  en  particulier  ne  change 
pas  de  direction,  mais  bien  d^intensité,  et  môme  Tune  peut  changer.de 
signe. 

Soient  m  et  m' les  masses  des  deux  corps,  v  et  v'  leurs  vitesses  res- 
pectives avant  le  choc,  et  u  la  vitesse  du  centre  de  gravité. 

Dès  que  le  choc  commence,  les*  actions  mutuelles  égales  agissent  en 
sens  contraire  sur  chacun  des  mobiles,  et  produisent  des  changements 
de  formes  et  des  vibrations  qui  dépendent  de  la  nature  et  de  la  forme 
des  corps. 

Si  la  vitesse  relative  des  deux  corps  Tun  par  rapport  à  Tautre  est 
faible,  et  que  les  corps  aient  une  certaine*  oonsistance,  on  peut  admettre 
que  le  changement  de  forme  pendant  le  cho&s^étend  à  peu  de  distance 
du  point  de  contact;  et  que  les  vibrations  des  molécules  sont  très- 
faibles;  d'où  il  résulte  que  le  mouvenoent  de  toutes  les  moléeules  de 
chacun  des  corps  pentôtro  considéré^comme  n^étftnt  qu'un  simple  mou^ 
vement  de  translation,  qoi  est  le  même  pour  toutes  les  molécules. 

En  se  plaçant  dans  cette  h^rpotlièee;  Ventila  vitesse  commune  à  tous 
les  points  et  au  centre  de  gravité  du'  solide  de  masse  m  à  un  instant 
quelconque  du  choc,  et  V  ceUo'de  t^uslissipoints  et  du  centrede  gravité 
du  solide  de^  masse  m*  au  même  instant;  onia  (1612),  en  négligeant  pen^ 
dant  le  choc  les  impulsions  des  forces  extérieures,  sMl  y  en  a^  ce  que 
Vùn  peut  faire,  la  durée  du  choe  étant  très-petite. 
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Il  y  a  toujours  pendant  le  choc  un  instant  où  les  centres  de  gravité  des 
deux  corps  ont  la  même  vitesse,  qui  est  aussi  la  vitesse  u  du  centre  de 
gravité  du  système  ;  à  cet  instant,  l'équation  précédente  devient 

(m  -h  7n')u  =  wt?  +  m'v\ 
d'où 

mv  +  m  V 


tt  = 


wi  +  wi' 


u  est  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  sensiblement  aussi  celle  de  tous 
les  points  du  système  à  Tinstant  considéré,  dans  le  cas  de  très-faibles 
vibrations. 

Lorsque  les  deux  corps  ne  sont  pas  élastiques,  c'est-k-dire  quand  ils 
conservent  les  formes  que  des  forces  quelconques  peuvent  leur  donner, 
les  actions  mutuelles  cessent  leur  effet  dès  que  la  vitesse  u  est  devenue 
commune  aux  deux  corps  ;  alors  les  deux  corps  se  meuvent  en  restant 
en  contact,  tant  que  des  forces  extérieures  ne  viennent  pas  modifier 
leur  vitesse  commune  u. 

Les  formules  précédentes  s*appliquent  au  cas  où  les  corps  marchent 
en  sens  contraires,  comme  à  celui  où  ils  vont  dans  le  même  sens  ;  seu- 
lement il  faut  avoir  égard  aux  signes  qu'il  convient  de  donner  aux  va- 
leurs de  V  et  v\  et  par  suite  k  celles  de  mv  et  mV.  Le  signe  de  u  est 
toujours  celui  de  la  plus  grande  quantité  de  mouvement. 

Si  les  deux  quantités  de  mouvement  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires, la  formule  précédente  donne  m=0;  ce  qui  montre  que  les  corps 
arrivent  au  repos,  et  y  restent  s'ils  sont  dénués  d'élasticité. 

Si  l'un  des  corps  est  au  repos,  on  a 

(m  4-  wi')m  =  m», 
d'où 

mv 


u  = 


m+m'' 


16^2.  Perle  de  puissance  vive  due  au  choc  de  deux  corps  non  élas- 
tiques. 

Si  les  corps  restent  unis  après  s'être  comprimés,  et  qu'on  néglige  les 
vibrations  auxquelles  peuvent  être  soumises  les  molécules  des  deux 
corps,  il  est  évident  qu'il  y  a  perte  de  puissance  vive  dans  le  système, 
puisque,  pendant  la  compression  des  deux  corps,  et  jusqu'au  moment 
où  la  même  vitesse  est  devenue  commune  aux  deux  corps,  les  molécules 
voisines  du  contact  se  sont  rapprochées,  et  par  suite  les  actions  mu- 
tuelles répulsives  de  ces  molécules  ont  produit  un  travail  négatif,  d*où 
il  est  résulté  une  perte  de  puissance  vive  (2*,  1614). 

Le  travail  du  aux  forces  moléculaires,  et  par  suite  la  perte  de  puis- 
sance vive  du  système  ne  dépendant  que  du  mouvement  relatif  des  deux 
corps,  il  en  résulte  que  pour  calculer  cette  perte  on  peut  supposer  que 
l'un  des  corps  est  en  repos,  et  que  l'autre  vient  le  choquer  avec  une 
vitesse  absolue  égale  k  la  vitesse  relative  du  système. 
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Soit  donc  v  la  vitesse  de  la  masse  choquante  m,  et  t?'  =  0  la  vitesse 
de  la  masse  choquée  m'. 

La  puissance  vive  du  système  avant  le  choc  est  -  ww*.  Après  le  choc, 

toutes  les  molécules  des  deux  corps  ayant  la  même  vitesse  Uy  à  cet  in- 
stant la  puissance  vive  du  système  est 

-  (m  +  »i')ti«. 

La  perte  de  puissance  vive  due  au  choc  est  alors 

Remplaçant  dans  cette  expression  u  par  sa  valeur  en  remarquant  que 
t?'  a  0  (1651),  la  perte  de  puissance  vive  devient 


4       , 
-  mty       - 

*  2  2 


s  mV  — ; — ,  =  r  m»«(  1 ; — , ) 

2  m-\-m'      %        \        m^-m'J 


ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  en  simplifiant, 

1  mm'v^ 

Comme  nous  Tavons  dit  plus  haut,  cette  formule  s'applique  égale- 
ment aux  cas  où  les  corps  ont  tous  deux  une  vitesse  initiale  avant  \% 
choc  ;  mais  alors  il  faut  dans  cette  formule  faire  v  égal  k  la  vitesse  rela- 
tive des  deux  mobiles;  ainsi,  selon  que  les  deux  mobiles  avanceront 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires  avant  le  choc,  v  sera  égal  à  la 
différence  ou  à  la  somme  des  vitesses  que  possèdent  les  mobiles  avant 
le  choc. 

i6S5.  Durée  du  choc  et  intensité  des  forces  cm  actions  mutuelles. 
Supposant,  ce  qui  s*écarte  évidemment  de  la  réalité,  que  les  actions 
mutuelles  égales  /,  /  restent  constantes  pendant  toute  la  durée  t  du 
choc,  c'est-à-dire  depuis  Tinstant  où  les  corps  arrivent  au  contact  jus- 
qu'à celui  où  ils  sont  supposés  avoir  la  même  vitesse  u,  désignant  par 
X  et  X'  les  chemins  décrits  par  les  centres  de  gravité  de  m  et  m' pendant 
le  temps  ^  on  a  (1437, 1461) 

^  =  vi-Ut^    et   x'  =  «7  +  14<.. 

2— x'  est  la  quantité  dont  les  deux  centres  de  gravité  se  rapprochent;  en 
la  désignant  par  d  on  a 
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Des  équations  l^kê%) 

mu  —  mv  =  — ft    et    m'u  —  7n'v'  ::=fi 

on  tire,  en  éliminant  it , 

ft{m  +  m')  =  mm'iv  —  r'). 
Substituant  dans  la  valeur  de  4,  il  vient 

d  =  (i?  — t?')^— i(r  — r')^    d'où     ^  =  -?îL. 
Remplaçant  ^  par  cette  valeur  dans  Téquation  (a),  on  en  tire 

P  et  P'  sont  les  poids  des  corps  de  masses  m  et  m'. 

Il  convient  de  remarquer  que  ^ — r — '-  est  la  hauteur  due  à  la  vitesse 

relative  v  —  v'  (1446). 

1654.  Du  choc  dBs  cùrps  d'une  élasticité  parfaite.  Ces  eorps  repr^iaDl 
à  rinstant  où  ils  se  séparent  la  forme  qu'ils  avaient  avant  le  choc,  le 
travail  moléculaire  total,  compté  depuis  Finstant  où  les  corps  arrivent 
au  contact  jusqu'à  celui  où  ils  se  séparent,  est  nul.  Par  conséquent, 
puisqu'on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  la  puissance 
vivedu  système  n*a  pas  éhamgé  (1614),  et  désignant  par  V  et  V  les  vi- 
tesses des  ideux  corps*  à  l'instant  où  Ils  se  quittent,  on  a 

a         Si  JB         .'S 

On  a  aussi  (1612) 

Ces  deux  équations  donnent 

m'(V'«  — v'*)=7n(*«— V«),    et    m'(V'— ^^')  =  m(t?— V); 
d'où  Ton  tire,  en  divisant  membre  à  membre  (444), 

V'  +  t?'  =  î?  +  V,    ou    V  — V  =  r— V'.  (b) 

Ce  qui  indique  que  la  vitesse  relative  n'a  fait  que  changer  de  signé. 

Les  deux  équations  (a)  et  (6),  qui  sont  du  premier  degré,  permettent 
de  calculer  facilei^ent  V  et  Y'.  Ainsi,  en  multipliant  (6)  par  m  et  ajou- 
tant à  (a),  on  a 

{m  +  m'j\':=%7m  +  m'v'-^fnv\    d'où    y/ ^  ^mi?  +  (m^ ~ m)r- 
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'ttultipliant  de 'même  réquation  (6)  par  m' et  retranchant  de  (o),  on  la 

Lorsque  m  =  m\  les  formules  (c)  et  (d)  donnent 

V'  =  r,    et    \^v'.; 

ce  qui  montre  que  dans  ce  cas  les  deux  corps  ne  font  que  changer  de 
vitesse. 
L'équation  [d]  peut  s'écrire 

(m  +  m')Va=  9mo  -f-  f^'v'  —  fni^  m% 

ou  en  remarquant  que  mv  +  ^V  est  égal  à  la  quantité  de  mouvement 
(m  +  m'ju  du  système  condensé  à  son  centre  de  gravité  (1651), 

(m  +  ?n')V==  2l(m  +  m')u^  {m  +in')v  ; 

d'où  V=aw — o. 

Cette  valeur  de  V  substituée  dans  Téquation  {b)  donnr 

ce  qu'on  aurait  .pu  déduire  de  Téquation  (c). 

En  laissant  tomber  une  boule  de  caoutchouc  sur  une  table  do  marbre, 
elle  rejaillit  à  peu  près  aux  2/3  de  la  hauteur  de  chute  ;  au  lieu  qu'en 
laissant  tomber  k  plat  un  disque  de  même  matière,  le  rejaillissement 
est  presque  nul.  'Cela  tient  à  ce  qu'il  se  produit  des  vibrations  qui  se 
propagent  dans  tout  Tintérieur  du  disque  après  la  séparation,  au  lieu 
que  dans  la  sphère  les  vibrations  ne  se  produisent  guère  avec  quelque 
intensité  que  dans  ie  ^roisûiage  du  point  de  contact  Aussi  la  forme 
sphétique 'e«t<*eUe  «cdUe  qui  iréaliee  le  mieux  les  formules  j)récédentes 
établies  pour  les  corps  d'une  élasticité  parfaite. 

16o^.  Les  pièces  de  maohines,  quand  elles  se  choquent,  prennent 
ordinairement  une  vitesse  commune  dans  le  sens  normal  au  contact, 
et  il  en  résulte  des  pertes  de  puissance  vive,  qu'il  importe  de  réduire 
aotant  que  possible,  puisqu'elles  diminuent  le  travail  utile.  Dans  la 
pratique,  ces  pertes  de  puissance  vive  se  calculent  à  l'aide  de  la  for- 
mule du  n°  165i,  comme  si  les  corps  étaient  dénués  d'élasticité. 

MACHINES. 

16156.  Une  machine  est  un  système  matériel  composé  de  différents 
corps  ou  organes  tellement  reliés  entre  eux,  que  tout  mouvement  de 
l'un,  compatible  avec  la  solidité  du  système,  entraîne  des  mouvements 
relatifs  détermines  pour  chacun  des  autres.  Son  but  est  de  transmettre 
le  travail  des  forces. 

Les  mouvements  relatifs  des  différents  organes  d'une  machine  ne 
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sont  pas  seulement  déterminés  en  direction,  mais  aussi  en  intensité. 
Généralement,  les  mouvements  sont  périodiques  uniformes  (1430),  et 
la  vitesse  est  mise  en  harmonie  avec  les  exigences  des  travaux  indus- 
triels à  produire,  sans  que  jamais  elle  atteigne  la  limite  à  laquelle  la 
solidité  de  la  machine  serait  compromise. 

f6o7.'Sur  une  machine  en  mouvement  agissent  différentes  forces 
que  Ton  peut  diviser  en  trois  classes  : 

1^  Les  forces  mouvantes  ou  motrices.  Ce  sont  les  forces  qui  agissent 
dans  le  sens  du  mouvement  des  organes  qu'elles  sollicitent;  c'est  par 
conséquent  à  elles  qu'est  dû  le  mouvement  de  la  machine; 

2"  Les  résistances  utiles  y  qui  sont  les  forces  que  les  matières  sur 
lesquelles  opère  la  machine  opposent  au  mouvement  des  organes  qui 
les  sollicitent; 

3*"  Les  résistances  passives  ou  nuisibles^  ou  les  forces  qui  naissent  du 
mouvement  des  différents  organes  de  la  machine  pour  s'opposer  a  ce 
mouvement;  elles  sont  dues  au  frottement  de  ces  organes  entre  eux  ou 
sur  des  corps  étrangers,  aux  chocs  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  ces  or- 
ganes par  suite  de  changements  brusques  de  vitesse  ou  de  direction,  à 
la  roideur  des  cordes  ou  courroies,  etc. 

i6S8.  Considérant  les  forces  motrices  comme  positives,  puisqu'elles 
agissent  dans  le  sens  du  mouvement*  les  résistances  utiles  et  les  résis- 
tances nuisibles  sont  négatives.  Par  conséquent,  si  l'on  suppose  le  sys- 
tème animé  d'un  mouvement  uniforme,  la  somme  des  travaux  de  toutes 
les  forces  pour  un  temps  quelconque  sera  nulle,  puisque  le  gain  ou  la 
perte  de  puissance  vive  est  nulle,  et  Ton  aura  (1614) 

ce  qui  fait  voir  que,  le  mouvement  étant  uniforme^  le  travail  moteur  T» 
dû  aux  forces  motrices  est  égal  au  travail  utile  Vu  dû  aiLX  résistances 
utiles,  pltis  le  travail  nuisible  Vn  dû  aux  résistances  passives. 

Réciproquement  y  si,  à  chaque  instant,  cette  équation  subsiste,  le  mou- 
vement est  uniforme  ;  car  la  vitesse  ne  peut  varier  qu'autant  que  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  n'est  pas  nulle. 

Lorsque  dans  une  machine  cette  formule  existe^  on  dit  quHl  y  a  équi- 
libre dynamique. 

1650.  Quand  le  mouvement  d'une  machine  est  périodique  uniforme., 
le  gain  ou  la  perte  de  puissance  vive  n'est  nul  que  pour  la  durée  d'un 
nombre  entier  de  périodes  ;  pour  ce  temps,  on  a  encore 

On  dit  alors  que  la  machine  est  en  équilibre  dynamique  périodique: 
c'est  l'état  ordinaire  des  machines,  non-seulement  à  cause  de  la  forme 
de  leurs  organes,  mais  aussi  à  cause  des  variations  plus  ou  moins 
grandes  des  forces  motrices  et  surtout  des  résistances. 

leeo.  Impossibilité  du  mouvement  perpétuel.  Dans  le  cas  où  Ton 
néglige  les  résistances  passives,  la  formule  précédente  devient 
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Ce  qui  fait  voir  que  le  travail  utile  Vu  est  égal  au  travail  moteur  aTm. 

Il  est  impossible  de  réaliser  ce  résultat  dans  la  pratique;  car,  dans 
une  machine  quelconque,  il  y  a  toujours  des  résistances  passives  qui 
diminuent  le  travail  utile. 

Le  travail  nuisible,  inévitable,  des  résistances  passives  fait  voir  Tim- 
possibilité  d'obtenir  le  mouvement  perpétuel.  Que  cette  vérité  n'a-t-elle 
été  mieux  répandue  plus  tôt,  et  que  ne  Fest-elle  davantage  encore  au- 
jourd'hui ;  elle  aurait  évité  et  éviterait  bien  des  déceptions  a  de  pauvres 
malheureux  qui  croient  ce  mouvement  réalisable  ! 

Il  est  évident  que  s'il  n'y  avait  pas  de  résistances  passives,  c'est-à- 
dire  si  l'on  avait  Tni=  7Pu,  on  pourrait  obtenir  le  mouvement  perpé- 
tuel, puisque,  par  exemple,  à  l'aide  d'une  quantité  d'eau  tomban  d'une 
certaine  hauteur,  on  pourrait  en  élever  une  même  quantité  à  la  même 
hauteur;  celle-ci  pourrait  ensuite  faire  monter  la  première  à  la  même 
hauteur,  puis  la  première  élever  la  seconde,  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Un  pendule  écarté  de  la  verticale  oscillerait  indéfiniment  sans  la 
résistance  de  l'air  et  le  frottement  de  son  axe  de  suspension  (1645). 

leei.  P  étant  la  force  motrice  agissant  sur  une  machine  quelconque, 
et  Q  la  résistance  utile  vaincue  par  cette  machine,  E  et  e  étant  les 
espaces  parcourus  par  les  points  d'application  de  P  et  Q  dans  la  direc- 
tion de  ces  forces  et  dans  un  même  temps  quelconque,  au  commence- 
ment et  à  la  fin  duquel  la  vitesse  de  la  machine  est  la  même,  l'équa- 
tion d'équilibre  dynamique  donne,  en  supposant  nulles  les  résistances 
passives, 

PE=Qe    ou    P:Q  =  e:E. 

De  l'égalité  entre  le  travail  de  la  puissance  et  celui  de  la  résistance, 

il  résulte  que  pour  un  même  travail  moteur  P  x  E,  selon  que  la  force  Q 

1     i 
sera  multipliée  par  ô»  ô»  2»  ^••-  l'espace  e  sera  respectivement  divisé 

par  les  mêmes  nombres;  d'où  découle  la  maxime  bien  connue  :  Ce 
qu'on  gagne  en  force,  on  le  perd  en  espace,  ou^  ce  qui  revient  au  même, 
en  vitesse. 

La  proportion  précédente  permet  de  calculer  l'une  quelconque  des 
quatre  quantités  P,  Q,  E,  e,  quand  on  connaît  les  trois  autres. 

Pour  une  machine  quelconque,  simple  ou  compliquée,  s'il  s'agit  de 
trouver  quelle  est  la  résistance  Q  que  pourra  vaincre  une  puissance  P, 
on  détermine  les  espaces  E  et  e  parcourus  dans  le  même  temps  par  les 
points  d'application  des  forces  P  et  Q.  E  et  e  sont  quelconques  si  ces 
points  d'application  ont  des  mouvements  uniformes  ;  mais  on  les  prend 
correspondants  à  une  période  si  le  mouvement  de  la  machine  est  pé- 
riodique. Lorsque  la  machine  est  construite,  c'est  en  la  mettant  en 
mouvement  d'une  manière  quelconque  qu'on  détermine  les  valeurs  de  E 
et  e.  Lorsque  la  machine  n'est  qu'en  dessin,  d'une  valeur  de  E,  on  dé- 
duit celle  de  e  d'après  les  rapports  des  espaces  parcourus  par  les  diflfé- 
rents  organes  qui  transmettent  le  mouvement  du  point  d'application  de  P 
à  celui  de  Q. 
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apposons  que  Is  Fésistaoce  k  Taincse  Q=  t(K)\  et  qu'il  s'agisM  ie 
déterminer  quelle  sera  la  puissance  P  en  né^igeant  les  résistences 
passives.  On  détermine  les  valeurs  correapondaotes  de  E  et  e  comaie 
il  vient  d'être  indiqué,  soient  E  =  2",5  et  e  =  0*^;  puis  on  rm- 
place  les  lettres  pu*  leurs  valeurs  dans  la  proportion  précédente^  ce 
qui  donne 

P:  100^  =  0^  :2,5v    d'oà    P  =  i222L5!î??  =  asf  . 

2,5 

Si  Ton  avait  donné  la  puissance  P,  on  aurait  déterminé  Q  en  opérant 
c<nnnie  pour  P» 

t6tt2.  Pour  <w&ir  la  force  théorique  en  cbnauû^^oapeur^  on  constate 
le  temps  pendant  lequel  les  espaces  E  et  e  sont  pareouruo  quand*  li 
macbine  est  en  marche  normale,  et  les  produits  é^ux  Px  E  et  Q-xe 
donnent  chacun  le  nombre  de  kilogrammètres  produit  par  P  ou  ab- 
sorbé par  Q  dans  ce  temps.  Divisant  ce  n<Mnlire  de  kilogrammètres  par 
ce  temps  exprimé  en  secondes,  on  a  la  puissance  de  la  machine  expri- 
mée en  kilogrammètres  par  seconde.  Ce  nombre  de  kilogrammètres, 
divisé  par  75,  donne  la  puissance  de  la  machine  en  chevaux  (1484).  Si, 
dans  l'exemple  précédent,  Ë  et  e  sont  parcourus  en  1",5^  P£  =  3Six 
2»5  =r  Q^=r  100  X  0,80  =  80*"   est  le  nombre  de  kilogrammètres  ppfh 

8>0 
duit  et  absorbé  en  V',b;  j^  -=  53^",33  est  la  puissance  de  la  machine 

53  33 
en  kilogrammètres  par  seconde,  et  — rrr—  =  0,71    est  sa  puissance  en 

chevaux-vapeur. 

16^.  Souvent,  dans  la  pratique,  on  a  la  puissance  dont  on  peut  dis- 
poser en  chevaux-vapeur  ;  supposons  qu'elle  soit  de  25  chevaux.  Poiff 
calculer  P  et  Q,  on  commence  par  déterminer  E  =  3"  et  e  =  0»,8, 
comme  il  a  été  indiqué  (1661).  La  durée  de  ces  parcours  étant  de  i",kj 
le  travail  de  la  machine  dans  ce  temps  est  de  75  x  25x  1,4  =  3625**'; 
on  a  donc 

9A9K 

PE  =  P  X  3  =  8625,      d'oA      P=  =^  =  875\ 

Ayant  P,  on  peut  calculer  Q  k  l'aide  de  la  proportion  du  n*  1661  ;  du 
reste,  on  a  encwe 

Qe  =  Q  X  0,8  =  2625 ,      d'où      Q  =r  ^  =  3281",25L 

f664.  11  peut  arriver  qu'au  Heu  d'avoir  une  seule  force  motrice,  on 
en  ait  plusieurs  P,  P',  P''...  et  que  l'on  ait  aussi  plusieurs  résistances 
utiles  Q,  Q',  Q"...  Constatant,  comme  pour  deux  forces,  les  espaces  E, 
E',  E"...  et  e,  e',  ^'...  parcourus  dans  le  même  temps  par  les  point*? 
d'application  des  forces  dans  la  direction  de  ces  forces,  l'équation 

ar«=3i'.,  (i«6#; 
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au  Meu  de  fournir  Féquation  du  n*  1661,  donne 

PE  +  P'E'  4-  P"E"  +  ...  =  Qc  +  QV  +  QV  +  ... 

Équation  à  Taide  de  laquelle  on  déterminera  une  des  quantités  qui  y 
entrent  connaissant  toutes  les  autres.  Les  membres  de  cette  équation 
donnent  chacun  le  travail  théorique  produit  ou  absorbé  pendant  la  du- 
rée du  parcours  des  espaces  correspondants  E,  E'...  c,  e',..  Connais- 
sant cette  durée,  on  déterminera  le  travail  théorique  en  kilogramme* 
très  proéuit  ou  absorbé  pendant  une  seconde,  et  ce  dernier  travail 
divisé  par  75  donnera  la  puissance  en  chevaux-vapeur  (4663).  Si  l'on 
avait  d'abord  donné  la  puissance  en  chevaux,  par  des  calculs  inverses 
a  ceux  que  nous  venons  d'indiquer,  le  problème  aurait  fourni,  soit 
pour  P,  P'...  E,  E'...,  soit  pour  Q,^  (y...  ^,  «'...,  une  infinité  de  va- 
leurs satisfaisant  à  l'équation  ;  mais  les  valeurs  choisies  auraient  tou- 
jours dû  donner,  pour  le  premier  et  pour  le  deuxième  membre  de  l'é- 
quation, une  valeur  correspondant  à  25  chevaux  ou  à  25  x  75  =  1873^ 
par  seconde. 

1668.  Dans  les  machines,  surtout  dans  les  machines  industrielles, 
les  résistances  passives  sont  assez  considérables  pour  qu'on  ne  puisse 
pas  négliger  le  travail  qu'elles  absorbent;  l'équilibre  dynamique  de  la 
machine  est  alors  exprimé  par 

!r«=3r«+  Tn.  (1658) 

Pour  un  certain  déplacement  de  la  machine,  les  travaux  3r«,  Tu  et 
Tn  s'évaluent  comme  dans  le  cas  précédent;  ainsi,  P  étant  la  puis- 
sance, Q  la  résistance  utile,  R,  R'...  les  différentes  résistances  pas- 
sives, et  E,  e,  i,  i'...  les  espaces  correspondants  parcourus  dans  le 
même  temps  par  les  points  d'application  dans  la  direction  de  ces  forces, 
on  a 

PE=:Qe4-Ri  +  R'i'  +  ... 

Équation  qui  revient  à  celle  du  n*  1664,  dans  laquelle  on  aurait  rem- 
placé différentes  résistances  utiles  par  des  résistances  nuisibles. 

11  peut  arriver  qu'une  ou  plusieurs  résistances  nuisibles  proviennent 
de  chocs  entre  les  organes  de  la  machine.  Le  travail  absorbé  par  ces 
résistances  n'est  plus  évalué  par  un  produit  d'une  force  par  l'espace 
que  parcourt  son  point  d'application,  mais  parla  perle  de  puissance 
vive  due  au  choc,  et  cette  perte,  évaluée  en  kilogrammètres  (1655),  enfre 
dans  le  second  membre  de  l'équation  comme  tous  les  autres  travaux 
nuisibles  Ri,  RV... 

Â  l'aide  de  l'équation  précédente,  connaissant,  dans  une  machine, 
deux  des  trois  travaux  suivants:  le  travail  moteur  Tm  =  PE,  le  travail 
utile  Vu  =  Q^,  et  le  travail  nuisible  X„  =  Ri  +  R'i'  +  ...,  on  détermine 
le  troisième. 

1666.  On  se  propose  ordinairement  d'établir  une  machine  capable 
de  produire  un  travail  utile  Tu  =  Qe  donné.  Il  faut  alors  déterminer 
Tm=PE  capable  de  produire  non-seulement  ce  travail  utile,  mais 
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aussi  le  travail  nuisible.  On  doit  donc  commencer  par  calculer  ce  tra- 
vail nuisible  ;  ce  que  Ton  fait  en  déterminant  les  valeurs  des  différentes 
résistances  nuisibles  R,  R'...  en  fonction  de  Q,  et  par  suite  Tn  en 
fonction  de  Vu- 

Ayant  Tu  et  Tn,  Téquation  du  n"  1665  donne  Tm,  et  Ton  peut  déter- 
miner le  travail  moteur  en  chevaux  comme  au  n*  1662. 
•1667.  Le  travail  moteur  Tm  étant  représenté  par  100,  les  travaux 
utile  T«  et  nuisible  T»  étant,  par  exemple,  75  et  25,  on  dit  que  le  ren- 
dement de  la  machine  est  de  75  p.  100;  \&  perte  est  alors  de  25  p.  100. 
S'il  était  possible  que  la  perte  fut  nulle,  le  rendement  serait  de  100  p.  100 
(1660). 

Ce  qui  précède  fait  voir  l'importance  que  joue  la  formule  de  l'équi- 
libre dynamique  dans  l'établissement  des  machines.  Que  de  ruines  et  de 
procès  souvent  désastreux  sont  dus  à  ce  que  cette  formule  n'ayant  pas 
été  bien  comprise,  des  machines  établies  n'ont  pas  produit  le  travail 
qu'on  en  attendait. 

Au  point  où  l'on  en  est  aujourd'hui,  la  pratique  a  prononcé  sur  la 
quantité  de  travail  nuisible  Tn  qui  a  lieu  dans  les  différentes  machines 
industrielles,  et  l'on  se  base  généralement  sur  ces  résultats  dans  les 
constructions  nouvelles,  tout  en  cherchant  à  diminuer  cette  perte  autant 
que  possible. 

Il  y  a  cependant  des  cas  où  il  peut  être  nécessaire  de  se  rendre 
compte  de  cette  perte;  c'est  pourquoi  nous  allons  établir  les  équations 
d'équilibre  dynamique  des  différentes  machines  simples,  en  ayant  égard 
aux  résistances  passives.  De  ces  équations,  on  pourra  passer  à  celles 
des  machines  les  plus  compliquées,  qui  ne  sont  en  général  que  la 
réunion  d'un  certain  nombre  dé  ces  machines  simples. 

ÉQUILIBRE  DYNAMIQUE   DES  MACHINES  SIMPLES. 

1668.  11  y  a  des  machines  simples  dans  lesquelles  les  résistances 
passives  sont  tellement  faibles,  qu'on  peut  négliger  le  travail  qu'elles 
absorbent;  alors  les  conditions  d'équilibre  statique  peuvent  être  prises 
pour  celles  d'équilibre  dynamique.  Les  machines  à  peser,  que  nous 
allons  d'abord  étudier,  sont  dans  ce  cas,  et  il  en  est  de  même  du  le- 
vier, dont  on  peut  ordinairement  négliger  le  frottement  de  l'axe  d'os- 
cillation (1539). 
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Fig.  514. 


1669.  Balance,  Cette  machine,  destinée  à  mesurer  les  poids  des 

corps  en  les  comparant 
directement  à  des  poids 
gradués,  consiste  en  un 
levier  du  premier  genre 
(1541)  dont  le  point  d'ap- 
pui est  au  milieu  de  sa 
longueur.  Ce  levier  AB, 
qu'on  nomme  Jléau,  est 
traversé  perpendiculaire- 
ment par  un  prisme  trian- 
gulaire ou  couteau  0,  qui 
fait  corps  avec  lui,  et 
dont  Tarète  inférieure, 
qui  doit  être  horizontale,  repose  sur  deux  coussinets  plans  d'agate 
ou  d'acier  et  sert  d'axe  de  rotation.  Aux  extrémités  du  fléau  sont  im- 
plantés deux  autres  couteaux  A  et  B,  sur  les  arêtes  supérieures  des- 
quels reposent  librement  les  crochets  auxquels  sont  suspendus  les  pla- 
teaux C  et  D  devant  recevoir  les  poids  à  comparer. 

Le  point  de  rotation  0  et  les  deux  points  de  suspension  A  et  B  étant 
en  ligne  droite,  et  le  centre  de  gravité  du  fléau  étant  au  point  de  rota- 
tion 0,  comme  le  frottement  est  négligeable,  il  y  aura  équilibre  dès  que 
les  poids  suspendus  en  A  et  B  seront  égaux  ;  mais  comme  cet  équilibre 
subsiste  quand  le  fléau  est  incliné  dans  une  position  quelconque 
comme  quand  il  est  horizontal  (ce  qui  fait  dire  que  la  balance  est  in- 
différente),  et  que  la  plus  petite  différence  entre  les  charges  des  points 
A  et  B  incline  le  fléau,  c'est-k-dire  le  fait  trébucher,  du  côté  de  la  charge 
la  plus  grande,  jusqu'à  ce  que  le  système  rencontre  un  obstacle,  ou 
jusqu'à  ce  que  la  droite  AOB  soit  verticale,  avec  une  telle  disposition 
il  serait  bien  difiicile  d'établir  l'égalité  entre  les  charges  des  points  A 
et  B,  c'est-à-dire  de  faire  une  pesée ,  puisque  rien  n'indiquerait  que 
l'équilibre  soit  prêt  d'être  atteint. 

Dans  la  construction  d'une  balance,  outre  l'horizontalité  de  l'axe  de 
rotation,  les  conditions  qu'on  doit  s'attacher  à  remplir  sont  au  nombre 
de  trois  :  i^  le  centre  de  gravité  du  fléau  doit  être  situé  au-dessous  du 
centre  de  rotation  0;  2*  la  droite  AB  qui  joint  les  points  de  suspension 
doit  passer  par  le  point  0,  et  être  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  ce 
dernier  point  au  centre  de  gravité  du  fléau  ;  Z"  les  deux  bras  du  fléau 
doivent  être  de  même  longueur,  et  les  deux  plateaux  doivent  être  de 
même  poids. 

Ces  trois  conditions  étant  remplies,  tant 
que  les  poids  P  et  Q  placés  sur  les  plateaux 
sont  égaux  ou  nuls,  si  l'on  incline  le  fléau, 
le  poids  p  de  ce  fléau,  appliqué  à  son  cen- 
tre de  gravité  G,  le  ramène  dans  la  posi- 
tion horizontale,  qui  est  sa  position  d'équi* 
libre,  et  l'on  voit  que  l'équilibre  est  stable. 


Fig.   515. 
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Si  Tun  des  poids  est  plus  grajid  que  Tautre,  si  P  — Q  =^,  ÂB  prend 
lafMsition  Â'B',  le  centre  de  gravité  G  vient  en  G',  c'est-à-dire  que  le 
système  s'incline  jusqv^à  ce  qu'on  ait  (1539) 

pxOK=:p'xOE. 

Les  triangles  rectangles  semblables  OKG'  et  OEA'  donnent,  en  repré- 
sentant OA'  =  OA  par  /  et  OG'  =  OG  par  d, 

(ML  =  d sine    et    OE  =  /cose.  (1122) 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

pdsin6  =  p7cosO,    d'où    r   ou    tangO  =  2^.  [a] 

Telle  est  la  relation  d'équilibre  de  la  balance,  et  Ton  dit  qu^une  ba- 
lance est  plus  ou  moins  sensible^  selon  que  tangO  ou  Tangle  9  est  pins 
ou  moins  grand  pour  une  môme  valeur  de  P — Q=p'.  On  dit  en  effet 
qn*une  balance  est  sensible  au  milligramme,  au  demi-niilligramme,  etc., 
lorsque  des  poids  égaux  étant  placés  sur  les  deux  plateaux,  et  Iliori- 
xontalité  du  fléau  existant,  celui-ci  s'incline  d'une  qnantité  appréciable 
pt>ur  l'addition,  dans  l'un  dos  plateaux,  d'un  poids  de  1  mîlHgramme, 
1  demi-«milligramme,  etc. 

La  sensibilité  d'une  balance  a,  comme  Ton  voit,  pour  mesure  le  rap- 
port -"2;  elle  varie  donc  proportionnellement  k  la  longueur  /  du  bras 

du  fléau,  et  en  raison  inverse  du  poids  p  du  fléau  et  de  la  distance  d 
du  centre  de  gravit*^  du  fléau  au  centre  d'oscillation.  Pour  qu'une  ba- 
lance soit  sensible,  il  faut  donc  on  fléau  long  et  léger,  dont  le  centre 
de  gravité  soit  an-dessous,  mais  voisin  du  centre  d'oscillation.  Une  ba- 
lance qui  manque  de  sensibilité,  c'est-a-dire  qTiî  ne  se  ment  sensiMe- 
ment  que  pour  des  difierences  p*  de  poids  relatrvement  considérables, 
est  dite  paresseuse, 

11  convient  d'examiner  ce  qui  arriverait  si  les  conditions  précédentes 
n*étaicnt  pas  remplies. 

!•  La  éroiie  AB  passant  par  le  point  0,  si  le  centre  de  gravîté  G  est 
en  0,  nous  avons  déjà  vu  que  l'équilibre  est  indifférent  pour  toutes  les 
positions  du  fléau. 

Si  la  droite  AB  passe  par  le  point  0,  et  que  le  centre  de  gravité  C  se 
trouve  au-4eesQS  de  0,  tant  que  la  droite  GO  est  verticale,  p  est  détruit 
par  Taxe  0,  et  deux  poids  i^aux  P  et  Q  se  font  équilibre;  mais  Ton 
voit  -que  cet  équilibre  est  instable  et  qu'il  y  a  impossibilité  de  faire  une 
pesée,  puisque  pour  Je  moindre  écart  de  GO  de  la  verticale,  le  poids  p 
rompt  lai-«iême  l'équilibre,  et  ferait  tourner  le  fléau  d'une  demi- 
révolution,  si  aucun  obstacle  ne  le  retenait.  On  dit  qu'une  telle  balance 
est  folle. 
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^  La  droite  AB  ne  'passant  pas  par  l'axe  de  rotation  0,  si  elle  passe 
au-dessus,  quand  on  aura  P=  Q,  AB  sera 
horizontale,  et  la  résultante  des  deux  forces 
P  et  Q  sera  appliquée  au  point  G,  milieu  de 
AB,  et  sera  détruite  par  la  fijûté  du  point 
d'appui.  Si  Ton  ajoute  un  petit  poids  dans 
le  plateau  de  droite ,  si  P  —  Q  =  p',  le  fléau 
prend  une  position  A'OB'  d'équilibre  stable» 
dans  laquelle  il  est  en  équilibre  sous  r.ia- 
fluence  du  poids  p  du  fléau  appliqué  en  G', 
du  poids  p'  appliqué  en  A\  et  de  la  charge 
2Q,  soit  sensiblement  P  +  Q,  appliquée  au 
point  C,  milieu  de  A*B'.  Avec  «es  <éléments«  on  peut  dtme  calculer 
rang>k  de  sensibilité  G'OG;  mais  sans  faire  aucun  calcul,  en  y  oh  que 
cet  angle  sera  d'autant  plus  grand,  que  bi  charge  P  +  Q,  toujours  ap- 
pliquée au  milieu  de  A'B',  sera  plus  grande.  Ainsi,  atoc  une  telle  dis- 
position, la  sensibilité  de  la  balance  augmenterait  avec  la  charge. 

Si  AB  passait  au-dessous  du  point  d*appui  0,  en  faisant  pour  ce  «as 
nue  figure  analogue  à  la  précédente,  on  verrait  que  le  poànt  €'  serait^ 
comme  le  centre  de  gravité  G\  situé  à  gauche  de  la  verticale  OG,  et 
qme  par  «uite  Fanglë  de  sensibilité  G^OG  décroisait  à  gnaesure  que  la 
diarge  P  +  Q  augmenterait. 

Méthode  des  doubles  pesées.  Dans  la  presque  impossibilité  d'obtenir 
une  balance  exemptede  déifout,  lorsqu'il  s'agit  de  pesées  délicates,  on  h\t 
«ne  double  pesée.  Ainsi,  ayant  place  le  corps  à  peser  dans  l'un  des  pla- 
teaux^ on  lui  fait  équilibre  en  mettant  dans  l'autre  plateau  du  sable  ou 
ée  la  grenaille  de  plomb.  On  retire  alors  le  corps,  et  on  le  remplace  par 
de»  poids  gradués,  de  manière  k  rétablir  de  nouveau  l'équilibre.  La 
somme  des  poids  gradués  qui  se  trouvent  dans  le  plateau  quand  l'équi- 
libre est  rétabli,  est  le  poids  du  corps,  et  cela  indépendamment  de  l'iné- 
galité des  bras  du  fléau,  et  même  de  toute  autre  condition  ;  la  pré- 
eision  du  résultat  ne  dépend  pas  de  la  justesse  delà  balance,  mais 
seulement  de  sa  sensibilité. 
't970.  Balance  romaine.  Get  appareil  à  peser  consiste  en  un  levier 
517.  du  premier  jgenre  (154i) 

mobile  autour  d'un  point 
Q.  Le  fardeau  à  peser  se 
9nspead  en   6  du  petit 
]      bras,  et  on  lui  fait  équi«^ 
libre  par  un  poids  con- 
stant P  qui  peut  glisser 
le  long  du  grand  bras. 
Les  points  de  suspension 
des  poids  P  et  Q,  le  centre.de  cavité  G  du  Jôvior  et  le  centre  d'oscilla- 
tion 0  sont  sur  une  même  droite  ;  de  plus,  le  centre  de  gravité  G  et  le 
point  de  suspension  B  se  trouventéu  même  côté  par  rapport  an  point  0. 
désignant  par  R  le  poids  dn  levier,  par  r  la  distance  OG  et  par  9  la 
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distance  OB,  on  a  pour  Féquilibre  (1543) 

P  X  OM  =  Qg  +  Rr. 

Le  poids  P  devant  être  placé  en  Â  pour  établir  Téquilibre  quand  le 
fardeau  Q  est  enlevé,  on  a 

P  X  OA  =  Rr. 

Retranchant  membre  k  membre  cette  équation  de  la  précédente,  il 
vient 

PxAM  =  Qg,    d'où    AM=^. 

Ce  qui  montre  que  la  distance  variable  AM  est  proportionnelle  à  Q. 

Pour  graduer  Tappareil,  on  détermine  expérimentalement  le  point  A, 
et  Ton  y  marque  la  division  0.  On  suspend  ensuite  en  B  un  poids 
connu,  de  iOO  kilogrammes  par  exemple,  et  Ton  détermine  le  point  D 
où  il  faut  amener  le  poids  constant  P  pour  établir  Féqullibre.  On 
marque  100  au  point  D,  on  divise  Fintervalle  AD  en  100  parties  égales, 
et  Ton  prolonge  la  division  au  delà  du  point  D.  Diaprés  cette  gradua- 
lion,  il  est  évident  que  si  un  fardeau  suspendu  en  B  exige  pour  Téqui- 
libre  que  le  poids  P  soit  en  M,  le  poids  Q  de  ce  fardeau  étant  propor- 
tionnel à  AM,  il  sera  exprimé  en  kilogrammes  par  la  division  qui  se 
trouve  en  M. 

1671.  Bascule,  Cette  balance,  dite  de  Qaintenz^  son  inventeur,  se 


Fig.  518. 


1 


compose  de  deux  leviers  du 
deuxième  genre  OB,GD(1541) 

y  y?' 5  articulés  en  0  et  C,  et  d'un 

levier  du  premier  genre  B'E 
mobile  autour  du  point  0'. 
Les  articulations  0  et  0'  sont 
fixes  ;  mais  celle  G  participe 
au  mouvement  du  levier  OB, 
sur  lequel  elle  repose  par  une  pièce  AC.  Les  deux  premiers  leviers 
OB,  CD  sont  reliés  au  troisième  B'E  par  des  tringles  BB',  DA'  articulées 
k  leurs  extrémités.  Le  levier  CD  porte  un  tablier  sur  lequel  on  place  le 
fardeau  a  peser  M,  et  le  levier  B'E  porte  k  son  extrémité  E  un  plateau 
destiné  k  recevoir  des  poids  gradués.  Le  poids  du  plateau  est  déter- 
miné expérimentalement  de  manière  que  le  levier  B'E  soit  horizontal 
quand  le  plateau  et  le  tablier  sont  vides. 

Ayant  placé  un  fardeau  M  sur  le  tablier,  on  rétablit  Thorizonta- 
lité  du  levier  B'E  en  plaçant  des  poids  gradués  dans  le  plateau,  et 
du  poids  total  P  placé  dans  le  plateau  on  déduit  le  poids  Q  du  far- 
deau M.  La  condition  essentielle  k  laquelle  doit  satisfaire  l'appareil  est 

OA  O'A' 

que  le  rapport  -^  soit  égal  k  celui  rp^.  Cette  condition  étant  remplie, 

si,  par  exemple,  OA  est  le  sixième  de  OB  et  O'A'  le  sixième  de  O'B', 
considérant  le  poids  Q  du  fardeau  M  conmie  décomposé  en  deux  forces 
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verticales,  Tune  Q'  appliquée  en  G,  et  l'autre  Q'^  appliquée  en  D,  la  force 
Q'  agissant  sur  le  levier  OB  comme  une  force  ^  appliquée  en  B»  et 

0' 

cette  force  -^  agissant  sur  le  levier  B'£  comme  une  force  Q'  appliquée 

en  A';  de  plus,  la  force  (y^  sollicitant  en  A'  avec  toute  son  intensité  le  le- 
vier B'E;  ce  levier  est  donc  sollicité  en  A'  par  Q'  +  û",  c'est-à-dire  par 
le  poids  Q,  qui  est  égal  à  cette  somme. 

Comme  pour  l'équilibre  du  levier  B'E,  qui  n'est  sollicité  que  par  les 
forces  Q  et  P,  on  doit  avoir  (1539) 

QxO'A'  =  PxO'E,     d'où    Q^Pglî, 

pour  avoir  le  poids  Q,  il  suffit  donc  de  multiplier  P  par  le  rapport 

O'E 

TT^ry,  qui  est  ordinairement  égal  a  10. 

Il  est  à  remarquer  que  la  relation  entre  Q  et  P  est  indépendante  de 

U  position  du  corps  M  sur  le  tablier. 
1672.  Peson,  Le  fléau  AB  du  peson  est  muni  à  son  articulation  d'une 

aiguille  OD  qui  lui  est  perpendiculaire, 
à  l'une  A  de  ses  extrémités  d'un  plateau 
destiné  à  recevoir  les  corps  à  peser,  et 
k  l'autre  extrémité  B  d'un  contre-poids 
tel  que  le  centre  de  gravité  G  du  sys- 
tème mobile  se  trouve  sur  l'axe  de  l'ai- 
guille au-dessous  du  point  de  suspen- 
sion, et  que  quand  aucun  fardeau  n'est 
sur  le  plateau  l'axe  de  l'aiguille  soit 
vertical. 

AB  étant  la  position  que  prend  le  fléau 
sous  l'influence  du  poidsp  du  levier  ap- 
pliqué au  centre  de  gravité  G,  et  du 
poids  û  du  corps  à  peser,  menant  la 

verticale  OC  et  les  horizontales  GI,  AH  et  GT,  on  a  (1539) 


Fig.  519. 


QxAH=i)xGI,    d'où    Q=p 


G£ 
AH* 


Les  triangles  semblables  GOI,  TOG  et  AOH  donnent 

GI:OI  =  GT:OG, 
OI:AH=OG:OA. 

Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  et  supprimant  le 
facteur  01  commun  aux  deux  termes  du  premier  rapport,  on  a 

GI__  GTxOG 
AH""  OCxOA' 
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et  substitoant  dnvs  la  valeur  de  Q,  il  Tient 

CTxOG 


Q=P 


OC  X  OA  • 


Les  quantités  p,  OG,  OC  et  OA  étant  constantes,  le  poids  Q  est  donc 
proportionnel  à  CT,  c'est-à-dire  à  la  tangente  de  Tare  décrit  du  point  O 
comme  centre  avec  OC  pour  rayon. 

Pour  graduer  Tinstrumcnt,  on  charge  le  plateau  d'un  poids  connu, 
2  décagrammes  par  exemple;  Taxe  de  Taiguille  venant  rencontrer 
rhorizontale  CT  en  T,  on  divise  CT  en  deux  parties  égales,  et  Ton 
continue  la  division  au  delà  du  point  T,  si  cela  est  nécessaire  ;  puis, 
par  des  droites  partant  du  centre  0,  on  reporte  les  points  de  di>ision  sur 
le  secteur  CE,  où  on  les  gradue  de  manière  que  le  0  soit  en  C  et  le  2 
en  i).  La  division  du  secteur  C£  à  laquelle  s'arrête  Taiguille  indique  eo 
décagrammes  le  poids  Q  du  corps  placé  dans  le  plateau.  En  subdivisant 
les  divisions  de  la  tangente  CT  en  dix  parties  égales,  et  en  reportant  le 
toutsurle  secteur  CE,  Unstrument  indique  le  poidsà  moins  de  1  gramme. 

1673.  Travail  absorbé  par  le  froUemeni  d'un  corps  qui  glisse  sur  i» 
tmire.  P  étant  la  pression  normale  à  la  surface  de  contact  des  deux 
OQVps,  le  frottement  est  /P  (1629),  et  pour  un  espace  E  parcouru  par 
ckacun  des  coj^  relativement  à  rentre,  le  travail  absorbé  est /PE  (1471]. 

1674.  Trawûl  aJbsorhé  par  le  froilement  d'un  tourillon  sur  son  cous- 
sÎMet. 

P  étont  la  réaction  normale  conmiune  du  tourillon  et  du  coussinet, 
le  frottement  est  /P,  comme  dans  le  cas  précédent.  Le  travail  absorbé 
par  ee  frottement  est  encore  égal  à  /P  multiplié  par  l'espace  parcouru; 
ainsi,  pour  une  révolution  complète  dn  tourillon,  r  étant  le  rayon  de 
ce  tourillon,  le  travail  absorbé  est 

ir=/P  X  StTO-  =  2w/P, 

1673.  Travail  absorbé  par  le  frottement  de  la  face  horizontale  AB 
êTun  pivot  sur  sa  crapaudine, 

Fig  520.  ^^^  ^  ^^  pression  normale  du  pivot  sur  la  crapaudine. 

On  peut  admettre  que  cette  pression  se  répartît  uniformé- 
ment sur  tous  les  éléments  de  la  surface  de  contact;  alors 
le  travail  total  dQ  au  frottement  est  égal  à  la  somme  des 
travaux  dus  aux  frottements  élémentaires  de  tous  les  élé- 
ments de  la  surface  de  contact. 
Concevant  la  surface  de  contact  divisée  en  éléments  in- 
f  |jj>j  Animent  petits  par  des  rayons,  chacun  de  ces  éléments  peut 
?^  y  être  considéré  comme  étant  un  triangle.  Considérant  un  de 
ces  éléments  triangulaires,  le  frottement  agit  avec  la  même 
inteiiisi^en  chacun  de  ses  points  et  suivant  des  directions  que  Ton  peut, 
à  la  limiï5>^pnsidérer  comme  étant  parallèles  entre  elles. 

La  résultancMe  tous  ces  frottements  parallèles  est  égale  à  leur  somme, 
et  son  point  d'application  est  situé  au  centre  de  gravité  du  triangle  élé- 
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inentaire,  c'est-à-dire  aux  deui  tiers  du  rayon  k  partir  du  centre  (i569). 
Le  travail  absorbé  par  cette  résultante  est  égal  à  celui  absorbé  par  ses 
composantes,  et  il  est,  pour  une  révolution  du  pivot  dont  r  est  le  rayon 
de  la  surface  frottante, 

2  4 

/pxSlicx  -r=:^x^«r. 

p  pression  normale  sur  Télémeat  triangulaire; 

/  coefficient  de  frottement; 

/p  frottement  de  Télément  triangulaire; 

2n  X  T  ^  espace  parcouru  par  le  point  d'application  de  la  résultante  de 

frottement  pour  une  révolution  du  pivot. 

Tous  les  éléments  triangulaires  qui  composent  la  surface  frottante  du 
pivot  donnent  chacun  le  même  frottement  et  le  même  travail  absorbé. 
Le  travail  absorbé  par  le  frottement  de  tout  le  pivot  est  égal  à  la  somme 
de  tous  ces  travaux  partiels,  et  il  est,  P  étant  la  pression  totale  du  pivot 
sur  la  crapaudine, 

Le  travail  absorbé  étant  proportionnel  à  r,  on  le  diminue  en  arron- 
dissant les  surfaces  en  contact,  comme  Tindique  la  figure  520. 
1676.  Travail  absorbé  par  le  frottement  de  la  surface  plaiie  d'un  collet, 
r  étant  le  rayon  extérieur  du  collet  et  r'  son  rayon 
intérieur,  appelant  p  son  rayon  moyen  et  /  la  largeur 
r — r'  de  la  couronne,  on  a 

^  =  p+2     et    r'rrzp  — -. 

La  surface  de  la  couronne  étant 

^^-.r«)=tc[^P+iy-(p-iy]=2icpï, 

et  celle  du  cercle  de  rayon  r', 

7:r'«  =  iç^p— g)   =«^p*+ j  — p^j, 

P  étant  la  pression  sur  la  couronne,  en  supposant  que  la  pression  va- 
rie proportionnellement  k  la  surface,  la  pression  qui  s'exercerait  sur  le 
cercle  de  rayon  r'  est 


Fig.  521. 


'          2pi         • 
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La  pression  qui  aurait  lieu  sur  le  cercle  de  rayon  r  est 


Le  travail  absorbé  par  le  frottement  de  la  couronne  est  égal  au  tra- 
vail absorbé  par  le  frottement  qui  aurait  lieu  sur  la  surface  totale  du 

cercle  de  rayon  r  =  p  +  5 ,  moins  celui  qui  aurait  lieu  sur  la  surface 
du  cercle  de  rayon  r'  =  p  —  ^;  il  est  donc  (1675) 

OU,  effectuant  les  calculs  et  simplifiant, 

a'=/Px2«(p+l^).  (a) 

Application.  Soit  à  déterminer,  pour  une  révolution,  le  travail  ab- 
sorbé par  le  frottement  du  collet  d'un  arbre  en  fonte  graissé  d'huile, 
contre  la  joue  latérale  d'un  coussinet  en  bronze;  la  pression  P  du  col- 
let contre  la  ^oue  du  coussinet  étant  de  55  kilog.,  le  grand  rayon  r, 
0-,06,  et  le  petit  r',  0*,05. 

Ayant 

p  ^0,06  + 0,05  ^Q.Q^^^     /  =  0,06- 0,05  =  0-,01. 

et  (1629)  /=  0,08, 

remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  (a),  il  vient 

T=  0,08  X  55  X  2  X  3,14  (o,055  +  ^  ^J^-^  =  l^-,52. 

1677.  Travail  absorbé  par  la  roideur  des  cordes. 

Lorsqu'on  vainc  une  résistance  Q  au  moyen  d'une  corde  qui  s'en- 
roule sur  une  poulie  ou  sur  un  tambour,  la  puissance  P  doit,  pour  l'é- 
quilibre dynamique,  vaincre  non-seulement  la  résistance  Q  et  le  frotte- 
ment des  tourillons,  mais  aussi  une  résistance  due  à  la  roideur  de  la 
corde,  et  dont  l'effet  consiste  k  infléchir  la  corde. 

Appelant  R  cette  résistance,  ou  mieux  la  force  qui,  d'après  les  expé- 
riences, en  agissant  à  très-peu  près  tangentiellement  au  cylindre  sur 
lequel  s'enroule  la  corde,  fait  équilibre  à  cette  résistance,  l'équilibre 
dynamique  donnera,  pour  un  tour  de  poulie,  «n  négligeant  les  frotte- 
ments et  en  appelant  D  le  diamètre  de  la  poulie  et  d  celui  de  la  corde 
(1665), 

D 
T«=PX7c(D  +  d)  =  QX7:(D  +  d)  +  RX7:D,     d'où     P  =  Q  +  R  g^- 
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Coulomb  a  fait  quelques  expériences  pour  déterminer  la  valeur  de  R. 
Navier,  de  la  discussion  des  résultats  obtenus  par  cet  expérimentateur, 
a  conclu  Texpression  suivante  pour  la  valeur  de  R, 

R=l(adl^-h6d.t*Q).  (a) 

ad^  quantité  constante  pour  une  même  corde  ; 
baya  quantité  proportionnelle  au  poids  élevé  Q; 
{1        nombre  qui  varie  avec  Fusé  de  la  corde. 

Les  expériences  de  Coulomb  sont  insuffisantes  pour  fixer  la  loi  de 
variation  de  (a;  cependant  Navier  fait  p.  =  2  pour  les  cordes  neuves  d'un 
grand  diamètre,  (x=  1,5  pour  les  cordes  plus  qu'à  demi  usées,  et{ji  =  i 
pour  les  petites  ficelles  très-flexibles. 

Navier  a  admis  (ce  que  ne  confirme  pas  le  tableau  suivant  dû  aux 
expériences  de  Coulomb)  que  pour  une  même  résistance  utile  Q,  la  ré- 
sistance due  à  la  roideur  d'une  corde  blanche  varie  en  raison  inverse 
du  diamètre  de  la  poulie  ou  du  tambour,  et  qu'elle  est  directement  pro- 
portionnelle à  la  puissance  {x  du  diamètre  de  la  corde. 

De  cette  hypothèse,  il  résulte  que  pour  deux  cordes  de  diamètres  dif- 
férents, s'enroulant  sur  deux  poulies  de  diamètres  inégaux,  et  élevant 
des  poids  égaux,  on  a 


x-^d)'-  <») 


R'    résistance  due  à  la  roideur  de  la  corde  de  diamètre  d\  s'enroulant 

sur  la  poulie  dont  le  diamètre  est  D'; 
R     résistance  due  a  la  roideur  de  la  corde  de  diamètre  d,  s'enroulant 

sur  la  poulie  dont  le  diamètre  est  D. 

Pour  les  cordes  goudronnées,  la  roideur  ne  varie  pas  sensiblement 
avec  le  degré  d'usé,  et  il  est  plus  exact  de  remplacer,  dans  la  formule 

précédente,  le  rapport  —  par  celui  — ,  n'  et  ti  exprimant  les  nombres 
de  fils  de  caret  que  contiennent  les  deux  cordes  ;  ce  qui  donne 

D'       n 

Pour  les  cordes  blanches  mouillées,  Navier  admet  que  la  roideur  con- 
stante ad^  est  double  de  celle  des  mêmes  cordes  sèches,  mais  que  la 
roideur  bd^  est  la  même  que  pour  ces  dernières.  Les  expériences  ne 
paraissent  pas  assez  nombreuses  pour  conclure  d'une  manière  générale 
à  cet  égard. 
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Tableau  éê  U  rmdew  de  différentes  cordée  ^enraulani  sur  une  poulie  de  1  mètre 
dé  diamètre^  calculée  par  Neafier^  diaprés  lee  expérieneee  de  Cauhmb, 


DÉSKNinoZI 

des 
copies. 

NOMBRES 

de  Ois 

de 
caret 

30 
15 

6 
30 
15 

6 

OUMÈTRES 

des 
cordes. 

POIDS 

des  cordes 

par  mètre 

de  longueur. 

ROIDEDR 

constante 

ROIDEDR 

▼ariable  bd^ 
par  kilogr. 
de  la  charge  0- 

Corde  blanche  neuve.  . 

id 

id 

Corde  goudronnée.  .  . 

irf 

id. 

met 

0,0200 

0,0144 

0,0088 

0,0236 

0,0168 

0,0096 

kUogr. 
0,2834 
0,1448 
0,0522 
0,3326 
0,1632 
0,0693 

kilûgr. 

0,22246 

0,063514 

0,0106038 

0,3496 

0,105928 

0,021208 

kilogr. 
0.0097382 
0,0055182 
0,0023804 
0,0125514 
0,0060592 
0,0025962 

Ce  tableau  montre  bien,  comme  nous  Tavons  fait  remarquer,  que 
les  quantités  adV"  et  bdV-  ne  varient  pas  avec  la  grosseur  de  la  corde  sui- 
vant une  même  loi  (adV-  croît  à  peu  près  proportionnellement  à  la  qua- 
trième puissance  du  diamètre,  et  bd^  proportionnellement  k  la  deuxièniê 
puissance).  Il  est  donc  impossible  que  Texpression  (o)  représenta  la  ré- 
sistance R. 

Application.  A  Faide  de  ce  tableau,  et  en  admettant  les  formules  pré- 
cédentes, on  peut  résoudre  tous  les  problèmes  analogues  au  suivant  i 

Quelle  est  la  résistance  due  à  la  raideur  d'une  corde  blanche  neuve  de 
0",0254  de  diamètre^  s'enroulant  sur  une  poulie  de  0",40  de  diamètre  et 
élevant  un  poids  de  500  kilogr,? 

La  corde  blanche  neuve  du  tableau,  dont  le  diamètre  0",02  s'approche 
le  plus  de  O'yOîBi,  donne,  en  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs 
dans  la  formule  (a), 

R  =  ^  (0,222  46  -f  0,009 738»  X  500)  =  42%73. 

Alors,  pour  la  corde  de  0",0254  de  diamètre  placée  dans  les  mêmes 
eirconslances,  on  aura  [formule  (b)] 


R.=  ,2,73(?g*)*=20N53. 


M.  Morin,  reprenant  la  discussion  des  résultats  de  Coulomb,  a  conclu, 
en  appelant  A  et  B  les  deux  quantités  que  Navier  a  représentées  par 
adV-  et  bd^  : 

V  Que  pour  les  cordes  en  chanvre  non  goudronnées,  dites  cordes 
blanches^  sèches  ou  imbibées  d'eau,  en  bon  état,  A  et  B  varient  à  pe« 
près  proportionnellement  au  carré  du  diamètre  de  la  corde; 

2*  Que  pour  ces  mémos  cordes  à  demi  usées,  A  et  B  varient  cooune 
les  puissances  1,5,  c'est-k-dire  comme  les  racines  carrées  des  cubes  des 
diamètres  des  cordes  (505)  ; 
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3*  Que  pour  les  cordes  goudronnées,  B  est  proportionnel  au  Dûm]bQ*6 
des  fils  de  caret  de  la  corde. 

De  cette  dlBcussion,  H.  Horin  a  conclu  les  formules  suivantes,  dans 
lesquelles  n  désigne  le  nombre  des  fils  de  caret,  et  D  le  diamètre  de  la 
poulie  : 

1*  Cordes  blanches  : 


d'où 


A  =  (0,000  297  +  0,000  2457i)7i    et    B  =  0,000  363n, 


i 


R.=  ^  [(0,000397  +  M002i57t)9i  +  0,000  a63nQ)  kU. 

2*  Cordes  goudronnées  : 

A  =  (0^014575  +  0,0«a3467i]n    et    &=  0,000  418172, 


d'où 


R=  5  [(0,001 4§75  +  0,000 34t^«i)w  -h  0,000  4184nQ]  kil. 
Diamètrerdes  cordas  selon  fi?  notnàre  de  fUs  de  caret. 


NOMBRBS 

de  ais. 

nuiÈnics. 

NOBIBRES 
de  fllB. 

BUMÈTUS.. 

IfOlOBES 

de  fils. 

'DUMÈTRBS. 

NOHBEES 

de  fils. 

met. 

met 

met. 

met. 

6 

0,0089 

21 

0,0168 

36 

0,0220 

51 

0,0261 

9 

0,0110 

24 

0,0179 

39 

0,0228 

54 

0,0268 

12 

0,0127 

27 

0,0190 

42 

0,0237 

57 

0,0276 

15^ 

0,0141 

30 

0,0200 

4â 

;     0,0240 

60 

0,0283 

18 

0,0155 

33 

0,0210 

48 

0,0254 

Application,  Soit  k  résoudre  le  môme  problème  que  page  7f  8.  Subfiii- 
tuant  les  yalenrs  de  A  et  B  correspondant  au  diamètpe  0",0254  dans  la 
fbrmule 

R=-J(A+BQ), 

on  a,  en  remarquant  que  n  =  48, 

R  =  ^  [(0,000  297  +  0,000  245  X  18)48  +  0,000  363  x  48  x  500] 

ou     R  =  -^  (0,578  7504  +  0,017  424  x  500)  =  23S23» 
40 

au  lieu  de  20*,53  que  nous  avons  trouvés  en  disant  usage  de  la  table 
de  Navier. 
Pour  un  tour  de  poulie,  le  tniTail  absorbé  par  cette  résistance  est 

ÎTn  =  kD  X  23^23  =  3,14  x  0,40  x  23,23  =  29^-,18. 
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»•  =  Û  +  »  DTd  =  »«"  +  «^'«3  0.40 +  0V4  =  ^2*''"- 
Le  travail  utile  est,  pour  un  tour  de  poulie, 

!r«  =  7c(D  +  d)  X  Q  =  1,336  X  500  =  668'^-, 
et  le  travail  moteur, 

aTn  =  Pit(D  +  d)  =  aTu  +  Tn  =  668  +  29,18  =  697*-,18. 
1678.  Équilibre  dynamique  de  la  poulie  (1545}. 


Fig.  522. 


Négligeant  le  poids  de  la  poulie,  le  système 
est  soumis  à  Faction  de  cinq  forces  :  la  puis- 
sance  P,  la  résistance  Q,  la  réaction  normale  N 
du  support  sur  le  tourillon  ou  Tœil  de  la  pou- 
lie, le  frottement  ^y  des  tourillons  et  la  roi- 

deur  g  (A  +  BQ)  de  la  corde  (1677). 

Pour  un  tour  de  poulie,  Téquilibre  dynami- 
que donne  (1665),  en  remarquant  que  le  travail 
de  la  réaction  normale  N  est  nul  (1471), 


^l>. 


P  X  2«r  =  Q  X  2w  H-  N/x  2«r'  +  ^  (A  +  BQ); 


d'où  Ton  tire 


P  =  Û  +  N/^  +  |:(A  +  BQ). 


(i) 


Afin  d'avoir  une  relation  déterminée  entre  P  et  Q,  il  faut  faire  dispa- 
raître N  de  cette  équation. 

Remarquons  que  si  Ton  désigne  par  Nj  la  résultante  des  deux  forces 
ou  réactions  N  et  N/,  ces  deux  réactions  étant  perpendiculaires  entre 
elles,  on  a  (1499) 

La  poulie  étant  en  équilibre  sous  Faction  des  forces  P,  Q,  Nj  puis- 
qu'elle ne  prend  aucun  mouvement  de  translation,  c'est  que  ces  trois 
forces  se  font  équilibre,  et  que  par  conséquent  Nj  est  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  résultante  de  P  et  Q.  Appelant  u  Tangle  de  ces  deux 
forces,  on  a  donc  (1499) 


d'où 


Ni      ou      N  v^l  +/•  =  V^P*  +  Q*  +  2PQcosa), 


(2) 


pi_  y/P* 4- Q* 4- 2PQ cosft) 
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Remplaçant  N  par  cette  valeur  dans  la  formule  (1),  on  a,  en  faisant 
./ 


P  =  Q  +  |:  (A  +  BQ)  +/,  J  v/P»  +  Q*  +  2PQ  cos  «o.      (3) 

Quand  «>  =  0,  c'est-à-dire  quand  les  deux  forces  P  et  Q  sont  paral- 
lèles, on  a  cos  u  =  1,  la  formule  (SI)  donne 

N,  =  P  +  Q, 
et  la  formule  (3)  devient 

P  =  Q  +  1(A  +  BQ)+/.J(P  +  Q), 
d'où 

^^^  =  0  +  ^  {A+ BQ) +/.  ^  Q, 

OU 

P(r-/,r')  =  1  A  +  (^-  +  I  +//)  û; 
ce  qui  donne 

P=d77[lA  +  ('-  +  rBt-A.')û].  (a) 

Pour  les  données  du  n°  16T7,  c'est-à-dire  pour  Q  =  500  kil.,  un  dia- 
mètre de  poulie  D  =  0",40,  et  un  diamètre  de  corde  d  =  0",0254,  d'où 
r  =  0",2127,  supposant  r'  =  0",01,  on  a  d'abord 

/  =3  Q^^^  =0,1484, 

\/i +0,15x0,15 

et  par  suite 

p i r0,5787504  0,017424 

0,2127  —  0,1484x0,011        2         "T  vv»«i«' -r         ^         -t- 

0,1484  X  0,01)50o]  =  529\ 

Remarque,  La]  formule  (a)  fait  voir  que  la  valeur  de  P  se  compose 

X 
de  deux  parties  :  la  première    .  ^  ,.,  qui  est  constante  pour  une 

même  poulie  et  une  même  corde,  et  que  Ton  peut  représenter  par  «;  la 

deuxième  i— ï-^ — ^'^J  '^,  qui  est  proportionnelle  à  Q  et  que  Ton  peut 

représenter  par  PQ;  ce  qui  permet  de  mettre  la  valeur  de  P  sous  la 
forme 

P  =  «+PQ. 

46 
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Lnjlff.  523  représente  une  poulie  à  §09ye^  moflrlMi 
dans  une  chape  ou  espèce  d'étrier  en  fer.  Un  crochet 
sert  à  suspendre  l'engin  à  un  point  fixe  quand  on  en 
veut  faire  usage.  Le  pourtour  de  la  poulie  est  creusé 
«o  gorge  afin  que  ia  corde  on  la  chaîne,  k  Taide  de 
laquelle  on  élevé  les  fardeaux,  ne  s'échappe  pas  laté- 
ralement 


1679.  Equilibre' dynamique  de  la  jnoi'Jle  ou  du  palan,  en  négligeant 
le  poids  de  la  corde  et  celui  des  pouUes,  le  frottement  latéral  des  poulies^ 
et  en  supposant  que  ces  poulies  ont  même  diamètre  ei  que  let  cméotutosU 
parallèles. 

Appelant  : 

P  la  puissance,  c'est-à-dire  la  tension  du  cordon  libre  ou 
garant  ; 

Q  la  résistance  utile  ; 

'n  ^29  ^3--  'n  les  tensions  des  divers  cordons  dits  courojUs 
allant  d'une  chape  à  l'autre; 

n  le  nombre  des  cordons  allant  d'une  chape  à  l'autre; 

a  et  ?  les  fonctions  déterminées  comme  à  la  remarqofi  pré- 
cédente, 

on  a  (f678.  Remarque;  : 

<.=«+?^i =p37(?-^;+?^i' 


^3  =  «4-  ^^t  ^u«  ^1  rettipiaçuit  /,  par  sa  valeur. 


^,=  a^-a?  +  pif,=:a(1+f)+3'/,  =  ^^{pt-t)-hpr,. 


On  passe  à  cette  dernière  valeur  de  t^  en  divisant  «  par  p  —  1  et  en  mul- 
tipliant (1 4-  p)  par  (?  —  1),  afin  de  ne  rien  changer  (444). 

/,  =  «+#^  =  a(l-fP  +  p«;  +  p./, =-^(cs_4)  +  pi^^. 

On  passe  de  même  à  celte  dernière  valeur  de  t,^  en  divisant  a  par  fp —  1  ' 
et  en  multipliant  (i+p  +  P*)  par  p  —  1  ;  et  simplifiant. 
On  obtient  par  les  mêmes  calculs 

/n  =  a  +  P<n-i =P^{P-^-i  )  +  ?•-*/., 

P=«  +  P<n =:^^/.g««j)^piY,. 

Ces  valeurs  obtenues,  remarquons  qu'on  a 

Q  =  ^  +  /,H-^  + +  /«. 

Remplaçant  /„  /, i^  par  leurs  ^-aleurs,  il  vient 
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Û=p^(P-l  +  P'-l  + ?«-'-i)  +  (l  +  P  +  P*  +  ...p"-%  = 

--L_(i+^.+  p«  + 4.p..-i_n)+(14-p  +  P«+...  +  P*-%. 

Multîplia«l:«ftAis«»Miit  la  quantité  (i+P+.p»4-^  +  P^*)  par(p— 1)  et 
simplifiaat,  .un  « 

Ayant  le«  "«rieurs  de  P  et  Q  en  fonction  de  ^i,  il  suffît  d'éliminer  t^ 
pour  avoir  tio»  relation  déterminée  entre  P  ct^ft.  Or,  de  Téquation  pré- 
cédente on  itm 

,        _   p— 4  «      /p*  — i         \       ^  p  — 4    ,      (     n  \     \ 

Sabstituaaot  «ette  valeur  dans  celle  de  P«  <•■  a 

ou,  en  nHttBaft  «.a»  «facteur  commun  et  simpÇc6«Bt, 

^^JJ^ L,W(P-^)P-o 

^    "VP»-i      p  — 1/^  p»-i  "• 

En  négligeaiBt  toutes  les  résistances  passives,  on  aurait 

tx  =  U= =  ^n=P    et    û=^  +  ^  + +<n=nP. 

Ainsi,  la  tension  de  chacun  des  cordons  serait  égale  à  la  puissance  P, 
et  la  résistance  Q  serait  égale  à  la  puissance  P  multipliée  par  le  nombre 
n  nies  oorâene  allant  .é'«De  «ciiape  «  l^anrtre. 

P        P        1 

La  vitesse  de  Û  est  à  celle  de  P  4ajas  le  rapport  -  =  -^  »  -,   c'est- 

à-dire  que  la  vitesse  de  Q  est  égale  à  ceUe  de  P  divisée  par  le  nAmbre 
des  cordons  allant  d'une  chape  à  l'autre.  Il  est  évîèlentque,  sairfféVon- 
gement  inégal  des  cordons  "SOus  des  ehiipges  différentes,  le  rapport  des 
vitesses  de  Q  et  de  P  est  le  mèine,  fve  Ton  tienne  ou  non  compte  des 
réfii^tances  passives. 

La^^.  525  représente  un  piitaA  àirois  poulies  dans  chaque  chape.  La 
moufle  supérieure  est  munie  d*uB  crDehet  A  qni^ert  k  suspendre  Te^gin 
à  unpoLDtftxe.,  lamoiiAeaiobileîeBt.aiiiisi  m)iQied'iHL>cnoolieFtM.8iicpiicl 
on  suspend  le  fardeau  k  ^ver. 

On  dispose  encore, quelquefois  le  palan  comme  l'indique  la  fig,  526; 
les  poulies^  appelées  rm&ufiigHee^  sont  ée  diamètres  inégaux.  Cette  dls- 
peeitioB  est  moine  comoMide  <p»  la  ppécééente. 
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Fig.  516. 


Fig.  5Î7. 


1680.  Treuil  (1546).  En  négligeant  les;;  frottements  des  tourillons  du 

treuil  et  la  roideur  de  la  corde  (1677),  on 
a,  pour  réquilibre  dynamique, 

PxSii:p=Qx^i:q,     d'où     Pp  =  Qç, 

comme  au  n**  1550. 

P  puissance    ou    force    motrice    agis- 
sant dans  un  plan  normal  h  Taxe 
du  treuil; 
p  bras  de  levier  de  P  par  rapport  k  Taxe  du  treuil  ; 
Q  résistance  vaincue  agissant  dans  un  plan  normal  à  Taxe  du  treuil; 
q  bras  de  levier  de  Q  par  rapport  k  Taxe  du  treuil. 

Les  forces  P  et  Q  peuvent  ne  pas  être  parallèles  entre  elles. 

En  tenant  compte  du  frottement  des  tourillons  du  treuil,  la  formule 
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précédente  devient  (1674) 

Pp  =  Ûg-f/Rr+yRV. 

/  coefficient  de  frottement  des  tourillons  sur  leurs  coussinets; 

r  et  r'       rayons  des  tourillons; 

R  et  R'  résultantes  des  composantes  des  trois  forces  :  le  poids  du 
treuil,  la  puissance  P  et  la  résistance  Q,  décomposées  cha- 
cune en  deux  autres  agissant  dans  des  plans  normaux  à 
Taxe  au  milieu  de  la  longueur  des  tourillons  r  et  r'  (1492, 
1518,1552); 

/Rr  et/RV  moments  des  frottements  des  tourillons. 

Gomme  R  et  R'  dépendent  de  Q,  on  résoudra  Téquation  précédente 
par  tâtonnement:  on  déterminera  d'abord  Q  en  négligeant  le  frottement 
des  tourillons;  ayant  Q,  on  déterminera  les  valeurs  correspondantes 
de  R  et  it',  par  les  décompositions  indiquées  plus  haut  et  figure  527; 
ces  valeurs,  substituées  dans  Téquation  précédente,  donneront  une 
deuxième  valeur  de  Q  plus  exacte  que  la  première.  Opérant  sur  cette 
seconde  valeur  de  Q  comme  sur  la  première,  on  obtiendra  une  troisième 
valeur  s'approchant  encore  plus  de  la  vérité,  et  en  continuant  ainsi  de 
suite,  on  obtiendra  pour  Q  une  valeur  aussi  exacte  qu'on  voudra.  Dans 
la  pratique,  on  pourra  généralement  considérer  la  deuxième  valeur  de 
Q  comme  suffisamment  approchée  de  la  valeur  réelle. 

Les  points  d'application  de  P  et  Q  décrivant  dans  le  même  temps 
quelconque  des  arcs  qui  correspondent  au  même  angle  au  centre,  les 
espaces  E  et  e  parcourus  par  ces  points  d'application  sont  proportion- 
nels aux  rayons  ou  bras  de  levier  p  etq: 

E  _g 

e       q' 

Comme,  s'il  était  possible  que  toutes  les  résistances  passives  fussent 
nulles,  on  aurait 

Q-p' 
on  aurait  donc  aussi 
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Dans  la  fig.  528  la  puissance  agit  sur  une  eorde  M  enroulBr  aer  rme 

Rk.  62». 


poulie  D,  qui  e^t  ordtnairojiienX  un  tamboor,  et  la  résistance  sur 
autre  cx>rde  F  qui  s'eivroalo  sur  Tarbre  AB  du  ti'euil. 

Dans  le  treuil  de  pitUs  (  fig,  529  ),.  la  puissance,  aa^  lieu  d'a^  par 


riR.  !.sa. 


rintermédiaire  d'une  corde    enroulée  sur  un  tambour,  agit  sur  une 
manivelle  NA  montée  à  Textrémité  de  Tarbre  MN  d«  treBîî. 

La  fig.  530  représente  le  treuil  demt  les  carriers  se  servent  pour 
élever  les  pierres  par  les  puifs^  Sur  l'arbre  est  montée  une  roue  en 
bois  de  6  à  8  mètres  de  diamètre,  dans  la  jante  A  de  laquelle  sont  im- 
plantées des  chevilles  en  bois  ou  en  fer.  La  puissance  est  produite  par 
des  hommes  qui  tirent  avec  les  mains  ou  poussent  avec  les  pieds,  sur 
les  chevilles,  k  peu  près  à  la  hauteur  de  Taxe. 
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T^ 


1684,  Cabestan.  Si,  outre  les  forces  P  et  Q  qui  sollicitent  le  treuil  en 
agissant  dans  des  plans  njocmaux.  à  son  axe  (i680j«  une  force  F  agit  p»- 

Fig.  53 i. 
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rallèlement  à  cet  axe,  comme  cela  arrive  dans  les  cabestans  [fig,  531), 
qui  ne  sont  autre  chose  que  des  treuils  à  axe  vertical,  dont  le  poids,  au 
lieu  de  se  reporter  sur  le  contour  des  tourillons,  agit  sur  la  face  hori- 
zontale du  pivot  inférieur,  la  formule  posée  pour  le  treuil  (1680),  devient 

Pp = Qg  +  /Rr  H-zav  ^f^  \  r". 

/T  -  i"  moment  du  frottement  de  la  face  horizontale  du  pivot  (1675); 

/'  coefficient  de  frottement  qui  peut  être  diflTérent  de  celui  du  pourtour 
du  pivot; 
r"  rayon  de  la  surface  frottante  horizontale  du  pivot. 

,  1685.  Équilibre  dynamique  dun  corps  glissant  par  son  poids  star  un, 
plan  incliné  (1630). 

Le  corps  est  soumis  à  Faction  de  deux 
forces  :  son  poids  P,  qui  est  la  puissance,  et 
le  frottement,  qui  est  la  résistance.  Le  corps 
parcourant  un  certain  espace,  la  longueur  l 
du  plan  incliné  par  exemple,  ce  même  espace 
est  parcouru  par  le  point  d'application  de  la 
puissance  P  et  par  celui  du  frottement. 

La  projection  de  P  sur  le  déplacement  V 
étant  AD  =  P  ^/i  a,  son  travail  est  /P«»a. 
La  pression  normale  du  corps  sur  le  plan  étant  AC  =  P  cos  a,  le  frotte- 
ment est/P  cos  a  (1629),  et  son  travail,  //P  cos  a.  L*équation  d'équilibre 
dynamique  est  alors  (1665) 

/P  sin  a  =  //P  cos  a    ou    P  m  a  =/P  cos  a, 

a  ou  /= =  tang  a. 

•^       co*a  ^ 

Ainsi,  il  y  aura  équilibre  dynamique  lorsque  la  tangente  de  Tangle 
d'inclinaison  du  plan  k  Thorizon  sera  égale  au  coefficient  de  frotte- 
ment/. 

De  là  résulte  un  moyen  de  déterminer  le  coefficient  de  frottement  de 
deux  corps.  Formant  le  plan  incliné  de  Fun  des  corps  et  le  mobile  de 
l'autre  corps  ;  inclinant  doucement  le  plan  incliné  jusqu'à  ce  que  le 
mobile  soit  prêt  à  se  mettre  en  mouvement,  c'est-à-dire  jusqu'au 
point  où  le  mobile  conserve  le  léger  mouvement  qu'on  lui  imprime, 
à  ce  point  le  mobile  est  en  équilibre  dynamique,  et  la  tangente  de 
l'angle  a  que  fait  le  plan  avec  l'horizon  est  égale  au  coefficient  de  frot- 
tement /. 

Supposons  que  le  mobile  soit  sollicité  non-seulement  par  son  poids  et 
par  le  frottement^  mais  aussi  par  une  force  Q,  qui  peut  être  la  résultante 
de  plusieurs  autres,  qui  est  située  dans  le  plan  vertical  PAE  contenant  le 
centre  de  gravité  du  corps  et  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  in- 
clinéy  et  que  nous  considérerons  comme  résistance  utile. 
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Les  points  d'application  de  toutes  les  forces  parcourent  encore  le 
môme  espace.  Évaluons  en  particulier  le  travail  produit  par  chacune 
des  forces  pour  le  même  espace  parcouru  l. 

Gomme  dans  le  cas  précédent ,  le  travail  de  la  puissance  P  est  /P  sin  «. 

La  projection  de  la  résistance  Q  sur  l  est  Q  cos  p,  et  le  travail  qu'elle 
absorbe  est  /Qcos^. 

La  pression  du  corps  sur  le  plan  est  égale  k  la  composante  P  cos  a  du 
poids  P,  normale  au  plan,  moins  la  composante  normale  Q  sin  p  de  la 
force  Q,  cette  dernière  composante  tendant  dans  le  cas  de  la  figure  à 
soulever  le  corps.  Le  frottement  est  alors  (Pcosa  — QsinP)/,  et  le 
travail.absorbé  par  ce  frottement  (P  cos  a  —  Q  sin  p  )//.  L'équation  d'é- 
quilibre dynamique  est  donc,  en  supprimant  le  facteur  commun  /, 

•  Psina  =  ûco8p-h/(Pcos«— QsinP).  (1) 

Si  le  mobile  cmait  remonté  le  plan  incliné  au  lieu  de  le  descendre^  Q 
aurait  été  la  puissance  et  P  la  résistance  utile,  et  l'on  aurait  eu,  pour 
l'équilibre  dynamique, 

Q  cosp  =  P  sin  a  +/(P  cos«  —  Qsin  p ). 

Suivant  la  valeur  de  l'angle  p,  Qcos  p  est  une  puissance  ou  une  résis- 
tance qui  s'ajoute  k  la  puissance  P  sin  a  ou  s'en  retranche,  et  Q  sin  p  se 
retranche  de  P  cos  a  ou  s'y  ajoute. 

Dans  le  cas  où  Vangle  a  est  nul^  c'est-à-dire  quand  le  plan  est  hori- 
zontal^ sin  a  =  0,  cosoc  =  1,  Q  cos  p  est  seul  puissance,  et  l'équation  (1) 
devient,  pour  l'équilibre  dynamique, 

Qcos  p  =/(P— Qsin  P). 

Si  de  plus  Vangle  p  était  nul^  c'est-k-dire  si  la  puissance  Q  agissait 
parallèlement  au  plan  horizontal,  on  aurait  sin  p  =  0,  cos  p  =  1,  et  l'é- 
quation d'équilibre  dynamique  deviendrait 

Q=/P. 

1685.  Équilibre  dynamique  du  coin. 

Le  coin  est  sollicité  par  cinq  forces  : 

La  puissance  P,  qui  le  sollicite  suivant  son  mou- 
vement; 

Les  réactions  N  et  N'  normales  aux  surfaces  de 
contact; 

Les  frottements  N/  et  N'/  des  surfaces  de  con- 
tact. 

Chacune  de  ces  quatre  dernières  forces  se  décom- 
pose en  deux:  l'une  parallèle  k  P,  mais  agissant 
en  sens  contraire  de  cette  force,  et  l'autre  perpen- 
diculaire k  P  : 
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N    en  N  cosk  paratièie  èi  P^  €t  N  sio  A  perpnpà.  à  P, 

BE  =  N/  em  I^/sin  A.  éd.  et  N/eos  k  «L 

N'   en  N'  cosB  ià.  et  N'  sin  B  ié. 

^E'si  N/  en  N/simB  id.  et  M/cos  B  «i. 

Le  coin  parcourant  un  certain  espace  e,  remarquant  que  ks  poiata 
d'application  de  toutes  ks  forces  parGOureat  ce  naéme  espace  sulYant 
ks  forces,  et  que  ks  forces  perpendieukires  à.  P  étant  nemialefl  k  od 
espaça  kur  travail  est  nul^  on.  a  pour  réquilLbre  d^ynamÂque 

eV  =  cN  cos  A  +  cX/sin  A  +  eN'  cos  B  +  eN'/sin  B  ;         (Il 

équation  dans  laqpielk  on  petit  stipprimer  e. 

Sur  un  axe  perpendicukire  à  P,  la  projection  de  l'espace  parcourt 
e  étant  nulle,  la  somme  des  projections  des  forces  sur  cet  axe  est  nulle' 
(1611)y  et  Ton  a,  en  négligeant  ks  forces  perpendkukires  à  Taxe,  d*nt 
ks  projections  sont  chacune  égales  à  zéro^ 

N  sin  A  +  N'/cos  B  =  N'  sin  B  +  N/cos  A  [a) 

ou 

N  (sin  A  —/cos  A  )  =  N'  (sin  B  —/cos  B). 

Cette  éqoation  donne  la  relation  qui  existe  eattre  kâ  deax  finrces  M  el  H', 

ainsi  Ton  en  tire 

Jf  _  sînB— /cosB 

N' ""sin A— /cos A*  '*^ 

Remplaçant  successivement  dans  l'équation  (i)  N  et  N'par  leurs  va- 
leurs tirées  de  cetk  dernière,  on  en  conclurait  respectivement  P  en 
fonction  de  N'  ou  de  N. 

Supposant  /=0,  c'est-ànlire  que  k  frottement  est  WêL,  l6sionBnle»(4  ) 
et  (2)  deviennent 

P  =  Nco»A  +  N'cosB  ;i') 

et 

N_8iaB  ,.et 

N'^sinA*  ^*^ 

RcmpTaçant  dans  Féquation  {i']  N  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2'), 
il  vient 


---  /smB  cos  A   .         ^\ 

=  N'  ( r— r h  e08  B  T. 

\     smA  J 


Réduisant  au  même  dénominateur,  on  a,  en  remarquant  que 

9ÎnBcosA  +  c0ftB&ftnA=:sin[A+B}  =  sinC,      (1098,  illl) 

P  =  N'  -. — 7-      ou       tn  =  -7— r  . 

sm  A  N'      sin  A 
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&eHe  rétMcm  et  ceÛe  (2*)  f&ttt  ràïr  que  Tan  a 
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StIlrC 


N 


(A) 


OU  encore  que  ces  forces  sont  ennftre  elles  comme  les  côtés  AB,  AC,  BC 
du  coin,  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires  (1123). 

Dans  le  cas  où  Tangle  B  est  droit,  on  a  sinB  =1,  cosB==0,  et  les 
équations  (1)  et  (î)  deviennent 


et 


P  =  NcosA  +  N/sinA+N/ 

N' 


sinA — /cosA' 

•     Ordinairement  dans  la  prati(|ue  A  =  B  ;  alors  on  a  N  =  N',  c4  la  for- 
mule (1)  devient 

P  =  2N(co8A+/sînA).  (H 

S'il  iN^i99tsit  4e  mtirer  le  eom,  on  auraiit  «nt^ore  les  fonnales  (1) 
et  (a)^  dans  IctsqueUe»  F,  N/  et  N'/ftoraiefnt  ^hB^gé  die  signe»;  B-mei  ees 
formules  seraient 

—  P  =  N  cos  A  —  N/sin  A  H-  N'  cos  B  —  N'/sin  B,  (1) 

NsinA  — IT/cosBrriN'sinB  — It/cosA.  (a) 

Équations  desquelles  on  déduirait  comme  précédemment,  pour  les 
cas  particuliers  que  nous  avons  examinés,  les  relations  entre  les  forces. 
La  suite  de  rapports  (Aj  montre  que  quand  le  eoin  est  en  équilibre,  il 
existe  entre  les  forces  P,  N,  K  qui  le  solliciteni  et  les  sinus  des  angles 
du  triangle  formé  par  le  coin,  les  mêmes  relations  qu'entre  trois  forces 
en  équilibre  autour  é'xm  inénie  point  et  les  angles  du  triangle  des 
forces  (1499).  Ainsi,  appliquant  les  forces  P,  N,  N'  parallèlement  à 
elles-mêmes,  en  un  même  point,  et  traçant  le  polygone  des  forces  (1492), 
ce  polygone  se  fermera  de  lui-même,  c'est-à-dire  donnera  une  résul- 
tante nulle,  et  il  sera,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  un  triangle  sem- 
blable à  celui  ABC  (1613). 
1^4.  Équilibre  dynamique  de  la  presse  à  coin. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  se 
trouve  le  coin  ABC  sont  absolument  les 
mêmes  qu'an  numéro  précédent;  ainsi, 
supposant  l'angle  A=  B=a,  la  formule  (1"') 
devieat 


Fig.  534. 


P  =  2N(cosa+/sina). 


w 


r  La  pression  N| 


Considérant  maintenant  le  bloc  interposé 
entre  le  coin  et  la  matière,  il  est  sollicité 
par  cmq  force»  : 
normale  k  la  surface  de  contact  avec  le  coin  ; 


2*  Le  frottement  DEi  =  Ni/  du  coin  sur  sa  surface  de  contact. 

y  Google 
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Ces  deux  forces  ne  sont  que  les  réactions  des  forces  de  même  nom  N 
et  N/  qui  sollicitent  le  coin  ;  par  conséquent,  elles  leur  sont  égales  et 
directement  opposées. 

3**  La  réaction  N''  du  support  D^  sur  le  bloc; 

4*  Le  frottement  D''E"=  N"/  du  support  W  contre  le  bloc; 

5*  La  résistance  utile  Q  qu^oppose  la  matière  à  comprimer. 

Le  mouvement  du  bloc  ayant  lieu  suivant  la  direction  de  la  force  Q, 
décomposons  chacune  dès  cinq  forces  qui  le  sollicitent  en  deux  autres. 
Tune  parallèle  et  Fautre  perpendiculaire  à  Q;  ainsi  : 

Ni  en  Nt  sin  a  parallèle  à  Q,  et    N^  cosoc  perpendiculaire  à  Q  ; 

Nj/  en  N|/ cosoc  id.  Nj/sina  td. 

N''  en  0  id.  N"  id. 

NV  en  NV  id.  0  id. 

Q  en  Q  id.  0  id.  ^ 

Pour  un  déplacement  quelconque  2e'  du  bloc,  remarquant  que  les 
points  d'application  de  toutes  les  forces  parallèles  à  Q  parcourent  cet 
espace  suivant  ces  forces,  et  que  le  travail  de  chacune  des  forces  per- 
pendiculaires  à  Q  est  nul,  on  a  pour  Téquilibre  dynamique  du  bloc 

Ni  sin  a  =  N,/  cos  a  +  N"/  +  Q.  (2) 

Sur  un  axe  perpendiculaire  k  Q  ou  à  e',  les  projections  des  forces 
donnent  (1611,  1683) 

Ni  cosa  +  Ni/sina  —  N''=0. 

Remplaçant  dans  la  formule  (2)  N^'  par  sa  valeur  tirée  de  cette  dernière 
équation,  on  a,  en  réunissant  les  termes  en  N^ , 

Ni(sin  a  —  2/cos  a  — /«  sin  a)  =  Q. 

L'équation  (1)  donne 

p 

N  ou  Ni  =  TTf rT-' — 7- 

*      2{cosa+/sma) 

Substituant  cette  valeur  de  Ni  en  fonction  de  P  dans  Téquation  pré- 
cédente, on  en  conclut 

p^         2(cosa+/sinflt) 

sina  —  2/cosa— /"sina  ^' 

Divisant  par  cosa  les  deux  membres  de  la  fraction,  et  faisant 
^=tanga(ll07),  ona 

_        2(1  +/tang«) 
'^  ■"  tanga  —  2/-/«  tang a  «'  ^"^^ 

Pour  û  =  1000kil.,  a  =  87M0',  d'où  tang  a  =  20,205  553,  ou  sensi- 
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blement  20»2,  et /=  0,16,  qui  convient  au  ichéne  frotté  de  savon  sec 
glissant  sur  chêne,  les  fibres  étant  parallèles,  Téquation  précédente 
donne 

p 2(1+0,16x20,2)  _ 

^  ""  20,2—2  X  0,16  —  0,16  X  0,16  x  20,2      ^"""-  "'  • 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  puissance  P  et  la  résis- 
tance utile  û  pour  qu'il  y  ait  équilibre  dynamique,  c'est-à-dire  pour 
que  le  moindre  efifort  mette  la  presse  en  mouvement,  et  que  ce  mou- 
vement se  conserve  uniforme  quand  cet  efifort  additionnel  cesse  son 
action.  Il  est  évident  qu'un  tel  mouvement  ne  peut  se  réaliser  qu'au- 
tant que  la  résistance  Q  reste  constante,  ce  qui  n'a  pas  lieu  quand  on 
comprime  des  matières;  mais,  dans  toutes  les  positions,  les  valeurs  de 
P  et  Q  sont  liées  par  la  relation  précédente. 

L'application  qui  vient  d'être  faite  montre  que  la  presse  à  coin  est 
peu  avantageuse  pour  obtenir  de  grandes  compressions,  et  qu'il  ne 
convient  guère  de  l'employer  quand  la  force  motrice  est  une  simple 
pression,  et  non  le  résultat.d'un  choc. 

Relation  entre  le  travail  moteur  et  le  travail  utile  résistant. 

Pour  un  abaissement  e  du  coin,  le  bloc  comprimant  avançant  de  2^', 
les  travaux  moteur  et  utile  sont 

Pxff    et    Ûx2e'. 
On  a  (1122)     . 

e  =  e'tanga.  (3) 

Multipliant  membre  à  membre  les  équations  (2)  et  (3),  on  obtient 

tang«+/tang«tt 
*^^^- tang«-2/~/«tang«^^*^- 

Formule  donnant  le  travail  moteur  Ve  en  fonction  du  travail  utile 
0x2^. 
i68tt.  Equilibre  dynamique  de  la 'presse  avisa  filets  carrés. 
Appelons  : 
Fig.  535.  p  jj^  puissance  agissant  dans  un  plan  perpendicu- 

laire k  l'axe  de  la  vis;  nous  supposons  P  ré- 
partie uniformément  autour  de  l'axe  de  la  vis, 
afin  qu'elle  ne  fasse  naître  aucune  pression 
contre  la  surface  latérale  des  filets  ;  ainsi  la 
puissance  est  divisée,  par  exemple,  en  deux 

forces  -  P  formant  un  couple  dont  le  bras  de 

levier  est  divisé  en  deux  parties  égales  par 
l'axe  (1521); 
r         le  bras  de  levier  de  la  puissance  P  ; 
/*'        le  rayon  moyen  de  la  surface  hélicoïdale  en  contact. 

Nous  supposerons  la  surface  hélicoïdale  réduite  h  une  hélice 
travaillante  ayant  r'  pour  rayon  (1294). 


'^^ 
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a        Tangle  ^e  fait  Thélice  moyeooe,  ou.  mieux  la  tajogeole  à  celle 
hélice  avec  le  plau  perpendiculaire  À  l^ase; 

h        le  pas  de  rhélice,  c'est  la  distance  d'axe  en  axe  de  deux  filet$ 
consécutifs; 

Q        la  résifiladice  ulile  que  la  macère  oppose  «u  mouvomont  de  trans- 
lation de  la  vis;  elle  agit  suivant  Taxe  de  la  vis. 

yégUgeûAft  ]b  ûrotienieni  ik  ïeaUévûté  de  la  YÎ^fiv  la  but- 
lace  àB,  la  vis  pMil  être  cmimdérée  cooma  étant  ammiae  à 
Tactioii  de  m  lonses  : 

1*  P    iMttssaiiûe; 

%•  Q    réfit^tanfie  utile; 

An^eiant  N  Itj  véaetiaa  «onoale  mm  Bmchem  de  eantwt  et 
récrou  sur  la  wr£ace  hélkoMale  des  fiiela,  ellâ  ae  décanpoae 
en  deux  forces  : 

3"  N'COfia  AgsfiMut  paraUèleoieDi  à  Taxe  de  la  vis; 

4*  JN  si&a  agisacAt  datia  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe; 

Le  frottenttsnt  N/de  la  surface  hélicoïdale  sa  décompose  éga- 
lement en  deux  forces  : 

go  N/'sina  agissant  parallèlement  à  Faxe^ 

G""  ^ftout  agifisaalduia  ua  plan  perpendiculaire  àrcxe. 

Établissons  les  conditions  d'équilibre  dynamique  pour  une  révolu- 
tion de  la  vis.  Remarquons  que,  excepté  le  point  d'application  de  la 
force  Q,  ceux  des  autres  forces  décrivent  des  hélices,  et  que  leur  mou- 
vement peut  être  décomposé  en  deux,  Tun  parallèle  à  Taxe,  et  l'autre 
circulaire  autour  de  Taxe.  Comsidérant  ce  premier  inouvameat,  h  élant 
l'espace  parcouru  par  les  points  d'application  de  toutes  les  forces,  on  a 
pour  l'équilibre  dynamique,  en  remarquant  que  le  tra«rail  de  chacune 
des  forces  agissant  perpendiculairement  à  A  est  nul, 

Wf  cosa  —  AN/sina  —  AQ  =  0, 
d'où  N= ^ 


cosa  — /'sina' 

^mr  îe  deuxième  mouvement,  on  a  pour  Téquilibre  dynamique,  en 
remarquant  que  le  travail  de  chacune  des  forces  agissant  soivaât  l'axe 
est  nul, 

P.x«3cr  — KskiaxSter'-^N/««#«x27:r'  =  i;  (i) 

d*où,  en  ôupprimant  2«  et  en  remplaçant  N  par  sa  valeur, 

p^Q^'^si"«H-/cosa 
"r       cosa— /sina' 

Divisant  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction  par  ixisc  et  faisant 
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r       1 — /tanga' 

On  peut  donner  a  cette  valeur  de  P  une  autre  forme. 

Remarquant  qu/en  développant  le  cylindre  de  rayon  f^  cliaque  spire 
de  rhélice  devient  Thypotéouse  d'un  triaaagle  rectangle  dont  les  côtés 
de  Tangle  droit  sont  2w'  et  h  (4299),  on  a  (1090) 

/* 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  P,  il  vient,  en  réduisant  au  même 
dénominateur  et  en  supprimant  le  dénominateur  Stct'  commun  aux  deux 
termes  de  la  fraction. 

Si  Ion  néfpIfDite  frottement,  ce  qui  revieTltâLilnBe/==: A,  on  a 


En  teHBBtttBMOifM»  4ttt  tra'vail  absorbé  fnrle  liMieiiinit  Ae  il^xtrémité 
de  la  visfonria  muÊBum  âlR,  remarquant  ^mb  Sa  {ppesaiefii  .snor  «cette  sur- 
face est4|,«ll0iaMlffin0nd:!àe  frottemenit«Hrt9eiiB6ne>|pe|wnBr  les  filets 
de  la  vis,  toURrtttHMnttflft^,  et  le  tramSaftgaïUfioïKr  nme  «évolution 

4 
de  la  vis  est  -^t^'Q/  (r''  rayon  de  la  surface  frottaate  (4675))-  La  for- 

mule  (4)  devieot  alors 

P  xâiw—  N  «in«  X  Sfar'—  ^y  cosa  x  gïcr'—  ^^^f; 

<roLi,'en  effectuant  les  mêmes  opép»tions  que  dans  le  cas  préeééent, 

T-O'-',,    tang^H-/    .'q,,2/^ 
^  ~  «  r  ^  1  ^  /  tang  a  +  ^  ^  3 -^  r  ' 
ou 

Remplaçant  tang^a  par  — p ,  ^en  a 

Application,  Pour  Q  =  9000  kil.,  r  =  4-,00,  r'  =  0»,034,  r"  =  0-,025, 
h  =  0",046  et  /=  0,08,  la  formule  précédente  donne 
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0,016  +  2 X  3,14  X 0,034 x 0,08       2><M82<M25^ 
2x3,14x0,034  —  0,08x0,016  "^  3 
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P  — QOOO  /"Mai  v:  0.0^6  +  2  X  3,14  X  0,034  X  0,08       2  X 0,08  X  0,025\ 
V    1  2x3,14x0,034  —  0,08x0,016"^  3  ) 

ou  P  =  9000  X  0,006632  =  59S69. 

Quand  on  ne  tient  pas  compte  du  frottement  du  bout  de  la  vis,  on  a 

P  =  9000  X  0,005299  =  47*,69. 
Ce  qui  montre  que  ce  frottement  n'est  pas  négligeable. 

Fig.  536.  Fig.  537. 


Dans  les  vis  à  filets  carrés  (Jig,  536),  la  section  abcd  du  filet  par  un 
plan  passant  par  Taxe  de  la  vis  est  ordinairement  un  carré. 

1686.  Équilibre  dynamique  de  la  vis  à  filets  triangulaires.  Le  plan 
méridien  passant  par  Taxe  de  la  vis  coupe  le  filet  suivant  un  triangle 
isocèle  mnp  {fig,  537). 

Opérant  comme  pour  la  vis  à  filets  rectangulaires,  on  obtient  des 
équations  semblables  à  celles 'du  numéro  précédent.  La  légère  diffé- 
rence vient  de  ce  que  la  pression  normale  N  n'étant  plus  située  dans  le 
plan  tangent  au  cylindre  de  rayon  r',  on  la  décompose  d'abord  en  deux 
forces,  l'une  N  cos  p  située  dans  ce  plan,  et  l'autre  N  sin  p  normale  à  ce 
plan  :  cette  dernière  rencontrant  l'axe  de  la  vis  et  lui  étant  perpendicu- 
laire, elle  ne  produit  aucun  travail. 

Comme  l'angle  p  que  forme  la  normale  N  avec  le  plan  tangent  est 
égal  a  la  moitié  de  l'angle  au  sommet  du  triangle  isocèle  générateur  du 
filet,  c'est-à-dire  à  l'angle  formé  par  cbacun  des  côtés  égaux  pw,  pn  du 
triangle  avec  la  hauteur,  on  a,  en  désignant  par  a  le  côté,  et  par  s  la 

hauteur,  qui  est  la  saillie  du  filet  sur  le  noyau  de  la  vis,  cos  p=  -,  et, 
par  suite,  en  représentant  -  par  m,  N  cosp  =  Nm. 
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Nm  se  décompose  ensuite  en  deux  autres  forces.  Tune  Nm  cos  a  pa- 
rallèle à  Taxe  de  la  vis,  et  Tautre  Nm  sin  a  agissant  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  cet  axe,  tangentiellement  k  la  circonférence  de  rayon  r*. 

Cela  établi,  pour  le  mouvement  parallèle  k  Taxe  de  la  vis,  on  a 

ANmcosa  — AN/sina  — AQ  =  0,    d'où    N=^ ^ 


7WC0sa — /sin  a* 
et  pour  le  mouvement  de  rotation , 

P  X  gîrr— Nmsin  a  x  ^izf  —  'Sf  cos  a  x  îwr'—  -  itr"Q/=0; 

d'où,  en  divisant  par  gw,  et  en  remplaçant  N  par  sa  valeur, 

P  =  0  /"-  X  ^  s^P  «  +/COS  a   .    2  .  /;\ 
^  \r        mcosa--/sina       3*^  rJ' 

On  a  ensuite 

/r-      mtang«+/      2    r^'X 
*^     "Vr^m-/tang«+3-^ry' 
ou 

Pour  les  vis  en  chêne,  orme,  etc.,  l'angle  p  est  égal  k  45",  d'où 
cos  p  =  -  =  m  =  0,707;  pour  celles  en  bois  plus  durs ,  comme  le  buis, 

CL 

le  cormier,  le  sorbier,  etc.,  et  pour  celles  en  fer,  on  fait  p  =  30",  d'où 
m  =  0,866. 

Pour  p  =  30*,  l'application  du  numéro  précédent  donne  P  =  63*,55. 

Pour  les  vis  k  filets  carrés,  p  =  0,  cosp  =  m  =  l,  et  faisant  •7»  =  i 
dans  les  formules  précédentes  elles  deviennent  bien  celles  [a]  et  (6)  du 
numéro  précédent. 

Pour  serrer  une  vis,  si  elle  est  mobile  {Jig,  538),  k  l'aide  d'un  levier 
ou  d'une  clef,  on  imprime  un  mouvement  de  rotation  k  la  tête,  et  la  vis 
pénètre  dans  son  écrou.  Si  elle  est  fixe  {fig,  539),  au  moyen  d'une  clef, 
on  tourne  l'écrou.  Que  ce  soit  par  la  tête  ou  par  l'écrou,  pour  serrer 
une  vis,  on  tourne  de  gauche  k  droite  ;  on  la  desserre  en  tournant  de 
droite  k  gauche.  Ce  n'est  que  dans  des  cas  exceptionnels,  pour  obtenir 
quelques  mouvements  particuliers  d'organes  de  machines,  que  l'on  fait 
des  vis  à  gauche. 

Les  petites  vis  se  serrent  ou  se  desserrent  au  moyen  du  tourne-vis^ 
lame  d'acier  dont  on  introduit  le  bout  dans  une  fente  que  porte  la  tête 
de  la  vis. 
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^^m 


I4>87.  Double  froltement  de  roulement  et  de  glisêement  (1637).  Lors^ 
qu'un  corps  avance  en  roulant  sur  un  autre,  comme,  par  exetmfiJe,  aw 
roue  de  wa^n  sur  un  chemin  ^.fer,  &i  la  qu&ntké  dont  il  Ajamce  par 
rallèlemeut  à  la  surface  de  cet  autre  est  ég^  «  â*«apaee  paroonru  par 
las  points  de  son  pourtour  autour  de  son  centre,  il  n'y  «  qœ  roideneot 
du  premier  corps  sur  l'autre,  et,  par  suite,  qu'un  simple  â^tèemsMt  àe 
roulement.  Si  la  quantité  dont  avance  le  premier  coips  parallèienient  à 
l'autre  n'est  pas  «gale  à  l'espaoe  parcouru  par  les  ^ints  de  saa  ftouff* 
tour  autour  de  son  centre,  c'est  qu'il  y  a  «eu  à  la  fois  rocdement  «t  |(li6' 
«emjent  du  premier  corps  sur  l'autre.  On  admet  dans  ce  cas  qu'il  y« 
giissem£nt  d'une  surface  sur  l'autre  sar  ane  étendufe  égale  à  kKlitt' 
rence  des  chemins  parcourus  sur  le&^urfaoes  en  contaet,  et  povleineiit 
sur  une  étendue  égale  au  plus  petk  «de  ices  chemins.  Si  une  ioecHMtiw 
avance  d'une  quantité  égale  à  l'espace  que  les  jantes  de  ses  roues  pw- 
courent  autour  de  leurs  axes,  c'est  qu'il  n'y  «  fue  roukmeat  ties  jaotes 
sur  les  rails;  si  la  locomotive  reste  «n  repos,  quoique  tses  roues  Imv- 
nent  sur  place,  le  chemin  parcouru  le  long  des  rails  étant  ami,  ii  y  « 
glissement  sur  une  étendue  égale  a  l'autre  chemin,  c'est-à-dire  sur  un 
espace  égal  à  celui  parcouru  par  les  pourtours  des  jantes  autour  de 
leurs  axes.  Enfin,  si,  par  exemple,  pendant  que  la  jante  d'une  roue 
parcourt  15  mètres  autour  de  son  axe,  la  quantité  dont  elle  avance  le 
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long  du  rail  est  de  6  mètres,  il  y  a  glissenwnt  but  une  étendue  de  15— 
6  =  9  mètres,  et  roulement  sur  une  longueur  de  6  mètres.  De  même  si, 
pendant  que  la  jante  parcourt  ces  45  mètres,  elle  avance  de  20  mètres 
le  long  du  rail,  effet  qui  se  produit  quand  on  fait  agir  le  frein  sur  une 
roue,  il  y  a  roulement  sur  une  longueur  de  15  mètres,  et  glissement 
Bwr  celle  de  20—  45  =  5  mètres.  Ce  double  mouvement  do  roulement  et 
de  glissement  se  présente  fréquemment  dans  les  machines;  ainsi  fl 
arrive  souvent  qu'une  poulie  qui  commande  une  courroie  de  transmis- 
sion, ou  qui  est  commandée  par  eîle,  ne  parcourt  pas  le  même  espace 
qtre  la  courroie. 

A^ffS.  Frottement  des  engrenages.  Le  double  mouvement  de  roule- 
ment «t  de  glissement  dont  il  vient  dYHre  question  a  lieu  entre  les  dents 
en  contact  de  deux  roues  d'engrenage  qui  se  commandent.  Nous  allons 
déterminer  le  travail  absorbé  par  le  frottement  de  glissement  seule- 
ment; celui  absorl)é  par  le  frottement  de  roulement  pouvant,  dans  ce 
cas,  être  négligé  par  rapport  au  premier. 

Connaissant  la  pression  normale  entre  les  dents,  on  a  le  frottement 
de  glissement  (4629);  de  sorte  que  si  Ton  connaissait  Tespace  parcouru 
par  le  frottement  d'une  dent  sur  l'autre,  on  aurait  le  travail  absorbé 
par  ce  frottement  (4673). 

Kg.  540.  Soient: 

A   la  roue  qui  conmiande  ; 
r    son  rayon.  Quand  on  dit  simple- 
ment le  rayon  d'une  roue  d'en- 
grenage, on  désigne  celui    0^ 
de  sa  circonférence  primitive, 
c'est-à-dire  de  la  circonférence 
qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact t  situé   sur  la  ligne  des 
centres  ; 
A'   la  roue  commandée  ; 
r'  =  Oï  son  rayon; 

a=lc=:ic'  le  pas  des  engrenages;  c'est  la  distance  d'axe  en  axe  de 
deux  dents  consécutives  d'une  même  roue^  ou  la  dimen- 
sion d'une  dent  plus  celle  d'un  vide,  mesurées  sur  la  cir- 
conférence primitive  delà  roue; 
û  résistance  s'opposant  au  mouvement  de  A'  en  agissant  tangentiel- 
lement  à  la  circonférence  primitive. 

Ordinairement  il  y  a  plusieurs  dents  de  la  roue  qui  travaillent  à  la 
fois  ;  mais,  afin  de  faciliter  les  calculs,  on  suppose  qu'il  n'y  en  a  qu'une, 
et  qu'elle  ne  commande  que  de  /  en  c,  c'est-à-dire  sur  un  espace  égal 
au  pas.  Pendant  ce  p^ïcours  a,  le  travail  absorbé  par  la  pression  nor- 
male entre  les  dents  est  égal  à  cette  pression  multipliée  par  la  lon- 
gueur de  la  courbe  parcourue  par  le  point  de  contact  t  dans  son  pas- 
sage de  t  en  i\  longueur  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  a  ;  or, 
puisque  le  point  de  contact  s'éloigne  très-peu  de  l'arc  tc\  on  peut  sup- 


Digitized  by  VjOOQIC 


740  SEPTIÈME  PARTIE.  —  MÉCANIQUE. 

poser  que  la  pression  est  égale  à  la  force  Q  agissant  tangentiellement 
a  ic\  et  le  travail  absorbé  est  (1471) 

De  rhypothèse  que  la  pression  normale  entre  les  dents  est  constam- 
ment égale  à  Q,  il  en  résulte  que  le  frottement  est  égal  à  Q/  (1629). 

Quant  au  travail  absorbé  par  ce  frottement,  on  remarque  que  pen- 
dant que  le  point  de  contact  t  passe  en  i\  l'espace  parcouru  par  ce 
point  sur  la  dent  qui  commande  est  égal  à  i'c^  et  que  celui  qu'il  a  par- 
couru sur  la  dent  commandée  est  Vc\  d'où  il  résulte  qu'il  y  a  eu  glis- 
sement sur  une  longueur  égale  k  t'c  —  Vc\  différence  que  l'on  peut 
supposer  égale  à  une  droite  joignant  c  et  c'.  Le  travail  absorbé  par  le 
frottement  est  donc  Qfxcc'. 

Abaissant  les  perpendiculaires  ce  et  cV  à  la  ligne  des  centres,  00' 
étant  à  peu  près  parallèle  à  €&,  on  peut  supposer  ce' =  ee' =i  te  +  te*  ; 
or  on  a  (676) 

fe  =  ^    et    te'=% 

et  comme  l'on  peut  supposer,  sans  erreur  sensible,  que  et  =  c't  =  a,  ce 
qui  se  rapproche  d'autant  plus  de  la  vérité  que  le  pas  est  plus  petit  par 
rapport  au  rayon,  on  a  donc 


te=:^      et      te'=^,; 
et  par  suite  le  travail  absorbé  par  le  frottement  est 

Le  travail  que  la  roue  A  doit  transmettre  à  la  roue  A'  pour  le  chemin 
parcouru  a  est  alors 


ar.  =  Qa  +  Qa:f(i  +  ^).  (i) 


Si  P  '  est  la  force  motrice  qui  sollicite  tangentiellement  la  roue  qui 
conduit,  le  travail  moteur  pour  le  parcours  a  est  Pa,  et  l'on  a 


d'où 
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Qq^  étant  le  travail  utile  T«,  la  formule  (1)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

n  étant  le  nombre  des  dents  de  la  roue  A,  et  n'  celui  de  la  roue  A\  on  a 

na  =  %xr     et      n'a  =  2j:r', 
d*où 

Remplaçant  r  et  r'  par  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  il  vient 

2   via      n'a/' 
ou,  en  réduisant, 

T.=  «'.+  5r./;:(i+i).  (3) 

Formule  encore  plus  commode  à  appliquer  que  celle  (2). 

Application.  On  a  T*  =  300**  par  seconde;  la  roue  motrice  a  100 
dents  et  le  pignon  21,  le  graissage  des  dents  est  bien  fait  et  donne 
/=0,08;  il  s*agit  de  déterminer  le  travail  utile  Tu  que  pourra  trans- 
mettre Tarbre  du  pignon  dans  une  seconde. 

Remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  précédente, 
on  a 

300=  Tu+TuX  0,08  X  3,14  ^^  +  ±), 
d'où  Ton  tire 

Le  travail  absorbé  par  le  frottement  en  une  seconde  est 
Tm  —  ar«  =  300  —  295,71  =  4*",29. 

La  formule  (2)  fait  voir  que  la  perte  de  travail  due  au  frottement  est 
proportionnelle  au  pas  a,  que  Ton  doit  par  conséquent  prendre  le  plus 
petit  possible. 

D'après  la  même  formule,(2),  le  travail  absorbé  par  le  frottement  est 

•         1      1  r  +  r' 

proportionnel  à  -  +  p,  c'est-k-dire  k  -,  quantité  qui  est  d  autant 

plus  petite,  pour  une  même  valeur  de  r  +  ?#  que  le  produit  rr'  est 
plus  grand.  Or  ce  produit  augmentant  à  mesure  que  r  diffère  moins 
de  r'  (537),  on  voit  donc  que  le  travail  absorbé  par  le  frottement  sera 
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4!autaiit  plus  pelit^  pour  iin«  même  valeur  de  r  -}-y^  que  r  différera 
moins  de  r\  et  il  sera  minimum  quand  on  aura  r=^r'. 

Enfin  la  formule  (2)  fait  voir  encore  que  pour  les  mômes  valeurs  de 
a,  r  et  r\  le  rapport  entre  le  trawL  m<iteur  et  le  travail  utile  est  le 
même  quelle  que  soit  la  roue  qui  commande  Tautre,  c'est-à-dire  que 
dans  les  deux  cas  le  travail  absorbé  par  le  frottement  est  le  même. 

Les  formules  précédentes  s'appliquent  aux  engrenages  cylindriques 
[fig.  541),  employés  pour  transmettre  le  mouvement  d'un  arbre  0  à 

Fig.    541. 


un  arbre  paraHèle  0'.  Appelant  r  et  r*'  lès  rayons  OA  et  0*A  tfes  cii^ 
conférences  primitives,  et  n,  n'  les  nombres  de  tours  des  deux  roues 
dans  le  même  tempi^,  on  a 


—  =  -7,      dou      n'  =  7i-7. 
n        r  r 


Lorsque  le  rapport  —  doit  être  très-grand,  pour  éviter  de  faire  le 

rayon  r'  trop  petit  par  rapport  à  r,  on  emploie  des  engrenages  inter- 

médiairesw   Ainsi    (fig.    542) 

Fisr.  542, 

pour  transmettre  le  mouve- 
iDtnlide L'arbre d^kHafibie  C, 
oa  emplDi&  deiu.  acèrasf  ïof 
termédiaires  poiteut  ofaainui 
ujiBroueetimipi^oik  ^.R', 
R"  étant  les^  rayon*  des  roues 
0,  A,  Bs  r,  r',  r*  les  rayons 
dsa  pignonfi  ch,  6,  «;.  et»  n^  it.*, 

n'\  n'"  lies  wombros  de  tours  dhs  wàmm^  0^.  A^  B,  6  dànsiler] 

temps,  onn  a  SRicccssivenEHnit:. 
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^t ^  «»      ^ff „/  R  .,  RR 

r  r  rr 


n'^=n"  --■  =  71    -— rr- 


1089.  Engrenages  coniques  (fig.  543J,  empB^és  pour  transmettre  le 
mouYement  (Tun  acbre  à.  un  autte  qui  le  reiHttitre  suivant  un  certain 


Eig..  543. 


angle,  a,  r  et  r*  étant  le  pas  et  les  rayons  mogcens^  (ire»t*4Mfire  au  mi- 
lieu de  la  longueur  de  la  dent  sur  la  génératrice  (la^  aoatatit  OB,  appe- 
lant a  Tanglc  que  font  entre  eux  ka^am^  da^j-ampiMnipiriv,  A»»  fa 
(2)  et  (3)  du  numéro  précédent  deviaHHMftBitfi]|tttttiiwiniosii(i  : 


Tn,=  Tu+  TuX 

T^=Tu+  Tu  xfr, 


2cos  g 
rr'    ' 


"*"tt^'^     7Ln'    ' 
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Ces  formules  font  voir  que  le  travail  absorbé  par  le  frottement  aug" 
Fig.  544.  mente  depuis    «  =  180%   ce   qui 

correspond  aux  engrenages  cylin- 
driques intérieurs,  pour  lesquels 
il  est  le  plus  petit,  jusqu'à  a  =  0, 
ce  qui  correspond  aux  engrenages 
cylindriques  extérieurs,  pour  les- 
quels il  est  le  plus  grand.  Pour 
a=:0,  ces  formules  reviennent 
à  celles  du  numéro  précédent, 
comme  cela  devait  être. 

1690.  Engrenages  à  lanterne  y 
que  Ton  rencontre  encore  dans 
quelques  anciennes  usines  (fig. 
544).  Un  tambour,  dit  lanterne^  est  , 
formé  de  deux  plateaux  AB,  A'B', 
réunis  entre  eux  par  des  cylindres 
en  bois  appelés  fuseaux ,  et  il  est 
mis  en  mouvement  par  une  roue 
munie  de  dents  arrondies  appe- 
lées alluchons. 


1691.  Frottement  de  la  crémaillère.  On  peut  considérer  une  cré- 

Fig.  545.  maillère  comme  étan  t  une  roue 

d'engrenage  cylindrique  dont 
le  rayon  r'  est  infini;  par  con- 
séquent, pour  une  crémaillère 
commandant  une  roue  d'en- 
grenage ou  pour  une  roue 
d'engrenage  commandant  une 
crémaillère,  la  formule  (2)  du 
n'  1688  devient 

1692.  Equilibre  dynamique  du  pilon. 
Soient  : 


Fig.  546. 


la  puissance  motrice  agissant  verticalement 

à  l'extrémité  du  mentonnet^  dont  la  longueur, 

comptée  depuis  Taxe  de  la  tige  jusqu'au 

point  d'application  de  la  puissance,  est  /; 

la  résistance  utile;  c'est  le  poids  du  pilon  et 

de  sa  tige  supposée  avoir  t  de  côté; 
la  pression  normale  contre  la  prison  ou  guide 
supérieur  C  ; 
N/  le  frottement  contre  cette  prison  ; 
N'  la  pression  contre  la  prison  inférieure  C; 
N'/le  frottement  contre  cette  prison. 
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Remarquons  que  dans  ce  cas  toutes  les  forces  sont  les  unes  paral- 
lèles et  les  autres  perpendiculaires  k  la  direction  de  la  puissance  P,  sui- 
vant laquelle  a  lieu  le  mouvement. 

Les  points  d*application  de  toutes  les  forces  parcourant  le  même  es- 
pace A  dans  le  même  temps,  on  a  donc  (1665),  en  remarquant  que  le 
travail  des  forces  perpendiculaires  k  P  est  nul, 

PA  =  ÛA  +  N/A  +  N/A.  (1) 

Formule  oà  Ton  peut  supprimer  A,  et  de  laquelle  il  faut  faire  dispa- 
raître les  inconnues  N  et  N',  afin  d'avoir  une  relation  déterminée  entre 
P  et  Q,  ou  entre  les  travaux  de  ces  forces. 

Sur  un  axe  perpendiculaire  k  P,  Q,  N/et  N/,  les  projections  de  l'es- 
pace parcouru  et  de  la  vitesse  initiale  étant  nulles,  la  somme  des  pro- 
jections des  forces  sur  le  même  axe  est  nulle  (1611),  et  l'on  a,  en  suppri- 
mant les  projections  égaies  k  0, 

N  — N'=0,    d'où    N  =  N'.  (2) 

La  formule  (1)  donne  donc 

PA  =  ÛA  +  2N/A.  (a) 

Le  système  n'ayant  pas  tourné  autour  du  point  A,  c'est  que  les  force» 
qui  tendent  k  produire  ce  mouvement  se  font  équilibre  autour  de  ce 
point,  et  que  par  suite  la  somme  de  leurs  moments  est  nulle,  ce  qui 
donne 

Pxi  — QXO— Nxd  +  N/x|--N'xO-N/x|=0;         (3) 

d'où,  en  supprimant  les  termes  nuls,  et  en  remarquant  que  +  V  x  3 
et  — N/x  5  se  détruisent, 

P/  =  Nd,    d'où    N=  ^. 
Substituant  cette  valeur  de  N  dans  la  formule  (a),  on  a 


d'où 


PA=QA  +  PA^, 
a 


._2^/""^    d-2//' 
*        d 

Ce  qui  fait  voir  que  le  travail  utile  Qh  est  d'autant  plus  petit,  pour  un 
même  travail  moteur  PA,  que  /  est  plus  grand  ;  supposant  /  =  0,  c'est- 
k-dire  que  la  force  P  est  appliquée  k  l'axe  de  la  tige  et  agit  suivant  cet 
axe,  la  formule  précédente  devient 

PA  =  ÛA. 
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Ga  <|ui  montre  cgua  le  travail  utile  est  alors  égal  au  travail  motear,  et 
que  par  coiiaéqueBt  lefrtettaBieBteQntve  les  pffkAas  estnuL 

Quand  le  travail  est  transmis  par  une  eaioe^  eomme  cela  a  lieu  ordîv» 
nairement^le  système  molûle'  eal  sollLeita  nen^seulejuent  p«r  les  six 
forces  duL  cae  préeédeat,  mais  aussi  par  le  frottement  P'/  de  la  cam« 
sous  le  mentonnet,  force  agîseant  perpendiciilairemeat  à  la  nouvelle 
force  motrice  P'.  Opérant  sur  ces  sept  forces  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent^ la  formule  (1)  conserver  la  même  expression;  ainsi  Ton  a  encore 

La  formule  (2)  devient,  en  remarfvaiilLque  P7^  i^t  dam  k  sens  de*N,. 

N  +  P7=  N'.  [i!) 

Quant  à  la  formule  (3),  le  bras  de  lerrer  éc  P/  varîîBuit  d'une  manière 
continue  entre  des  limites  qui  diffèrent  entre  elles  de  la  quantité  A-^dont 
s'élève  le  pilon,  on  peut  supposer  qu'il  reste  constant  et  égal  à  la 
moyenne  arithmétique  entre  ses  deux  valeurs  limites;  de  sorte  que  sa 

valeur  est  6  +  s  ,  en  supposant  que  la  distance  du  point  A  au  men- 

tonnet  est  égale  à  b  quand  le  pilon  est  au  bas  de  sa  course,  et  la  for- 
L  (3)  devieal 


P'Z-F/^6H-^)^«xe-IWH^N/Î^II'5<0-i^/i=e 
ou 

Remplaçant  dans  cette  formule  N'  par  sa  valeur  (SI'),  on  a 
.'-^('+5)-^'i 


d'où 


Cette  valeur,  substituée  dans  Fcquation  (2%  donne 

d 
Ces  valeurs  de  N  et  de  N'  substituées  dans  Téquation  [V]  fournissent 

^^  d-/[2/-2/  {b  +  I)  -/*i+/iZ] 
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Ordinaîpementon  a  ô  +  -  =  3;  alors 

Comme /'i  s  mie  valeur  réelle,  on  voit  <]iie  la  valeur  de.  la  puisantMf^ 
P'  est  moindre  que  celle  obtenue  pour  V  dan»  le  eas  précéÂejit  pouA 
une  même  valeur  de  Q, 

Si  Ton  demandait  quelle  est  la  quantité  de  travail  moteur  9^«,  que 
devrait  transmettre  Tarbre  à  cames  pour  uœ  élévation  à  du  pildH';  eon- 
sidérant  la.  came  eomme  une  deat  d^engrenage  dont  le  ra^our  est.  r^  el 
fionunaiMUuit  une  crémaillère,  le  travail  absorbé  par  le  firottemsAt  da  la 
came  étant»,  pour  la.  pjressiomtDaasmÂse  P'  (16di)^ 

on  a 

aw,=  P'A+P'A-g  =  P'A(n-^J). 

Remplaçant  P'  par  sa  valeur  (4) ,  on  a 

n  étant  le  nombre  de  coiq^s  de  pilon  donné  pendant  une  révolution 
do  Tarbre  à  cames,  et  P  la  force  motrice  tangantielle  qui  ag^t.à  Textré- 
mité  du  r^^on  r,  on  doit  avoir  pour  l'équilibre  dynamique 

nK.  =  ai»rp, 
d'où 


eaiNCieE&*. 

169S.  ÉUais  principaux  des  corps  (liiOd).  Les  corps  de.  la.  aatuve  se 
jurésenteat  sous- trois  états,  principaux  1  i^  les  corps  à  L'état  solide- oa  les 
soUdeSy  tels  que  les  pierres^les^  bois,,  les  métaux,  ea  général,,  qui.  résis^ 
tent  plus  ou  moins  à  Taction  des  forces  extérieures  sans  se:  déformer  ; 
2,*  les  corps  à  Pétat  liquide^  ou  les  liquides^  comme  Teau,,  le  via,  lea 
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liqueurs  en  général,  le  métal  appelé  mercure,  etc.,  lesquels  se  distin- 
guent des  corps  solides  par  Textréme  mobilité  de  leurs  parties  ;  3*  les 
corps  à  Vétat  gazeux^  ou  les  gaz  et  les  tapeurs^  classe  qui  comprend 
Vavr  et  tous  les  corps  analogues,  qu'on  nomme  pour  cette  raison  aéri- 
formes;  le  nom  de  vapeur  est  spécial  aux  gaz  produits  par  les  liquides 
à  une  certaine  température. 

Les  liquides  et  les  gaz  prennent  le  nom  commun  de  fluides;  seule- 
ment les  derniers  sont  appelés  ^uide*  aérif ormes. 

Les  liquides  ne  se  compriment  que  bien  faiblement  pour  de  très-fortes 
pressions;  c'est  ce  qui  leur  fait  souvent  donner  le  nom  de^utd^*  in- 
compressibles. Les  gaz,  au  contraire,  sont  très-compressibles,  et  comme, 
en  outre,  ils  jouissent  d'une  élasticité  parfaite,  on  les  a  appelés  fluides 
élastiques. 

Quand  les  liquides  sont  comprimés,  si  la  pression  cesse  son  action, 
ils  reprennent  exactement  leur  volume  primitif.  Les  liquides  se  distin- 
guent des  gaz  en  ce  qu'ils  ne  jouissent  pas  de  la  faculté  e^pansi>e  k 
l'état  libre,  au  lieu  que  les  gaz  se  dilatent  de  manière  k  toujours  rem- 
plir un  espace  vide,  quelle  que  soit  l'augmentation  qu'on  fasse  subir  k 
cet  espace  sans  y  introduire  une  nouvelle  quantité  de  gaz. 

Un  même  corps  peut  être  k  l'état  solide,  liquide  ou  gazeux  :  ainsi 
l'eau  peut  être  k  l'état  solide,  ce  qui  donne  la  glace,  ou  liquide,  ou  en- 
core k  l'état  de  gaz,  c'est-a-dire  de  vapeur.  La  quantité  de  cbaleur  plus 
ou  moins  grande  que  renferme  l'eau  lui  fait  prendre  l'un  ou  l'autre  de 
ces  états. 

1694.  Divisibilité.  La  matière  qui  constitue  les  corps  peut  se  réduire 
k  un  état  de  ténuité  extrême,  mais  non  indéfini.  Les  parties  consti- 
tuantes, placées  k  la  limite  extrême  de  la  division  effective  de  la  ma- 
tière, prennent  le  nom  d'atomes.  Tous  les  atomes  sont  de  même  nature 
dans  un  corps  simple,  comme  l'bydrogène  ou  l'oxygène,  par  exemple. 
Dans  un  corps  composé,  tel  que  l'eau,  qui  se  compose  d'hydrogène  el 
d'oxygène,  un  certain  nombre  déterminé  d'atomes  de  chacun  des  corps 
composants  s'unissent  pour  former  un  groupe  qui  prend  le  nom  de 
molécule;  dans  l'eau,  la  molécule  se  compose  de  deux  atomes  d'hydro- 
gène pour  un  atome  d'oxygène,  et  cette  composition  est  la  même  pour 
toutes  les  molécules  d'eau.  Une  très-petite  agglomération  d'atomes  ou 
de  molécules  prend  le  nom  de  particule. 

169^.  La  partie  de  la  mécanique  qui  traite  de  l'équilibre  des  liquides 
prend  le  nom  d* hydrostatique.  Celle  relative  k  l'équilibre  des  fluides 
élastiques  est  la  pneumatique.  Le  nom  d'hydrodynamique  est  réservé  k 
la  partie  qui  a  pour  but  l'examen  des  fluides  en  mouvement.  La  partie 
de  l'hydrodynamique  ayant  exclusivement  rapport  aux  liquides  prend 
le  nom  d'hydraulique  (1424). 

1696.  En  traitant  de  la  mécanique  des  corps  solides,  on  a  pu  poser 
des  axiomes  desquels  on  a  déduit  les  lois  générales  de  l'équilibre  et  du 
mouvement  de  ces  corps,  et  il  a  été  facile  d'appliquer  sans  erreur  sen- 
sible ces  lois  k  des  combinaisons  diverses  qui  n'en  sont  que  des  consé- 
quences. Mais  lorsqu'il  s'agit  des  fluides,  les  abstractions  manquent,  et 
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que  cela  tienne  a  Timperfection  de  la  manière  d'envisager  VacUon  mé- 
canique réciproque  des  molécules  les  unes  sur  les  autres  (1509)^  on  au 
défaut  des  calculs  analytiques,  ou  encore,  comme  il  y  a  lieu  de  le  sup- 
poser, à  ces  deux  causes  réunies,  toujours  est-il  qu'on  n'a  pu  donner 
jusqu'ici  une  théorie  parfaite  des  propriétés  des  fluides.  Cependant 
l'expérience  jointe  au  calcul  a  suffi  pour  poser  des  règles  convenables 
à  la  détermination  des  phénomènes  pratiques. 

1697.  La  mécanique  des  fluides  ne  peut  être  abordée  par  l'analyse 
sans  avoir  recours  a  quelques  suppositions  qui  s'écartent  plus  ou  moins 
de  ce  qui  a  lieu  dans  la  pratique.  Ainsi  l'on  suppose  les  corps  d'une 
fluidité  parfaite,  c'est-à-dire  tels  que  leurs  molécules  glissent  les  unes 
sur  les  autres  et  contre  les  parois  des  vases  qui  les  contiennent  sans 
donner  naissance  à  aucun  frottement  (1626). 

1698.  De  cette  première  hypothèse  résulte  le  principe  de  V égalité  de 
pression  des  fluides.  Ce  principe  très-important,  découvert  par  Pascal, 
consiste  en  ce  que  les  fluides  transmettent  uniformément  en  tous  sens, 
dans  leur  intérieur  et  normalement  aux  parois  des  vases  qui  les  con*- 
tiennent,  la  pression  transmise  par  un  point  quelconque  de  ces  parois. 

Ce  principe,  sur  lequel  est  fondée  la  construction  des  presses  hy- 
drauliques, se  vérifie  en  pratiquant  deux  ouvertures  dans  deux  parties 
quelconques  des  parois  et  en  y  adaptant  deux  pistons.  Comprimant  le 
liquide  avec  l'un  des  pistons,  on  remarque  que  la  pression  transmise 
par  le  fluide  à  l'autre  piston  est  à  la  compression  du  premier  dans  le 
rapport  des  sections  des  pistons. 

1699.  De  l'hypothèse  de  la  fluidité  parfaite  résulte  aussi  que  dans  un 
fluide  en  repos,  dont  les  parties  ne  sont  sollicitées  par  aucune  force  ex- 
térieure autre  que  leur  poids  (par  exemple,  le  fluide  est  placé  dans  un 
vase  où  il  existe  un  vide  parfait,  et  de  plus  il  ne  jouit  d'aucune  force 
expansive),  une  colonne  verticale  prismatique  de  fluide,  ayant  sa  base 
supérieure  sur  la  surface  supérieure  du  liquide  dans  le  vase,  exerce  sur 
sa  base  inférieure  une  pression  égale  au  poids  de  la  colonne,  et  en  gé- 
néral la  pression  sur  une  section  horizontale  quelconque  de  cette  co- 
lonne est  égale  au  poids  de  la  partie  de  colonne  qui  surmonte  la  section 
considérée.  Ainsi  la  pression  sur  la  base  supérieure  de  la  colonne  est 
nulle,  et  elle  augmente  pour  chaque  section  horizontale  proportionnel- 
lement k  la  profondeur  de  cette  section  au-dessous  de  la  surface  supé- 
rieure du  liquide. 

Puisqu'il  y  a  équilibre  dans  toute  la  masse  du  liquide,  et  que  la  pres- 
sion exercée  par  la  colonne  prismatique  sur  une  section  horizontale 
quelconque  se  transmet  latéralement,  il  en  résulte  que  la  pression  est 
constante  entre  toutes  les  molécules  d'une  môme  section  horizontale  de 
toute  la  masse  liquide,  et  qu'elle  se  transmet  normalement  aux  parois 
du  vase  en  tous  les  points  de  la  même  section. 

1700.  Cette  pression  est  mesurée  sur  chaque  unité  de  surface  de  la 
section  du  liquide  et  du  vase,  par  une  colonne  du  liquide  ayant  pour 
base  cette  unité  de  surface,  et  pour  hauteur  la  profondeur,  mesurée 
verticalement,  de  la  section  au-dessous  du  point  supérieur  de  la  surface 
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du  liquide.  Celte  pression,  en  chaque  point  d'une  section  horizontale 
•du  liquide  et  de  la  paroi  du  rase,  ne  dépend  nullement  de  la  forme  de 
ee  vase,  mais  seulement  de  la  profondeur  verticale  de  la  section  au- 
dessous  du  point  supérieur  de  la  masse  liquide.  C'est  pourquoi  Ton 
peut  faire  éclater  un  tonneau  très-résistant,  en  le  remplissant  d'un  li- 
iptide,  et  en  le  surmontant*  d^un  tube  très-petit  qu'on  élève  suffisamment 
haut  et  qu'on  remplit  également  de  liquide. 

1701.  Dans  les  cas  ordinaires  de  la  pratique,  les  fluides  ne  sont  pas 
Boumis  seulement  h  Taction  de  la  pesanteur;  ainsi  tm  gaz  pfacé  dans 
«Ti  vase  où  Ton  avait  fait  le  vide  réagit,  en  vertu  de  sa  force  élastique, 
•eontre  les  parois  du  vase,  et  cette  réaction  est  considérée  comme  une 
force  extérieure  agissant  par  l'intermédiaire  des  parois  sur  la  masse 
fluide.  Un  liquide  placé  dans  un  vase  ouvert  est  soumis  à  la  pression 
atmospliérique,  qui  produit  l'effet  d'un  piston  sur  la  surface  du  liquide, 
•et  se  transmet  uniformément  en  tous  les  points  de  la  masse  fluide  et 
-contre  les  parois  du  vase. 

1702.  La  pression  en  un  point  quelconque  d'une  masse  fluide  et 
contre  les  parois  du  vase  contenant  le  fluide  se  compose  donc  généra- 
lement de  deux  parties  :  t*  de  la  pression  extérieure  qui  se  transmet 
uniformément  en  tous  les  points  du  fluide  et  contre  les  parois;  T  de  la 
pression  due  à  l'action  de  la  pesanteur  sur  le  fluide.  Cette  dernière  est 
constante  pour  tous  les  points  placés  sur  une  même  section  horizim- 
tale,  et  elîe  varie  d'une  section  horizontale  à  une  autre,  proportionnel- 
lement à  la  profondeur  de  la  section  au-dessous  du  point  le  plus  élevé 
du  fluide  supposé  homogène  ;  ainsi,  w  étant  le  poids  du  mètre  cube  de 
Huide,  la  pression  due  à  la  pesanteur  est  tak  par  mètre  carré,  sur  une 
-couche  horizontale  située  à  la  profondeur  A  au-dessous  du  niveau  supé- 
rieur du  fluide,  et  contre  la  partie  de  paroi  située  à  la  même  profondeur. 

1765.  Du  principe  de  la  transmission  de  pression  des  fluides,  il  ré- 
sulte qu'un  liquide  placé  dans  un  vase  ouvert  ne  peut  être  en  équilibre 
qu'autant  que  sa  surface  est  horizontale. 

MOXENS  HE  llfiSIJB£R  Là  PRESSION  Btifi  FLD1DB8. 

1704.  L'air  qui  enveloppe  la  terre  exerce  en  tous  ses  points,  et  sur 
ceux  de  la  surface  de  la  terre,  une  pression  analogue  à  celle 
qu'exerce  un  fluide  placé  dans  un  vase  sur  ses  différents 
points  et  contre  les  parois  du  vase  (1700). 

Cette  pression,  appelée  pression  atmosphérique,  se  mesure 
à  l'aide  du  baromètre,  appareil  qui  se  compose  d'un  tube 
AB  en  verre,  fermé  à  son  extrémité  supérieure,  et  commu- 
niquant par  sa  partie  inférieure  avec  une  cuvette  C,  qui 
contient  du  mercure  et  qui  communique  avec  Taîr  libre. 
Faisant  le  vide  dans  le  tube  AB,  le  mercure  de  la  cuvette  C 
s'y  élève  jusqu'à  ce  que  la  différence  des  niveaux  a  et  o  du 
mercure  dans  le  tube  et  dans  la  cuvette  fasse  équilibre  à  la 
pression  atmosphérique  qui  s'exerce  sur  la  surface  du  mer- 
cure de  la  cuvette.  Une  échelle  graduée  placée  à  côté  du 
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tdbe  iwdique  cette  différence,  appdée  kaufeur  harontétriçue,  pour  chaque 
niveau  que  prend  le  mercare  dans  le  tube. 

170i>.  h  étant  la  hauteur  barométrique  indiquée,  et  co'le  poids  du 
mètre  cube  de  mercure  à  la  température  actùclle,la  pression  atmosphé- 
rique par  mètre  carré  est  j?  =  ho)\ 

Si  la  température  est  0%  la  valeur  de  w'  est  13596^  si  la  température 
au  nioment  de  Tobsenation  est  i  degrés  centigrades,  sachant  que  le 

coefficient  de  la  dilatation  cubique  du  mercure  est^^,  il  en  résulte 
qu'on  a 


tt  par  suite 


:  133916 

A    _l 


^='''''i'-mhn)'- 


La  quantké  U  — — — ^j  a  est  la  hauteur  barométrique  ramenée  a 

la  température  zéro.  Sa  valeur  moyenne  au  niveau  de  la  mer  «st  0",76; 
celle  de  p  y  est  par  conséquent  13596  x  0,76  =  10333  kilogrammes.  Ce 
sont  ces  valeurs  qu*on  emploie  ordinairement  dans  les  applications  in- 
dustrielles, en  tous  les  points  de  la  surface  du  globe.  La  pression  atmo- 
sphérique 0",76  de  mercure  équivaut  à  une  colonne  d'eau  de  10",333. 

1706.  Lorsqu^un  fluide  élastique  est  contenu  dans  un  vase  clos,  on 
peut  mesurer  sa  pression  au  moyen  d'un  baromètre  dont  la  cuvette 
communique  avec  Tintérieur  du  vase  au  lieu  d^être  ouverte  dans  Pat- 
mosphère.  La  valeur  de  la  pression  p  du  fluide  a  la  même  expression 
qu'au  numéro  précédent. 

1707.  Quand  la  pression  d'un  fluide  qui  occupe  un  espace  clos  dîf- 

fêre  peu  de  celle  de  l'atmosphère,  on  mesure  la  dif- 
férence à  l'aide  du  manomètre  à  siphon  ou  par  des 
I  \  n  dispositions  analogues.  La  différence  de  niveau  A, 
r7i|    |p=j\  multipliée  par  te  poids  du  mètre  cube  du  liquide 

!      t  /     1|  employé  dans  le  siphon,  donne  la   différence  de 

\  [  pression  cherchée  par  mètre  carré.  Cette  différence 

M         ajoutée  à  la  pression  atmosphérique  10333^,  dans  le 
X  cas  A,  ou  retranchée  de  cette  pression  pour  le  cas  B, 

donne  la  pression  du  fluide  dans  le  vase  par  mètre 
carré.  Dans  rétablissement  des  machines  à  vapeur,  ce  manomètre  à 
siphon,  appelé  manomètre  à  air  libre,  s'emploie  pour  des  excès  de  la 
pression  dans  les  chaudières  sur  la  pression  atmosphérique  s'élevant 
jusqu'à  4  atmosphères  ;  de  sorte  que  la  différence  de  niveau  du  mer- 
cure dans  les  deux  branches  est  0",76  x  4  =  3",04,  et  la  pression  ab- 
solue dans  la  chaudière,  0,76  x  4  +  0,76  =  0,76  x  5  =  3-,80.  Comme  la 
température  du  manomètre  n'est  pas  0**,  on  conçoit  que  la  hauteur  6",76 
ne  correspond  pas  à  une  atmosphère;  mais  cette  approximation  suffit 
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dans  la  pratique.  Du  reste,  si  Ton  voulait  ramener  la  hauteur  A  indiquée 
par  le  manomètre  à  la  température  t^  à  la  hauteur  h!  correspondant  à 
la  température  0",  il  suffirait  de  poser  (1705) 


^'=0"55îIt"<)^' 


ce  qui  correspond,  en  kilogrammes  par  mètre  carré  de  surface,  à 


p  =  13596 


fi- 


\        5512  + 1^ 


,jA  kilogrammes. 


Fig.  549. 


irf 


^ 


1 708.  Pour  de  fortes  pressions,  on  emploie  le  manomètre  à  air  com- 
primé^ qui  diffère  du  baromètre  en  ce  que  la  branche  AB 
au  lieu  d'être  vide  renferme  de  Tair. 

Lorsque  la  pression  dans  la  chaudière  est  d'une  at- 
mosphère, le  niveau  CD  du  mercure  est  le  même  dans 
les  deux  branches  du  manomètre;  mais  à  mesure  que  la 
pression  augmente,  le  niveau  du  mercure  baisse  dans  la 
branche  EF,  et  s'élève  dans  celle  AB  de  manière  à  com- 
I        primer  Tair  contenu  dans  la  partie  AD.  Supposons  que 
._  J       le  niveau  D  se  soit  élevé  de  la  quantité  h  et  soit  venu 
^  en  D',  et  que  celui  C  soit  descendu  de  la  même  quantité 

h  pour  venir  en  C,  ce  qui  suppose  que  les  deux  branches 
du  manomètre  ont  même  diamètre,  et  évaluons  la  pres- 
sion dans  la  chaudière.  Cette  pression  est  égale  à  la  pression  de  Tair 
AD'  augmentée  de  la  différence  %h  du  niveau  du  mercure  dans  les  deux 
branches.  Or  désignant  par  H  la  hauteur  AD  occupée  par  Fair  sous  la 
pression  atmosphérique  0",76,  la  hauteur  qu'il  occupe  étant  devenue 
AD'  =  H  —  /i,  sa  pression  est,  d'après  la  loi  de  Mariette,  qui  consiste  en 
ce  que  les  pressions  d'une  même  quantité  de  gaz  sont  en  raison  inverse 
des  volumesy 

La  pression  dans  la  chaudière  est  donc,  en  hauteur  de  mercure, 

II 


h'  =  ^h  +  0,76 


H  — A* 


Nous  avons,  comme  on  le  fait  généralement  dans  la  pratique,  négligé 
l'effet  de  l'augmentation  de  température  du  manomètre. 
i  709.  Pression  d'un  liquide  pesant  homogène  sur  un  plan. 
Nous  avons  déjà  vu  que  la  pression  due  au  poids  du  liquide  en  un 
point  quelconque  est  proportionnelle  à  la  profondeur  de  ce  point  au- 
dessous  du  niveau  du  liquide  (1702).  Par  conséquent,  un  plan  hori- 
zontal étant  en  contact  avec  le  fluide,  la  pression  est  la  même  sur 
chacun  de  ses  points,  et  sur  tout  le  plan  elle  est  mesurée  par  le  poids 
d'une  colonne  de  fluide  ayant  pour  base  la  surface  A  du  plan,  et  pour 
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hauteur  la  profondeur  H  du  plan  au-dessous  de  la  surface  du  fluide; 
de  sorte  que  w  étant  le  poids  du  mètre  cube  de  fluide,  la  pression  en 
kilogrammes  contre  le  plan  est 

coAH. 

Si  le  fluide  était  en  outre  soumis  à  une  pression  étrangère  de  n  kilo- 
grammes par  mètre  carré,  la  pression  totale  contre  le  plan  serait 

wA  +  wAH    ou    A(n  +  wH). 

Lorsque  le  plan  a6,  que  nous  supposerons 
perpendiculaire  au  plan  du  papier,  est  in- 
cliné, la  pression  sur  chaque  élément  est 
normale  à  a6,  et  elle  est  égale  au  poids 
d'une  colonne  de  liquide  ayant  pour  base 
l'élément  et  pour  hauteur  la  profondeur  de 
l'élément  au-dessous  de  la  surface  ef  du 
liquide  ;  d'où  il  résulte  qu'elle  est  diflerente 
pour  tous  les  points  placés  à  des  niveaux 
difiFérents. 
Menant  en  a  et  6  des  perpendiculaires  à  a6,  prenant  ac=^ae  et 
M=  6/,  et  menant  un  plan  cd  perpendiculaire  à  celui  du  papier,  le 
poids  du  prisme  ou  cylindre  droit  tronqué  ahdc  qui  a  le  plan  ab  pour 
base  et  qui  se  termine  au  plan  figuré  par  cd  est  la  pression  totale  du 
liquide  sur  le  plan  ah. 

g  étant  le  centre  de  gravité  du  plan  a6,  menant  gh  perpendiculaire 
à  a6,  et  par  h  le  plan  &d'  perpendiculaire  à  gh  et  au  plan  du  papier,  le 
prisme  droit  ahd'c'  est  équivalent  au  prisme  tronqué  abdc^  et  son  poids 
est  encore  la  pression  totale  du  liquide  sur  le  plan  ah.  Comme  gh=gkf^ 
cette  pression  totale  est  donc  égale  au  poids  d'une  colonne  de  fluide 
ayant  pour  base  la  surface  A  du  plan,  et  pour  hauteur  la  profondeur 
gk  =  H'  du  centre  de  gravité  ^r  du  plan  au-dessous  du  niveau  ef  du 
fluide.  Ainsi  co  étant  toujours  le  poids  du  mètre  cube  de  fluide,  la  pres- 
sion en  kilogrammes  contre  le  plan  est 

wAH'. 

Si  le  fluide  était  encore  soumis  à  une  pression  étrangère  de  n  kilo- 
grammes par  mètre  carré,  la  pression  contre  le  plan  serait. 


wA  +  wAH'    ou    A(w  +  wH'). 


(a) 


Le  cas. où  le  plan  est  horizontal  n'est  qu'un  cas  particulier  de  ce 
dernier. 

Il  est  k  remarquer  que  la  pression  totale  sur  une  surface  plane  ne 
varie  pas,  quelle  que  soit  l'inclinaison  qu'on  donne  à  cette  surface 
sans  changer  la  position  de  son  centre  de  gravité  g,  pourvu  toutefois 
que  la  surface  reste  complètement  plongée  dans  toutes  les  positions. 

Lorsque  la  paroi  plane  pressée  d'un  côté  par  un  fluide  a  sa  face 
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Opposée  en  ooaiact  avec  Talmosphère,  on  n'a  ordinairement  poof  M 
i^e  4e  détermioer  la  différence  des  presmns  sur  les  deax  fkces.  6i  le 
vase  est  ouvert  de  manière  que  le  liquide  soit  en  contact  avec  i^atono- 
sphère  par  sa  surface  supérieure,  et  que  Ton  considère  la  pression  at- 
mosphérique comme  étant  la  même  sur  les  deux  faces  du  plan,  ce  que 
Ton  peut  faire  sans  erreur  sensible,  il  en  résulte  que  la  dâffénence  4es 
pressions  est  ci>AH'. 

Si  le  liquide,  au  lieu  d'être  soumis  à  la  pression  atmosphérique,  était 
soumis  à  une  pression  étrangère  quelconque,  la  différence  des  pres- 
sions s'obtiendrait  en  retranchant  de  la  pression  (a),  qui  agit  sur  Tuoe 
des  faces  du  plan,  la  pression  atmosphérique  13596  x  0^76  X  A  qui  agit 
sur  l'autre. 

Enfin,  il  peut  encore  arriver  que  la  pression  atmosphérique  ne  soit 
pas  la  seule  force  qui  agisse  sur  la  seconde  face  du  plan;  c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  quand  cette  face  est  aussi  en  contact  avec  un  li- 
quide, comme  cela  a  lieu  dans  les  écluses  d'un  canal.  La  petite  van- 
telle  qui  sert  à  faire  passer  l'eau  d'un  côté  sur  l'autre  de  la  porte  se 
trouve  pressée  sur  chacune  de  ses  faces  par  l'atmosphère,  et  en  outre 
par  le  liquide  qui  s'élcve  sur  chacune  de  ses  faces.  On  conçoit  qu'alors 
la  différence  des  pressions  est  la  différence  de  deux  expressions  sem- 
blables k  celle  (a),  et  que  dans  le  cas  particulier  de  la  vantelle  d'écluse, 
comme  la  pression  atmosphérique  peut  se  négliger,  comme  étant  sen- 
siblement la  même  sur  les  deux  faces,  cette  différence  est  égale  à  la 
différence  des  pressions  dues  aux  liquides  sur  les  deux  faces.  Si  le 
liquide  est  le  même  sur  les  deux  faces,  il  en  résillte  que  la  différence 
des  pressions  est  évaluée  par  une  hauteur  de  liquide  égale  k  la  diflé- 
rence  des  niveaux  du  liquide  sur  les  deux  faces. 

171^.  La  résultante  des  pressions  dues  à  un  liquide  sar  les  divers 
éléments  d'un  plan  est  apfiliquée  en  on  point'de  ce  plan,  qu'on  appelle 
aenére  de  pression. 

1711.  Le  centre  de  pression  est  la  projection  sur  le  plan  ab  d« 
centre  de  gravité  du  prisme  tronqué  abdc  (Jig.  550).  Menant  le  plan  c/ 
parallèle  à  a6,  le  centre  de  gravité  du  prisme  droit  ablc  se  projette  au 
centre  de  gravité  ^r  de  a6  ;  détermina» t  le  centre  de  gravité  gi  du  vo- 
lume cld,  puis  la  projection  g'  de  gi  sur  a6,  et  divisant  gg'  en  parties 
réciproquement  proportionnelles  aux  volumes  ablc  et  cldy  on  obtient 
la  projection  G  du  centre  de  gravité  du  prisme  tronqué  (xbdc  (î5OT,^ 
c'est-à-dire  le  centre  de  pression. 

Il  est  à  remarquer  que  quand  le  plan  ab  est  horizontal,  son  centre 
de  gravité  est  le  oontre  de  pression;  mais  que  fsand  il  est  indicé, 
son  centre  de  gravité  se  trouve  toujours  au-dessus  du  centre  ée 
pnesfiion. 

Tout  ce  qui  précède  s'appliqwe  égaienent  an  cas  oA  le  plan  ab  eel 
veriicaL 

Lorsque  le  plan  aè  est  rectangulaire  et  qne  son  uréie  a  esii  kanr 
zôHtale,  le  centre  de  gravité  g^  est  celai  du  Manf le  c«,  et  r«n  a 
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bfsriba  (!^69)  ;  puis  (1 566) 

g^G:Gg  =  rectangle  ablc  :  triangle  cld 
ou  g'G  :  g'g  =  àblc  :  abie^ 

Quand  l'arête  a  de  la  paroi  rectangulam  pressée  est  placée  au  point 
e  dans  la  surfkce  <hi  iuide,  la  pression  totale  sur  ab  est  représentée  par 
le  poids  4n  volame  triangulaire  dé,  et  le  centre  de  pression  se  trouve 

au  point  g^  donnant  bg'  =  ^  ba. 


ÉQUIUBIIE  DES  GOBPS  PLONGÉS  ET  FLOTTANTS. 

1742.  lorsqu'un  corps  est  plongé  en  totalité  ou  en  partie  dans  im 
fluide  pesaniy  en  repoSy  les  pressùms  que  celad-d  exerce  ^normalement 
à  la  surface  du  corps  ont  une  rés%UtogUe  unique  égale  et  directement 
opposée  au  poids  du  fluide  déplacé.  En  efUi,  comiaAe  rien  ne  seraU 
changé  aux  pressions  si  le  corps  plongé  était  remplacé  par  le  fluide 
quMl  déplace,  et  qu'il  est  évident  que  ce  fluide  ne  peut  être  en  équi- 
libre qu'autant  ^e  les  dî^erses  pressions  qui  le  sollicitent  «nt  pour 
résultante  une  £Ôrce  égaie  et  directement  opposée  à  son  poids,  cette 
résultante  étant  verticale,  il  en  résulte  que  tout  corps  plongé  en  totalité 
ou.  en  partie  dans  un  Jimàe  en  équilibre  perd  de  son  poids  le  poids  du 
fluide  déplacé.  Ainsi  un  corps  suspendu  à  un  fil  exerce,  dans  le  vide, 
sur  ce  fil,  une  traction  égale  à  son  poids;  aiais  si  on  rabaisse  de  ma* 
nière  qu'il  vienne  plonger  dans  un  liquide,  il  perd  de  son  poids  une 
partioB  égale  au  poids  du  liquide  déplacé,  et  U  te&sion  du  fil  dioiinue 
de  la  mênie  quantité.  Si  le  poids  du  corps  est  moins  grand  que  celui 
d'ua  ég^  volume  du  liquide,  il  s'enfonce  jusqu'à  ce  que  le  poids  du 
liquide  dépUïbé  soit  égal  nxk  sien,  puis  il  reste  flottant,  et  la  tension  du 
fil  qui  le  stt^^endait  devient  nulle.  Si  le  corps  est  plus  dense  que  le 
fluide,  il  s'immerge  complètement,  et  la  tension  du  fil  est  égale  k  l'excès 
do  poids  du  corps  sur  celui  de  l'^l  volume  de  liqiûde.  Supposant  le 
fluide  bemogèae  en  tous  ses  points,  la  perte  de  poids  d'un  coi^s  entiè- 
rcmeni  submergé  est  la  même,  quelle  que  soit  la  profondeur  à  laquelle 
il  se  trouve  daas  le  liquide;  aiosi  la  tension  du  fil  qui  le  suspend  reste 
constante,  et  si  l'on  coupe  le  fil,  le  corps  se  précipite  au  fond  du  vase 
cofilenant  le  liquide,  et  s'y  repose  en  exerçant  une  pression  verticale 
égale  à  la  tension  du  fil,  c'est-à-dire  égale  à  la  difiërence  entre  son 
peidfl  et  celui  du  liquide  déplacé. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  s'applique  à  un  fluide  pesant  quelconque;  ainsi 
un  «avpa  pesé  dans  l'air  accuse  un  poids  trop  faible  d'une  quantité  égale 
au  peids  de  l'air  déplacé  par  le  corps,  moins  relui  de  l'air  déplacé  par 
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les  poids  qui  sont  dans  l'autre  plateau  de  la  balance.  Cette  perte  est 
négligeable  dans  la  pratique. 

1713.  De  ce  qui  précède,  il  résulte  qu'un  corps  libre  entièrement 
plongé  dans  un  fluide  n'est  en  équilibre  qu'autant  :  1*  que  son  poids 
est  égal  à  celui  d'un  égal  volume  du  fluide;  2"  que  le  centre  de  gravité 
du  corps  et  celui  de  son  volume  sont  situés  sur  une  même  verticale. 
L'équilibre  est  stable  si  le  premier  centre  de  gravité  est  au-dessous  du 
second  ;  il  est  instable  dans  le  cas  contraire. 

Pour  l'équilibre  d'un  corps  flottant,  il  faut  :  1*  que  son  poids  soit  égal 
k  celui  du  liquide  déplacé;  2"  que  le  centre  de  gravité  du  corps  et  celui 
du  volume  de  la  portion  immergée  soient  situées  sur  une  même  verti- 
cale. L'équilibre  est  encore  stable  si  le  premier  centre  de  gravité  est 
au-dessous  du  second;  mais  cette  condition,  toujours  suffisante,  n'est 
pas  nécessaire. 

1714.  C'est  parce  qu'un  corps  plongé  dans  un  fluide  perd  de  son 
poids  exactement  celui  du  fluide  déplacé,  qu'un  corps  moins  dense 
que  le  fluide  dans  lequel  il  est  plongé  s'élève  ;  un  morceau  de  liège 
tenu  sous  l'eau  devenant  libre,  il  vient  k  la  surface  ;  un  aérostat  s'élève 
dans  l'air  jusqu'k  ce  que  son  poids  soit  égal  k  celui  de  l'air  qu'il  dé- 
place; c'est  aussi  ce  qui  fait  qu'un  corps  plus  dense  que  le  fluide  des- 
cend au  fond  quand  on  l'abandonne  k  lui-même. 


ÉCOULEMENT  PERMANENT  d'UN  FLUmE  A  PRESSION  CONSTANTE, 
SORTANT  d'un  VASE  PAR  UN  PETIT  ORIFICE. 

1718.  Le  mouvement  d'un  fluide  est  dit  permanent  (le  régime  est 
permanent),  lorsque  les  hauteurs  des  niveaux  ou  mieux  les  pressions, 
les  aires  des  sections  transversales  et  les  vitesses  du  fluide  en  chacun 
des  points  de  ces  sections  sont  constantes. 

De  la  nature  propre  des  fluides,  les  molécules  étant  contiguës  les 
unes  aux  autres  sans  interruption,  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'il  y 
a  continuité  du  fluide,  il  résulte  que  pour  les  liquides,  que  l'on  peut 
considérer  comme  étant  incompressibles,  il  passe  dans  chaque  section 
le  même  volume  de  fluide  k  chaque  instant  quand  le  régime  est  per- 
manent. 

Pour  les  gaz,  la  permanence  du  mouvement  exige  bien,  comme  pour 
les  liquides,  que  le  même  poids  de  fluide  passe  dans  chaque  tranche 
dans  le  môme  temps  ;  mais  les  pressions  étant  variables  d'une  section 
k  une  autre,  il  en  résulte  que  les  volumes  écoulés  sont  variables  pour 
chaque  tranche. 

1716.  Hypothèse  du  parallélisme  des  tranches.  Afin  de  pouvoir  ana- 
lyser les  phénomènes  de  l'écoulement  des  fluides,  on  a  été  obligé  de 
supposer  le  parallélisme  des  tranches,  c'est-k-dire  d'admettre  que  tout 
le  volume  fluide  est  composé  de  tranches  très-minces,  normales  k  la  di- 
rection du  mouvement  du  fluide,  se  mouvant  en  restant  constamment 
parallèles  k  elles-mêmes,  conservant  toujours  le  même  volume  et  ne 
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faisant  que  s'élargir  ou  se  rétrécir,  suivant  que  le  vase  dans  lequel  elles 
se  meuvent  s'élargit  ou  se  rétrécit.  La  vitesse  du  fluide  est  la  même  en 
tous  les  points  de  chaque  section. 

On  conçoit  que  ces  hypothèses  ne  sont  k  peu  près  réalisées  que  dans 
le  cas  où  le  fluide  se  meut  dans  des  vases,  des  canaux  ou  des  tuyaux  de 
conduite  dont  la  forme  continue  et  régulière  ne  varie  que  par  degrés 
insensibles. 

1717.  Théorie  de  V écoulement  'permanent  d'un  liqmde  conservant  un 
niveau  constant  dans  le  vase  qui  le  contient. 

Supposons  que  les  parois  du  vase  sont  continues  et  tellement  rac- 
cordées avec  Forifice  d'écoulement,  que  l'on  puisse,  si  cela  était  entière- 
ment possible,  considérer  le  parallélisme  des  tranches  comme  réalisé; 
ainsi  l'on  peut  supposer  que  les  vitesses  sont  égales  et  parallèles  entre 
elles  en  tous  les  points  de  l'orifice  d'écoulement,  ainsi  qu'en  tous  ceux 
de  chacune  des  autres  sections  normales  à  la  direction  du  mouvement 
du  fluide. 

Représentons  par  : 
Fig.  551.        s    la  surface  de  la  tranche  supérieure  AB  du  liquide; 

y    la  vitesse  avec  laquelle  tous  les  filets  traversent  cette 

tranche; 
s    l'aire  de  l'orifice  d'écoulement  ab  ; 
V    la  vitesse  des  filets  fluides  à  cet  orifice  ; 
w    le  poids  du  mètre  cube  de  liquide; 
h    la  difi'érence  de  niveau  de  la  section  ÂB  et  du  centre 

de  gravité  de  l'orifice  ab; 
P    la  pression  par  mètre  carré  sur  la  section  AB; 
p    la  pression  par  mètre  carré  sur  la  face  extérieure  du 
plan  ab; 

Ô     le  temps  très-court  que  met  chaque  tranche  pour  quitter  sa  posi- 
tion et  prendre  celle  de  la  tranche  équivalente  consécutive; 
m  la  masse  de  chaque  tranche,  et  q  son  poids  ; 
t'o    la  vitesse  initiale  (qui  peut  être  la  même  ou  différente  pour  les  divers 
points  du  fluide)  des  différents  éléments  matériels  fluides  au  com- 
mencement du  temps  6; 
t>i    la  vitesse  des  divers  points  matériels  fluides  après  le  temps  6. 

Appliquant  au  système  matériel  considéré  l'équation  de  l'effet 
du  travail,  abstraction  faite  des  frottements,  on  a  (1614) 

S  5  mt?,*  —  S  5  mV  =  PSVO— jwrO  +  gA; 
S  -  m»|*  somme  des  puissances  vives  que  possèdent  les  divers  éléments 

M 

du  fluide  a  la  fin  du  temps  0; 

S  -  mV  somme  des  puissances  vives  au  commencement  de  ce  temps; 

PS  pression  totale  sur  la  surface  AB; 

V6  espace  parcouru  par  la  pression  PS  pendant  le  temps  6; 
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PSV0        travaH  produit  par  PS  pendant  le  temps  6*; 

jwtp8         travail  négatif  produit  par  la  pression  ps  sur  Forrftce  ab  pen- 
dant le  temps  6  ; 

qh  est  le  travail  produit  par  Factioû  é«  la  pesanteur  sur  tout  le 

liquide;  car  le  fluide  étant  partout  homogène,  le  travaif  dft 
à  Taetion  de  la  pesanteur  swp  tout  le  liquide  se  réduit  k  ce- 
lui qu'elle  aurait  produit  en  agissant  seulement  sur  ïa 
tranche  ABÂ'B',  pendant  qve  cette  tranche  passe  dans  la 
position  aba'b\ 
Remarquent  qu'on  a 

SYe^nft  =  â, 

puisque  ces  trois  expressloas  représentent  ehacu.:o  le  volume  d'eau 
écoulé  pendant  le  temps  0,  Téquati/ïii  de  Tefièt  du  travail  peut  être  mise 
sous  la  forme 

De  la  permanence  du  régime,  il  résulte  que  Taccroissement  de  puis- 
sance vive  du  système  est  égal  à  la  puissance  vive  de  la  masse  -  com- 
prise à  la  fin  du  temps  0  dans  la  tranche  aba'h\  moins  celle  d'une 
masse  équivalente  contenue  au  commencement  de  0  dans  la  tranche 
ABA'li';  ainsi 

Égalant  les  deux  seconds  membres  des  équatîons  (1)  et  (2),  il  vient, 
en  supprimant  le  facteur  g, 

Equation  homogène;  car  -  =  ^^    et  ^  =  h\  sont  les  hauteurs  de  deux 

colonnes  du  liquide  dont  îl  s^agit,  au^xqnelles  seraient  dues  les  pressions 
P  et  j)  par  mètre  de  surface. 

Multipliant  les  deux  membres  de  Téquation  précéctente  par  î^r,  elle 
devient 

t;«-V»=2ç/A  +  ML=£).  ,-3) 

On  a  vs  ^  VS    ou    tV  =  V«S«,    d'où    V*  =^  t?'  ^,  • 

Substituant  cette  valeur  de  V  dAus  Téq^uation  (3),  on  a 
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d*oà  l'on  tire 


p  «y 

OU,  en  remplaçant  ~  par  h^  et  -  par  A'^, 


Supposant,  comme  cel&  arrive  ordinairement  dans  la  pratique,  que^ 
est  très-petit  par  rapport  à  S,  on  peut  négliger  gj,  et  la  vitesse  d'écor*- 
lement  du  fluide  devient 


^=^%gh^!^^^=  sl^g{h  +  %,^h\) 


(4) 


Lorsqu'il  s'agit  de  Técoulement  d'un  liquide  placé  dans  un  vase  ou- 
vert, les  pressions  P  et  p,  ou  les  hauteurs  h^  et  h\  qui  les  représentent, 
ne  sont  autre  chose  que  les  pressioner-atiiTOsphériques  sur  la  surface  du 
liquide  et  sur  la  paroi  de  Torifice  d'écoulement,  et  comme  on  peut  les 
supposer  égales,  la  vitesse  d'écoulement  est  alors 

V  =  ^Jïgh,  {a) 

Ce  qui  fait  voir  que  la  vitesse  d^ écoulement  dujluide  est  égale  à  celle  que 
prendrait  im  corps  en  tombcnd  ée  la  hauteur  h  dans  te  vid&  (f446). 

La  hauteur  A,  qui  mesure  la  charge  du  fluide  sur  le  centre  de  gravité 
de  Forifice  d'écoulement,  est  appelée  pour  cette  raison  hauteur  généra- 
trice, et  de  hi  formule  précédente  on  tire 

Cette  formule,  due  à  Torricelli,  disciple  de  Galilée,  se  vérifie  sensible- 
ment dans  la  pratique  par  l'observation  des  jets  d'eau<  vevtieatix  ou  ho- 
rizontaux, pour  tous  les  petits  orifices  et  les  grandes  charges  par  rapport 
aux  dimensions  de  ces  oriikes. 

Dans  le  cas  où  Vorifice  cPécouïement  est  noyé,  la  pression  p  est  égale  à 
la  pression  atmosphérique  plus  la  pression  du  liquide  sur  la  face  ex- 
fiêrreure  de  Forifice.  La  pression  athiosphérîque  étant  détruite  par  la 
même  pression  qui"  agit  sur  la  surface  du  ïîquide  dans  le  vase,  il  en 
résulte  que  P— p  se  réduit  k  — p'  et  h^  ^H\k—  h';  ainsi  l'on  a 
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h'  étant  la  hauteur  du  niveau  du  liquide  au*des6us  de  la  face  extérieure 
de  Torifice  d'écoulement. 
La  vitesse  d'écoulement  est  alors 

V  =  y/%gh  -  2gh'  =  s/^g{h  —  h').  (c) 

Ce  qui  fait  voir  que  la  vitesse  est  égale  à  celle  qui  résulterait  d^une 
charge  sur  Vorifice  égale  à  la  différence  h  —  h!  des  niveaux. 

Les  formules  précédentes  font  voir  que  la  vitesse  d*écoulement  est 
indépendante  de  la  nature  du  liquide,  et  qu'elle  dépend  uniquement  de 
la  hauteur  A  ou  A  —■  A'. 

Applications  : 

V  Un  liquide  s'écoule  dun  réservoir  par  un  orifice  dont  le  centre  de 
gravité  est  à  4 ",50  au-dessous  du  niveau  du  liquide  dans  le  réservoir; 
quelle  est  la  vitesse  d écoulement? 

Remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  (a),  on  a 

V  =  v^2x  9,81x1,50  =  5-,42. 
» 
2*  Quelle  est  la  hauteur  génératrice  de  la  vitesse  d'écoulement  5",  42? 
Pour  cette  vitesse,  la  formule  (6)  donne 

^=2^^9:81=*  '^^- 

3*  Les  hauteurs  des  niveaux  d'un  liquide  sur  le  centre  de  gravité  d'un 
orifice  noyé  sur  les  deux  faces  sont  2"  et  0",50;  quelle  est  la  vitesse  dV- 
coulement? 

Avec  ces  données,  la  formule  (c)  donne 


V  =  v^2x  9,81(2  —  0,5)  =  v^2x  9,81x1,50  =  5",42. 

Nous  donnons  dans  la  partie  pratique  de  notre  Aide-Mémoire  une 
table  complète  des  hauteurs  génératrices  des  vitesses  les  plus  usitées. 

1718.  Fluides  élastiques.  La  formule  (4)  du  numéro  précédent  s'ap- 
plique aux  fluides  élastiques  comme  aux  liquides.  Pour  les  fluides  élas- 

p 
tiques  la  hauteur  h  étant  généralement  négligeable  près  de  —  =  A| 


b> 


et  de  —  =  h\ ,  on  peut  écrire 

Ainsi^  la  vitesse  découlement  d'un  gaz  est  encore  égale  à  celle  que 
prendrait  un  corps  tombant  dans  le  vide  d'une  hauteur  (hj  —  h',)  =  H', 
qui  mesure^  en  gaz  qui  s'écoule^  la  différence  des  pressions  sur  les  deux 
faces  de  Vorifice. 

La  pression  d'un  gaz  ou  d'une  vapeur  se  mesurant  k  l'aide  du  mano- 
mètre, P  —  p  se  trouve  évalué  par  une  hauteur  H|  d'eau  ou  de  mercure. 
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Il  faut  alors  transformer  H^  en  une  hauteur  H'  de  gaz  qui  s*écoule,  qui 
produirait  la  même  pression ,  en  multipliant  H|  par  le  rapport  de  la 
densité  du  liquide  du  manomètre  k  la  densité  «j  du  gaz  qui  s*écoule  ; 
ainsi  la  hauteur  H'  sera,  si  H|  est  exprimée  en  mercure  (1705), 

H,_]j   13596 

Le  gaz  ou  la  vapeur  se  dégageant  dans  Tatmosphère,  comme  le  ma- 
nomètre indique  l'excès  P — p  des  pressions  sur  les  deux  faces  de 
l'orifice,  il  en  résulte  qu'on  a  H'  =  (A|  —  h\)  et  que  la  vitesse  d'écoule- 
ment est 


v=s/2^=y^gE^ 


13596 


Application.  De  Tair  se  dégage  d'un  récipient  où  il  est  à  la  pression 
de  trois  atmosphères,  par  un  orifice  qui  communique  à  l'air  libre; 
quelle  est  la  vitesse  d'écoulement? 

On  a 

H,  =  0,76x2  =  i-,52. 

La  densité  de  l'air  à  0*  et  sous  la  pression  atmosphérique  étant  lé  ==rr 

de  celle  de  l'eau,  le  poids  du  mètre  cube  d'air  est  ==jr  x  1000  =  i',3  ; 
et  sous  la  pression  de  trois  atmosphères,  on  a 

w=  1,3x3  =  3,9. 
La  hauteur  génératrice  H'  est  alors 

H' =  1,52x^1-^  =  5299-, 

et  la  vitesse  d'écoulement, 

V  =  v/2  X  9,81  X  5299  =  322-. 

4719.  Vitesse  réelle  d'écoulement  d'un  fluide.  Les  vitesses  précédentes 
d'écoulement  d'un  fluide  sont  appelées  vitesses  théoriques.  Dans  la  pra- 
tique, on  conçoit  que  le  frottement  du  liquide  contre  les  parois  du  vase 
et  de  l'orifice,  et  la  résistance  de  l'air  diminuent  ces  vitesses. 

Lorsque  V écoulement  a  lieu  en  mince  paroi,  c'est-à-dire  quand  l'é- 
paisseur de  la  paroi  dans  laquelle  est  pratiqué  l'orifice  d'écoulement 
est  moindre  que  la  plus  petite  dimension  de  l'orifice,  et  au  maximum 
de  0",05  a  0*,06,  la  vitesse  réelle  \'  avec  laquelle  le  liquide  s'écoule, 
lorsque  la  vitesse  est  à  peu  près  nulle  dans  le  vase,  est  égale  à  la  vitesse 
théorique  diminuée  de  un  a  deux  centièmes  ;  ainsi,  en  moyenne,  on  a 

t?'  =  0,985»  =  0,985  )/%gK* 

Quand  Yécoulement  a  lieu  à  gueule^bée,  c'est-à-dire  lorsque  les  filets 
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fiiddes  se  rapprackeirt  des  yflWM  de  ranfice,  ee  fiiî  a  Meu  quid  Té- 
^îsseor  é»  1&  para  est  égaie  «u  aMii»  k  nae  Ma  et  dénie  M^  piaie  pe- 
tite dÂaieneien,  eu  que  eet  orifke  eet  proi^a^é  é'mk  ajutage  éeat  la 
longueur  estëgaie;  àtiois  ou  qnaftire  foie  la  plus  peëte  dîmensîiQii  de  IV 
rifice^  on  a  dans  les  cas  ordinaires  d'écoulement  de  Feau 

v'  =  0,891?  =  0,82  ^%gh' 

Pour  FëtabKseemeBtdes' jets  d'eau  à  Taide  de  courte  ajat^*es;légBie- 
ment  convergent!»  on  peut  supposer  e'  =  d,97v, 

f  TM.  Contraction  ée  ta  veirte.  Lorsqu'un  fluide  fr^écoule  par  wê  ori- 
fice, on  remarque  que  la  section  de  la  veine  fluide  va  en  diniraait 
jusqu'à  une  certaine  (Selance  de  Torifice.  Cet  effet  de  diminution  prend 
le  nom  de  contractioji  de  la  veine.  C'est  su  point  où  la  contraction  est 
la  plus  grande  que  les  formules  des  numéros  précédents  donnent  la  vi- 
tesse d'écoulement.  La  vftesse  est  évidemment  moindre  en  ton»  les 
autres  points  de  la  veine  fluide. 

1721.  Contraction  complète  ou  incomplète  de  firreme.  La  contracfioi 
étant  principalement  duc  à  ce  que  les  divers  filets  fluides  n'aniveot 
pas  parallèlement  entre  eux  perpendicuftiireraent  à  la  section  de  l'ori- 
fice d'écoulement»  on  conçoit  que  la  contraction  sera  d'autant  plus 
la^le  que  l'orifice  se  raccordera  mieux  d'une  manière  continue  avec 
les  parois  du  vase. 

On  dit  que  la  contraction  est  complète,  lorsqu'elle  s'opère  entièrement 
sur  tout  le  contour  de  l'orifice;  ce  qui  a  Reu  quand  cet  oriïfce  est  Soi- 
gné du  fond  et  des  parois  du  vase  d'eau  moins  une  fois  et  demieà  deox 
fois  sa  plus  petite  dimension. 

La  contraction  est  dite  incomplète,  lerefu'elfe  est  oupprimée  sv  ub, 
deux  ou  trois  côtés  de  l'orifice,  c'est-à-dire  quand  un,  deux  ou  trois  des 
côtés  de  l'orifice  font  prolongement  aux  papoie  du  vase. 

1722.  Dépense  théorique  par  un  orifice  d'écoulement.  En  négligeant 
la  diminution  de  la  vitesse  d'écoulement,  et  en  supyoeairtmiMela  eoa- 
traction  de  la  veine,  il  est  évident  que  la  dépense,  c'est-à-dire  le  volume  ff 
de  fluide  qui  s'écoulerwt  par  seeoitde-,  serait  (1747) 

#  étant  la  section  de  l'orifiBe  et.  ti  la  viisese  théeriq/ue. 

1725.  Défend  qfisctif»..  Il  est  évident  qa'à  cauee  de»  diminslîeM  4e 
ht  viiBflae  et  de  la  section  ée  1»  veine  fluiée^  la  dépense  effectiffft,  c'est- 
èHKre  le  volume  Q  de  fluide  écaulé  par  aeconde,  est  moindra  fK  U 
éépenae  théerique  ÛV  et  que foma 

û  =  &û'  =  Aw»  =  &«  )/i^h , 

k  étant  un  nombre  phis  petft  que  Flinîté. 

Ce  nombre  Ar,  qu'on  appelle  coefficient  de  la  dépense  y  est  le  rapport 
de  la  dépense  effective  à  la  dépense  théorique  sv\  il  varie  suiTant  la 
fâme  et  les  dlmenÂons  de  l'orifice,  et  les  valenra  de  la  charge  k  sur 
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l^oriAcc.  ¥9wr  ées  orifioes  ciiteulaires  de  <r,ea  à  û^,OS^  dedÎMDèive^-im 
te  iMpiMle  ttStamt  de  tontes  ]^n»,  «n  a  Iroufé  qiift  TuveA»  k  leGlîaii 
contractée  n'était  que  les  0,64  de  celle  de  Torifice.  Pour  left  vumes  d'^ 
f^msy  dosi  le  seuil  est  en  géfléral  très-npjpraefaé  éa  fond  du  tadîer 
d^BBonl,  le  coefficienA  è  de  la  dépende  est  moycnBemeat  ^68i\  que  la 
imamt  sait  ou  ne  soit  pis  noyée  su?  les  daax  £m6s. 

JRoas-  renfvjons  à  la  partie  pratûpie  de^  notra  AO^Mémêwé  pour  lâs 
vafteors  de  Ir  à  enpioyer  daas  tes  diffécents  cas  cte  la  pvatif ue. 

Application.  Quel  est  le  volume  d'eau  éemàé  ea  â&'  par  im  oeHtee  de 
QF^ftWi  de  seetten,  labaatenr  constaate  da  aivaatt  de  ïeâÊi  aiii-dessus 
àm  centre  de  gravité  de  ToriAee  étant  1",S<^  «&  te  «aefficieat  de  la  dé* 
peDse«,«4? 

lUmplaçaKt  tes  tettres  par  leurs  valeurs  daasla  fomute  pFéaédeate, 
la  dépense  par  seconde  est 


Q  =  0^64  X  0^005  \^Slx9,Slxl^  =  Û-%0173A4. 
Le  volume  écoulé  en  25'  est  alors 

0,017344  X  69-  X  2Î5  =  26-,016. 

COURS  d'eau,  et  tuyaux  de  conduite  des  eaux. 

1724.  Cours  d'eau  à  section  constante  et  à  pente  uniforme.  Lorsque 
le  régime  des  eaux  est  établi,  c'est-à-dire  quand  le  mouvement  de  Feau 
est  uniforme,  on  a 

Û  =  S»,      d'où      »  =  §. 

Q       dépense  ou  volume  d'eau  écoulé  par  seconde; 
S        section  transversale  du  cours  d'eau  ; 

V  vitesse  moyenne  d'écoulement  de  Feau. 
On  a  aussi,  d'après  de  Prony, 

I  =  |(aîî+6r«). 

I  pente  par  mètre;  elte  est  égale  à  la  différence  de  niveau  de  deux 
points  de  la  surface  de  l'eau,  divisée  par  la  distance  de  ces  deux 
points  mesurée  suivant  l'axe  du  cours  d'eau  ; 

S       section  transversale  du  cours  d*eau  ; 

V  vitesse  moyenne  du  cours  d'eau  ; 

P       périmètre  mouillé;  c'est  le  contour  de  la  section  S,  diminué  de 

la  largeur  du  canal  à  la  surface  de  Teau  ; 
a  =  0,000  0444  coefficient  constant; 
b  =  0,000  309  id. 

Ite  Fvonrfv  qui  a  le  premier  donné  la  formule  précédente,  a  déter- 
miné les  valeurs  de  a  et  6,  en  discutant  les  résultais  de  trente  et  une 
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expériences  faites  par  Dubuat,  sur  des  canaux  factices  et  des  rivières 
dont  la  section  a  varié  de  0*^,011  k  29**,00,  et  la  vitesse  moyenne  de 
0%12  à  0-,88. 

Eytelwein,  en  suivant  la  même  marche  que  de  Prony,  mais  en  ajou- 
tant aux  résultats  de  Dubuat  ceux  obtenus  depuis  par  MM.  Brûnings, 
Woltmann  et  Funke,  pour  des  canaux  et  des  rivières  dont  la  section 
fluide  a  varié  de  0"',014  à  8604-',00,  et  la  vitesse  de  0*,124  à  2*,42,  a 
conclu  de  91  résultats»  qu*on  devait  faire  dans  la  formule  de  Prony 
a  =  0,000  084  et  6  =  0,000  365. 

La  formule  de  Prony,  modifiée  par  les  nouvelles  valeurs  de  a  et  6 
d'Eytelwein,  convient  mieux  au  cas  des  grandes  rivières;  mais  elle 
ne  8*applique  pas  également  bien  aux  9i  expériences  discutées  par 
Eytelwein.  Les  résultats  de  Dubuat,  notamment,  sont  beaucoup  mieui 
représentés  par  la  formule  de  Prony. 

On  appelle  rayon  moyen^  le  quotient  de  la  section  transversale  S  d*an 
cours  d'eau  parle  périmètre  mouillé  P;  ainsi,  en  le  représentant  par 
R,  on  a 

^=  p? 

et  la  formule  de  Prony  donne,  en  remplaçant  a  et  6  par  leurs  valeurs, 

RI  =  0,000  0444t;  +  0,000  309i7% 

d'où  l'on  tire  (526) 

V  =  v^0,005163  +  3233,428Rl  —  <>»0'7i  «5, 
ou  à  peu  près 

©  =  56,86  v^RÏ  — 0,072. 

De  ces  formules  on  tirera  la  valeur  de  t?,  connaissant  1  et  Q,  ou  celle 
de  la  pente  I  pour  obtenir  une  vitesse  »  =  ^. 

Voir  la  partie  pratique  de  notre  Aide-mémoire  pour  les  valeurs  de  RI 
correspondant  aux  diverses  valeurs  de  v,  d'après  les  coefficients  a  et  6 
de  Prony  et  d'Eytelwein. 

i72S.  Relations  entre  la  vitesse  moyenne^  la  vitesse  maxima  à  la  sttr- 
face^  et  la  vitesse  au  fond  d'un  cours  deau.  Des  expériences  de  Dubuat, 
de  Prony  a  conclu  la  formule- 

V-Y  +  3,15-  ^^ 

V  vitesse  moyenne  (1724); 

V  vitesse  à  la  surface,  prise  au  point  où  se  trouve  le  fil  de  Feau,  c'est- 

à-dire  au  point  où  elle  est  la  plus  grande  ;  cette  vitesse  maxima 
correspond  généralement  à  la  plus  grande  profondeur  de  Teau. 
Dans  la  pratique,  pour  des  vitesses  à  la  surface  comprise  entre 
0",20  et  1",50,  on  peut  supposer 
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t?=|v  =  0,8V,    ou    V=i,25r. 
o 

La  formule  (a)  donne  pour  v  des  valeurs  trop  grandes  lorsqu'il  s'agit  de 
grands  cours  d'eau;  ainsi  des  expériences  directes  faites  sur  la  Seine 
ont  donné  o=0,62y,  et  d'autres  faites  par  M.  Raucourtsur  la  Newa 
ont  fourni  v  =  0,75V. 

Dubuat  a  conclu  de  ses  expériences  qu'on  avait,  en  représentant 
par  U  la  vitesse  au  fond  d'un  canal , 

U  =  2r— V; 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  y  =  l,2&v, 

U  =  0,75©,    ou    t>  =  i,33U. 

1 726.  Tkiyaitx  de  conduite  des  eaux. 

Outre  la  formule  relative  à  l'établissement  des  canaux  à  ciel  décou- 
vert (1724),  de  Prony  a  encore  donné  une  formule  analogue  pour  le  ca» 
d'une  conduite  cylindrique  régulière  dans  laquelle  le  régime  des  eaux 
est  établi  ;  cette  formule  est 

H  =  ot?  +  6t?*  =  0,000  0i73r  +  0,00034g 

de  laquelle  on  tire  (526)  /V      '>^     =î  ^     , 

j jrj  .(uinIVjt.^isity^; 

v=  y  0.0062  +  2871,44  --N^^.  .^  j  >J.     ^^^W 
ou  à  peu  près 

V  =  53,58  ^ 

V    vitesse  moyenne  de  régime; 

D   diamètre  intérieur  de  la  conduite; 

J    pente  par  mètre,  ou  différence  de  niveau  de  l'eau  aux  deux  extré- 

mités  de  la  conduite  divisée  par  la  longueur  totale  de  la  conduite  ; 
a    coefScient  égal  k  0,000  0173  d'après  de  Prony,  et  à  0,000  0224  d'après 

Eytelwein  ; 
b    coefficient  égal  à  0,000  348  d'après  de  Prony,  et  à  0,000280  d'après 

Eytelwein. 
Ayant  v,  on  a  la  dépense 

Q  =  S«.=  ^'r, 

S  =  ^  section  de  la  conduite  (728). 

4 

jâpplication.  Quelle  est  la  dépense  par  seconde  d'une  conduite  de 
0",25  de  diamètre,  de  1500  mètres  de  longueur  et  de  9  mètres  de  charge 
totale? 
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On  a  d'abord 


'=ïlô  =  •■'«««' 


puis 


»=»,wy/ 


0,A5XM06  _^^^^^ 


Afin  d'abréger  les  calculs  relatifs  à  la  conduite  des  eaux,  de  Prony  a 
donné  un  tableau  des  valeurs  de  -j-  correspondant  aux  diverses  va- 
leurs de  V.  (Voir,  pour  ce  tableau,  la  partie  pratique  de  notre  AtàMné- 
moire^  où  nous  donnons  aussi  une  taÛe  très-ét«ndue  des  vileases  «Ules 
déf^enses  corresyoBilBiit  aux,  4iiverses  chargea  usitées,  trèB-cominode 
pour  réiaUisMoaeiii  des  tujf^wL  4e  cûikkiiXe  dfis  eaïuu 
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CAMvi.  »m 


NOTMIKS  JPRELIlUNiUaES. 

1727:    VwritMe,  Com%ant4e.  FbneHon.  Fonetwm  expèkite,  FonetUm 
rmjÀicite.  On  appe&e  veeriaMe^  une  ^antité  qui  prend  sucoeesirement 
différentes  vftiears,  et  constante  ceHe  qui  conserre  laméiHe  valenr  dans  ' 
tout  le  cours  d'n9  même  calcal.  La  tiatore  de  la  qoee^tkm  dent  on  s^oe- 
cvpe  indique  quelles  sont  les  variables  et  les  constanles. 

Connaissant  la  loi  mathématique  saivant  laquelle  varie  une  quan- 
tité, on  peut  foire  passer  cette  qoantîtê  par  ses  divers  états  de  gran- 
deur, et  par  snite  en  déduire  ses  valeurs  particulières.  Soit  Téquation 

2/=^az,  (1) 

d"une  droite  passant  par  rorigine  des  axes  supposés  rectangulaires 
(il60].  On  voit  de  suite  que  y  et  x  sont  des  variables,  et  que  a  est  une 
constante.  On  peut  faire  varier  xde  —  »>  à  +^,  et  y  varie  de  la 
même  manière  de  —  =»  à  +  :>♦.,  et  dojuvant  à  x  une  valeur  déterminée, 
réquation  précédente  fournit  la  valeur  correspondante  de  y.  Donnant 
de  même  a  y  une  valeur  déterminée,  Téquatron  précédente  fournit  la 
valeur  correspondante  de  x. 
Soit  encore  Téquation 


d'une  circonférence  dont  le  centre  est  Foriglne  des  axes  supposés 
rectangulaires.  On  voit  encore  de  suite  que  y  et  x  sont  des  variables 
et  r  une  constante.  On  peut  donner  a  x  toutes  les  valeurs  depuis  — r 
jusqu'k  +r(495).  Poura;=0  on  ay=±r,  et  pour  x=dbr  on  ay  =  0; 
ïinsî  y  varie  aussi  de  —  r  a  +  r. 

D'une  équation  entre  deux  variables  y  et  x,  telles  que  les  précé- 
dentes (1)  et  (2),  en  donnant  à  Tune  quelconque  de  ces  variables  une 
valeur,  on  peut  déduire  une  valeur  correspondante  pour  Tautre;  c'est 
ce  qu'on  exprime  en  disant  que  cbaeune  des  variables  est  fonction  de 
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Tautre.  Cependant,  si  Téquation  est  résolue  par  rapport  à  y  par  exemple, 
équation  (3),  on  donne  plus  particulièrement  le  nom  de  fonction  k  y, 
et  celui  de  variable  indépendante  k  la  variable  x,  à  laquelle  on  donne 
des  valeurs  arbitraires. 

En  général,  lorsqu*une  relation  algébrique  contient  un  nombre  quel- 
conque de  variables  x,  y,  2,  résolvant  Féquatîon  par  rapport  à  Tune  de 
ces  variables,  x  par  exemple,  on  obtient  une  expression  algébrique 
qu'on  peut  représenter  par 

que  Ton  énonce  x  égale  fonction  de  y,  x,  et  qui  signifie  que  x  est  égale 
à  une  expression  algébrique  contenant  y  et  z.  On  dit  que  x  est  la  fonc- 
tion et  y,  z  les  variables,  ou  que  x  est  fonction  de  y  et  de  z. 

Appelant  Y  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  et  x,  y,  z  ses 
dimensions,  on  a  (903) 

\  =  xyz    ou    y^f[x,y,z)\ 

le  volume  du  parallélipipède  est  fonction  de  ses  trois  dimensions  x,  y,  z. 

Lorsqu'une  équation  entre  plusieurs  variables  est  résolue  par  rap- 
•  port  k  Tune  de  ces  variables,  cette  variable  prend  le  nom  de  fonction 
explicite;  si  l'équation  n'est  pas  résolue,  chaque  variable  est  une  /cmc- 
tion  implicite  des  autres,  y  est  une  fonction  explicite  de  x  dans  l'équa- 
tion (3),  et  une  fonction  implicite  de  x  dans  l'équation  (St).  Par  la  réso- 
lution de  l'équation,  la  fonction  implicite  devient  une  fonction  explicite. 

1728.  Représentation  graphique  des  fonctions.  Quelle  que  soit  la  na- 
ture des  quantités  variables  qui  entrent  dans  une  expression  algé- 
brique, on  peut  toujours,  lorsque  cette  expression  ne  contient  que  deux 
variables,  construire  une  courbe  dont  les  coordonnées  représentent  ces 
deux  variables  k  une  échelle  donnée  (1156). 

r'  exemple.  Soit  l'équation 

dans  laquelle  y  et  x  sont  des  variables  et  a,  h  des  constantes.  Nous 
avons  déjà  vu  (1160)  que  cette  équation  est  celle 
d'une  ligne  droite  AB  dont  h  est  l'ordonnée  OC  à 
l'origine  et  a  le  coefficient  angulaire.  Pourx=0, 
on  a  y=  6,  et  prenant  OC  =6;  le  point  C  ap- 
partient k  la  droite;  faisant  x=OP  et  prenant 
y = 0X4-  ft,  le  point  M  appartient  aussi  k  la  droite, 
qui  est  alors  CM  prolongée  indéfiniment. 
Il  convient  d'attacher  un  sens  plus  général  à 
la  représentation  graphique  de  l'équation  du  premier  degré  entre  deux 
variables  : 

2*  exemple.  S  étant  l'aire  d'un  rectangle  dont  6  et  A  sont  les  deux  di- 
mensions, on  a  (690) 

S  =  ôA. 
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Supposant  la  base  b  constante  et  la  hauteur  h  variable,  cette  équation 
sera  celle  d'une  ligne  droite  passant  par  Torigine.  Prenant  une  abscisse 
égale  à  une  valeur  de  hy  et  élevant  une  ordonnée  égale  à  bh^  on  aura 
un  second  point  de  la  droite,  qu'on  pourra  alors  tracer.  Une  ordonnée 
quelconque  de  cette  droite  représentera  Taire  S  du  rectangle  qui  a 
Tabscisse  correspondante  pour  hauteur,  c'est-k-dire  que  Taire  S  con- 
tiendra autant  de  fois  Tunité  de  surface  que  cette  ordonnée  contiendra 
de  fois  Tunité  de  longueur. 

3*  exemple.  Soit  Téquation 

y  =  ox*. 

y  et  X  étant  des  variables  et  a  une  constante,  cette  équation  est  celle 
d'une  parabole  (1240),  que  Ton  construira  par  points  en  donnant  à  x 
différentes  valeurs  et  en  calculant  les  valeurs  correspondantes  de  y. 
Remarquant  que  cette  équation  revient  à  celle  y'=2jîx,  en  changeant 

X  en  y  et  y  en  x,  et  en  faisant  le  paramètre  2p=-,  on  pourra  encore 

construire  la  courbe  par  le  procédé  du  n*  1249. 
A  Téquation  précédente  se  rattachent  celles  bien  connues 

E  =  Ji^»,    et    h  =  pt\  (4437,1446] 

4*  exemple,  La  fonction 

y  —  ax^y 

dans  laquelle  a  est  une  constante,  est  Téquation  d'une  courbe  parabo- 
lique du  3*  degré,  que  Ton  peut  construire  par  points  en  donnant  suc- 
cessivement à  X  diff^érentes  valeurs,  et  en  tirant  de  Téquation  les  valeurs 
correspondantes  de  y. 
On  construirait  de  même  la  courbe  représentant  la  fonction 

qui  exprime  le  volume  de  la  sphère  (947).  Une  ordonnée  quelconque 
de  la  courbe  exprimerait  le  volume  de  la  sphère  qui  aurait  l'abscisse 
correspondante  R  pour  rayon,  c'est-à-dire  que  la  sphère  contiendrait 
autant  d'unités  de  volume  que  cette  ordonnée  contiendrait  d'unités  de 
longueur. 
Les  fonctions 

y=x'— ox'+èx— c,    et    y  =  x*-f-ax*  +  x'— 6x'— ex— fi, 

qui  contiennent  la  variable  indépendante  a  différentes  puissances,  sont 
également  représentées  par  des  courbes  que  Ton  construirait  par  points 
comme  les  précédentes  ;  c'est  ce  qui  a  été  fait  au  n*  534. 
5*  exemple.  Une  quantité  variable  peut  être  fonction  de  plusieurs  au- 
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trts  varîaUas,  tdfe  est»  a  élmt  seule  coodtaBle, 

Une  telle  foiuitioa  pettt  ète  repréaestée  gnifhiff ueimBl  dès^  %ue  Ton 
CMmail  les  variatioBs  de  y  el  de  2:  cMrespoïkdaftl  à  la  vam&ÎAa  de  x, 
c'est^-dûre  les  valeurs  de  y  «1  de  z  cojrrespûodaat  à  une  vakiàr  ^ael- 
cenque  de  x.  Si  Von  peut  poser,  par  e&^iple^ 

on  a 

et  les  valeurs  de  V  sont  représentées  par  les  ordonnées  d'une  droite 
passait  pttf  Foriguie^  et  domt  les  «discisses  MBtles  vakurs  de  s'. 
On  pourrait  poser  aussi 

xyz  =  x'*,    d*où    V=  asf^. 
Alors  les  valeurs  de  V  seraient  représentées  par  les  ordonnées  d'une 
parabole  dorrt  les  valeurs  de  ar'  seraient  les  absetsses. 
Si  Ton  avait 

selon  qu'on  poserait 

zs*  =  x\    ou    xs*=  a:'-, 
on  aurait 

y=ax\    ou    y  =  ax'y 

c'est-à-dire,  comme  ci-dessus,  l'équation  d'une  droite  ou  d'une  para- 
bole. 

De  ces  divers  exempies,  on  peut  conclure  que  la  valeur  d'une  fonc- 
tion quelconque  peut  toujours  être  représentée  parles  aréonuées  d'une 
courbe,  dont  les  abschwes  sont  les  valeurs  dp  la  variabte  indépendants* 
ou  même  les  valeurs  d'une  fonction  de  plusieurs  vai-iabies-  ftédpra- 
quement,  on  peut  admettre  aussi  qu'une  eowbe  queloooqi»  rapportée 
il  deux  axes  représente  la  loi  de  variation  sinmltanéc  de  deux  variables 
a:  et  y. 

1729.    Variation  des  fonctions.  Fonction  croissante  ou  décroissante. 

!•'  exemple.  Soit  l'équation  du  premier  degré  à  deux  variables,  c'est- 
à-dire  l'équation  d'une  djroifc 


Fïg.  553. 


Fig.  S54. 
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.(1728), 

Si  la  variable  indépendante 
ir  =  OP  augmente  d*nne  quan- 
tité PP'  =  a,  la  fonction  y  =  MP 
deviendra  y'=M'P',  et  l'on  aura 

iy'  =  rt(x +  «)  +  *;    ^ 


d'où,  en  retranchant  (1)  de  (:2i, 

y'  — y  =  aa    ou    M'Q  =  axPP'. 
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Divisant  les  deui  membres  de  cette  égalité  par  a,  on  a 
^hr^=«    ou     p^  =  a. 

Ce  qui  montre  que  le  rapport  de  Faccroissement  y'  —  y  de  la  fonction 
f^k  eelui  a  de  la  variable  r,  est  indépendant  de  Taccf oissemént  <x  =  PP' 
«Hrikaé  à  x,  aussi  bien  que  de  raceroissement  eorrespondant  tpai  en  e9i 
lésnlté  pour  y. 

2*  exemple.  Soit  la  fonction 

y  =  ox*.  (17^8,  3«  exeniiiie*, 

X  devenant  x  +  «,  et  désignant  par  y'  la  nouvelle  valeur  de  la  fonction, 
on  a 

y'  =  a{x  +  a)*  =  a»'  +  2aflcc  +  aaK 

L'accroissement  de  la  fonction  est  alors 

y' -^y^ gaax  +  a«%    d'où     ^  "~^  =  2ax  +  ««. 

Le  rapport  ^  "~^  n'est  pas,  comme  dans  rezenuple  précédent,  indé- 
pendant de  a;  mais  comme  à  mesure  que  <x  diminue  le  terme  an  devient 
de  plus  en  plus  petit.  Ton  cen<^oit  que  «  peut  décrvîtve  assez  pour  qu'on 
puisse  négliger  aa  par  rapport  à  Sax,  et  poser  à  la  limite 


t^zv^ 


%ax. 


Ainsi  le  rapport  % ^  a  une  limite  toc  parfaitement  déterminée.  IL 

sera  établi  que  cette  propriété  est  générale  pour  toute  relation  algé- 
brique entre  deux  variables. 

Une  fonction  y  =/(x)  est  croissante  ou  décroissante,  suivant  que  y 
augmente  ou  diminue  quand  x  augmente.  Ainsi  la  Jig.  âë3  représente 
une  fonction  croissante,  et  celle  554  une  fonction  décroissante.  Une 
même  fonction  peut  être  alternativement  croissante  et  décroissante. 

1750.  Quantité  différentielle.  Coefficient  différentiel.  Dérivée.  Objet 
du  calcul  différentiel. 

Lorsque  l'accroissement  a  de  l'abscisse  ou  variable  x  est  petit,  on  le 
désigne  par  Ax,  que  l'on  énonce  delta  z,  et  que  l'on  peut  considérer 
comme  une  fonction  de  x;  de  même  un  petit  accroissement  y  —y  se 
désigne  par  Ay.  D'après  ces  notations,  on  a 

y' —  y  ^^ 

Lorsque  Ay  et  Ax  décroissent  et  deviennent  aussi  petits  que  l'on  veut, 
sans  cependant  devenir  nuls,  on  les  représente  à  la  limite  par  dy  et  dx. 
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Dans  le  2*  exemple  du  numéro  précédent,  on  a  ainsi  pour  la  limite  du 
rapport  des  accroissements  de  y  et  de  x, 

^-  =  2ax,    d'où    dy  =  %ax  di. 

Ce  qui  montre  que  Taccroissement  infiniment  petit  dy  de  la  fonction 
ou  ordonnée  y  a  pour  expression  algébrique  le  produit  de  Taccroisse- 
ment  infiniment  petit  dx  de  la  variable  ou  abscisse  x  par  le  coefficient 
variable  2ajr. 

Les  quantités  dy  et  dx  considérées  comme  dos  infiniment  petits  sont 
appflées  les  différentielles  de  y  et  de  x.  Le  coefficient  2ax,  par  lequel  il 
faut  multiplier  la  différentielle  dx  pour  avoir  la  différentielle  dy,  prend 

le  nom  de  coefficient  différentiel.  Le  rapport  -p  est  appelé  la  dérivée  de 

y  par  rapport  à  x  ou  la  dérivée  de  la  fonction  y  par  rapport  à  la  va- 
riable x;  il  est  égal  au  coefficient  différentiel. 
Dans  l'exemple  précédent,  le  rapport  inverse 

dx  _    1 
dy  ""  2ax 

est  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  y;  x  est  alors  la  fonction  et  y  la  va- 
riable. 

Ordinairement  la  dérivée  -—  se  désigne  par  y'  ou  par  /'  (x)  ;  ainsi 


Ton  écrit 


S=y'=/'w= 


notations  qui  rappellent  que  la  dérivée  de  la  fonction  y  est  prise  par 
rapport  a  la  variable  x.  Si  Ton  prenait  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  y, 
on  écrirait 

il  ne  faut  pas  confondre  la  différence  de  deux  quantités  avec  la  diffé- 
rentielle d'une  quantité.  Ainsi,  dans  le  dernier  exemple,  ayant  la 
différence 

y'  — y  — 2aax  +  a4x*, 

tandis  que  la  différentielle 

dy  =  2axdx, 

on  voit  que  la  différence  y'  —  y  de  deux  quantités,  telle  petite  quVUe 

soit,  est  évaluable  en  nombre,  tandis  que  la  diflérentielle  dy  ne  Test  pas. 

La  différentielle  d'une  quantité  ne  peut  être  considérée  que  comme 

une  expression  ou  symbole  algébrique  résultant  du  calcul  ;  mais  il  n'en 

est  pas  de  môme  du  rapport  -^ ,  qui  a  une  valeur  parfaitement  déter^ 

minée,  et  que  l'on  peut  évaluer  en  nombre. 
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L'objet  prÎTicipal  du  calcul  différentiel  est  de  déterminer  ïa  loi  qui  lie 
les  accroissements  d^une  fonction  à  ceux  de  la  variable  dont  elle  dé- 
pend, c'est-k-dire  la  valeur  du  rapport  -^-  . 

1751.  Interprétation  géométriqtte  de  la  dérivée  d'une  fonction.  Soît  C 
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une  courbe  quelconque,  laquelle  rapportée  a  deux  axes  coordonnés 
rectangulaires  a  pour  équation 

f{x)  représentant  Tensemble  des  calculs  à  effectuer  pour  construire  la 
courbe  par  points,  en  donnant  à  x  difiTérentes  valeurs  et  en  calculant 
les  valeurs  correspondantes  de  y.  Considérons  sur  la  courbe  C  deux 
points  M,  M'  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  y,  x  et  y',  xf.  On 
voit  que  pour  passer  de  M  en  M' il  faut  augmenter  Tordonnée  y  d*une 
quantité  M'Q,  qui  est  positive  ou  négative  selon  que  la  fonction  est 
croissante  {fig,  555)  ou  décroissante  {^g.  556),  et  le  rapport  des  accrois- 
sements simultanés  de  Tordonnée  et  de  Tabcisse  est 

M^Q_y^-y 

Menant  la  sécante  MM',  le  rapport  ^,      ^  est  la  tangente  trigonomé- 

*  X  — ^  X 

trique  de  Fangle  «  que  forme  MM'  avec  Taxe  des  a;,  et  si  le  point  M'  se 
rapproche  progressivement  de  M,  ce  qui  revient  à  faire  décroître  les 
accroissements  des  coordonnées  du  point  M,  la  sécante  MM'  atteindra 
une  position  limite  dans  laquelle  elle  sera  tangente  à  la  courbe,  et  qui- 
correspondra  à  la  limite 

i    du  rapport     V^^^, 

Ainsi  Ton  arrive  a  cette  conséquence  importante  :  la  limite  du  rapport 
des  accroissements  simultanés  d^ une  fonction  y  et  de  la  variable  x  e^ 
égale  à  la  tangente  de  V inclinaison  sur  Vaxe  des  x  de  la  courbe  C  t/u 
représente  la  fonction^  ou  autrement,  cette  limite  est  égale  au  coeffi^ 
dent  d'inclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe. 

La  détermination  de  cette  limite  de  rapport  résout  le  problème  gé- 
néral des  tangentes,  qui  est  une  application  importante  du  calcul  diffé- 
rentiel. 
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BfFFÉIICVTmLLES  ET  DÉIUV^ES  DES  FCmCTIOIfS  FONDAIICNTALES  : 

1752.  Soit  à  déterminer  la  dérivée  et  la  différerdielle  de 

1*  Supposons  d'abord  que  m  est  entier  et  positif.  Donnant  à  x  un 
accroissement  Ax,  il  en  résulte  pour  y  un  accroissement  correspon- 
dant Ay,  et  réqnatioii  (1)  devient  (518) 

y  +  Ay=  (x-f-  Ax)"  =  X*  +  WMf»-»  tkx  +  ^^7J"     «*-'(Ax)«  + ....  («) 

Betnachant  (4)  de  (2),  on  a 

Ay  =  maf^^tix  +  ^>^(^»— ^)  x-^'fAx)»  +  .... 

l'A 

Bmsaiit  Les  étm\  membres  de  cette  nouvelle  équatioii  p«r  Ax,  eOe 

^y  =  ,„:,-. + fiii^  X— Ax + .... 

Av 
Ge  qui  mMrtre  (|iie  la  valeur  du  rapport  -^  centieBi  m  tenne  wa"»  *  «p 

dépendant  de  feccroîssement  Ax,  mais  que  tous  les  autres  ont  Ax  en 
facteur.  Or  comme  Ax  peut  être  aussi  petit  que  Ton  veut,  et  par  suite 
aussi  les  termes  qui  le  contiennenf  comme  facteur,  on  conçoit  qu'à  la 
limite,  c'est-à-dire  quand  Ay  et  Ax  sont  de«  quantités  infiniment  petites 
ou  des  différentielles,  on  peut  négliger  ces  termes,  et  poser 

lim^    ou    -/-^vuf^'\  [Z] 

ou  encore  f  t736() 

y'=^f(z)^maf^. 

Ce  qui  montre  que  pour  avoir  la  dérivée  y'  de  la  fonction'^  =  x",  il  ^ufii 
de  donner  à  la  variable  x  pour  coefficient  l'exposant  m  de  lafonction^  et 
pour  exposant  ce  même  exposant  m  dÀwmué  d'ume  unité. 
Ainsi  pour 

y  =  a*,    on  a    ^my'=bx^, 

et  peur 

y  =  x,    on  a    y'  =  x*  =  4.  [5Û6J 

De  la  relation  (3)  on  tire 

dy  =  nix*-"*  dx. 

Ce  qui  montre  que  la  différentielle  dy  de  la  fonction  y  est  égale  à  la 
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riable  x, 
i*  C(M  où  Vexposant  de  x  c^/  fractionaaire.  Soit  la  fonction 

dans  laquelle  p  eiq  sont  des  nombres  entiers  positifs.  Élovant  les  deux 
membres  à  la  puissance  9,  on  a  (508) 

d'où,  en  prenant  la  différentieiie  de  cliaque  membre  (i**), 

^-*dy  =  pa^^dXy 
ot  par  suite 

dy  _  p  xP-^ 
dx~"q  y9->" 
Ayant 

ï<-«  =  -    «t   y»-«  =  ^,  {008) 

X  y 

on  a  donc 

«Jy __££^  y. 

dx      g  X  y«' 
ou,  puisque  y  =af, 

dy  __  P  y 
dx      g  x' 

Remplaçant  dans  cette  dernière  égalité  y  par  sa  valeur  x' ,  on  a  en 
définitive 

Ainsi  la  règle  du  4*  ponr  avoir  la  dérivée  est  encore  applîtraMe  H 
ce  cas. 

De  réquatton  précédente,  on  tire  Téquation  dîfîérentioîle,  c'est-à-dire 
la  relation  algébrique  entre  les  différentielles  dy  et  dx, 

Application,  Pour  y  ==  yx  =  x* , 

on  a 

pt 

,  dx 

^ly  =  —F. 

T  Etepotant  négatif.  Soit  la  fMietîon 

y  =  *^. 


Digitized  by  VjOOQIC 


776  HOITIÈHK  PARTIS.  —  1C0T109S  DE  CALCUL  IimiCITÉSniÂL. 

dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier.  Cette  relation  revient  à  (506) 

ou,  en  renversant  les  rapports, 

i  =  X".  (2) 

y 

Faisant  croître  x  de  ^,  cette  dernière  relation  donne 

*       =(x  +  Ax-.  (3, 


Retranchant  (3)  de  (2;,  on  a  successivement 


y     y  +  ^y 


=  X*  —  (x  H-  Ax  *, 


y*  +  y^y  y*-^y^y        ^  '  ^ 

Ay  i         _  —  [(x4-A3:''»«-T«'] 

Ax  y-  +  y^y  ""  û^x 

Passant  à  la  limite,  y^y  est  négligeable,  et  il  vient  fi*, 

dxy» 
d'où 

g=-y«7nx— «.  (4 

Comme  la  relation  (ij  donne  y*  =  -75;,  on  a  donc  en  définitive,  en 
remplaçant  dans  Téquation  (4)  y*  par  cette  valeur, 

_£  = 5-  7nx«^i  =  —  mx*-^-«*»  =  —  mx-^-K  (5; 

dx  X*"»       •  ^ 

Ainsi  la  règle  donnée  au  i'pour obteuir  la  dérivée  est  encore  appli- 
cable quand  Texposant  de  x  est  négatif. 

La  relation  (5)  montre  que  la  dérivée  est  négative.  Ce  qui  doit  être, 
car  d'après  Téquation  (i)  à  un  accroissement  Ax  de  la  variable  x  répond 
une  diminution,  c'est-à-dire  un  accroissement  négatif,  de  la  fonction. 

De  réquation  (o)  on  déduit  la  différentielle 

dy  ou  dx-"»  =  —  wx-*-'dx. 
1735.  Dérivée  et  différentielle  de 

y  =  logx.  (1, 

X  croissant  de  Ax,  y  croît  d'une  quantité  correspondante  Ay,  et  Ton  a 
y  +  Ay  =  log(x+Ax).  (2, 
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Retranchant  (i)  de  (2),  il  vient 

Ay  =  log  (x  +  Ax)  -  loga:  =  log  ^^^  =^  log  (*  +  ~)  »       (3»3) 
d'où 

"Ax"  Ax  ^^^ 

Posant 

.X  Ax       i 

Ax=—    ou    —  =  — , 
m  X        m 

l'expression  (3)  devient 

Ax  X  X      °  \       m/  X 


m 


Passant  à  la  limite  dx  de  Ax,  limite  qui  correspond  à  7n  =  cy),  on  a, 
en  représentant  par  e  la  valeur  limite  de  fi  H — j    , 


dy  _  log  g 
dx         X 


Pour  avoir  la  valeur  de  g,  développant  M  H j     d*après  ta  formule 

du  binôme  de  Newton,  on  a  (518) 

V    ^m;     "-^+"^7»+        4.2      7M*    ■  1.2. 3  m'^-^ 

m(7n— •i)(m--2)...(m  — n  +  i)    i  i 

■^  4. 2, 3.. .71  .',n«  "*"•*•  "^  m*' 

ou,  en  supprimant  les  facteurs  communs  dans  chaque  terme  et  en  effec- 
tuant la  division  par  m, 

4      2 
et  si  l'on  fait  m  =  oo,  il  vient,  attendu  que  les  termes  —,  —,  ...  sont 
'  '  ^  mm 

nuls. 


+  ... 


4.2.3...n(n4-4j(n-}-2) 
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Les  termes  affectés  de  71  ayant  pour  facteur  commun  -—^ — ,  ia 

i.:.3.../i 
linîte  de  leur  floninM,  moins  le  premier  terme,  peut  s'écrir© 

1.2.3.. .71        U+1  "*■  (a+l)(«+^  "^  (/i+li:/i+2){H+3)  "^-J*     '*• 

La  somme  des  fractions  placées  entre  parenthèses  étant  plus  petite 
que  la  somme  des  termes  de  la  progresssion  géométrique  décn»issaate 


"^  n  +  1  •  (n  +  4j«  •  (Ti  +  lj»"* ' 
dont  le  premier  terme  et  la  raison  sont  — ^-j  cette  somme  ayant  pour 
limite  -,  hi  somme  des  termes  entre  panenftèses  de  feipression  ;4;  est 

plus  petite  que  -.  On  peut  donc  calculer  la  valeur  de  e  avec  k  degré 
d'approximation  que  Ton  veut.  On  trouve 

c  =  2,7182818    et    loge  =  0,434  2945.  Mi, 

La  dérivée  de  y  =  loga;  est  donc 

Ë?  —  ^M  —  loge  __  0,4342945 

dx  "^  ^^^  -  ir  "^  — X — ' 

et  la  différentielle  est 

dy  =  loge-^. 
I73i.  Dérivée  et  différeyiiielle  de 

y  =  sinz.  I 

Ëtt  donnant  à  Tare  x  raccroissenaent  Ax,  la  fonctioo  y  ou  le  siuus  ^ 
prend  Faccroissement  correspondant  Aj/,  et  la  relation  <4)  devient 

y-i-Ay  =  sin(a:-|-Aa;).  i' 

Retranchant  (4)  de  (2J,  on  a 

Ay  =  sin  (x  +  Ax)  —  siax.  l 

Comme  on  a  (4448) 

sinp  —  sin (jT  —  2  cos  -  (p  +  q)  sin  -  [p  —  </j,  i 

posant 

p  =  x4-Ax    et    g  =  x, 
d'où 

p  +  (?  =  2x  +  Ax,    p-~ç  =  Ax,    ou   5(p  +  g)=x+^,    l|p-,)  =  ^^ 

Digitized  by  VjOOQIC 
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Divisant  les  deux  membres  par  Ax,  il  vient 

-i^ i j_ ^ 

ou,  en  divisant  par  2  les  deux  termes  de  la  fraction  formant  le  second 
membre, 

•kc  Ax 

T 

/Ax\      Ax 
Le  rapport  de  sin  I -^  j  à  —  ayant  pour  limite  l'unité  (iH9),  passant 

a  la  limite  on  a  donc  pour  la  dérivée  cherchée 

dx 
•n  simplement,  en  remarquant  que  -^  est  négligeable, 

3^  =  COSX. 

Par  suite,  on  a  la  différentielle 

d^  =  cosxdx. 

THÉOBàMfig  SUR  LA  MFFÉRCHTIATIOK, 

t73tt.  La  dérwèe  et  la  HfféreiUielle  d^une  quofUiéi  constante  sont 
nulles. 

Soient  les  fonctions 

y  =  F(x),  [i] 

y=F(x)+C,  ;2) 

qui  ne  diffèrent  que  par  la  constante  ou  quantité  invariable  C.  De  la 
fonction  (1)  on  déduit 

y  +  Ay=F(x  +  Ax:, 
4e  ccUe  (âj, 

y  +  Ay  =  F  [x  4-  Ax)  +  C , 

et  toutes  les  deux  donnent  pour  raccrmssemont  Ay  -ée  la  Ibnction  ta 
même  valeur 
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Par  suite,  Fuue  et  Tautre  donnent 

Ay  _F(x  +  Aj)--F(x) 
Se Âx  ' 

(Le  Ax  ^  ' 

Ainsi  les  dérivées  des  fonctions  (1)  et  (2)  sont  les  mêmes.  Il  en  est  dr* 
même  de  leurs  différentielles;  car  on  déduit  de  Tune  et  de  Fautre 

dy  =  F'(x)dx. 

La  constante  G  disparaît  toujours  dans  la  dififérentiation. 

1736.  La  dérivée  et  la  différentielle  d'une  somme  de  plusieurs  fonc- 
tions sont  respectivement  la  somme  des  dérivées  et  des  différenikHes  de 
ces  fonctions. 

Soit  la  somme 

y  =  F(x)  +  F,(x)  +  F,(x)  +  ...  (1/ 

dans  laquelle   F(x),  F^fx),  F,(x) ...  désignent  diverses  quantités  algé- 
briques exprimées  en  fonction  de  x;  on  a,  par  exemple, 

F(x)  =  log X,    Fi(x)  =  sin  x,    F,(x)  =  x*... 

Si  Ton  donne  à  x  un  accroissement  quelconque  ^,  la  variable  y  croît 
d'une  quantité  correspondante  Ay,  et  la  relation  (1)  devient 

y  +  Ay  =  F(x4-Ax)  +  F,{x  +  Ax)  +  F,(x  +  Ax)-f-...  \% 

Retranchant  (1)  de  (2),  on  a 

Ay=[F(x  +  Ax)-F(x)]  +  [F,(x  +  Ax)-Fi(x)]-f  [F,(x  +  Ax)-F,;xi]  +  ... 
Divisant  les  deux  membres  par  Ax  et  passant  k  la  limite,  il  vient 

^  =lin.  nx  +  ^)-m  ^  „^  F.(x+Ax)-F.fx)      _ 
dx  Ax  Ax 

ou 

y'=  Fî(x)  +  ¥\(x)  +  FVx)  +  ...  =  l^Si  +  cos  x  +  wix*-»  + ... 

X 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  a  de  même  pour  la  diflférentielle, 

dy  =  F'(x)  dx  +  F',{x)  dx  +  Y\[x)  dx . . .  =  i5!Ê£  dx+  cos  xdx4-mx«-«  di  r ... 

X 

i757.  La  dérivée  du  produit  de  plusieurs  fonctions  ou  vœriahles  esl 
égale  à  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  la  déritée  à( 
chaque  fonction  par  le  produit  des  autres  variables, 

V  Soit 

y  =  uv  ^1' 
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le  produit  de  deux  variables  u  et  ©,  ces  variables  étant  deux  fonctions 
de  X  telles  que,  par  exemple, 

w  =  logx,      t?=sinx. 

Si  Ton  donne  k  x  raccroissement  Âo:,  u,  v  et  y  prennent  les  accrois- 
sements correspondants  Aw,  At?  et  Ay,  et  la  relation  (i)  devient 

y  +  Ay  =  (w^Aw)  (î? -h Ar)  =  wt? -f  t^Aw  +  tiAv  +  At<A».        (2) 

Retranchant  (1)  de  (2),  on  a 

Ay  =  tjAtt  +  î*Ar  -f  At^Ao, 

ou,  en  divisant  par  Ax, 


dont  la  limite  est 


Ay  Au    .       A»    .    Au  . 

Ax  Ax  Aa-       Ax      ' 


dv  dw   .      dt?  ,  ,       ,  /*>> 


attendu  que  la  limite  ^  dv  de  ^  At?  est  négligeable  puisque  le  fac- 
teur dv  est  infiniment  petit. 

«'  et  v'  désignent  les  dérivées  de  m  et  v  par  rapport  à  x,  et  la  rela- 
tion (3)  vérifie  l'énoncé.  Pour  u  =  logx  et  t7  =  sina;  on  a  donc  (1733 

et  1734) 

-j2  =  sin  X  —2-  -f  logx  cos  x. 

De  la  relation  (3)  on  déduit  pour  la  différentielle  dy, 

dy = VM'dx  +  uv'dx  =  vdu  +  uàv  ; 
ce  qui  donne  pour  l'exemple  proposé 

dy =sinx  — ^  dx  +  logx  cosx  dx.  (4) 

Ainsi  la  différentielle  du  produit  de  deux  variables  est  égale  à  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  variable  par  la  diffé- 
rentielle de  Vautre  variable, 

2*  Soit  le  produit 

y  =  siv  (5) 

de  trois  variables  #,f,t?  qui  sont  des  fonctions  de  x;  on  a,  par  exemple, 

j=x"»,    ^=logx,    v=sinx. 

Posant  st=Uy  d'où  du^  sdt -\- tds,  la  relation  (6)  devient 

y  =  uv, 
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et,  d'aforès  le  i%  ob  a  poiur  la  dérivée 

dy        d»  ,     du 
dx         dr        dx' 

•u,  a»  pemfilaçaBli  «  ai  eu  par  leurs  ¥ateurs, 

dy      „,  dî?      »  dt?  ,       d^   ,   .   rf* 

d^=^^di  +  di(*^^  +  ^^^='^^di  +  ^dï"^^'S' 

ou  enfin,  en  désignant  par  r',  i'  et  s' les  dérivées  -p,  -=-  et  -r-, 

-r  =  y  ' = ^/»'  +  *»<'  +  ixs\  iê) 

C'est  ce  qu'il   fallait  démoatrer.    En  appliquant  la  formule  (6;  à 
l'exemple  proposé  on  a 

■^-  =  x«logx  cosx  +  x^sinx— ^  +  logxsin  xtîîx^*. 

i^e  kl  relaiion  (6)  on  déduit  pour  la  différenÉvelle  de  y 
dy  =  */v'dx  +  svt'dx  +  tej'dx, 
et  pour  rèxemple  proposé  on  a 

]()cr  ff 

dy  =  X"»  log  X  cosxdx  +  ac*  sin  x  — ^^  dx  +  log  x  sin  xmx"*-*dj. 

Par  la  marche  du  2*  on  ferait  voir  que  l'énoncé  s'applique  à  4  et  en 
général  à  un  nombre  queleoiMiue  de  facteurs. 
3*  Cas  particulier  m  Vun  des  facteurs  est  censtant.  Soit  le  pradufl 

dans  lequel  le  facteur  a  est  constant.  L'application  de  la  règle  générale 
de  la  différentiation  patur  deux  facteurs  donne  (i**) 

-5^  =  amx*-*  +  0  =r  a»ïx"»-*  ; 
dx 

d'où  l'on  déduit  la  différentielle 

dy  =  aTwx^^-^dx. 

Âifiâi  dans  la  différentiation  d'un  produit,  tout  facteur  constant  eDirf 
comme  coefficient  soit  dans  la  dérivée,  soit  dans  la  différentielle. 

1758.  Dérivée  et  différentielle  d'un  quotient  ou  d'une  fraction.  Soit  la 
fonction 

u 
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De  la  relation  (1)  on  déduit  (148) 

Prenant  les  différentielles  des  dei>x  nie»i}>res^  oa  a,  en  apfiUq^ant 
la  règle  de  la  différentiation  du  produit  de  deux  facteurs  (1%  1737;, 

Pour  avoir  la  dérivée,  de  la  relation  (1)  oo  déduit 

w  =  yv, 

et  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  x,  on  a  (1%  1737) 

du         dv   .      dy 


d'où 


dy  __  ^M___  y  di? 

dac  ~"  t?dx  "~  ?  S*  ^^^ 


Kemplaçant  dans  cette'égalité  y  par  sa 'valeur  -  on  a 


dy  __  du^  __  if  ^ 
dx       vdx       r*  da:  ' 

ou,  en  désignant  par  y',  u'  et  v'  les  dérivées  de  y,  i^  et  t?  par  rapport  kx, 

,      u'       uv'       vu'  —  uv' 

y^7--.-F=— j;ï-.  (4; 

Ce  qui  montre  que  la  dérivée  d'un  quotient  est  égale  au  produit  du 
dénominateur  par  la  dérivée  du  Tmmérateur,  moins  le  produit  du  numé- 
rateur par  la  dérivée  du  dénominateur ^  le  tout  divisé  par  le  carré  du 

dénominateur. 

* 

En  comparant  les  relations  (2)  et  (4),  on  voit  qu'en  remplaçant  dans 
ce  dernier  énoncé  le  mot  dérivée  par  celui  différentielle  on  a  l'énoncé 
de  la  différentielle  d'un  quotient. 

1750.  Dérivée  des  fonctions  de  fonctions.  Lorsqu'une  fonction  n'est 
pas  exprimée  immédiatenaent  à  laid»  de  la  variable  îhdépendante  x, 
comme  dans  les  exemples 

y  =  log{sinx;,    y=log(i«»;,    y  =  sin(»ix  +  Cl, 

on  dit  que  y  est  une  fonction  de  fonction.  De  teUes  relations  s'écrivent 
sous  la  forme 

y=  F/ix, 

et  s'énoncent  y  égale  fonction  de  fonction  de  x. 
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Dans  ces  exemples  la  quantité  entre  parenthèses  est  elle-même  une 
fonction  de  x  ;  en  la  représentant  par  u,  les  expressions  précédentes 
peuvent  s'écrire  : 

y  =  logw,    où    M=sinx; 

y  =  log  M,    où    M  =  X*; 

y  =  sinM,    où    M  =  7nx  +  C. 

La  quantité  y  prend  le  nom  de  fonction  principale;  la  quantité  u 
celui  &e  fonction  subordonnée^  et  x  celui  de  variable  indépendante. 

Il  est  facile  de  trouver  une  relation  algébrique  entre  ces  diverses 
quantités.  En  effet,  écrivant 

^=^x  — 
Ax       Au       Ax' 

comme  cette  identité  subsiste  quels  que  soient  les  accroissements  si- 
multanés Àx,  Au  et  Ay  des  variables  x,  u  et  y,  passant  à  la  limite  on  a 

dy       dy       du  ,  . 

dx       du       dx 

-^  étant  la  dérivée  de  y  par  rapport  au,  et  -,  -  celle  de  u  par  rap- 
port k  X,  on  voit  que  la^  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  esl  égale  au 
produit  des  dérivées  de  ces  fonctions, 

V  application.  Soit  à  trouver  la  dérivée  de 


Posant 
la  relation  (1)  devient 
d'où  (1733) 


y  =  log(sinx).  il; 

u  =  sinx,  i2' 

y  =  logu; 

dy  _  log  g 
du         u   * 


La  relation  (2)  donne,  en  prenant  la  dérivée  de  u  par  rapport  k  x  (1734;, 

du 

-=—  =  cosx. 

dx 

Remplaçant  g|  et  g|  par  leurs  valeurs  dans  la  relation  (a),  on  a 

dy       log  e 

T^  =  —2—  cos  X, 

dx         u  ' 

et  en  remplaçant  u  par  sa  valeur  sinx,  on  obtient  définitivement  pour 
la  dérivée  cherchée 

dy  _  loge  cosx  __   log  g  . 

dx  sinx  tangx*  ^     '' 
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Ou  en  déduit  pour  la  différentielle 

dy=    'ISEi.dx. 

^       tangx 
«•  application.  Soit  à  trouver  la  dérivée  de 

y  =  cos  rr,  (3) 

égalité  qui  revient  à  (4091) 

y  =  sin(90''  — X).  (4) 

Posons 

tt  =  90»— X,  (5) 

ce  qui  transforme  la  relation  proposée  (3)  en 

y  =  sinu; 

d*où,  en  prenant  la  dérivée  de  y  par  rapport  a  la  fonction  subordon- 
née u  (1734) 

'^  =  cosM  =  cos  (90*—  X)  =  sin  x. 

De  la  relation  (5)  on  déduit,  en  prenant  la  dérivée  de  u  par  rapporl 
à  X  (1732,  4735,  4736), 

dw  _  _ 
dx  ~ 

Remplaçant  ^~  et    ,"  par  leurs  valeurs  dans  la  relation  (a) ,  on  a 
ixu         ax  • 

pour  la  dérivée  cherchée 

dy 

-f-  =f—  smx. 

[dx 

On  en  déduit  pour  la  différentielle  de  y  =  cos  x 

dy  =  — sinx  dx. 

3*  application.  Soit  à  trouver  la  dérivée  de 


y^V^a»— x«.  (6, 

Élevant  au  carré ,  on  a 

y«  =  a'  — x*. 

Différentiant  les  deux  membres,  il  vient  (1732,,  4735,  4736) 

2ydî/ =1=  — 2xdx; 

— Xdx  XQX 

et 

dx  ^a'—x*' 
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On  peut  traiter  la  même  question  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de.< 
fonctions  de  fonctions.  Posant 

u  =  a^  —  x^y    d'où     du= — %xdx    et    j-  =  —  2j, 

dx  ' 

la  relation  (6)  peut  s'écrire 

d'où  (1732} 

-f-^-rlL   '  =  — j  =  — ■-    =  — ,  (506. 

Remplaçant  -^  et  y-  par  leurs  valeurs  dans  la  relation  la:  on  a, 
comme  ci-dessns, 

dy  __         1  _^     _  X 

puis  «MIC on» 

,  jdx 


1740.  Gn}(''raIif{afion  du  ihéœ'hme  des  fond iojn  de  fonctions,  Ayant 

?/  =  F{î£),    w  =  F(î;),    v  =  ¥{z],    z=F(x\ 

dv 
pour  déterminer  la  dérivée  —   de  y  par  rapport  k   x,   on  raisonn<> 

comme  il  suit  :  k  un  accroissement  Ax  correspondent  les  accroisseinenls 
Az,  Ar,  Am,  Ay,  et  on  a  l'identité 

Ay  _  Ay       Am       Ak       Az 
Ài""Âtt^ÂS^A2^ÂÏ' 

qui  subsiste  (jucls  que  soient  les  accroissements  simultanés  ëes  va- 
riables X,  z,  r,  21,  y,  et  qui  devient,  en  passant  à  la  limite, 

dy       dy       d«      dr       dz 
dx       dit       dv       dz       dx 

Ce  qui  démontre  que  la  dérivée  (Tune  fonction  d'autant  de  fonctions 
que  Von  veut  d'une  viênie  variabte  x  est  bien  égale  au  produit  desdérifrer 
des  diverses  fonctions. 

Application.  Soit  a  trouver  la  dérivée  de 

y=  [lo^sin(x  +  o)]».  X 

On  pose  successivement  : 

x-\-a=zz,  (2) 

sinz  =  V    où  r  =  sin  (x  +  a) ,  (3i 

\ogv  =  u    où  w  =  logsin(a:-i-a),  (4 

u*=zy    où  y  =  [log  sin  (x +  «)]••  '5" 
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Prenant  les  dérivées  des  fonctions  successives  (6),  (4),  (3)  et  (2).  «n  a: 


g|=3tt»  =  3[logsin(x  +  a)]S 
du  __  log  e  _  log  e  _      log  e 

(1732) 

(1733; 

(1734) 

(1735,  1736) 

dr  ""     V     ~  sin  z  "  sin  [x  -}-  a)  ' 
-ï-^  =cosa;  =  cos(x  4- a), 

dx 

Remplaçant  ces  dérivées  par  leurs  valeurs  dans  la  relation  (a),  on  a 
5^  =  3[log sin fx  +  a)Y    .    ?^^    ,  cos (x 4-  a). 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  dx,  on  aura  la  dif- 
férentielle dy. 

1741.  Dérivées  et  différentielles  des  fonctions  eocponentielles,  c'est-à- 
dire  des  fonctions  de  la  forme 

y  =  A-,  (i; 

dans  lesquelles  y  et  x  sont  des  variables  et  A  une  quantité  constante. 
Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  Téquation  (1),  il  vient 

logy  =  xlogA,  (509) 

relation  dans  laquelle  log  A  est  une  quantité  constante.  Prenant  les  dif- 
férentielles des  deux  membres,  on  a 

22££i^  =  (log  A)dx;  .1733,  3'  1737). 

ou 

dy  ^  (log  A)  y  ^  (iogA)A'' 
dx  loge  loge 

De  cette  équation  on  déduit  pour  la  dififérentielle 

^  loge 

Dans  le  système  népérien  on  a  (404) 

-^=(L.A)A'    et    dy  =  (L.A)A^dr. 

Cas  particuliers.  1^  Si  la  constante  A  est  égale  à  la  base  du  système 
de  logarithmes  népériens,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

y  =  €*, 
la  dérivée  devient 


•  dy  _  (loge)e^__ 
dx""     loge     ~^' 
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2*  Si  la  fonction  proposée  était 

(  n  aurait  successivement: 

logy  =  — xloge, 

dy  ^_logc  __^^ 

dx  log  e  ^ 

1742.  Dérivées  et  différentielles  des  fonctions  circulaires ^  cesi-à-dirc 
des  fonctions  dans  lesquelles  entrent  les  expressions  ou  rapports  trigo- 
nométriques  des  angles  ou  des  arcs  (1090).  Telles  sont  les  fonctions: 

r  y  =  sin  a:,  5"  y  =  arc(sin  x), 

2"  y  =  cos  X,  6*  y  =  arc  (cos  a:), 

3"  y  =  tang  I,  T  yz=z  arc  (tang  xj. 
4"  y  =  cot  X, 

1"  Pour  y  =  sinx,  on  a  (1734) 

■^  ou  f{x)  =  cos  X    et    dy  =  cos  x  dx. 

2°  Pour  y  =  cosx,  on  a  (1739,  2*  application) 

-p  ou  /(xy  =  —  sin  X    et    dy  =  —  sin  x  dx. 

3"  Soit  la  fonction 

y  =  tang  x. 
Cette  fonction  revenant  k 

_  sinx 
^  "~  cosx' 
ma  (1738; 

dy  _  cos  X  cos  X  —  (sin  x  x  —  sin  x)  _  cos*  x  4-  sin'  j: 
dx  ~  cos*x  ~~         cos*x 

Ayant 

J_ 
1  +  tang*  X 


cos*x4- sin»x  =  1    et    cos'x=7-r-: =—,         i^^^'. 


on  a  donc 

<  t,  par  suite, 

4"  Pour 
011  écrit  (1107; 


51  =  35^  =  *+*""^=^' 

dy  =  (1  +  tang*  x)dx. 
y  =  cotx, 


cosx 
y  =  -: — » 
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et  l'on  a  (1738) 

dy_(8inj:x---sina:)-~co8a;cosa;_"-sin*x--cos*a;_  —  i  _     ,.  ,      .,  ^ 
dx""  iu?5  ~         sin»x         ~su?ï~"'^^"*"^^^"^'- 

Par  suite  la  dififérentielle  est 

Dérivées  et  différentielles  des  fonctions  circulaires  inverses. 
5*  Soit  la  fonction 

y  =  arc  (sin  x) , 

qui  exprime  que  y  est  Tare  dont  le  sinus  est  égal  à  x,  et  que  Ton  peut 
«^crire  inversement 

x=siny, 
relation  qui  donne  (1734) 

dx 

-j-  =  cos  v; 

dy  ^' 

d'où 

dy  _  _i i  _        i 

dx~  cos  y""  ^1  — sin*y  ""  )J\  — x*' 

Par  suite  on  a 

,  dx 

6**  Pour  la  fonction  circulaire  inverse 

y  =  arc  (cos  x) , 

qui  revient  à 

x=cosy, 

on  a  (1739,  2*  application) 

dx 

d'où 


dx  sin  y  ^i  — cos'y  y^l  —  x« 

rt,  par  suite, 


,  —  dx 

dy  = 


T  Pour 
on  écrit 
et  Ton  a  (3*) 

d'où 


y  =  arc(tanga?), 
x  =  tangy, 

g^  =  l+tang'y; 

Ëy  =      «      _  _i_ 

dx      1  +  lang'y       H  x" 
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et,  par  suite. 


dy: 


da; 


.î- 


1745.  Dérivées  et  différentielles  des  fonctions  implicites.  Pour  ap- 
pliquer les  règles  qui   précèdent  à  la  détermination*  de  la  dérivée 

-T^,  il  faut  commencer  par  résoudre  les  équattOBS  par  rapport  à  y,  c'est- 

U-dire  Jes  ramener  à  la  forme 

Mais  souvent  cette  marche  est  pénible,  et  il  peut  être  plus  simple  de 
receucir  à  un  théorème  général  qui  dispense  ie  résoudre  ré^uation  par 
rapport  à  l'une  des  variables. 

Admettons  qu'on  ait  fait  passer  dans  le  premier  membre  tous  les 
termes  d'une  équation,  et  qu^elle  soit  ainsi  ramenée  à  la  forme 

/(x,y)=0,  il 

qui  exprime  entre  les  variables  x  eiy  une  relation  telle  que  pour  deux 
valeurs  simultanées  de  a:  et  y  le  premier  juembre  donne  une  valeur 
nulle. 

Si  l'on  fait  croître  x  de  Ax,  y  croîtra  de  Ay,  et  la  relaftio»  (l»  ^ 
viendra 

fix  4-  Aar,  2/  +  Ay)  =  0.  î 

Retranchant  (1)  de  (2),  on  a 

f[x  +  Ax,  y  -h  Ay)  -/(x,  y)  =  0. 

Rotranchant  et  ajoutant  la  fonction 

f{x  +  Ax,  y), 

dans  laquelle  y  est  considérée  comme  une  quantité  constante  et  / 
comme  une  quantité  variable,  il  vient 

fx  4-  Ax,  y  4-  Ay)  — />  -h  Ax,  y)  H-/(x  4-  Ax,  y)  — /'x,  y)  =  0. 

Divisant  tous  les  termes  par  Ax,  on  a 

/(x  +  Ax,  X  +  Ay)  -^/(x  4-  Ax,  y)    ,  /(j:  4- Ax,  y)  — /^x,  y;  _^ 
Ax  "^  Âï  •• 

Multipliant  et  divisant  lo  premier  terme  p^r  Ay,  on  obtient  h  T^ 
ation 

/ix  -r  :>x,  y  4-  Ay)  — /[x  4-  Ax,  y  Ay       /x  4- Ax,y,  — /:x,y;  _        , 

Â^;;  Ax  "^  Ai  -  "' 

qui  subsiste  quels  que  soient  les  accroissement  simultanés  Ai  et  Ay. 
Pour  passer  à  la  limite,  on  remarque  : 
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i"  Que 

on  représentant  par/'y(x  +  Ax,  y]  la  dérivée  par  rapport  à  y  de  la  fonc- 
tion fix  4-  ^x,  y) ,  dans  laquelle  a;  +  Ax  étant  considérée   comme  uni» 
constante,  y  serait  seule  variable  (1730); 
2<>  Que 

J{^ 

tiX 


^^Ax-^^x.y)j-nx.y)^f.^^^^^^ 


c'est-à-dire  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  fonction  proposé  /{x,  y;, 
dans  laquelle  y  étant  considérée  comme  une  constante,  x  serait  seule 
variable. 
A  la  linn'te  la  relation  (3)  devient  donc 

et  comme  il  est  inutile  de  tenir  compte  de  Ax  dans  le  premier  terme 
de  cette  dernière  relation,  puisque  Ax  converge  vers  0,  ou  autrement 
/'^(x  +  dx,  y)  =/',(x,  y),  on  a  donc  en  définitive 

/'v(^,y)^+/Vx,y;=0; 

d'où  Ton  dédutt  pour  la  dérivée 

^  __  —fJXy  y)  (.^ 

ôx-   J\{x,y)    '  ^*^ 

Ainsi  la  dérivée  d'une  fonction  implicite  à  deux  variables  est  égale  à 
moÎTis  la  dérivée  de  la  fonction  proposée,  prise  par  rapport  à  \  en  con- 
sidérant X  comme  variable  et  y  comme  constante^  divisée  par  la  dérivée 
par  rapport  à  "^  delà  même  fonction,  en  considérant  x  comme  constante. 

V*  application.  Soit  à  déterminer  la  dérivée  de  la  fonction  impli- 
cite (li74) 

aV  +  &*it»  --  a»6*  =  0.  ^       (5; 

On  en  déduit  (1732, 173B,  1736] 

— A(^,y)  =  — 2fr'a;    et   /'»(x,  y )  =  2a»y  ; 
donc 

dy  _  ^n^ô^x  _  —  6*x 
dx  ~~    2a'y    ~~    à^y 

Remarque.  On  arrive  au  même  résultat  en  prenant  les  diflérentidies 
des  divers  termes  de  la  relation  (5).  En  eJQTet,  on  a 

2o*ydy  H-26*xdx  =  0, 
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d'où 

dy  _  —  fe'j 
dx  ~    a*y   ' 

2*  application.  Soit  la  fonction  (1240) 

y*  =  2px. 


On  écrira 
d'où 
et,  par  suite, 


-fr'x,  y)  =  2p,    .rv(^»  y)  =  2y, 

dy  __  2p  __  £ 
dx       2y       y  ' 


3*  application.  Soit  Téquation  d'une  circonférence  (4166) 

(y -</)•  +  (« -p)'  = '*'• 

Ayant 

yïx,y)  =  (y-(?)«-h(x-p)«-r«  =  0, 
on  a 

/Va:,  y)  =/',(x — p)«  =  /',(x«  —  2px  +  p»)  =  2x  -  2p  =  2(x-p:, 

A(^.  y)  =/V(y -</)•  =  2(y  -  ç), 

et,  par  suite, 

dy  _  -A(^,y)  ^  —  3l(a^— P)  ^  —  (g— P) 
àx        f'y{x,y)  2(y  — g)  y-g    " 


TANGENTES  AUX  COURBES.   DÉRIVÉES  SUCCESSIVES.   CONCAVITÉ  ET 
CONVEXITÉ.   SENS  DE  COURBURE.   POINT   d'iNFLEXION. 

1744.  Nous  avons  vu  au  n*  1731  que  la  limite  ^  du  rapport  de  l'ac- 
croissement d'une  fonction  y  à  celui  de  la  variable  x  était  égale  au 
coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe  représentative  de  la 
fonction.  Il  est  facile  de  déduire  de  cette  propriété  le  moyen  de  mener 
les  tangentes  aux  courbes  dont  les  équations  sont  données,  et  de  déter- 
miner les  équations  de  ces  tangentes. 

y'  et  x'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  tangente  à 
une  courbe  quelconque,  une  droite  qui  passe  par  ce  point  ayant  pour 
équation  (1161) 

y  — y'  =  a(x— X'), 

comme  pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  courbe,  il  suffit  que 

le  coefficient  d'inclinaison  a  soit  égal  a  la  dérivée  -p,  de  Téquation 

représentative  de  la  courbe,  prise  pour  le  point  de  contact,  il  en  résulte 
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que  réquation  générale  de  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  est 

Nous  allons  appliquer  cette  équation  à  quelques  exemples. 
174^.  Tangente  à  la  circonférence,   L^équation  de  la  circonférence 
rapportée  à  son  centre  étant  (1166) 

on  a,  en  appliquant  la  règle  des  fonctions  implicites  (1743), 

dy  _  —g 
dx         y 

Pour  le  point  de  contact,  qui  est  donné  et  dont  les  coordonnées  sont 
y'  et  x'y  cette  dérivée  est 

dy^-x; 
dx         y' 

Par  suite,  Téquation  (a)  du  numéro  précédent  devient,  pour  la  tan- 
gente à  la  circonférence , 

y  — y'=  — (x— a:'). 

Chassant  le  dénominateur  et  effectuant  les  calculs,  il  vient 

yy'-y'«  =  — XX'  +  X'*, 
OU 

Ainsi  la  somme 

yy'  +  a:a;'  =  constante  /••. 

1746.  Tangente  à  V ellipse.  L*équation  de  Tellipse  rapportée  à  ses 
axes  principaux  étant  (1174) 

a*y*  +  6«x«  =  a^b\ 
on  a  (1743) 

dy  __  — bH 
dx  ~~    a*y  ' 

ou,  pour  le  point  de  contact , 

dy  _  -  6V 
dx  "■    aY  ' 

donc  réquation  de  la  tangente  est  (équation  (a)  du  n"*  1744) 

1747.  Tangente  à  V hyperbole,  L^équation  de  l'hyperbole  est  {12i5) 
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dy  _  6«j 
et,  par  suite,  Téquation  do  la  tangente  est  (1744,  1745) 

1748.  Tangente  à  la  parabole.  La  parabole  étant  rapportée  a  son 
sommet  et  à  des  axes  rectangulaires,  son  équation  est  (1240) 


d'où 


dx        y' 


Par  suite,  l'équation  de  la  tangente  est  (1744,  1745 

Pour  le  sommet,  on  a  x'=0,  y'  — 0,  et,  par  suite, 

dy       p 
dx       0 

Ce  qui  indique  qu'au  sommet  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Taxe 
des  X. 
1749.    Tangente  à  la   logarithmique,  I/équation  de  cette   courbe 

étant 

y  =  logx, 
on  a  (1733 

dy  _  iogg  _  0,4342945 

dx  "~     X     ~         X 

Par  conséquent  la  tangente  à  la  courbe  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont  y'  et  x'  a  pour  équation  (1744,  174o, 


,       0,4342945  , 

y-y  =-^-p — (•^-<- 


Cas  particuliers  :  T  Pour  x'  =  0,  on  a 

Fig.  557. 


y'  =  logx'  =  — cr,, 
dx         x' 


Ce  qui  indique  que  Taxe  des  y  esl 
asymptote  à  la  courbe  du  côté  des  y 
négatifs. 

2*  Pour  x'  =  1,  on  a 


et 


y'=:logx'  =  0, 
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Ainsi  au  point  À,  où  la  courbe  rencontre  TaK^e  des  x,  on  a 

tan^'a:=0,43429A5. 

T  Pour  a:'  =  co,  on  a, 

1       /  *     dy       loge 

y  =  logx'  =  oD,     et    ^  =  --^=0. 

Ainsi  la  courbe  va  constamment  en  s'éloignant  de  Taxe  des  x,  et  u 
rînlini  sa  tangente  est  parallèle  à  cet  axe. 
17ÎÎ0.  Tangente  à  la  sinusoïde.  L'équation  de  la  sinusoïde  est 


otrona(173i. 


y  =  smx, 


dy  _ 


dx 


=  cosx. 


Par  conséquent  l'équation  de  la  tangente  au  point  de  la  courbe  qui  a 
y'  et  x'  pour  coordonnées  est  (1744, 1745) 

y  —  2/'  =  cosx'(x — xf). 

Fig.  55«. 


Cas  'particuliers  :  4*  Pour  x'  =  0,  on  a  (1094) 

y'  =  sinx'=0,      et      ^^  =  cosx'=  cosO*=  1. 

Ainsi  la  courbe  passe  à  l'origine,  et  en  ce  point  on  a  tang«=  i  et  par 
conséquent  «  =  45°.  On  obtient  les  mc^mes  valeurs  potir  le  point  D  qui 
donne  x'=  2?:,  ainsi  que  pour  les  valeurs  successives  4-,  6:î...  de  x'. 
2*  Pour  x'  =  3s  =  180%  on  a 

y'=sinx'  =  0,      et      ^  =  cosx'=  cos7:  =  — 1. 

Ainsi  au  point  B,  qui  donne  x'  =  ;c,  on  a  tanga'=  —  1,  et  par  con- 
séquent a'=  133'.  On  obtient  les  mêmes  valeurs  pourx'  =  3::,  x'=  5;:... 

3"  Pour  x'=  -Tc,  x'=  -::,  x'=i  ^s...,  on  a  cos  x'  =  0  et  tanga=0; 

Z  2  A 

ce  qui  indique  qu'aux  points  A,  C,  E...  la  tangente  à  la  courbe  est  pa- 
rallèle à  Taxe  des  x, 
i7î5l,  Dérivées  successives.  Nous  avons  vu  (1731, 1744)  que  la  relation 


y=f{^) 
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est  réquation  d'une  courbe  dont  la  tangente  fait  avec  Taxe  des  x  un 
angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est  la  dérivée  de  y  par  rap- 
port à  X.  Cette  dérivée,  qu'on  représente  par  les  notations  équiva- 
lantes ^  ,  f{x)  ou  y',  est  appelée  dérivée  du  premier  ordre, 
La  relation 

y'=f'ix) 

étant  une  nouvelle  fonction  de  x,  on  peut  chercher  la  dérivée  de  y'  par 
rapport  à  x,  de  même  qu'on  a  cherché  la  dérivée  de  y  par  rapport  àx; 
<ît  si  Ton  désigne  par  /"(x)  ou  y"  le  résultat  de  cette  recherche,  on  a 

Cette  nouvelle  dérivée  y"  prend  le  nom  de  dérivée  du  second  ordre j  et 
on  la  représente  aussi  par  la  notation 

dV 
dx«' 

qu'on  énonce  d  deux  y  mr  dxdeux^  et  dans  laquelle  le  chiffre  2  de  d'y 
n'est  qu'un  indice  indiquant  l'ordre  de  la  dérivée. 
La  relation 

y"=/"(x) 

étant  kson  tour  une  nouvelle  fonction  de  x,  on  peut  chercher  la  dérivée 
de  y"  par  rapport  à  x,  ce  qui  donne  la  dérivée  du  troisième  ordre,  que 
Ton  représente  par  les  notations  équivalentes 

2^  -^  ^'^^-   dx  ""  dx«- 

Continuant  ainsi  de  suite,  ou  obtient  les  dérivées  du  quatrième  ordre, 
du  cinquième  ordre,  etc.,  et  les  diverses  relations  ci-dessus  se  résument 
dans  le  tableau  suivant  : 


!/  =flxi 

fonction 

primitive. 

^•=/'(^)=ë 

dérivée  du  !•'  ordre, 

./'=/"  (x)=  g 

id. 

r      id. 

y'"=/"'(x)=g 

id. 

3*      id. 

y.'=/Vx)  =  g 

id. 

4«      id. 

Exemple.  De  la  fonction 

y  =  x«. 
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y"  =zm{m  —  1)  x**-* 

y'"=m(m— i)(m— 2)a:«-3 

y»»=  m(m— i)  (m  —  2)  (m  —  3)a:«-* 


dérivée  du  1"  ordre. 
icL        2*      id. 
id.        3«      W. 
id.        i*      id. 


17^2.    Interprétation  géométrique  des  dérivées  mccessives.   Soit  ï'd 
fonction 


y  =  A  4-  Bx  +  Cx»  -f-  Dx'. 
On  en  déduit  (1751)  les  fonctions  successives  : 

g|     ou     y' =B  +  2Cx  +  3Dx«, 

^'     ou    y"=2C-f-6Dx, 


dx 


ou    y'"=6D. 


(1) 

(2) 
(3) 
(4) 


Ce  qui  montre  que  la  fonction  proposée  (1)  étant  du  3'  degré,  la  dé- 
rivée du  3*  o/dre  est  égale  à  une  constante.  On  verrait  de  même  que  pour 
une  fonction  du  rw*  degré  et  de  la  forme 

y=x~, 

la  dérivée  du  7?i*  ordre  est  une  constante. 
Cherchons  à  interpréter  géométriquement  les  équations  (1),  (2),  (3)  et 


Fig.    559. 


(4).  Rapportons  les  équations  (1),  (2),  (3),  etc. 
aux  systèmes  respectifs  d'axes  rectangulaires 
Ox  et  Oy,  OjXj  et  0,y,  0,t,  et  Ojy,  etc.,  dans 
l(»squels  nous  prenons,  pour  faciliter  les  lec- 
tures et  comparaisons,  les  axes  Ox,  0,Xi, 
0jX„  ...  parallèles  entre  eux  et  les  axes  des  y 
coïncidant  avec  une  même  droite.  On  con- 
struit ainsi  par  points  les  courbes  C,  Cj,  C^ 
et  Cj  représentatives  des  fonctions  y,  y',  y" 
et  y'".  Ainsi  faisant  x  =  OP,  la  relation  (1) 
donne  y  =  MP;  la  relation  (2)  donne  le  coef- 
ficient d'inclinaison  -p  de  la  tangente  en   M 

à  la  courbe  C ,  ce  qui  permet  de  mener  la  tan- 
gente MT  (1744),  et  comme  ce  coefficient  angu- 
laire n'est  autre  chose  que  Tordonnée  M,P,=y\ 
de  la  courbe  Cj,  on  obtient  le  point  M,  de  lu 
courbe  Cj,  point  dontTabscisse  est  aussi  égalo 

5»  ar.  La  relation  (3)  donne  de  mémo  -p-  ou  y",  c'est-à-dire  la  tangente 


dx 
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successives 


en  Ml  kla  courbe  C,  et  le  point  M,  de  la  courbe  €,,  etsinsi  de  suite. 
Donnant  à  x  différentes  valeurs,  on  déterminera  ainsi  autant  de  points 
que  Ton  voudra  des  courbes  C,  C,,  C, ...,  ce  qui  permettra  de  tracei» 
ces  courbes,  auxquelles  on  mènera  les  tangentes  à  l'aide  des  dérivées 

Ay     dy| 

dx'    dx 

Dans  Texemple  choisi  (i),  les  courbes  C  et  C^  sont  paraboliques, 

dv" 
celle  C,  est  une  droite  dont  le  coefficient  d'inclinaison  est  --y-  =  6©, 

dx 

et  celle  C,  est  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  x,  puisque  son  coeffi- 

dv" 
cient  d'inclinaison  est  ~-  =  0,  elle  est  la  ligne  représentative  de  la 

fonction  constante  y"'  =  6D. 

Des  dérivées  successives  d'une  fonction  et  de  leur  interprétation  géo- 
métrique nous  déduirons  bientôt  des  conséquences  importantes. 

1735.   Concavité  et  convexité.  Se?is  de  courbure  d'une  courbe.   Une 

courbe  est  concave 
ou  convexe  en  un 
T    i^î      c^^  ^^  *^^^  points  M  par 

Os\         *      n"  rapport  à  une  droite 

Ox,  par  exemple, 
selon  que  ses  élé- 
ments voisins  du 
point  M  sont  situés  dans  l'angle  aigu  a  ou  dans  l'angle  obtus  a', 
formé  avec  Ox  par  la  tangente  MT  à  la  courbe  au  même  point  M. 
Ainsi  les  courbes  Cj  et  C,  sont  concaves  en  Bf  par  rapport  à  Ox,  et 
au  contraire  celles  C  et  Cj  sont  convexes. 

La  concavité  et  la  convexité  constituent  le  sens  de  courbure  d'une 
courbe.  Cherchons  le  caractère  distinctif  du  sens  de  courbure  par  rap- 
port à  l'axo  des  x. 

Fig.  561. 


Fig.  560. 
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Pour  les  courbes  C  et  C,,  la  fonction 

étant  croissante  (1729),  leurs  tangentes  font  des  angles  aigus  avec  Fax»' 
des  X  et  ont  des  coefficients  d'inclinaison  positifs.  Par  conséquent 
construisant  les  courbes  représentatives  C  et  C'^  des  dérivéées  du  pre- 
mier ordre 

dx      ^„  . 

les  ordonnées  seront  positives  pour  Tune  et  l'autre  de  ces  courbes,  qui 
auront  cependant  entre  elles  une  différence  bien  caractéristique,  due 
au  sens  de  courbure  des  courbes  C  et  Cj  dont  elles  dérivent;  ainsi  les 
ordonnées  de  la  courbe  C  seront  croissantes,  de  même  que  la  fonction 
correspondante,  tandis  que  les  ordonnées  de  C'j  seront  décroissantes. 
On  voit,  en  effet,  que  x  croissant,  la  tangente  à'ia  courbe  C  fait  des  an- 
gles aigus  de  plus  en  plus  grands  avec  l'axe  des  x,  les  coefficients  d'in- 
clinaison augmentent,  et  la  fonction  -r-  =/'(x)  =  y\   dont  la  courbe 

représentative  est  C,  est  bien  croissante.  On  voit  de  même  que  x 
croissant,  la  tangente  à  la  courbe  C,  fait  avec  l'axe  des  x  des  angles 
aigus  de  plus  en  plus  petits;  par  suite,  les  coefficients  d'inclinaison 

vont  e©  diaiinuant,  et  la  fonction  -~  =f'{x)  =  y  représentée  par  la 

courbe  C,  est  bien  décroissante. 

Construisant  maintenant  les  courbes  C  et  C,  représentatives  des 
fonctions  dérivées  du  2*  ordre  de  la  fonction  primitÎTe  y  =fix},  courbes 
dont  les  équations  sont  de  la  forme 

c'eat-a-dire  dont  le»  oidonnécs  y"  sont  égales  aux  coefficients  d'incli- 
osMOB  des  tangentes  aux  courbes  C  et  G'^ ,  on  voit  facilement  que 
f\a^  est  positive  et  croissaote  dans  le  cas  de  la  courbe  C,  et  qu'elle  est 
négative  et  décroissante  dans  le  cas  de  la  courbe  C^. 

Ainsi  à  la  courbe  C,  qui  a  sa  convexité  vers  Taxe  des  x,  répond  la 
tourbe  C  domt  les-  orèoiftaées  s^nft  positives,  et  à  la  courbe  Gj,  qui  a  sa 
convexité  vers  Taxe  des  x,  répond  la  courbe  C''^  dont  les  ordonnées 
sont  négatives.  Coaune  le  montre  la  figure  561,  cette  propriété  s'ap- 
plique é^^nent  aux  courbes  G,  et  G,,  et  l'on  peut  dire,  d'une  manière 
générale,  qu'une  courbe  quelconque^  dont  V  équation  est  de  la  forme 

y=/W, 

tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  Vaxe  des  x  suivant  que  y"  =  f'(x) 
est  •positif  ou  négatif. 
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Fig.  56t. 


1784.  Point  dHn/lexion,  Lorsqu'une  courbe  AMB  présente,  à  partir 

d*un  de  ses  points  M,  une  por- 
tion MA  concave  et  une  portion 
MB  convexe  par  rapport  à  une 
droite  Oj,  on  appelle  point  d'in- 
Jlexion  le  point  M  à  partir  duquel 
la  courbure  cbange  de  sens.  En 
menant  au  point  d*inflcxion  M 
la  tangente  MT  à  la  courbe,  les 
deux  éléments  Mm,  Mn  de  la 
courbe  qui  aboutissent  en  M  sont 
situés  de  côtés  différents  de  cetto 
tangente. 


y=/W 


y=/M=ë. 


étant  respectivement  les  équations  de  la  courbe  proposée  AMB  et  des 
courbes  dérivées  du  i"  et  du  2*  ordre,  sll  y  a  un  point  d*inflexion  M, 
on  obtient  pour  ce  point 

y"=/'{j)  =  0; 

ce  qui  «indique  que  le  point  M"  de  la  courbe  dérivée  du  deuxième  ordre 
est  sur  Taxe  des  x.  C'est  ce  qui  se  conçoit  à  priori,  car  la  portion  AM 
étant  concave  vers  Ox,  la  courbe  dérivée  correspondante  A"M"  du 
deuxième  ordre  a  ses  ordonnées  négatives  (1753),  et  la  portion  MH 
étant  convexe,  la  courbe  dérivée  correspondante  M"B"  du  deuxième 
ordre  a  ses  ordonnées  positives  ;  d'où  il  résulte  nécessairement  que  la 
courbe  continue  A''M"B"  coupe  Taxe  des  x  au  point  M",  ou  autrement 

que  pour  la  valeur  de  x  qui  ré- 
pond au  point  d'inflexion  M  la  fonc- 
tion du  second  ordre  donne  y"  =  0. 
On  arriverait  aux  mêmes  conclu- 
sions si  la  courbe  proposée  présen- 
tait raspectA]M,B,  ou  celui  A|M,B,. 
Casparticulier.  Soientdeux  cour- 
bes AMB,  A|M,Bi  dont  les  points 
d'inflexion  M,  Mj  répondent  à  des 
tangentes  MT,  M^T,  parallèles  à 
l'axe  des  y.  Construisant  les  cour- 
bes dérivées  du  premier  et  du 
deuxième  ordre ,  on  reconnaît  fa- 
cilement qu'aux  points  d'inflexion 
M  et  M,  correspondent  les  points 
M"  et  M",  situés  à  l'infini,  ou  au- 
trement que  pour  les  points  Met  M, 
les  dérivées  du  second  ordre  onl 


Fig. 
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POINT  D  INFLEXION. 


y"=/'(x}  =  =t:oo. 


S04 


Ainsi,  en  résumant,  aux  points  d'inflexion  d'une  courbe  dont  l'équa- 
tion est 

répond 

y"=/"(x)  =  0,    OU    i/"=/"(x)  =  =fcoD. 

Exemple,  Soit  la  sinusoïde  dont  Téquation  est 

l'iz,  :ci.  y=sina:. 

On  en  déduit  (1734,  4739)  : 

y'  =/'(x)  =  cosx, 
y"=/'(a:)  =  — sinx. 

La  valeur 

y-=^/"(x)=^0 

répondant  à  x=0,  ?:,  2::,  3:î, 
....  ht:,  comme  pour  ces  valeurs 
de  X  on  a  y  =  0,  il  en  résulte 
que  tous  les  points  d'inflexion 
0,  M,  M,,  M,...  sont  situés  sur  l'axe  des  x,  et  que  de  plus  les  ordon- 
nées sont  aussi  nulles  pour  les  points  correspondants  O2,  M",  M",,  M",... 
de  la  courbe  représentative  de  la  fonction  y"  =  /"(x). 

Remarque,    Il  peut  cependant  arriver  qu'une  courbe  dont  l'équa- 
tion est 

y  =f{x) 

donne 

y"=/"(x)  =  ±<^, 

sans  pour  cela  que  la  courbe  présente  un  point  d'inflexion.  Soit  en  effet 
une  circonférence  dont  l'équation  est  (1466) 


Fig.  &65. 
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y"    ou    r(x)  = 


(y— <7)*+(a^— P)'— ^'  =  0    ou/(x,  y)  =  0. 

On  a  (1743,  3*  application) 

dy  _p—x 
dx       y  —  q' 

et,  par  suite  (1738,  751), 

(y— <?)  —  (>— g^) 


(y-'i;^ 


Ce  qui  indique  que  pour  x  =  OP=p  —  r  et  y  =  g,  c'est-à-dire  pour  le 
point  M,  on  a 

y"==^'=-co, 
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et  que  pour  x  =  p  +  r  ol  y  =  g,  c'est-à-dire  pour  le  point  M*,  on  a 

Ainsi  M  répond  h  —  oo  et  M'  k  4-  <>^,  et  rependant  il  n'y  a  pas  d'in- 
flexion en  ces  points;  mais  il  y  a  un  changement  de  sens  de  courbun* 
par  rapport  à  l'axe  des  x. 

SÉRIE   DE   TAYLOR. 

I7;>o.  Théorème  préliminaire.  Si  daos  une  Ib action 

y=/';x),  (i; 

on  remplace  x  par  a;  +  A,  d'où  il  résulte  que  y  prend  la  valeur  y'  el 
que  la  relation  (1;  devient 

y'  =  /(x4-A;,  (2, 

dî/' 
la  dérivée  du  premier  ordre  -~  ,  die  y'  par  rapport  à  x,  calculée  (»n 

considérant  x  comme  variable  et  h  comme  constante,  est  égale  à  la  dé- 
rivée du'promier  ordre  -^,àey'  p»r  rapport  à  A, calculée «n  coftâdé- 
rant  h  comme  variable  et  x  comme  constante.  Ainsi  l'on  a 

dy'  _  ihf 
da:  ~  dS* 

Kn  effet,  posant  x  H-  A  =  x\  la  relation  (2)  devient 


d'où 


dx'-^f-"^' 
ou 

Supposant  h  constante  et  x  variable,  on  a 

d(x  +  /i)  =  da:, 
et  l'expression  (3)  peut  s'écrire 

%=f.-  +  h).  (4; 

Supposant,  au  contraire,  x  constante  el  h  variable,  on  a 
dx+/0=:d/t, 
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et  la  relation  (3)  peut  s'écrire 

^'=/'(a:  +  A).  (5) 

Les  équations  (4)  et  (5)  ayant  le  môme  second  membre,  les  premiers 
membres  donnent  bien 

dy'^dy; 
dx       dh' 

1736.  Série  de  Taylor.  Supposons  que  le  développement  de  la  fonc- 
tion 

y'=/(x  +  A),  (1) 

par  rapport  aux  puissances  successives  de  A,  ait  donné 

y'  =  y  +  A/H-  B/i»  -{-  CA»  4-  D/i*  +  etc.  (2, 

On  admet  ainsi  que  le  polynôme  qui  exprime  la  valeur  de  y'  contient 
un  nombre  infini  de  termes,  dans  lesquels  l'exposant  de  h  va  en  crois- 
sant indéfiniment  depuis  le  premier  terme  où  il  est  zéro. 

Quant  aux  coefficients  A,  B,  C,  D....,  ce  sont  des  fonctions  inconnues 
de  la  variable  x,  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Prenant  la  dérivée  de  y'  par  rapport  à  h  dans  la  relation  (2),  on  a  (1732) 

^'  =A-h  2BA  +  3CA«  +  4DA»+ (3) 

Dans  la  môme  relation  (2),  la  dérivée  de  y'  par  rapport  à  x  est,  en 
considérant  h  comme  une  constante, 

Les  premiers  membres  des  relations  (3)  et  (4)  étant  égaux  (1755)  les 
seconds  donnent 

m 

A  +  2BA+3CA'  +  4DA»+...  =  g  +  -^A+gA»+J§A»  +  ...      (5) 

Égalant  deux  à  deux  les  termes  de  même  ordre  dans  cette  dernière 
relation,  on  a  une  suite  d'égalités,  desquelles  on  déduit  : 

dy              dA               dB              j£_ 
^"~dx'    ""âdx^    ^-âdz'    """4dx 


Remplaçant  A  par  sa  valeur  dans  l'expression  de  B,  puis  B  par  sa  nou- 
Tclie  valeur  dans  G,  puis  G  dans  B,  et  ainsi  de  suite,  il  vient  : 
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d^ 
,,_     dx_d'y    i 

2dx  ~  dï»  1.2' 

°dj'    1    _d'y      1 
3dx   t.2  ~  dxM.g.S' 

d-^'y 

I)  -     dj»      1      ^  d^       i 

4dx    1.2.3       di*i. 2.3.4* 

Remplaçant  A,  B,  C,  D...  par  ces  valeurs  dans  le  développement  :i, 
on  a 

^       ^^dx     ^  dx*  1.2  ^  dxM.2.3  ^  dx*  1.2.3.4 
Équation  que  Ton  peut  écrire  sous  la  forme 

f{x+h)=f{x)-^r[x)h+rix)-^+r{x]j^  6. 

Telle  est  la  formule  de  Taylor,  qui  donne  le  développement  d'une 
fonction  à  Taide  de  ses  dérivées  successives. 

i7o7.  Formule  de  Maclauriny  ou  cas  particulier  de  la  formule  de 
Taylor. 

Si  dans  la  fonction 

y'=/{x  +  A) 

et  dans  son  développement  (1756) 

y'-fw  +f{x)h+r{x)  Y^+rix)  ÎX3 + -       "• 

on  remplace  x  par  0  et  A  par  x,  la  fonction  devient 
et  son  développement  prend  la  forme 

y  =Ax)  =/(o;  +/'(o;x  +/"(o)  ^  +r{o)  ^  + ...      ■^: 

qui  est  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Maclaurîn,  et  dans  laquelle 
/  0),  /'(O),  /"(O)...  sont  les  valeurs  de  la  fonction  y  et  de  ses  dérivt^^ 
successives  lorsqu'on  y  fait  x  =  0. 

i7J$8.  Applications  des  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin  {i756, 
4757;. 

1'  Soit  à  développer 

y  =  (x  +  a)«. 
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De  cette  relation  on  déduit  successivement  (1732,  1756) 

f{x)=y  =  ct^^ 

f{x)  =  mif^\ 

f  (x)  =  m(m  —  \  )x*»-*, 

/"(x)  =  m{m  —  i)(m  -  2)af-», 
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Substituant  ces  valeurs  de  /(x),  /'(x),/"(x)...  dans  la  formule  (6)  du 
n*  1756,  de  Taylor,  cette  formule  donne,  en  remarquant  que  A  est  rem- 
placé par  a. 

Ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  du  binôme  de  Newton  (518). 
2*  Développeînent  de  sin  x  en  fonction  de  Tare  x.  De  la  fonction 

y  =  sin  X 

on  déduit  successivement  (1734,  1739)  : 


/(x)  =  sinx, 

/'(a:)  =  cosx, 
f\x)  =  —  sin  X, 
f"[x)  =  —  cos  X, 


/•▼(x)  =  sinx, 
/»{x)  =  cosx, 
/▼»(x)  =  — sinx, 
y>"(x)  =  —  cos  X, 


Faisant  Tare  x  =  0"  dans  ces  expressions  on  aura,  d'après  les  nota- 
tions de  la  formule  de  Maclaurin  (1757)  : 

/(x)  =  /(O)  =  sin  X  =  sin  0*  =  0, 

/'(x)  =  /'(O)  =  cos  X  =  cos  0*  =  1 , 
f\x)  =  /"(O)  =  -^  sin  X  =  —  sin  0*  =  —  0, 
f'ix)  =/"(0)  =  —  cos  X  ==  —  cos  0*  =  —  1 , 
/«'(x)  =/«'(0)  =  sin  X  =  sin  0*»  =  0 , 


Substituant  ces  valeurs  de  /(x),  f[x),  /"(x)...  dans  la  formule  (2)  du 
n"  1757,  de  Maclaurin,  on  a,  en  observant  que  les  termes  de  rangs  im- 
pairs se  réduisent  à  zéro, 


smx  =  x  — 


1.2.3  ^  1.2.3.4.5       1.2.3.4.5.6.7.  '  * 


3*  Développement  de  cos  x  en  fonction  de  Varc  x.  En  raisonnant 
comme  au  2',  la  fonction 

y  =  cos  X 
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donne  successivement  : 


f{x)  =  cos  x, 
f{x)  =  —  sih  x, 
/"(  j)  =  —  cos  X, 

/"(Xjrrsina, 


/»'(x)=cos2r, 
/»(x)  =  —  sin  X, 

/^»(x;=:  — COSX, 

/'"{x)  =  sinx. 


Faisant  Tare  x  =  0*,  ces  expressions  deviennent,  en  adoptant  les  no- 
tations de  la  formule  de  Maclaurîn  [1757]  : 

/(x)  =  /(O)  =  cos  X  =  cos  ©•  =  i, 
/'(x)  =  /'(O)  =  —  sin  X  =  —  sin  0*  =  —  0, 
/"(x)=/"(0)  =  — cosx=  —  cosO*  =  — 1, 
/'"(x)  =/'\0)  =  sin  X  =  sin  0*  =  0, 
/«'(x)  =/*'(0)  =  cos  X  =  cos  0*  =  1 . 


Substituant  ces  valeurs  de/(x),/'(x),/"fx)...  dans  la  formule  deMac- 
laurin  (1757),  on  a,  en  observant  que  les  termes  de  rangs  pairs  se  rédui- 
sent à  zéro, 


cos  X  =  1  —  7-^  -h  ;  ^  ^  , 
1.2  ^  1.2.3.4 


1.2.3.4.5.6  ^  1.2.3.4.5-6.7.8**' 


MAXIBIA  ET   MINIMA   (536) 

1 7^9.  Des  maximums  et  des  minimuTns  des  fonctions.  Soit  C  la  courbe 

représentative  de  la 
^'^'  ''''  fonction 

y  =/W. 

Si  pour  une  va- 
leur OP=x  de  Taln 
scisse,  Tordonnêf 
correspondante  MP 
=  yest  plus  grande 
que  les  ordonnées  voisines  m'p'  et  m"p"  correspondant  aux  abscisses 
Op'  et  Op",  dont  Tune  est  immédiatement  inférieure  et  l'autre  immé- 
diatement supérieure  a  OP,  on  dit  que  la  fonction  ou  ordonnée  y-^^ 
est  un  maximum.  De  même,  l'ordonnée  M,Pi  étant  plus  petite  que 
celles  infiniment  voisines,  on  dit  que  cette  ordonnée  ou  la  fonction  y 
qu'elle  représente  est  un  minimum.  Ainsi,  d'une  manière  générale,  une 
fonction  présente  un  maximum  ou  un  minimum,  selon  qu'une  valeur 
particulière  de  la  fonction  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  ïétalàe 
grandeur  qui  précède  et  que  l'état  de  grandeur  qui  suit  immédiatement 
celui  que  Ton  considère. 
Comme  le  montre  la  figure  566,  une  fonction  peut  présenter  pin- 
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sieurs  maximums  et  plusieurs  minimums;  qu'un  mioimum  M,P|  peut 
Hre  plus  grand  qu*un  maximum  M,?,;  enfin  qu'un  maxinmm  ou  un 
minimum  peut  être  positif  ou  négatif. 

Afin  de  rendre  plus  sensibles  les  particularités  d'une  fonction  lors- 
qu'elle passe  par  une  valeur  maxima  ou  par  une  valeur  minima,  con- 
struisons les  courbes  C,  C,  et  C,,  représentatives  delà  fonction  pro- 
posée 

et  de  ses  dérivées  du  previier  et  eu  seeoad  ordre  (ilôl) 

On  voit  d'abord  que  la 
fbnetkxn 

y  =/(x) 

est  croissante,  c'est-à-dire 
que  l'abscisse  Op'  aug- 
mentant, l'ordonnée  m'p' 
«ogmeafte  aussi,  et  que 
cela  a  lieu  jusqu'au  point 
M^  oè  la  fonction  prend 
une  valeur  maxima  y  = 
MP.  Jusqu'à  ce  même 
point,  la  tangente  d'in- 
clinaison 

reste  positive,  mais  elle  va  constamment  en  diminuant,  pour  devenir 
nulle  au  point  M.  La  tangente  en  M  à  la  courbe  C  est  en  effet  paraN 
lèle  à  l'axe  des  x. 

A  partir  de  M,  la  fonction  y  devFent  décroissante,  c'est-à-dire  que 
l'abscisse  Op",  par  exemple,  augmentant,,  l'ordonnée  m"p"  diminue; 
cela  a  lieu  jusqu'au  point  M,,  où  la  fonction  présente  un  minimum. 
De  M  en  Mj,  la  tangente  d'inclinaison  est  négative;  elle  va  d'abord  en 
augmentant  depuis  M  jusqu'au  point  d'inflexion  situé  entre  M  et  M, ,  et 
à  partir  de  ce  point  d'inflexion  elle  va  en  diminuant  jusqu'au  point  M,, 
où  elle  redevient  nulle,  puisque  la  tangente  en  M,  à  la  courbe  C  est 
parallèle  à  l'axe  des  x. 

De  même,  entre  Mj  et  M,,  la  fonction  est  croissante,  et  la  tangente 
d'inclinaison,  nulle  en  Mj,  devient  positive,  et  elle  va  d'abord  en  aug- 
mentant, pour  diminuer  ensuite  et  redevenir  nulle  au  point  Mj,  où  la 
fonction  présente  un  autre  maximum. 

Ainsi  tout  maximum  et  tout  minimum  de  la  fonction 
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r  -pond  h  une  dérivée  du  premier  ordre  nulle,  on  a 

ccst-à-dire  que  les  points  M',  M'^,  M', ...  de  la  courbe  C|,  qui  corres- 
pondent aux  points  M,  M^,  M,  sont  situés  sur  Taxe  0|X|. 

Pour  distinguer  un  maximum  d'un  minimum,  on  a  recours  à  la 
courbe  C,  ou  à  la  dérivée  du  second  ordre  qu*elle  représente,  et  Ton 
voit  qu'à  un  maximum  MP  répond  une  ordonnée  de  la  courbe  C,  ou 
une  dérivée  du  second  ordre  négative,  tandis  qu  à  un  minimum  M^P, 
répond  une  ordonnée  de  la  courbe  C,  ou  une  dérivée  du  second  ordre 
positive. 

On  peut  d*ailleurs  démontrer  qu^il  en  est  nécessairement  toujours 
ainsi.  En  etfet,  lorsque  la  fonction 

y=f(x) 

est  croissante,  la  tangente  dMnclinaison  en  m\  par  exemple,  à  la  courbe 
C  est  positive,  et  au  sommet  M,  répondant  au  maximum,  cette  tan- 
gente d'inclinaison  devient  zéro.  Or,  comme  une  quantité  positive  qui 
tend  vers  zéro  est  nécessairement  décroissante,  ce  qu'indique  la  por- 
tion AM'  de  la  courbe  C|,  il  en  résulte  que 

est  une  fonction  décroissante.  Cela  établi,  comme  nous  venons  de  voir 
{fig.  567)  que  lorsqu'une  fonction  est  décroissante,  la  dérivée  de  cette 
fonction  ou  la  tangente  d'inclinaison  correspondante  est  négative,  il  en 
résulte  donc  bien  que  la  dérivée  WP"  du  second  ordre  de  la  fonction 
proposée  est  négative  lorsque  cette  fonction  primitive  atteint  son  maxi- 
mum. On  établirait  de  la  même  manière  qu'à  un  minimum  MjPj  d'une 
fonction  répond  nécessairement  une  dérivée  M"jP'\  du  second  ordre 
positive. 

Comme  c'est  le  signe  seul  de  la  dérivée  du  second  ordre  qui  distingue 
le  maximum  du  minimum  d'une  fonction  proposée,  s*il  arrivait  que 
cette  dérivée  fût  nulle,  elle  serait  alors  privée  de  signe,  et  n'indiquerait 
plus  s'il  y  a  maximum  ou  minimum.  Dans  ce  cas,  il  est  nécessaire  de 
recourir  aux  dérivées  suivantes  du  3*  et  du  4*  ordre,  ainsi  qu'il  va  être 
indiqué. 

Nous  avons  vu  (1756)  qu'une  fonction 

y=/(a:J-A) 
peut  s'écrire  sous  la  forme 

fix  +  h)=fx)  +f:j]h+r^x:  ^  -f /rx;  ^  +/-:x)  j-^  +  ... 
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L'accroissement  de  la  fonction  peut  donc  s'écrire 

f(x  +  h)  -/(x)  =/'(x)A  +  r  (x;  ^  +  r(x)  j^  +f-{xj  j-^^  +  ... 

Si,  pour  une  certaine  valeur  de  x,  les  fonctions /Vx)  et/"(x)  sont 
nulles  en  même  temps  {fig,  568),  cette  dernière 
relation  se  réduit  à 

et  comme,  lorsque  Taccroissement  h  de  la  va- 
riable X  est  très-petit,  les  termes  du  second 
membre  qui  suivent  le  premier  sont  négligea- 
bles par  rapport  à  celui-ci,  on  a  alors  approxi- 
mativement 


Fig. 
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f[x-\-h]^f{x)=r{x) 


1.2.3' 


(i) 


et  si  l'accroissement /(x-f  A)— /(x)  de  la  fonc- 
tion est  nul,  ce  qui  répond  au  maximum  ou  au 
minimum,  on  a 

A' 


rix) 


1.2.3' 


:0; 


ce  qui  exige  que 


/"W  =  o, 


puisque  l'accroissement  h  de  l'abscisse,  quoique  très-petit,  n'est 
pas  nul. 

Ainsi  l'on  voit  déjà  que  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 
répond  à 

U  reste  à  déterminer  dans  quel  cas  il  y  aura  maximum,  et  dans  quel 
cas  il  y  aura  minimum. 

Remarquant  qu'avant  un  maximum  l'accroissement /(x+ A) — f(x)esl 
positif  et  qu'avant  un  minimum  il  est  négatif,  d'après  la  relation  (1) 
f^(x)  étant  de  même  signe  que  cet  accroissement  puisque  h  et  par  suite 
h*  est  toujours  positif,  comme  une  fonction  positive /"(x)  qui  tend  vers  0 
est  décroissante,  et  que  la  dérivée  d'une  fonction  décroissante  est  néga- 
tive, il  en  résulte  donc  que  /**(x)  est  négative  lorsqu'il  y  a  maximum  ; 
c'est  ce  que  montre  la  fig,  568. 

Par  la  même  raison,  si  l'accroissement  ytx  + A)— yi[x)  est  négatif, 

n^)  A  a  o  sera  négative,  et  par  suite; aussi /*'(x);  or  une  fonction  néga- 
1  «2.3 

tive  qui  tend  vers  0  étant  nécessairement  croissante,  comme  une  fonc- 
tion croissante  a  une  dérivée  positive,  f^^{x)  est  donc  positive  dans  le 
cas  du  minimum. 
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En  résumé,  il  y  a  maximum  ou  minimum  lorsque  la  dêrirte  du  troi- 
siètne  ordre  f'"(x)  est  nulle,  et  c*esi  un  maximum  ou  un  minimum,  selon 
que  de  'plus  la  dérivée  du  quatrième  ordre  f*^(x)  est  négative  ou  positive. 

En  général,  quand  plusieurs  dérivées  successives  s'annuleyit  en  même 
tempsy  il  n'y  a  ni  maximum  m  minimum  si  la  premièpe  dérivée  suivante 
qui  lie  s'annule  pas  est  d'ordre  impair;  mais  si  elle  est  d'ordre  pair^  il  y 
a  maximum  ou  minimum  selon  qu'elle  est  négative  ou  positive, 

1760.  Ainsi  l'on  peut  poser  cette  règle  générale  :  Une  fonction  y  d'une 
seule  variable  x  étant  donnée  sous  la  forme 

paur  trouTer  le  oiAxinium  ou  le  uiiniuimn  de  cette  fonction,  on  prend 
la  dérivée  première  de  y  par  rapport  à  je;,  et  Ton  égale  cette  dérivée  à 
zéro,  ce  qui  doan«  une  relation  de  la  forme 

Cette  équation  résolue  par  rapport  à  x  donne  la  valeur  de  x  correspon- 
dant au  maximum  ou  au  minimum.  On  cherche  la  dérivée  du  second 
ordre 

et  suivant  que  cette  dérivée  est  négative  ou  positive,  il  y  a  maximum 
ou  minimum.  La  valeur  de  x  déduite  de  l'équation  (2)  est  substituée 
dans  l'équation  (1),  qui  donne  la  valeur  de  y  maxima  ou  minima. 

Si  la  dérivéo  du  second  ordre  y"  est  nulle,  on  détermine  les  dérivées 
du  3*  et  du  4*  ordre 

y'"=f"{x],        (4)  2/»^=/-;xj;  5j 

on  égale /"'(j)  a  0,  et  l'on  en  déduit  la  valeur  de  x,  laquelle  substituée 
dans  l'équation  fi)  donne  une  valeur  de  y  qui  est  un  maximum  ou  un 
minimum,  selon  que  la  dérivée  y'^'  est  négative  ou  positive. 

On  opère  de  même  quand  il  est  nécessaire  de  recourir  aux  dérivées 
du  5*  et  du  6*  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

1761.  Applications  de  la  règle  précédente. 

i"  Exemple.  Le  produit  y  de  deux  facteurs  variables  x  et  z,  dont  la 
somme  c  est  constante,  est  maximum  quand  ses  deux  facteurs  sont 
égaux  (537). 

D'après  l'énoncé,  on  a  : 

x  +  2  =  c,  [a]  y=^'  'à) 

Do  'a]  on  tire 

r=r — X. 

Remplaçant  z  par  cette  valeur  dans  [b],  il  vient 

2/  =  ex  —  x»  ;  f  ♦) 
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c'est  la  relation  (i)  du  numéro  précédent.  Prenant  la  dérivée  du  premier 
ordre  et  Tégalanl  à  0,  on  a  (1732,  1736) 

jf  =/'W  =  ^-2x  =  0;  (2) 

d'où  Ton  tire  pour  la  valeur  de  x  correspondant  au  maximum  ou  au  mi- 
nimum, 

c 

Prenant  la  dérivée  du  second  ordre,  on  a  (1735) 

da«      •'  '""^  -      *' 
et  cette  dérivée  étant  négative,  x=  -  répond  à  un  maximum  et  non  vl 

M 

un  minimum.  Remplaçant  x  par  cette  valeur  dans  (a),  on  en  conclut 
aussi 

c 

Ainsi  il  y  a  maximum  lorsque  les  deux  facteurs  sont  égaux,  c'est-à- 
dire  quand  on  a 

c 
x  =  z=  -. 
2 

2*  Exemple.  Déterminer  parmi  tous  les  cylindres  de  même  volume  V 
celui  dont  la  surface  totale  s  est  un  minimum, 
r  étant  le  rayon  de  la  base  et  h  la  hauteur  du  cylindre,  on  a 

j=:27:r*  +  2rrA,  [a) 

et 

V=:7cr»A,    d'où    A=r^.  {b) 

Remplaçant  h  par  cette  vaieur  dans  la  rehUion  (a),  cette  idatÂOB  ne 
contiendra  plus  que  les  deux  variables  ^  et  r,  en  même  temps  qu'elle 
satisfera  à  la  condition  que  le  volume  V  du  cylindre  soit  constant,  et 
elle  deviendra 

2V 

s  =  2-r»  -f  _  =r  2rrH  2Vr-^ .  (1  ) 

r 

C'est  la  relation  (1)  du  numéro  précédent,  dans  laquelle?/  est  repré- 
sentée par  j  et  x  par  r.  Prenant  la  dérivée  du  premier  ordre  et  régalant 
k  0,  on  a 

g=/[r)  =  47cr-2Vr-«  =  0;  (2) 

d'où  Ton  tire  pour  la  valeur  de  r  qui  correspond  au  maximum  ou  au 
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minimum,  comme 


2V  //T 


(3)- 


Prenant  la  dérivée  du  second  ordre,  on  a 

et  cette  dérivée  étant  positive,  r  =  i/  --  répond  à  un  minimum  et  non 

k  un  maximum.  Remplaçant  r  par  cette  valeur  dans  (1),  on  obtiendrait 
la  valeur  minima  de  s  en  fonction  de  V;  mais  ce  qu'il  importe  le  plus 
d'avoir,  c'est  l'autre  dimension  h  du  cylindre.  Or  remplaçant  V  par  sa 
valeur  (6)  dans  (3),  on  a 

r  =  \/-^    ou    r»=— ,    dou    h  =  ^r=iy/^. 

iUnsi  s  est  minimum  lorsque  la  hauteur  du  cylindre  est  le  double  du 
rayon,  et  de  plus  on  a 

V  =  2T:r»=-y. 

3*  Exemple.  Température  moyenne  de  Vair  dans  une  cheminée  corres- 
pondant au  maximum  de  tirage  {Aide-Mémxnre,  deuxième  partie).  On  a 


Qi  poids  d'air  écoulé  par  la  cheminée  dans  une  seconde; 

1^3  poids  d'un  mètre  cube  d'air  à  0«  et  sous  la  pression  atmosphérique  CjTS; 

D  côté  de  la  section  minimum  intérieure  de  la  cheminée,  supposée  carrée; 

H  hauteur  de  la  cheminée  en  mètres; 

a  =  0,00367  coefficient  de  dilatation  de  l'air; 

M  nombre  constant  pour  une  même  nature  de  cheminée; 

f  température  moyenne  de  l'air  dans  la  cheminée  ; 

/   température  de  l'air  extérieur. 

.■,3».  Vf 
étant  une  quantité  constante  pour  une  même  cheminée,  Qj  sera  maxi- 
mum lorsque  1\3D«  l/_-II_   ou  même    Kl  uT^  *f\t  sera  maxi- 
mum. Représentant  ce  radical  par  y  et  la  variable  V  par  i,  on  a  pour 
l'équivalente  de  la  relation  (i)  du  numéro  précédent 
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OU 

y*  +  2axy*  +  a*x^y^—x  +  /  =  0  ; 

d'où,  en  prenant  la  dérivée  (i743)  et  en  régalant  à  0, 

Ay  '^  —  ^ay*  —  go^ya;  -f  1  ^ 
dx        2y  +  iaxy  -h  2a*x*y 

Cette  relation  ne  pouvant  exister  qu'autant  que  le  numérateur  est 
nul,  on  a  donc,  lorsqu'il  y  a  maximum, 

—  2ay*  —  2ayx  +  1  =  0    ou    —  %ay*  (1  +  ax)  + 1  =0, 

et  en  remplaçant  y'  par  sa  valeur  (1) 


d'où  Ton  déduit  successivement  : 

9.ax  —  ^at  =i  -{-ax, 
ax=i  -\-  2a^, 

a 
Si  Ton  suppose  la  température  extérieure  /  =  0,  on  a 

1762.  Cas  particuliers  des  maximums  et  des  minimums, 
1"  Lorsqu'une  fonction  présente  une  valeur  infinie  ou  nulle,  on  ne 
considère  pas  cette  valeur  comme  un  maximum  ou  comme  un  minimum 
proprement  dit.  Ainsi  la  parabole  dont  l'équation  est  (1240) 

y*=2i)X, 

donnant  y  =  0  pour  x=0  ety  =  ±oo  pour x=ioo,  la  fonction  y  passe 
par  tous  les  états  de  grandeur  compris  entre  +  oo  et  —  od,  et  elle  ne 
présente  ni  maximum  ni  minimum  proprement  dit. 
La  dérivée  de  la  fonction  précédente  étant 

dx         ''  ^  '      y' 
si  l'on  égale  cette  dérivée  a  0,  ce  qui  donne 

/'(x)=^=0, 

on  en  déduit  y =±00,  valeurs  qui  répondent  à  x=oo.  Ainsi  les  points 
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de  la  courbe  en  lesquels  les  tangentes  sont  parallèles  à  Taxe  des  x  son! 
situés  à  rinfini. 
Pour  X  =  0,  on  a  y  =  0,  et,  par  suite, 

^        y 

Ainsi  Taxe  des  y  est  tangent  à  la  courbe. 
Soit  encore  la  logarithmique  dont  Féquation  est 


y  =  loga:. 


La  dérivée  est  (1733) 


dy  -,,  ,       loge       0,4342945 


et  si  Ton  égale  cette  dérivée  à  0,  on  a 

d*où  x  =  co,  et,  par  suite,  y=logx=oo  ;  comme  de  plus  pourï  =  0 
on  ay=logO= — cao,  la  fonction  y  passe  donc  partons  les  états  de 
grandeur  entre  -{-  oo  et  —  go,  et  cependant  elle  ne  présente  ni  maxi- 
mum ni  minimum  proprement  dit. 

2°  Autre  particularité  des  maxiTmanu  et  des  mmimiuns»  Point  de  re- 
broussement.  Lorsqu'une  courbe  présente  deux  branches  AM,  MB  (/i?.  569 
ayant  une  tangente    conunune  parallèle  a  Taxe  des  y,  le  point  M 

répond  nécessairement  à  un  maximum 

ou  à  un  minimum.  Pour  c^  point  M. 

la  tangente  d'inclinaison  a  alors  pour 

valeur 


Fig.  569. 


p     '        p 


dy 
dx 


ou  /'(x)  =  dz  Qo. 


Fig.  570 

y 

V! 

^\ 

0 

P        X 

dy 


Le  point  M  est  appelé  point  de  re- 
broussement. 

Un  point  de  rebroussemenl  M 
[Jig-  570)  peut  répondre  à  une  tan- 
gente qui  n'est  pas  parallèle  à  Taxe 
des  y,  c'est-k-dire  à  une  valeur  de 


•^  qui  ne  soit  pas  nulle. 

3*  Une  courbe  peut  donner  une  valeur  nulle 
pour  la  dérivée  du  premier  ordre,  et  cependant 
ne  présenter  ni  maximum  ni  minimum.  C'est 
ce  qui  arrive  lorsqu'une  courbe  (fig  571)  pré- 
scTïle  un  point  d'inflexiofl  M  et  qu'en  ce  point 
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y 

y 

/h^ 

/. 

X' 

/ 

r 

y 

-^^  / 

/ 

' 

' 

X 

la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  a  Taxe  des  x\  car  alors  pour  ce 

Fig.  57,.  P^*"^  «"  ^ 

On  sera  averti  de  cette  circonstence,  puis  - 
qu'alors  la  courbe,  à  partir  du  point  M,  tour- 
nera sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  Taxe 
des  X  selon  que  la  fonction  du  second  ordre 
f'[x)  sera  positive  ou  négative  (1753).  11  est 
iiussi  à  remarquer  que  dans  le  cas  où  M  est 
un  point  d'inflexion,  la  dérivée  .du  premier  ordre  ne  change  pas  de 
signe,  puisque  la  tangente  à  la  courbe  en  deçà  et  au  delà  du  point  M 
est  inclinée  dans  ie  même  sens  sur  Taxe  des  x;  seulement  au  point  M 
le  coefficient  d'inclinaison  est  nul. 

Exemple  de  courbes  présentant  un  maximum^  un  minimum  et  un  point 
d'inJLexion,  Soit 

y  =  x»  — 3X  +  1  (i) 

l'équation  d'une  courbe  rapportée  au  sys- 
tème d'axes  coordonnés  Ox  et  Oy.  En  pre- 
nant la  dérivée  du  premier  ordre  et  celle 
du  second  ordre  on  obtient: 

y'=3a:«-3, 
y"  =  6a:. 

Pour  le  point  d'inflexion  M,  la  dérivée  du  second  ordre  étant  nulle 
(4754),  posant 

y"  =  6j:  =  0,    d'où    x  =  «, 

on  voit  que  le  point  d'inflexion  est  situé  sar  l'axe  des  y.  Pour  en  déter- 
miner l'ordonnée,  on  fait  x  =  0  dans  l'équation  (1),  qui  donne  y  =  1. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  des  points  M4  et  M,  répondant  au  mi- 
nimum et  au  maximum,  on  égale  à  zéro  la  dérivée  première,  ce  qui 
donne 

3x*  — 3  =  0, 


d'où  X 

Par  suite,  l'équatioTi  (1)  donne: 


dtl. 


y  =  l  — 3+1=  — 1, 
y  =  -i  +  3-M=:-|-3. 


Ainsi  les  points  Mj  et  M,  ont  pour  coordonnées  : 
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RAYONS  DE  COURBURE. 


1765.  Étant  donnée  Téquation  d'une  courbe  MMD  sous  lafonne 


Fig.  573. 


proposons-nous  de  trouver  la  valeur  du  rayon  de  courbure  (1275). 

Soient  M  et  M'  deux  points  voisins 
sur  la  courbe,  MA  et  M'B  les  tangentes 
a  la  courbe  en  ces  points,  et  MC,  M'C 
les  normales  aux  mêmes  points.  L'arc 
MM'  devenant  de  plus  en  plus  petite 
à  la  limite  la  corde  MM'  se  confond 
avec  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  et 
le  triangle  MCM',  dont  le  somnïet  C  est 
le  centre  de  courbure  en  M,  est  rec- 
tangle en  M  et  donne 


tangC  = 


MM' 

MC 


d'où    MC  = 


MM' 

tangC 


L'angle  C  des  deux  normales  et  celui  p  des  deux  tangentes  étant  égaux 
entre  eux  comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires,  on  a  tangC=tangP, 
et,  par  suite, 


MC  = 


MM' 


(«i 


tangp* 
L'angle  a'  étant  extérieur  au  triangle  AEB,  on  a  p  =  a' — a,  et  '  1112; 


tang  p  : 


tang  g'  —  tang  a    __   i'  —  i 
~~  1  +  «" 


(2) 


1  +  tang  a  tang  a' 

en  désignant,  pour  abréger,  par  i  et  i'  les  tangentes  d'inclinaison 
tang  a  et  tang  a'  aux  points  M  et  M'.  Comme  à  la  limite  de  rapprocbe- 
ment  des  points  M  et  M',  i'  ne  diffère  de  i  que  d'une  différentielle  di, 
on  peut  poser 

f'  =  i  +  dt, 
et  cette  valeur  de  i'  substituée  dans  l'équation  (2)  donne 


.     ^  Q  _    t  +  dt  —  i    _  Ai 

tang  P  -  4  ^  ^(-  ^  ji^j  -  1  ^.  i«  4.  idi' 


(3) 


D'autre  part ,  le  triangle  rectangle  MM'Q  donne 

MM'  =  V  MQ'  +  M'Q'  =  v'(dx)»  H-  (dy)*  =  &x\J\  ^  ^g)*.    (4) 
llemplaçant  tang  p  et  MM'  par  leurs  valeurs  (3)  et  (4)  dans  (ij»  il 
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vient 


,_^\/^-^(fe)'^^+^^  +  ^'^^' 


MC= ^ 

Remarquant  qu'au  numérateur  on  peut  négliger  idi  par  rapport  k 
1  +«■,  on  a,  en  divisant  les  deux  termes  par  dx  et  en  représentant 
par  p  le  rayon  de  courbure  MC, 


■  VA^lT" 


+1^) 


d£ 
dx 
Ayant 

é  =  tanga  =  f=/'(x,      et      |  =  g  =/"(x,, 
la  relation  précédente  peut  s'écrire 

_  (l  +  [/W]f  (i  +  [f{x)Y)  _  (i  -f  lf{x)]*f  ■ 

P-  r{x)  .-     r{x)     •      f^^ 

Si  Ton  adopte  toujours  le  signe  +  pour  le  numérateur,  p^rendra  le 
signe  de  f"{x)^  et  sera  par  conséquent  positif  ou  négatif  selon  que]la 
courbe  aura  sa  concavité  tournée  vers  le  sens  positif  ou  négatif  des  or- 
données y  (1753). 

Application  à  la  parabole,  L'équ/ition  de  la  courbe  étant  (1240) 


y«  =  2px, 


on  a  successivement  : 


dy 
^dx      ^"      y^=P' 

Cette  dernière  relation  dififérentiée  donne  (1737) 

di    .    •  d.y 

d»   .  -, 


d'où  -T-    ou    /"(x) 


-r-      OU     /"  X)  = =  f-. 


(-es  valeurs  substituées  dans  [la  formule  fo)  du  rayon  do  courbure? 
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doDoeot 


l"  * 

?;  _ 

p.  y'* 

^+p'* 

?  — 

p* 

•^  tndiqaeqiie 
Pour  y  =  0. 

p  a  on  .«igni»  i 
on  a 

contraire  â  ceini  de 

y- 

• 

Ainsi  au  ffommel  de  la  parabole  le  rayon  de  courimre  est  le  doolile  de 
la  distance  do  foyer  ao  sommet  { 238  . 
jépplteation  à  la  ckmcmjérence.  De  l'éqaatÎMi  de  la  circonférence  1 166 

on  déduit  successivement  4743^  : 

— -  dz  =  îdy  +  ydi, 

dx       y  \  dr/  y        ' 

Remplaçant  /"x)  et  f'^  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  géné- 
rale (6),  il  vient 

Ainsi  le  rayon  de  courbure  est  une  constante  égale  au  rayon  du 
cercle. 
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NOTIONS     PRÉLUflNAIRCS. 

1764.  Ohfet  du  calcul  intégral.  Intégraiion.  Intégrale.  Le  calcul  ÎD- 
tégral  a  pour  objet,  étant  donnée  la  dérivée  y'  d*une  fonction  y  sous  la 
forme 

de  trouver  la  fonction  eUis-aiènie 

ou  bien  encore,  étant  donnée  la  loi  des  accroissements  simultanés  de  la 
fonction  y  et  de  la  variable  ac  sous  la  forme 

dy=f'{x]dx, 

de  trouver  la  relation  qui  lie  la  fonction  y  à  la  variable  x»  c'estrà-dire 
de  trouver 

Comme  on  le  voit,  l'objet  du  calcul  intégral  estrînverse  de  celui  du 
calcul  différentiel. 

Le  calcul  intégral  résout  dans  toute  sa  généralité  la  question  :  étant 
donaée  l'équatîoo  d'iuie  tangente  à  une  courbe  sous  la  forme 

^-/■(.)=^, 

trouver  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

Ainsi  les  fonctions  simples  ou  fondamentales  (1732,  1733,  1734, 1739] 
yncof*»  ysaloffl:,  y  as  sinac,  y=cco8a;, 

ayant  respectivement  pour  dérivées  et  pour  différentielles  : 

y'  =  7iMc«»-\         y'^-~y         y'==cosx,         y'  =  — sinx; 

dy  =  înx»»-*dx,    dy  =  — ^  dx,    d^r  =  c^xdx,    dy^-^  sinâodxj 

si  Ton  donnait  une  de  ces  dérivées  ou  une  de  ces  différentielles,  le  ta- 
bleau qui  vient  d'être  formé  fournirait  immédiatement  la  relation  fon- 
damentale dont  elle  dérive. 
Cependant,  comme  une  même  dérivée,  par  exemple  celle 
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OU  une  mémo  diflférentielle  * 

dy  =  ma?»-*da:, 
répond  non-seulement  k  la  fonction 

y  =/W  =  ac*, 
mais  aussi  à  la  fonction 

y=/(x)+C,  (i) 

C.  étant  une  constante  tout  à  fait  quelconque;  ce  qui  résulte  de  ce  que 
deux  fonctions 

y=/(x)      et      y=:/(a;)+C, 

qui  ne  diffèrent  que  par  une  constante  C,  donnent  la  même  dérivée  ou 
la  môme  diflFérentielle  (1735) 

g=y'-/'(x),    dy=/(x)dx; 

il  s'ensuit  que  si  Ton  donne  la  dérivée  ou  la  différentielle,  on  doit  en 
conclure  que  la  fonction  primitive  est  de  la  forme 

y=/(a;)  +  C. 

Cela  signifie  que  si  la  courbe  C  (fig,  574),  dont  Téquation  est 

Fig.  574.  y  =:f{x), 

satisfait  à  la  question,  il  en  sera 
de  même  de  toute  autre  courbe  C\ 
dont  Fordonnée  d'un  point  quel- 
conque A  donne 

AP=MP±MA. 

La  longueur  MA  est  ici  la  constante 
arbitraire  C  de  la  relation  (l^. 

H  est  à  remarquer  qu'en  A,  M  et  A  les  trois  courbes  ont  le  même 
coefficient  d'inclinaison,  puisqu'il  est  pour  chacune /'(x)  ;  autrementles 
tangentes  aux  courbes  on  ces  points  sont  parallèles  entre  elles. 

Dans  les  applications,  la,  constante  C  cesse  d'être  arbitraire  dès  qu'on 
connaît  un  point  de  la  courbe  G,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  dès 
qu'on  connaît  un  système  de  valeurs  de  y  et  a:  pouvant  vérifier  l'équa- 
tion (1)  ;  car  en  remplaçant  dans  cette  équation  y  et  a:  par  leurs  valeurs, 
on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  C. 

L'opération  par  laquelle  on  passe  de  l'équation  différentielle 

dy  =fix)dz 
k  la  fonction 

y  =/(a:)  +  c 

se  nomme  intégration,  et  celte  fonction  résultat  est  Vintégrale  de  la 
diflFérentielle  dy. 
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1 76».  Interprétation  géométrique  d'une  quantité  intégrale.  Notation 
dPune  intégrale.  Limites  d^une  intégrale.  Intégrale  définie.  Intégrale  in- 
définie* 

Soit  donnée  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre 


y'=m=% 


iw 


d^où 


Fig.  575. 


et  proposons-nous  de  retrouver  sa  fonction  primitive 

î/=/(x)  +  C. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AMM'B  la  courhe  roprésonta- 
tive  de  cette  fonction  p^iuliti^('. 

Considérant  deux  points  infiniment  voisins 
M  et  M'  de  cette  courbe,  à  la  limite,  Taccrois- 
sement  M'Q'  de  l'ordonnée  MP  est  la  différen* 
tielle  dy  de  cette  ordonnée  MP  =  y,  et  l'ac- 
croissement PP'  de  Tabscisse  OP  est  la 
diftérentielle  dx  de  cette  abscisse  OP=a:; 
et  Ton  voit  que  pour  passer  de  l'ordonnée 
d'un  point  A  à  Tordonnée  d'un  autre  point  H 
de  la  courbe,  il  faut  ajouter  à  Tordomiée  du  point  A  la  somme  d'un 
certain  nombre  d'accroissements  tels  que  M'Q',  M"(i"...,  qui  peuvent  vivo 
inégaux  entre  eux,  mais  que  Ton  suppose  très-petits. 

Comme  à  la  limite  l'arc  MM'  se  confond  avec  sa  corde  ou  mt^me  ave:: 
la  tangente  à  la  courbe  en  M,  la  figure  MM'Q'  est  un  triangle  rectiligne 
rectangle,  qui  donne 

M'Q'  =  MQ'tang:M'MQ'), 

dy  =  ^^  df  =  ^W\^)  —  2/'ti-r, 

en  désignant  par  y'  la  tangente  d'inclinaison  en  M. 
L'élément  M'M"  donne  aussi 

M-Q"ou  dy,  =  dj:,i^; 

et  comme  il  en  est  de  même  pour  tous  les  éléments  de  la  courbe  AB,  on 
voit  que  la  quantité  BC  qu'il  faut  ajouter  a  l'ordonnée  du  point  A  pour 
avoir  celle  du  point  B  est  la  somme  des  différentielles  dy,  dy,...,  c'est- 
à-dire 

2dy  =  Sy'do:, 

en  représentant,  pour  abréger,  par  Sdy  la  somme  de  toutes  les  quai.- 
tités  analogues  h  dy  et  par  ^y'i\x  la  somme  de  tous  les  produits  ana- 
logues à  y'dj. 
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Cette  somme  eat  Fintégrale  cherchée  de  dy,  et  on  rèerit 

r'dj, 


jdy=yd 


qu'on  lit  intégrale  de  dy  égale  intégrale  de  y'àx. 

Cette  somme  ou  intégrale  devant  être  calculée  depuis  le  point  A  jus- 
qu'au point  B,  désignant,  par  exemple,  par  a  Tabscisse  de  A  et  par  b 
relie  de  B,  l'égalité  précédente  s'écrit 


que  l'on  énonce  Vintégrale  entre  les  limites  ^ethde  ày  égale  Vintégrale 
mire  les  limites  k  et  h  de  y'da;,  et  qui  signifie  que  l'intégrale  d'une  quan- 
tité différentielle  de  la  forme 

dy=/'(x)dx 

est  la  somme  des  accroissements  dy  de  la  fonction  y,  faite  entre  deux 
limites  a  et  6  répondant  à  deux  ordonnées  ou  valeurs  particulières  finies 
de  la  fonction  y. 

Une  de  ces  limites  peut  être  nulle  ou  négative;  c'est  ce  qui  arrive 
selon  que  le  point  A  se  trouve  sur  Taxe  des  y  ou  a  gauche  de  cet  axe  ; 
dans  l'un  ou  l'autre  cas  l'intégrale  s'écrit 

\   dy  =  i  y'dx,      ou      V    dy  =  \     y'di. 

l.a  limite  a  étant  négative,  celle  h  peut  aussi  être  nulle  ou  négative. 

L'intégrale  prise  entre  deux  limites  prend  le  nom  d'intégrale  dë/fftâe, 

c 

et  l'intégrale  sous  la  forme  générale  V  dy  prend  celui  d'intégrale  indé- 
finie. 

1760.  Exemple  du  calcul  d'une  intégrale  définie  dont  les  limites  sont 
„.     ,.  données.  Soit 

iMg.  b76. 

(!) 


y 

/ 

/ 

^ 

A^ 

/ 

Q 

/ 

0 

p 

ft         X 

f  =  {  x'dr. 


ce  qui  donne  (1732,  1764) 

y=|^  +  C,  (2) 

et  proposons-nous  de  calculer  cette  intégrale 
entre  les  limites  correspondant  aux  points  A  et  B,  dont  les  coordonnées 
sont  : 

Calculer  l'intégrale  \  x'dx  entre  les  limites  correspondant  aux  point» 

Digitized  by  VjOOQIC 


eALCITL  lirréORAL.   notions  PRÉLltftNAHtES. 


833 


A  et  B  rcverrant  géométriquement  à  trouver  la  longueur  BQ  cfii^il  faut 
ajouter  à  AP  pour  obtenir  Bft,  la  relation  (2)  donnanort 

AP=y  =  ^'+C,      et      BR  =  y  =  Ç  +  C, 


BR 


_AP=BQ=f-|'  =  JW 


Ainsi  le  résultat  demandé  s'obtient  en  remplaçant  successivement  dans 
riniégrale  indéfinie  (1)  lavaviable  x  par  ses  deux  valeurs  correspondant 
aux  limites  de  V intégrale^  et  en  prenant  la  différence  algébrique  des  deux 
résultats  trouvés, 

1767.  Une  intégrale  définie  peut  être  représentée  géoméiriquement par 

Vaire  d'une  courbe.  En  effet,  si  Ton  con- 
struit les  courbes  C  et  C  représentatives 
de  la  fonction  primitive  et  de  la  fonction 
dérivée  du  premier  ordre 

et 


Fig.  577. 


(1) 


d'où 


^'=^=/'w. 


dy=/'(x)d!r  =  y'ét, 

comme  en  intégrant  cette  dernière  ex- 
pression on  retrouve  la  fonction  primi- 
tive (1),  on  a 


ou 


'  =  i^' 


=  \  y'àx. 


(2) 


L  accroissement  infiniment  petit  dx  de  la  variable  x  étant  représenté 
géométriquement  par  PP'=P,P'j,  et  y'  par  Tordonnée  M,Pit  le  pro- 
duit y'dx  Test  par  le  trapèze  Mj  P,  M'i  P', ,  puisque  à  la  limite  on  peut 
supposer  M jPi  =  M'iP',,  et  il  en  résulte  que  raccroissement  dy  =  M'û' 
de  l'ordonnée  y =MP  de  la  courbe  C  est  représenté  par  l'aire  MjPjM'jP'i. 
Comme  un  autre  accroissement  quelconque  de  l'ordonnée  est  de  même 
représenté  par  l'aire  correspondante,  il  en  résulte  que  pour  passer  de 
l'ordonnée  du  point  A  à  l'ordonnée  du  point  B,  la  somme  totale  BD  des 
accTTHSsements  infiniment  petits  de  y  sera  représentée  par  la  somme 
des  aires  infiniment  petites  correspondantes,  c'est-à-dire  par  Taire 
AjA'jBiBV  Ainsi  Ton  peut  poser 

r  dy  =  r  y'dx  =  surf.  A,  A\  Bj  B\ , 

a  cib  étant  les  limites  de  l'intégrale,  c'est-à-dire  fixant  les  ordonnées 
entre  lesquelles  cette  aire  est  calculée. 
En  résumé,  on  voit  que  le  calcul  d'une  intégrale  définie  peut  toujours 
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se  réduire  à  déterminer  Taire  d'une  courbe  comprise  entre  deux  or- 
données, ces  ordonnées  correspondant  aux  limites  de  Fintégrale,  et 
cette  courbe  représentant  géométriquement  la  fonction  dérivée  du  pre- 
mier ordre  de  la  fonction  cherchée,  donnée  sous  la  forme 


y=f[^)-=^\y' 


REGLES    D   INTEGRATION. 

1768.  Intégrales  des  Jonctions  simples.  Il  n'y  a  pas  de  méthode  de 
recherche  pour  remonter  des  fonctions  dérivées  ou  des  fonctions  diffé- 
rentielles aux  fonctions  simples  qui  les  ont  données.  La  fonction 

y  =  a:"  (1) 

ayant  pour  dérivée  (1732) 

^  =  y'  =  ma:— \  (2) 

et  pour  différentielle 

dy  =  ?nar*»-*da;,  (3) 

si  Ton  donne  Tune  des  expressions  (%)  ou  (3),  et  qu*on  demande  la  fonc- 
tion primitive,  la  réponse  sera 

y=/(x)  +  C, 

et  Ton  écrira 


^  dy  =  \mj;'*-'dx  =  ar«  -f  C  ; 


c'est-à-dire  que  pratiquement  on  fera  les  opérations  inverses  de  celles 
qui  fournissent  la  différentielle.  Ainsi,  dans  l'exemple  choisi,  on  aug- 
mentera Texposant  (m  — 1)  d'une  unité  et  l'on  divisera  par  le  nouvel 
exposant  et  par  dx,  ce  qui  donnera 


^  dy  =  \7nx"»-*di    ou    y  = 


m 


puis  on  ajoutera  une  constante  arbitraire  C,  afin  d'avoir  l'expression 
générale  dont  la  dérivée  est  mx"^*. 

Cet  exemple  montre  que  \di  formule  générale  de  V intégration  d'une  ex^ 
pression  différentielle  dans  laquelle  la  variable  x  est  élevée  à  une  puM- 
sance  quelconque  est 

Cette  règle  n'est  cependant  pas  applicable  daiis  le  cas  où  n  =  —  I.  En 
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t'ffet,  elle  donne  alors 

qui  est  le  symbole  de  Fimpossibilité  (48fi).  Mais  la  fonction 

y  =  logx 
donne  (1733) 

dy  =  \oge—y 

et  si  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  népérien  (405), 

,         ôx 

«expression  différentielle  qui  a  alors  pour  fonction  primitive 

\dy  =  \-^  =  L.x  +  C, 

et  non 

co-f-C. 

Tableau  de  quelques  iivtégrales  et  de  leurs  différentielles 
correspondantes. 

x^da;  =  — —  +  C.  1 

w  + 1 

aiogi  =  i5^dj:,  (1733)      Ç^^^  dx  =  log  i  +  C.  »      i 

da-  =^^a'dx,  (4741)      Ça-dx  =  J^S-^  o'  +  C.  3 

log<?  '     J  loga 

dsinx=  cosxdx,  (1734)      Vcosadx  =  sinx  +  C.  4 

dcosx  =  — sinxdx,  (4739)      Uinxdx  =  — cosx+C.  5 

Pour  X  <  î  : 

2 

I  •  dx  /.«,,,x\      r     dx  •        .  /^ 

d  arc  sm  x  =  ,  1742       \   ,  =  arc  sm  x  +  C.  8 


l  arc  cos  x  =  ■ 


v/i  — x«' 

-dx  ,.«,^,      C     dx 


,    ^''.,  (1742)      C— 2^  =  -arccosx  +  C.  9 

darclangx=;j--— î,  (1742)      L        ,  =:arc  tangx  +  C. 

darccotx=^p-p-j,  J__  =_arctangx  +  C. 


10 
it 
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i  769.  L'intégrale  d'une  somme  de  différentielles  dune  même  variable  i 
est  la  somme  des  intégrales  des  différentielles  ^i  composent  celte  somme. 
En  efTet,  la  somme  algébrique 

dans  laquelle  UyV  eiz  sont  des  fonctions  quelconques  d'une  même  va* 
riable  x,  donnant  (1736) 

d(u  +  r — z)  —dw  +  dc  —  dr, 

on  a  bien,  en  iirtégrant  le»  deux  membres, 

-»  *  -»  ■* 

U;tt  +  r  — z)  =  ^du  +  idt?  — Vdz  +  C, 

ou 

C  étant  la  somme  des  constantes  qu*il  faut  ajouter  aux  intégrales  par- 
ticulières. 
!•'  Exemple,  En  intégrant  l'expression  différentielle 

dy  =ac*dx  +x"dac— xi»dx, 

on  obtient  ainsi  (1768) 

jj^+l  /j^+i  jfiH-l 

2*  Exemple,  De  même  en  intégrant 

dy  =  — ^  dx  +  cosxdx, 
^  X 

on  obtient  (1768) 

dx+  \cosxdx=:logx  + sinx  +  C. 

1770.  Tout  facteur  constant  dune  expression  différentielle  est  cw- 
serve  comme  coefficient  dans  Tintégrale  de  cette  expression.  En  effet,  la 
fonction 

y  =  a/(x), 

dans  laquelle  a  est  une  constante,  donnant  (1737,  V\ 

dy  =a/'(x)dx, 
réciproquement,  en  intégrant  cette  dernière  fonction  on  a  bien 

Ja/'(x)dx=a/(j)  +  C. 

Comme  application  on  a  (1768)  ' 

5x» 


'=i 
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1771.  La  camidéraiion  du  coeJScient  canséomt  permet   de  déduire 
directement  les  intégrales  de  cej'taines  fonctions  de  celles  du  n"  1768. 
1"  Exemple,  Les  foncticNds  différentielles 


dy  =  — -     et    dy=-2|-da: 


ne  différant  que  par  le  coefficient  constant  logp,  leurs  intégrales  no 
diffèrent  que  par  ce  même  coefficient,  et  comme  on  a  (1768" 


on  a  donc 


Ji^dx  =  loga:4-C, 

rdx^logx 
J  X       loge 


Si  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  népérien  (403),  comme 
alors  L.e=  i,  on  a 

2*  Exemple,  a  et  6  étant  des  coefficients  constants,  on  a  (439, 
1768,  1769) 

{{ax-^-  6a:»)«dx  =  Ç  a»x»  dx  +  f  %abx^  dx+{  b^x'  cl  j- 
_  a'x*       2a6x*       bV      ,, 

1772.  Intégration  par  changement  de  vainable  ou  par  substitution. 
Une  fonction  différentielle  qui  n'est  pas  immédiatement  intégrablc  le 
devient  quelquefois  par  un  changement  (le  variable. 

r'  Exemple.  Soit  à  intégrer 

dy  =  (ax  +  ôxj^^dx.  (I  ; 

On  peut  développer  le  second  membre  d'après  la  formule  du  binôme 
de  Newton  (518),  puis  intégrer  séparément  chaque  terme;  mais  il  est 
plus  simple  d'opérer  de  la  manière  suivante.  On  pose 

ax  +  6x  =  «    ou    (a  +  6)x  =  z, 
d'où 

X  =  — ^     et     dx  =  — -7  dz  ; 
a  \-  b  a-\-  b 

on  substitue  ces  valeurs  de  ax+  6x  ot  de  dx  dans  la  relation  (1),  qui 
devient 
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on  intègre  les  deux  membres,  ce  qui  donne  (1768,  1770) 

1        ^+'     .  ^ 
a  -\-  0  m  -\-  \ 

ou,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  ax-hbx, 

1      {ax-hbx)^+^   ,  ^ 
y=ïT6       7n  +  1 '^^• 

2*  Exemple,  Soit  k  trouver  Tintégrale 

]^^    5«\A^    V-©' 

On  pose 

-  =  25 ,      d'où      dx  =  aàz      et      (  - 1   =  z*  ; 
a  \aj 

ce  qui  donne,  en  substituant  dans  (l'j, 

y  =  [-7^=dz  =  a* Ç   ,^    ■  =a»arc  sin 2:+C=a» arc  sin  -  4-C.  (176a) 

3*  Exemple.  Soit 

y  =  Jtangxdx  =  Jj;^"^.dz.  (1") 

On  pose 

cosa:  =  2,      d'où      dz  =  —  sinxdx      ou      sinxda:  =  —  dz, 
et  remplaçant  dans  (1")  sin  xdx  et  cos  x  par  ces  valeurs,  on  obtient 

r-^^-log^      ^^^logcosx 
•^      J     z  log  e  log  (? 

En  prenant  les  logarithmes  dans  le  système  népérien  (405),  L.«  =  l, 
et  par  suite  on  a 

y  =  —  L.COSX  +  C. 

i*  Exemple.  Soit  à  intégrer,  A  étant  une  constante. 


Posons 


dy  =  7 r-TTi»-  ^* 

^       (ax  +  6)» 

ax  +  o=z'  dou      x= et      dx= — . 

'  a  a 


Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (!'"),  elle  devient 
,    _\{z  —  b)^iz       A  fz^dz       26zd;g       b*dz\ 
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OU 

dy  =  ^,  (^-9ibz-*dz  +  b*zr-*éz\; 
d*où,  en  intégrant  les  deux  membres  (1768«  1769, 4771), 

ou,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  ox  +  6, 

A/log(ax+6)  26  ^'       ^  ,  r 

^""a»\      loge       "^oaî  +  ô       2(aa:  +  6)V 

5*  Exemple.  Soit 

y  =  \  v/a*— x*  dx.  (a) 

On  pose,  ;r  étant  une  première  variable  auxiliaire, 

X  =  a  sin  z ,  (a') 

d'où  (1734) 

dx  =  a  cos  zàz      et     x"  =  a"  sin*  z , 
et,  par  suite, 

y^a'  —  x*  =  v^a*  —  a»  sin*  2;  =  a  v^1"^^^sîn*7  =  a  cos  2:.   (1107) 

Remplaçant  dx  et  y^a" — x*  par  ces  valeurs  dans  (a),  il  vient 

y  =  \  a*  cos*  zdz  =  à^\  cos*  rdz.  (6) 

Ayant  (1113) 

«       •         -        j»   *            •         1  +  cos  sur 
cos  2«  =  2  cos*  2  —  1,      d  ou      cos*  z  = 5 , 

la  relation  (6)  peut  s^écrîre 

,  f  1  +  cos 22  .        ^,  C  Ae  ,  „t  r cos2z 

ou  » 

a*r  ,     ,fcos22  ,  .  . 

Pour  intégrer  le  second  terme  de  cette  dernière  relation,  posons 


22  =  «,      doù      z= -,      et      d2=— . 


On  a  alors 


a*2  ,     ,  f  costt  dw       a»2   ,   a*  „.    ,,_  a*2       a*    . 
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Gomme  la  relation  {a')  donne 

X  .  .     X 

sm  z  =  -       et      z  =  arc sm  -, 
a  a' 

et  que  de  plus  on  a  (1107, 1113) 
et 


cos2=  V*-«»n'2:  =  yi— -j  =  -2^— j — , 

substituant  ces  valeurs  dans  la  dernière  expression  de  y,  il  vient 

î/  =  —  arc  sm  -  +  -=-  a  -  V^      ^ 
2  a        4     a        a       ' 

ou,  en  simplifiant  et  ayoïOaxU  la  ooostante  G» 

y  =  y  arc  sin  ^  +  j  ^a*—a^  +  G. 

Cette  formule  trouve  son  application  an  n*  ITH  pour  la  détermina- 
tion des  aires  du  cercle  et  de  Teilipse. 
6*  Exemple,  Soit  encore 

y  =  \  v^p*  +  «"  dj:,  (a) 

p  étant  une  constante. 
Posant,  z  étant  une  varîaUe  auxiliaipe, 

la  relation  (a)  devient 

y  =  \(z— x)dx=  \rdx—  \xdx=  \zdx—  y.  (a^ 

De  la  relation  (6)  on  déduit  successivement  : 
p*  +  x«=  z'—  toc  +  x', 

«  =x+  \/p*  +  x«, 

«•  =  2x«  +  p«  -f  Sb5  sfp^T^' 


L'équation  (c)  différentiée  donne  (1732, 1735,  1736,  1737) 
0  =  «zdz  —  2zdap  —  2xàf, 
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d'où 


on  a 


Z  Z  22* 

Remplaçant  dx  par  sa  valeur  dan/ 1 2dx  de  la  reUtîon  (a'), 

ou,  en  remplaçant  z  et  2'  par  leurs  valeurs, 

Cette  valeur  de  1  zàx  substituée  dans  la  relation  [a')  donne  pour  Tin- 
Cégrale  cherchée,  en  ajoutant  une  constante  C, 

Cette  formule  trouvera  son  application  au  n<»  1785  pour  la  rectification 
de  la  parabole. 
I7VS.  Intégratien  pcar  parties.  Bn  intégrant  l*«x|»raaiMi 

dy  =  Mdt?, 
dans  laquelle  u  et  v  «ont  des  fonctions  de  x»  on  obtient 

y  ou  \ttdr  =  ttt? — VtJdtt. 

En  effet,  différentiant  Texpression 

y=zvx^ 
on  a  (1737) 

dy    ou    d(îtt?)  =  »dîi  +  wdr, 
d'où 

udtJ  =  d(i«?)  — rdti, 

et  en  intégrant  les  deux  membres  on  a  bien 

y    ou    \  u&v  =  tir  —  ^  udu.  (A) 

Ainsi  rintégrale  du  produit  uàv  se  transforme  en  une  différence 
algébrique  dont  Tun  des  termes  est  le  produit  vx  des  variables  (fonc- 
tions de  x),  et  dont  l'autre  \  tdw,  quoique  de  même  forme  que  l'inté- 
grale fi*oposée,  peut  être  plus  simple. 
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!•'  Exemple.  Soit  a  calculer 

y=Uoga:dar. 

On  pose 

logx  =  u,      d'où      dtt=i2^,  (1733, 


X 

ri 


da;  =  dr,      d'où      x  =  v, 
La  formule  (A)  donne  alors 
7j    ou    floga:dx  =  xloga;  — Cxî5^^  =  a;log2:  — yogcdx, 

1 

f  log  xdx  =  x(log  X  —  log  e)  +  C  =  X  log  ï  +  C.  (393 

y  Exemple,  Soit  à  trouver 

y  =  ^  X  sin  xdx. 


Posant 

x  =  tt,      d'où      dx  =  dtt, 

et 

sinxdx 


=  &Vy      d'où      tj  =  \  sinxdx  =  —cos^,      [4768 
la  formule  (A)  donne 

C  X  sin  xdx  =  —  X  cos  X  —  V  —  cos  xdx  =  —  X  cosx  +  sin  x  +  C. 

3*  Exemple,  Soit 

y  =  V  x*a*(] 

x*  =  M,      d'où      Slxdx  =  du, 


*dx 
Posant 

et 


a'  =  v,      d'où      j^a'dx  =  dr,  (1741; 

la  formule  (A)  donne 

y  =  C  x*a»dx  =  x'a*—  \  a»2xdx.  .B) 

Pour  calculer 

{  a»2xdx, 

posant 

2x  =  w,      d'où      îdx  =  dw, 

et 

a'dx  =  dt%      d'où     î^a-  =  r,  (1768/ 

log  a 
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la  formule  (A)  donne 

Ça'2a:dx  =  2x  J^  a«- f  2  JM^  a-da:  = 
J  loga  J    loga 

a    log  e    ,      ^  log  e  log  e    ,     «  log  e    ,  /        log  e\ 

log  a  log  a  log  a  log  a       \        log  a/ 

Substituant  cette  intégrale  dans  la  relation  (B),  on  a  en  définitive 

^      J  loga       V        log  aj^ 

4*  Exemple.  Soit  à  trouver  l'intégrale  déjà  déterminée  au  n*  1772, 

y  —  \  v'a*  — x*dx. 

Posant 

M  =-y^a*  —  x*,      et      x  =  v, 

ces  relations  différentiées  donnent  (1739) 

^^  ~ /-i ,  dx,      et      dx  =  dr. 

va*  —  X* 

Par  suite,  la  formule  (A)  donne 

\  i/a"  —  x*dx  =  x  i/a'  — x"  — \ dx.  'a) 

Multipliant  et  divisant  le  premier  membre  de  cette  équation   par 
V^a'  —  x',  il  vient 

\  Ja^  —  x*  dx  =  \      ~"       dx=  \-7=^=dx— \-====dx, 
J  Jv/a«~x«  J,/a»  — X*  3^a«  — x« 

ou,  puisque  (1772,  2*  exemple) 

Sa*        ,  ,         .X 

— ===  dx  =  a"  arc  sm  -, 
V^a«  — X»  « 

V^a*  —  X*  dx  =  a*  arc  sin \    ,  dx.  (6) 

Ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (a)  et  (6),  on  a 
2  \  v^a*  —  X*  dx  =  a*  arc  sin  -  +  x  y/a'— x' , 
et  rintégrale  cherchée  est,  comme  au  n*  1772, 

S  fl*  X        X     J 

va*  —  X*  dx  =  ~  arc  sin  -  +  -  ^a*  —  x*  +  C. 
*  a      SI 

53 
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APPLiCikTION  DU  CAIXUL  IXTÉGP.AL. 
QaAdrattire  des  e«arbes. 

1774.  Solution  générale  de  la  quadrature  des  courbes.  Soit 


Fig.  î>78. 


y=f[p^) 


réqufttia»  d'orne  coupbe  C  dont  il  s'agit  de  déter- 
miner l'aire  comprise  entre  les  ordonnées  AA'  et 
BB^y  et  soient  Y,  X  les  coordonnées  du  point  A, 
et  Y',  X'  celles  du  point  B. 

Considérant  do  cette  aire  un  élément  MPP'M' 
compris  entre  les  ordonnées  voisines  MP  et  M'P', 
y  ci  X  étant  les  coordonnées  du  point  M,  à  la  limite  du  rapproelie- 
ment  de  MP  et  M'P',  celles  du  point  M'  seranty  +  dy  etx-fdx,  et 
rélénient  MPP'M'  sera  un  trapèze  dont  Faire,  que  nous  désignerons 
par  dS,  srîra  (697) 


(i) 


Cela  établi,  comme  l'on  peut  concevoir  l'aire  totale  AA'BB'  divisée 
on  petits  trapèzes  élémentaires,  celte  aire  totale  S  sera  la  somme  2dS 

ou  \dS  dos  aîpes  de  tous  les  trapèzes  élémentHifos,  (^t  l'oft  aura 


i'i/ 


&y  pouvant  être  négligé  à  la  limite  dans  les  expressions  (1)  et  (2),  la 
première  devient 

dS  =  2/dx, 
et  la  seconde. 


S=JdS=Jyd.T. 


Calculant  cette  intégrale  en  fonction  de  a:,  et  intégrant  entre  les  li- 
mites .r  =  X  et  J  =  X',  on  a  (1765  et  1766; 


La  môme  intégrale  calculée  en  fonction  de  y  entre  les  limites  Y  et 
Y'  .s'indiquerait 

S=J|.W  (3; 

De  l'équation  de  la  courbe 

y  —  M, 
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«■«édoit 

Beinplaçant  dx  par  cette  valeur  dans  (3),  il  vmui 

S: 


-ÏM''- 


<778.  1"  application.  Surface  du  triangle  rectangle.  Soit  une  droite 
p.    ^^  OB  dont  réquatîon  est  (11601 

y  =  ox,  (1) 

et  calculons  Faire  COC  comprise  entre  Fori- 
gîne  0  etTordonnée  CC.  Soient 

OC  =  6,      et      CC'  =  A. 
La  formule  générale  des  aires  (1774) 


•» 

CL/ 

B 

-^ 

1^ 

V 

"^ô 

X     il' 

C 

"1 

'     a 

s  = 


Wd^ 


donne,  en  y  remplaçant  y  par  sa  valeur  déduite  de  (1)  et  en  intégrant 
(4768,  1770), 

S=  Çaa;da?=y! +C.  (S) 

Pour  avoir  Faire  demandée  COC,  prenons  cette  intégrale  entre  les 
limites  a:  =r  0  et  x  =  6.  Or,  comme  pour  x  =  0  et  x  =  6,  on  a  respecti- 
vement 

•S  =  ê  +  C    et    S=î!^+C, 

Faire  COC'  est  donc  (1766) 

^axdx=Sç-  +  C-{0  +  C)  =  î|-.  (3) 

Comme  Fon  reconnaît  immédiatement  que  pour  x  =  0  on  a  S  =  0,  la 
relation  (2)  donne,  pour  x  =  0, 

0  =  0  +  C,    d'où    C  =  0. 

La  constante  étant  nulle,  on  peut  la  supprimer  dans  la  relation  (2), 
qui  devient 

S=:  \  axdx=  —, 
et  cela  établi,  on  peut  poser  de  suite  pour  Faire  cherchée 
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En  général,  lorsque  pour  une  valeur  déterminée  de  la  variable  Tin- 
légrale  indéfinie  s'annule,  de  Téquation  qui  en  résulte,  on  déduit  la 
constante  C,  qui  est  égale  au  résultat  qu'on  obtient  en  changeant  de 
signe  les  autres  termes  de  la  valeur  de  l'intégrale  qui  ne  s'annulent 
pas,  et  l'intégrale  définie  ayant  pour  limite  0  et  une  valeur  quelconque 
de  la  variable,  s'obtient  en  remplaçant  dans  l'intégrale  indéfinie  la 
variable  par  sa  valeur-limite,  et  la  constante  par  sa  valeur  trouvée. 

La  dernière  marche  suivie  pour  avoir  S  =  —-  est  une  application  de 

cette  règle,  qui  sera  mieux  mise  en  évidence  par  quelques-unes  des 
applications  que  nous  ferons.  Cette  règle  n'est  du  reste  qu'une  simpli- 
fication de  la  règle  générale,  dans  laquelle  C  disparaît  du  résultat  défi- 
nitif sans  qu'on  se  soit  préoccupé  de  sa  valeur. 

Le  point  G  étant  sur  la  droite  OB,  la  relation  (1)  est  vérifiée  par  Je 
système  de  valeurs  y  =  heix=b;  ainsi  l'on  a 

h  =  aby    d'où    a=Tr. 

Substituant  cette  valeur  de  a  dans  la  relation  (3),  on  a  en  définitive 
pour  l'aire  cherchée 

hb^_bh 
^  ~  26  ""  2  ' 

qui  est  bien  l'expression  de  la  surface  du  triangle  rectangle  COC  (692  . 
On  arrive  au  même  résultat  en  intégrant 


=  \ydx 


après  avoir  remplacé  do;  en  fonction  de  y.  De  la  relation  (i)  on  déduit 

dy=adx^    d'où    dx=-^, 
et,  par  suite. 

Comme  pour  y  =  0  on  a  S  =  0,  on  a  donc 

0  =  0  +  C,    d'où    C  =  0. 
Par  suite, 

et  l'aire  cherchée  est  ' 

S=  \   V  dy  =  ^.  iX> 

Les  coordonnées  du  point  C  devant  vérifier  l'équation  (i),  on  a 


A  =  aby    d'où    «  =  T , 
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et  en  substituant  cette  valeur  de  a  dans  la  relation  (2'),  on  a,  comme 
ci-dessus,  pour  Faire  cherchée, 

S  =  — =  — 
2/i  ""  2  ' 

1776.  2*  application.  Surface  du  trapèze.  Pour  avoir  l'aire  du  trapèze 
XX'BB'.Jig,  579,  il  suffit  de  calculer  l'intégrale 


=  \ydx 


(1774) 


entre  les  limites  a:  =  X  et  x  =  X',  X  et  X'  étant  les  abscisses  des  points 
extrêmes  A  et  B.  Or,  d'après  le  numéro  précédent,  de  0  à  X  et  de  0  à  X', 
on  a  respectivement  : 

donc  Taire  cherchée  est  (1766) 


H 


'''ydx  =  ^*-^'  =  ?(X--X«)  =  2(X'  +  X)(X'-X), 


Jx''  2  2""2^"^        ^""2 

Comme  l'équation 

de  la  droite  OB,  donne  respectivement  pour  les  points  A  et  B 

Y  =  aX    et    Y'  =  aX', 
par  addition  on  a 

Y  +  Y'  =  a(X  +  X'),    d'où    (X  +  X')  =  ^î!-±^'. 

Substituant  cette  valeur  de  X  +  X'  dans  l'expression  précédente  de  S,  il 
vient 

Y  4- Y' 

S  =  -î-^(X'-X). 

Expression  qui  n'est  autre  que  celle  donnée  au  n"  697  pour  l'aire  d'un 
trapèze  ayant  Y  et  Y'  pour  bases  et  X'  —  X  =  A'B'  pour  hauteur. 

1777.  3*  application.  Surface  de  V ellipse  et  surface  du  cercle.  L'é- 
quation de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  principaux  donne  (H74) 


y  =  -  v'a*  — X 
La  formule  générale  des  aires  (1774) 

S=  l^ydx 
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appiîfaéft  k  FeDIpse  desoe  donc  (1772;,  3*  exemple; 

Ja'  a        %  a      a       % 

Prenant  cette  intégrale  pour  le  quart  de  Tellipse,  c'est-àrdire  entre 

tes  limites  x=0  etx  =  a,  comme  pour  z  =  OonaS=0,  et  que  de  la 

relation  précédente  on  conchit  C  =  D^  celte  relation  précédente  donnant 

pour  x  =  a 

^      ab  .    .       TUib 

S  =  --  arc  6m  1  =  —, 

nn  a  donc  poor  Ib  quart  de  Tellipe 

s  =  C'^v^5î^:T'dx=^. 

et  pour  la  surface  totale  de  Tellipee  (1205) 

Lorsque  a  =  6  =  r,  Fellipse  devient  un  cercle  de  rayon  r,  et  l'on  a 
.728,  4205; 

S  =  îcr«. 

£  1778.  4*  application.  Aire  d'un  segment  de  parabole.  L*éqoation  de 
Fig.  580.  la  parabole  rapportée  à  son  sommet  étant  (1240) 


(*) 


la  formule  générale  des  aires  (4774) 

S=  fydx 
donne 

S  =  J  v^  x*dx  =  Afe  +  ^  =  I  y/^  xx  +  C+|a:y-hC. 

2 

Désignant  par  Y  et  X  les  coordonnées  fla  point  H,  on  obtient  l'aire 
du  segment  OMP  en  prenant  l'intégrale  précédente  entre  les  limites 
x  =  Oetx=X.  Or  pour  x  =  0  on  a  S  ==  0  et  de  la  relation  précédente  on 
conclut  C  =  0;  donc  Taire  cherchée  est,  comme  au  n'  1257, 


On  peut  intégrer 


S=  r  v/2px*dx=|xY. 


=r  ^  y  dx 
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par  rapport  à  la  variable  y,  A  cet  efifet,  de  la  retaUofi  (l)  ott  déduil 

:ay  dy  =  2p  dx,    d'où    d;r  =  |  dy, 
cl  celle  valeur  de  dx  substituée  dans  la  râleur  précédente  dn*  S  donne 

Poenantieetle  ixitégraie  entre  kfs  limitoe  y  =sO  et  y  =^  Y,  CAOUoe  pour 
y  ='tt  DE  a  fi^^^d  et  Cs^tt»  Faipe  ohevchée  ctsit  donc 


ou,  puisque  Y*  =  2lpX, 


-£^-è- 


3p  3 


1779.  5'  application.  Aire  de  la  sinusdide.  L'équation  de  cette  courbe 
étant 


y  =  sm  X, 
la  formule  générale  des  aires  (1774) 


i; 


S  = 


donne  (1768) 


=5"*" 


-i 


8=  \  sin  xdx  = -»•  cosx -f  C. 


:i) 


Fi^.  561. 


Vï 


;avoir  Faire  S  du  segment  CAP  on  prend  cette  intégrale  entre  ]es 
limites  x  =  0  et  x  —  OP  =  - ,  ce  qui  donne  respectivement 

S  =  — 4  +C      et      S=— 0  +  C. 
Par  suite  Faire  OAP  est,  en  négligeant  la  constante  C»  qui  s'annule. 


S=  r,sinxdx=0— (—  T  =1. 
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En  suivant  la  seconde  marche  du  n*  1775,  remarquant  que  pour 
a:  =  0  on  a  S  =  0,  et  que  la  relation  (2)  devient 

0  =  — i+C,      d'où      C=i, 
comme  pour  x=  -  on  a  cosa;  =  0,  on  a  donc  bien 


=  f 


sin  xdx  =0  +  1  =  1. 


LUnterprétation  pratique  de  ce  résultat  est  facile,  Téquation  (1)  sup- 
posant que  le  rayon  R  de  Tare  x  est  pris  pour  unité,  il  en  résulte  que 
Taire  S  =  AOP  est  équivalente  à  celle  d'un  carré  qui  a  R  pour  côté.  Si, 
par  exemple,  R=3'",00,  on  a  S  =  9"%00. 

L'aire  OAB  est  double  de  celle  OAP,  et  a  pour  valeur  numérique  le 
nombre  2,  qu'on  obtient  en  prenant  l'intégrale  (2)  entre  les  limites 
a;  =  0  et  x  =  OB=n,  ce  qui  donne  bien,  puisque  cos«  =  --l  ou 
—  cos  t:  =  1, 

S=  i^  sina;da:  =  l  +1=2. 

1780.  6"  application.  Aire  de  la  logarithmique.  L*équation  de  cette 
courbe  étant 

î/  =  logx,  (1) 

substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  générale  des  aires  (1774), 
on  a  (1773) 

S=  \ydx=  \loga:dx  =  x(logx  — loge)  +  C  =  xlog-î  +  C. 

Si  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  népérien  (404),  on  a 
L.e  =  l,  et  par  suite 

S  =  ^L.xda;  =  a;L.a:  — x  +  C.       (2) 

Comme  pour  x  =  0,  la  surface  S  se  réduit  à  0, 
on  a  d'après  la  relation  (2) 

0  =  0  +  C,      d'où      C  =  0. 

La  constante  G  étant  nulle,  la  relation  (2) 
devient 


Fig.  582. 

y 

^L^î^^î 

- 

^ 

T 

=J 


L.xdx=xL.x— X. 


(3) 


Intégrant  entre  les  limites  x  =  0  et  x  =  OA  =  l,  on  obtient  pour 
l'aire  S  de  la  partie  OAM'  qui  s'étend  indéfiniment  vers  Taxe  des  y 
négatifs 


-î: 


L.xdx  =  0  —  1  =-*-l. 
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Ainsi  Taire  OAM'  est,  abstraction  faite  da  signe,  équivalente  à  Taire 
du  carré  qui  a  pour  côté  la  longueur  OA  prise  pour  unité.  Si  à  Téchelle 
choisie  OA  =  5  millimètres,  par  exemple.  Taire  OAM'  est  de  — 25  milli- 
mètres carrés. 

Intégrant  la  relation  (3)  entre  les  limites  x=  1  =  OA  et  a;  =  X  =  OP, 
on  aura  Taire  AMP.  Or  comme  pour  x=i  et  x=X  la  relation  (3)  donne 
respectivement 

S  =  — i,      et     S  =  XL.X  — X. 
On  a  donc  pour  Taire  AMP 

L.xdx^XL.X— X+i. 


<' 


y. 


1781.  Mesure  des  aires  par  approximation.  Soit  proposé  d'évaluer 
Taire  d'une  courbe  comprise  entre  les  deux 
Fig.  583  ordonnées  AA'  et  CC.  Menons  Tordonnée  BB' 

également  distante  des  ordonnées  extrêmes 
AA',  ce,  et  par  les  points  ABC  imaginons 
qu'on  fasse  passer  un  arc  de  parabole  dont 
Taxe  soit  parallèle  à  A'y;  on  peut  admettre 
que  cet  arc  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la 


T  t.-     «       courbe  ABC  et  que  son  aire  est  sensiblement 

Taire  demandée. 
La  parabole  dont  Tare  ABC  fait  partie  ayant  son  équation  de  la  forme 

y  =  a  +  6x  +  ex*,  (1) 

si  Ton  prend  AA'  pour  axe  des  y^  on  aura 

en  appelant  y^  Tordonnée  du  point  A;  car  Téqualion  (\)  devant  être  vé- 
rifiée par  un  point  quelconque  de  la  parabole,  elle  Test  par  le  point  A, 
et  comme  ce  point  donne  a:=0,  on  a  bien  yo=a. 
L'équation  (1)  peut  alors  être  remplacée  par  cette  autre  : 

y  =  y©  +  ^^  +  CI*,  (2) 

dans  laquelle  6  et  c  sont  deux  coefficients  constants  à  déterminer. 
La  formule  générale  des  aires  (1774)  donne  pour  Taire  S  =  AA'CC 

yûx  =  \      (yo  +  &x  +  ca:")dx, 

0  Jo 

ou  (1766,  1769) 

S  =  yoa:'^+-2-  +  -3-=x"(yo+-j-+  -3-)-  ^^> 

Pour  déterminer  les  coefficients  h  et  c,  on  remarque  que  la  fbr- 
raule  (2)  donne  respectivement  pour  les  points  B  et  C 
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y'=  y,  -h  —  +  -p      ou       4y'=  4yo  +  26x"  +  cx'^  (3) 

et  que  ces  deux  dernières  équatious  perxoejtteftt  de  idjâLermaoer  6  et  c  en 
fonction  de  quantités  connues. 

Mais  cette  recherche  est  inutile,  et  Ton  peut  calcuiar  pius  sio^ile- 
ment  la  somme  entre  parenthèses  de  la  relation  (A)  tout  en  y  élimi- 
nant 6  et  c.  En  effet,  ajoutant  membre  à  membre  la  relation  y^-^y^  et 
celles  (3)  et  (4),  on  a 


d'où 


ya+  iy'  +  y"=  6yo+  Sfrx"  4-  2ca:"«=-6  (ya+  Ç'  +  ^)  ; 


^®        2  3  « 


Substituant  cette  valeur  dans  la  relation  (AJ,  il  vient 


«t  en  posant 


A'B'=B'C'=|=«,      d*où      Ç  =  |, 


on  a  en  définitive 


S=£"ydx  =  ^(y,+  4y'  +  y"; 


B. 


1782.  Formule  de  Thomas  Simpaoïu  Pour  calculer  Taire  d'une  courbe 

comprise  entre  deux  ordonnées  AA' 
et  EE',  on  divise  la  projection  A'E' 
an  un  nombre  pair  n  de  parti» 
(^ales,  et  Ton  mèae  des  OÊéùvmè» 
partons  Les.poinÉi  de  diviaÎML  Cala 
l'ait,  appHquant  ouocesamment  la 
formule  précédente  (B)  à  Taire  s 
comprise  entre  les  ordonnées  AA' 
ot  BB:,  à  oeUe  y  comprise  entse  les  ordonnées  Bfi'  et  GC\  et  ainai  àe 
suite,  quel  que  soit  le  .nombre  72  des  divisions  de  A'E',  on  a  : 


k^B 


Faisant  la  somme  de  toutes  ces  aires,  on  obtient  pour  Taire  toteie 
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8  =  *+*'  +  ..., 

&  =  |lyo  +  yn  +  %j+îr,+  ...+î^_i)+%,  +  y*  +  ...  +  y«-2)].      (C) 

Formule  qae  nous  avons  déjà  donnée  au  n*  1303,  ou  S  est  remplacé 

E 
par  — . 

1785.  Empioi  de  la  formule 'ée  Thevnaa  Bimpson  pour  trouver  une  va- 
leur approximatioe  d'une  mùégrttle  finie  delà  forme 


t: 


uzàx^ 


lorsque,  pour  des  valeurs  déterminées  de  x,    on  connaît  les  valeurs 
corresponduilefi  des  autres  variables  u-eX  z. 

On  divise  la  différence  Xn—Xf^  des  limites  en  nn  AOXDbne.pair  n  de 
parties  égales,  et  posant 

5lZ:Î>=5,      et     vz=:y, 
riatégrale  pre^iosée  devient  (1782) 

ou,  en  y  faisant 

yo=«o«o»     yi=wi2i,     ya="A>     »     yn=t«,A., 

On  procéderait  de  môme  pour  calculer  Tintégrale 

J'^uvzQx. 
Pesant 

^^'^^^=5,      et      uvz=zy, 

et  remplaçant,  on  obtiendrait 


3 


+  2(Mi««2s+W^VA +  ...)]• 


Cnltaiiiire  «e«  «ellde*. 


1784.  Solution  générale  de  la  cubature  des  solides.  Application  de  la 
formule  de  Thonu»  Simpson  (1789)  à  la  mtbature  d^wi  s&^de  quefcmifue. 


Digitized  by  VjOOQIC 


844  HDITIÈHE  PARTIE.  —  KOTIONS  DE   CALCUL  IHFlSITÉSniAL. 

Soit  un  solide  limité  à  deux  plans  A«  et  A. 
perpendiculaires  à  Taxe  Ox.  Le  volume  d'un 
élément  quelconque  mm'  de  ce  solide,  com- 
pris entre  deux  plans  parallèles  aux  plans 
extrêmes  Â^  et  A»,  a  pour  expression 


dV  =  Adj;, 

o*T* — ' ' — ' 5 

A  étant  la  section  moyenne  de  Télément  faite 

parallèlement  à  A«,  et  dx  son  épaisseur  infiniment  petite. 

La  formule  générale  des  volumes  est  alors 


'  =  5Ad.. 


intégrale  que  dans  les  cas  particuliers  on  prend  entre  les  limites  x^  et 
X»,  qui  sont  les  abscisses  des  points  de  rencontre  des  plans  A^  et  A» 
avec  Taxe  Oz. 

Pour  calculer  approximativement  cette  intégrale,  on  divise  la  dis- 
tance Xn — Xg  des  plans  extrêmes  A^,  A»  en  un  nombre  pair  n  de  par- 
ties égales  S,  par  les  points  de  division  on  mène  des  plans  parallèles 
au  plan  A«,  on  mesure  les  bases  A^,  A«  du  solide,  ainsi  que  les  sec- 
tions obtenues  A|,  A,...,  et  appliquant  la  formule  de  Thomas  Simpson, 
on  a,  comme  pour  les  aires  (1782) 


r  =  CAdx  =  ! 


[Ag  +  A,»  +  4{Ai  +  A,  +  ...+A,^,)  +  2(A,  +  A,  +  ...+A^l. 


On  voit  que  le  volume  Y  est  numériquement  égal  à  Taire  d'une  courbe 
qui  aurait  des  ordonnées  proportionnelles  aux  sections  A^,  A^,  A,  ...  A« 
et  les  mêmes  abscisses  que  ces  sections. 


178».  Rectifier  une  courbe^  c'est  trouver  sa  longueur  exprimée  en 
unités  linéaires. 
Soit  une  courbe  AB  dont  Téquation  est 


y  —A^)' 


(1) 


R«- 

58e. 

y 

C^-^ 

B 

M 

7 

f^ 

0 

a/ 

y 

0 

'   a* 

p  I 

*> 

S 

y  et  X  étant  les  coordonnées  du  point  M,  celles 
du  point  voisin  M'  sont  à  la  limite  de  rapproche- 
ment y^dy  et  x  +  dx,  Tare  MM'  se  confond 
avec  sa  corde,  et  le  triangle  rectangle  MM'Q 
donne 


ce  qui  n'est  autre  chose,  en  représentant  par  dL  l'arc  infiniment  petit 
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MM'  rectifié,  que  Téquation  différentielle 

dL  =  s/{ày?  +  (dx)«  ^  dx  y/l  +  (gy  =  cLc  v/l  +  [f{x)]K 

Par  suite,  la  longueur  L  d'un  arc  fini  ÂB  est  donnée  par  l'intégrale 
suivante,  calculée  entre  les  limites  a  et  6  de  la  variable  correspondant 
aux  points  extrêmes  A  et  B, 


'=^'=^V^^^K^ 


(2) 


Telle  est  la  formule  générale  de  la  rectification  des  courbes.  Pour 
rappliquer,  on  détermine  la  dérivée  f{x)  de  la  relation  (1),  on  substitue 
le  carré  de  cette  dérivée  dans  la  relation  (2),  et  l'intégrale  de  l'expres- 
sion résultante  est  la  longueur  cherchée  L. 

Application.  Soit  a  rectifier  la  parabole  dont  l'équation  est  (Jig.  580, 
n'  1778) 

y*  =  2/>x. 

On  a       g=/'(x)  =  £,    d'où    dx=|dy,    et    [f{x)]^^^,. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (2),  il  vient 

L = £dx  v/r+TTw = £|  dy  y/T^ 

S'il  s'agit  de  la  longueur  L  de  l'arc  OM  compris  entre  le  sommet  0 
et  le  point  M  {Jig.  580),  on  calcule  cette  intégrale  entre  les  limites 
c  =  y  =  0  et  6  =  Y=MP,  c'est-k-dire  entre  les  limites  0  et  Y=MP. 
Or  comme  on  a  (1772,  6*  exemple)  s 

i  J  dy  s^?qr?f  ==  E -h  ^  V^;M^  4- 51^ 

cette  intégrale  devant  s'annuler  pour  y  =  0 ,  puisque  l'arc  se  réduit  au 
sommet,  on  a 

4       2  log  e         '  4       2  log  e 

Substituant  cette  valeur  de  C  dans  l'intégrale  précédente,  on  a  en  dé- 
finitive 


Aire  «e«  murtmeeu  d^  réT«liiUe«. 

1786.  Formule  générale  de  Vaire  des  sur/aces  de  révolution^  et  ap- 
plicatioiis.  AB  étant  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution  dont  Ox 
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est  Taxe  [fig,  586),  k  la  limite,  ua  élément  MM'  =  dL  de  eette  oouibese 
confond  avec  sa  corde  et  décrit  la  surface  latérale  dS  d'un  tronc  de 
cône;  de  sorte  qu'en  désignant  par  y  ot  je  les  coordonaées  du  point  M, 
on  a  (932) 

dS  =  2R(y-h^^dL, 

dv 
ou,  en  négligeant  •—■  par  rapport  a  y  et  en  remplaçant  dL  par  son 

expression  générale  (1786), 


dS=r2:çy  VW^  +  ld-yJ'- 
Par  suite.  Faire  S  décrite  par  une  courbe  AB  a  pour  expression  gé- 
nénde 

•S  =  5l«Jy  v'(dr)«  +  (dy)».  (1) 

1"  Application  à  Vaire  de  la  sphère,  La  méridienne  ayant  pour  ori- 
gine le  centre  de  la  sphère,  son  équation  est  (1166) 

d'où 

2ydy  =  — 2xda-,      dy  =  — î—,      et      (dy)*=î-LI. 
,  if  y 

Substituant  cette  valeur  de  fdy)»  dans  l'intégrale  précédente  (4), 
on  a 

ou 

•s  =3tic\  dir  =r2rerx+ C. 

Prenant  cette  intégrale^ntreles  fimites  ïr=0  et  ar=rr,  ce  qui  fbumrt 
la  surface  de  la  demi-sphère,  comme  pour  x  =  0,  on  a  S  =  0  et*p«r 
suite  C  =  0,  on  obtient 


;  =  2«\  Axr  = 


2iîrx  +  0  =  2«r*. 


La  surface  totale  de  la  sphère  est  alors  Inr*,  comme  au  n*  937. 
2*  Application  à  Faire  du  paraboloide  de  révolution.  Soit 

y«  =  2px 

réquation  de  la  couilie  méridîtime  (1240);  on  en  déduit 

ûx      y'       \dx/        y»      ipx      %x'  * 
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^ 


Rcinplaçant  f  ^J  par  celte  valeur  dans  Fintégrale  indéfinie  (1),  on 
obtient 

=  2jcVda;v'y*  +  P*  =  2î:\dxv/2px  +  j3'=:2sv/p\da;^2«  +  p. 


Posant 


il  Tient 


(a) 


2'x  +  p  =  z,    d'où    da;  =  ~ , 

S  =  7:v'pU«d2  =  r  v/p|  +  G  =  I  îtv/K^Ï+P?  +  C. 
2 
Comme  pour  x  =  0  on  a  S  =  0,  cette  dernière  relation  devient 

0  =  |7:p«+C,    d'où    C  =  — |r/A 

Foor  avoir  la  sFurfacede  parab(^ïde  co«fpri9e  entre  le  somiBBlet  ane 
seriHm  qui  a  X  po>ur  abscisse  (/^.  580),  on  prend  Tintég^te  précédeRte 
entre  les  limites  x  =  0  et  x  =  X,  ce  qui  se  fait  en  remplaçant  STinpte- 
mcntx  par  X  et  C  par  sa  valeur  dans  IVxpression  (a),  et  Ton  a 

S  =  â^v^^dx  V2^rTF=  I  ;:v/i;{2X+i>;''—  |  np«=  ~  7:(v'p(2X+p;»— p«;. 

CntoAiBM  «e«  selMe*  «•  révelntieB. 
1787.  Formule  générale  du  volume  d'un  solide  de  révolution.  Soit 

réquatîon  de  la  courbe  méridienne  AB  {fig.  o86)  d'un  solide  de  révolu- 
tion dont  Taxe  est  Ox,  Considérant  ce  solide  V  comme  formé  de  tranches 
infiniment  minces  comprises  entre  des  plans  perpendiculaires  à  Ox, 
comme  Tune  quelconque  de  ces  tranches,  celle  engendrée  par  MPP'M' 
par  exemple,  peut  à  la  limite  être  considérée  comme  un  tronc  de  cône 
dont  les  rayons  des  bases  sont  MP  =  y  et  WP'  =  y  +  dy,  et  dont  la  hau- 
teur est  PP'  =  dx,  le  volume  dV  de  cette  tranche  est  (933) 
« 
i 
dV  =  .^  K[y»  +  (y  +  dy)^  +  y' y  +  dy ;]dx, 

ou,  en  négligeant  dy  par  rapport  à  y, 


dV  =  -^  t:  y*  -f  y«  H-  y^]±L  =  nyMx. 
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Par  suite,  le  volume  V  correspondant  k  une  méridienne  AB  a  pour  in- 
tégrale indéfinie 


r  =  7c  V  y«  dj;. 


(i) 


Fig.  587. 


1788.  Appltcations,  V  Volume  du  cône  engendré  par  le  triangle  rec- 
tangle OBP  tournant  autour  de  Taxe  Ox  sur  le- 
quel se  trouve  le  côté  immobile  OP.  L'équation 
de  la  méridienne  étant  (1160) 

substituant  cette  valeur  de  y  dans  Téquation  gé- 
nérale (1)  du  numéro  précédent,  cette  équation 
devient 

V  =  7cU«x»dx=  ^'  +  ^  =  5  7:aVx  +  C=  I  ny»x  +  C. 

Comme  pour  x  =  0  on  a  V=0,  cette  dernière  relation  devient 

0  =  OH-C,    d'où    C  =  0. 

Prenant  Tintégrale  précédente  entre  les  limites  x  =  0  qui  correspond 
ày  =  Oetx  =  A  qui  correspond  a  y  =  r,  comme  on  a  C  =  0,  le  volume 
cherché  est  donc 


V  =  7:Ça*x«dx=^7rr*A. 


(928) 


2*  Volume  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  La  méridienne  a  pour  équa- 
tion (1174) 

aV  +  ft*^*  =  a*^*,    d'où    y«  =  ^(a»— x«). 

Substituant  cette  valeur  de  y'  dans  l'équation  (1) 
du  numéro  précédent,  o'n  obtient 


V  =  :t\-^  (a*— x')dx  =  7c\— ^dx— «\-^x*dx  = 


ar  3 

Comme  pour  x  =  0  on  aV  =  0,  et  que  l'intégrale  précédente  fournit 
C  =  0,  prenant  cette  intégrale  entre  les  limites  à  x  =  0  et  x  =  a,  on  ob- 
tient pour  la  moitié  du  volume  de  l'ellipsoïde 

«        .,  6*  a'       2    ,  j 

V  =  «6«a  —  t:  -j  -^  =  ô  ^^^» 
a"  3        3 


<ît  pour  l'ellipsoïde  entier 


V=  =  .6.a. 


fa) 
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Si  Tcllipse  génératrice  tournait  autour  de  son  petit  axe,  on  aurait 

V  =  |«a«6,  (1210) 

résultat  qu'on  obtient  en  remplaçant  a  par  6  et  6  par  a  dans  la  formule 
(a),  et  auquel  on  arriverait  par  la  marche  précédente,  en  remarquant 
que  réquation  de  Fellipse  serait 

aV  +  6V  =  a*ft*,    d'où    y«  =  ~(ô«  — x«). 

(}eB(re«  de  gvmriié  des  llsares. 

1789.  Moment  et  centre  de  gravité  d^une  figure.  Le  centre  de  gravité 
d'un  corps  a  été  défini  au  n""  1560  d'après  des  considérations  mécaniques; 
mais  on  peut,  en  faisant  abstraction  de  la  pesanteur,  en  donner  une 
notion  purement  géométrique,  qui  permet  de  trouver  sa  position  par  le 
calcul,  dès  que  la  forme  du  corps,  supposé  homogène,  est  déterminée 
ou  définie  (1564). 

Une  figure  (ligne,  surface  ou  volume)  peut  être  considérée  comme 
composée  d'éléments  infiniment  petits.  Le  produit  d'un  de  ces  éléments 
par  sa  distance  à  un  plan  est  le  moment  de  cet  élément  par  rapport  à  ce 
plan  (1532).  Les  moments  de  deux  éléments  situés  de  côtés  dififérents  du 
plan  sont  de  signes  contraires  (1533).  Le  moment  d'une  figure  ou  d'un 
système  d'éléments  est  la  somme  algébrique  des  moments  des  divers 
éléments  qui  composent  la  figure  ou  le  système. 

Le  centre  de  gravité  d'un  système  d'éléments  (lignes,  surfaces  ou  vo- 
lumes) est  le  point  qui  est  tel,  que  si  tous  les  éléments  y  étaient  con- 
centrés, le  moment  de  leur  ensemble  par  rapport  à  un  plan  quelconque, 
c'est-à-dire  le  produit  de  la  somme  de  tous  les  éléments  par  la  distance 
de  ce  point  au  plan,  serait  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  des 
divers  éléments  par  rapport  au  même  plan. 

On  prouverait  qu'un  tel  point  existe  par  la  marche  suivie  au  n*  1533, 
et  l'on  déterminera  sa  position  comme  pour  le  centre  des  forces  paral- 
lèles (1534,  1562). 

\  790.  Centre  de  gravité  d'une  ligne  droite.  D'abord  le  centre  de  gra- 
vité est  sur  la  droite  ;  car  en  le  supposant  en  dehors,  en  y  faisant  passer 
un  plan  laissant  toute  la  droite  d'un  même  côté,  le  produit  de  la  somme 
de  tous  les  éléments  par  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  serait 
nul,  tandis  que  le  moment  de  la  droite  par  rapport  au  même  plan  ne  le 
serait  évidemment  pas. 

Le  centre  de  gravité  est  le  mUieu  de  la  droite  ;  car  par  rapport  à  un 
plan  quelconque  passant  par  ce  milieu,  d'abord  le  produit  de  la  sonmie 
de  tous  les  éléments  par  la  distance  de  ce  milieu  au  plan  sera  nul,  et  de 
plus,  comme  deux  éléments  de  la  droite  également  éloignés  du  milieu 
se  trouvent  à  égale  distance  du  plan,  mais  de  côtés  difiérents,  et  que 
chaque  élément  d'une  moitié  de  la  droite  a,  par  rapport  au  milieu,  son 

54 
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symétrique  sur  raotre  moitié,  il  en  résulte  qu<e  le  moment  de  la  droite 
totale  sera  aussi  nul. 

Remarque,  Par  un  raisonnement  analogue  au  précédent  on  établirait 
d'une  manière  générale  :  i*  que  tout  système  d'éléments  géométriques 
{ligABs,  surfaces  ou  volumes)  possédant  ua  centre  de  figure  a  son  een4re 
de  gravité  au  centre  de  figure  (1565);  2'  que  tMit  «yistème  composé  de 
deux  groupes  d'éléments  symétriques  deux  k  dieuK  par  rapport  à  uae 
droite  ou  par  rapport  à  un  plan  (828  à  832)  a  son  centre  de  gravité  sur 
cette  droite  ou  sur  le  plan. 

1 79 1 .  Centre  de  gravité  de  plusieurs  droites  ou  d'un  contour  polygonal. 
Nous  avons  indiqué  au  n"  1562  la  marche  à  suivre  pour  résoudre  ce  pro- 
blème non-seulement  pour  des  droites,  mais  aussi  pour  des  surfaces 
ou  des  volumes,  et  nous  avons  dit  qu'on  pouvait  le  résoudre  aussi  à 
Taîde  des  moments,  en  opérant  comme  au  n"*  1531.  Ajoutons  que  dans 
les  formules  de  ee  dernier  numéro  les  composantes  P,P'...  sont  rem- 
placées par  les  longueurs  des  droites,  ou  les  surfaces,  ou  les  volumes; 
!a  résultante  R  par  la  somme  des  droites,  «u  ^es  surfoces,  ou  des  ▼©- 
tûmes,  et  que  les  ooerdonnées  sont  celles  des  centres  de  gravité  des 
figures  partielles  et  du  centre  de  gravité  cherché. 
I79Î.  Centre  4e  gravité  d'une  cowhe  plane  quelconque  AB,  Traçant 
deux  ax'es  rectangulaires  Ox,  Oy  dans  le  piin  de 
Fig.  589.  jj^  ^nrbe^  le  centre  de  gravité  cterché  G  sera 

connu  quand  on  aura  ses  coordonnées  Y  et  X 
m/{  .y  par  rapport  à  ces  axes. 

^ /l  j   ^  I  y  étant  l'ordonnée  d'un  point  M,  le  moment 

'  '  'de  l'élément  MM'  =  dL  par  rapport  à  Ox  est 


ou ,  comme  -—  peut  être  négligé  par  rapport  à  y, 

ydL. 

La  somme  idgébrique  de  tous  les  moments  éléinentaires,  c^t-^-dire 
lo  moment  de  la  courbe  est  alors 


2;ydL=JydL, 


^t  comme  ce  moment  est  égal  k  LY,  L  étant  la  longueur  de  la  courbe,  on 
a  donc 


V=5ydl 


d'où    Y=i^.  :1) 


Par  rapport  à  l'axe  Oy,  on  a  de  m^me 

LX  =  CxdL,    d'où    X=i^.  '2) 
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Remarque.  Lorsque  la  courbe  est  donnée  par  son  équation 
on  en  déduit  (4785) 


et 


.  dL=  si(i^}* + (dx)»  ==  dx  y/i + (^^y , 


puis  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  relations  (1)  et  (2). 

Lorsque  les  intégrales  qui  résultent  de  ces  substitutions  sont  trop 
compliquées  ou  que  les  fonctions  (1)  et  (2)  sont  inconnues,  on  a  recours 
à  la  famille  de  Tiwiiias  âimpsoiD  (i7iS)  poor  cdiculer  approximatif 
vement 


\  ydJL      et      \  xdL. 


Pour  cela,  on  divise  par  tâtonnement  la  courbe  AB  en  un  nombre 
pmm  ée  parties  égales;  des  points  de  dwision  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  Ox;  on  mesure  ces  perpendiculaires  y^^  y^,  y^,..  y»,  et 

faisant-  =ô,  on  a 

JydL  =  I  [yo+ yn  +  4  (yi+ y,  + ...  +  yn-J  +  2  (y,  +  y,  + ...  +  yn-,)]. 

1795..  Centre  de  gravité  ctun  arc  de  cercle.  En  nous  reportant  au 
n*  1668,  le  moment  de  l'élément  MM'  par  rapport  à  Taxe  OX  (Jig.  481), 
qui  doit  signifier  ici  Taxe  des  y,  est 

MM'xiD  ou  xdL, 

et  le  moment  de  Vd»Q  total  est 

53xdL=UdL. 

Mais  comme 

MM'  X  ID  =  PP'  X  r 

ou 

xdL  =  rdy, 

le  jBomeat  de  Tare  est  aussi  égal  à 

Srdy  =  rSdy  =rc, 

en  désignant  par  c  la  corde  AB,  qui  est  bien  égale  à  2dy. 

La  distance  X  du  centre  de  gravité  G  au  centre  0  est  alors,  en  dési- 
gnimt  par  a  la  longueur  L  de  Tare, 
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L'arc  étant  de  n  degrés,  on  a  (733) 

2wm 


a  = 


360  • 


De  plus  on  a 


sin^=— ,      dou      c=2r8in-. 


Ces  valeurs  de  a  et  de  c  substituées  dans  la  relation  (1)  donnent 

71 


360  r  sin 


X  = 


2 


im 


n 
2 


Pour  n  =  180%  par  exemple,  on  a  sin  -^  =  sin  90*  =  1,  et  par  suite 

Xi 


360  r  _  2r  _  2r  _  J7^ 
180s""  ;:   ""  22""  11  ^' 


Fig.  590. 


Ainsi  le  centre  de  gravité  d'une  demi-circonférence  est  très-approxi- 
7 
mativement  situé  aux  rr  du  rayon  à  partir  du  centre. 
11 

1794.  Centre  de  gravité  des  surf  aces  planes  et  en  général  des  sur- 
faces  et  des  solides  quelconques.  Solution 
générale.  Soit  m  un  élément  dS  d'une  sur- 
face limitée  par  une  courbe  plane  quel- 
conque ABC,  et  y  la  distance  de  cet  élé- 
ment k  l'axe  Ox  tracé  dans  le  plan  de  la 
surface.  Le  produit  ydS  est  le  moment  de 
l'élément  m,  et  le  moment  de  toute  la  sur- 
face est  (1789). 


SY  =  Sy  dS  =  \  ydS,      d'où      Y  =  ^ . 


Par  rapport  à  l'axe  Oy,  on  a  de  môme 


SX 


iX=ÇitdS,      d'où      X=i?^ 


JydS 


(«) 


(î) 


Si  la  surface  n'était  pas  plane,  au  lieu  d'employer  deux  axes  Oar  et  Oy, 
on  aurait  recours  à  trois  plans  rectangulaires  entre  eux,  et  pour  cha- 
cun de  ces  plans  on  aurait  une  formule  semblable  à  celle  fl);  ce  qui 
permettrait  de  déterminer  les  coordonnées  X,  Y  et  Z  du  centre  de  gra- 
vité par  rapport  aux  trois  plans. 

Pour  les  solides  on  opère  comme  pour  les  surfaces;  les  formules  sont 
identiques  à  celles  (1);  sei^Aement  les  éléments  de  surface  dS  sont  rem- 
placés par  des  éléments  de  volume  dV, 

Dans  la  pratique,  lorsqu'on  ne  peut  établir  les  intégrales  (1)  et  {î],  ou 
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Fig.  591. 


si  eUes  sont  trop  compliquées,  on  a,  comme  nous  l'avons  fait  au  n"  1792 
pour  les  courbes,  recours  k  la  formule  de  Thomas  Simpson  pour  cal- 
culer ces  expressions  ainsi  que  la  surface  S. 

Pour  cela,  on  choisit  les  axes  Ox  et  Oy 
tangents  à  la  surface  ;  on  divise  la  projec- 
tion /  de  la  surface  sur  Ox  en  un  nombre 

pair  n  de  parties  égales  -  ==ô;  par  les 

points  de  division  on  mène  des  perpendi- 
culaires à  Oo:;  on  mesure  les  portions  y^, 
Vi^Vi  '-ynàe  ces  perpendiculaires  inter- 
ceptées par  la  courbe,  il  peut  arriver,  et  c'est  le  cas  de  la  fig.  591,  que 
les  portions  y,  et  y,  soient  nulles.  On  a  alors  (1782) 

S  =  3[yo  +  yn-f  4(yjH-y,-h...H-yn_,)+2(yk+y4  +  ...  +  y,^,)]. 

Considérant  un  élément  mm'  limité  à  deux  droites  infiniment  rappro- 
chées et  parallèles  à  Oy,  la  surface  de  cet  élément  est 

dS  =  ydx, 

en  prenant  pour  y  la  longueur  mm'  limitée  à  la  courbe.  Par  suite  on  a 
pour  le  moment  de  cet  élément  par  rapport  a  Oy 

xdS  =  xydXy 

et  pour  celui  de  la  surface  totale, 

^xydx 


SX 


=  \a:ydx, 


d'où      X= 


Pour  calculer  \  xydx,  on  pose 

et  Ton  a  approximativement  pour  cette  intégrale 

Jy'd^=  l  [y'o  +  y»  +  4(y',+y's-f  ...+y'n-i)  -f  2(y',  +  y',+...  +  y'n-,)], 

valeur  dans  laquelle  : 

y'o=yoap(»-yoxo  =  o, 

y',  =  y^Xi  =  yi8, 
y',=  y^,  =  2y,5, 

y'n  =  yi^n  =  ny»5. 
On  a  donc  en  définitive 

Caydx=j[ny,»+4(y,+3y,+...+(n— l)y,J+2(2y,+4y^+...+(n— 2)y»^^^^ 

Digitized  by  VjOOQIC 


Sa4  HCITIÈME  PARTI&  —  BiOTIONS  DE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

et 

^_S[nyH+4(y,+3y,+».+  (n>>l)y,^)4-g(2y,+4y,4->..4-(n---2)y>^] 
y«+yn+4(yj+y,+...+y*^)+2(y,+y*+...+y— ,) 

En  opérant  pour  Taxe  Oy  comme  on  vient  de  le  faire  pour  Ox,  et  ré- 
ciproquement, on  obtiendrait  de  même  la  distance  Y  du  c^itre  de  gra- 
vité à  Taxe  Ox;  mais  quand  an  a  ééterniaé  les  éléments  qui  précèdent, 
il  est  plus  simple  d'opérer  de  la  manière  suivante. 

z  étant  la  distance  du  milieu,  c'est-à-dire  du  centre  de  gravité  de 
rélément  mm'  =  dS  =  ydx  a  l'axe  Oa:,  le  moment  de  cet  élément  par 
rapport  à  cet  axe  est 

zàS  =  zyùXf 
et  le  moment  de  la  surface  totale  par  rapport  au  même  axe  est 


SY  =  Uydar, 


d'où      Y=^^. 


Posant 


on  a 


SY==ydx=|[y'o+yn+4(y\+y',+...+y'n-,)+«(y',+î^*+...+y'*^^^ 
formule  dans  laquelle 

y'n=ynZn, 

^0  9  ^19  ^i"-^»  étant  les  distances  des  milieux   des  hauteurs  y,,  y,, 
yi-.yn  de  la  surface  k  Taxe  Ox. 
On  a  alors 

yo  +  yn+4(y,  +  y,H-...)+2(y,  +  y*  +  .-0 

I79l>.  Centre  de  gravité  de  la  swrjojce  d'un  triamigle.  Noue  avow 
démontré  au  n"  4569  que  le  centre  de  gravité  se  trouve  au  point  de 
rencontre  des  trois  médianes,  et  que  ce  point  est  aux  deux  tiers  de 
chaque  médiane  à  partir  du  sommet  correspondant,  ou  encore  que  la 
distance  du  centre  de  gravité  à  la  base  du  triangle  est  égale  au  tiers  de 
la  hauteur. 

On  peut  déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  G  d'un  trian- 
gle AlBC  par  le  calcul,  à  Tàidc  de  la  formule  générale  du  n*  1794, 


Y^Jyds 


s 


Digitized  by  VjOOQIC 


Fig.  S9t. 


GmTMS  PB  UATITi  PBS  FIGUMS.  |H 

Menons  par  le  sommet  A  un  axe  Os  parallèle  à 
la  base  BG.  Un  dément  mm'  compris  entre  deux 
droites  infiniment  rapprochées  et  parallèles  à  BC 
a  pour  surface 

dS  =  mrRl  X  d)», 

et  son  moment  est 

ydS  =  y  X  mwl  x  dy. 


Les  deux  triangles  semblables  Amw'  et  ABC  donnant 


-r-  =  r»    <lou   mm'==-f. 


le  moment  élémentaire 


Le  moment  total  est  alors 


»dS  =¥■'!(■ 


^^  =  S^"^  =  S+<^- 


Prentnt  cette  intégrale  entre  les  limites  y  =  0  et  y  =  A,  on  a  en  défi- 
nitive pour  le  moment  du  triangle  ABC,  en  faisant  S  =  — , 


d'oà 


5 


Ainsi  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  une  parallèle  moirée  à  la  base 
au  tiers  de  la  hauteur.  On  prouverait  de  même  que  cette  prapriété  est 
commune  aux  deux  autres  côtés  du  triangle,  et,  géométriquement,  on 
établirait  que  les  trois  parallèles  se  coupent  en  un  même  point,  qui  est 
»e  point  de  rencontre  G  des  trois  médianes. 
Bemarque,  Voir  les  n-  1570  à  4574. 
Fig.  593.  1796.  Centre  de  cavité  d'un  segment  de  parabole 

limité  à  une  droite  AB  perpendiculaire  à  Taxe  prin- 
cipal Ox,  réquation  de  la  parabole  étant  (1240) 

y»=:2px 

Le  centre  de  gravité  G  étant  sur  Taxe  de  symétrie 
Ox,  il  suffit  de  déterminer  son  abscisse  OG  =  X'. 
Un  élément  mm'  compris  entre  deux  droites  infîm- 
ment  rapprochées  et  parallèles  à  Taxe  Oy  a  pour  surface 

dS  =  mmf  àx=:jtyôx. 
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et  son  moment  est 

zdS  =  %xi/  dx. 

Le  moment  du  segment  parabolique  est  alors 

SX'=  f  2aydx=  \  2a;v^2pxda;=  \  ^^x*àx=  -^2pa*  +  C. 

Désignant  par  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  Â,  et  prenant  cette  in- 
tégrale entre  les  limites  x  =  0  et  x  =  X,  on  a  pour  le  moment  du  seg- 
ment considéré,  puisque  la  constante  s'annule  pour  x  =  0, 


Comme  (1778) 
.on  a  donc 


SX' =  g  v^X*  =  g  v/2pXX«  =  ^  YX*. 


S  =  |YX. 


1797.  Centre  de  gravité  d'une  zone  AÀ'BB'  (4575).  A  cause  de  la  sy- 
métrie, le  centre  de  gravité  G  se  trouve  sur  le 
rayon  OC  perpendiculaire  aux  plans  ÂÂ',  BB' 
des  bases;  il  suffit  donc  de  déterminer  sa  distance 
OG  =  X  au  centre. 

Prenons  OC  pour  axe  des  x,  et  soit  Oy  la  trace 
d'un  plan  perpendiculaire  à  Ox. 

En  raisonnant  comme  aux  deux  numéros  pré- 
cédents, un  élément  mm'  de  zone  compris  entre 
deux  plans  infiniment  rapprochés  et  parallèles 
au  plan  Oy  a  pour  surface  (935) 

dS=2jçRdx, 

et  son  moment  par  rapport-au  plan  Oy  est 

xdS  =  SI«Rxdx. 

Le  moment  de  la  zone  est  alors 

SX  =  \  2îcRx  dx  =  wRx» -H  C. 

Prenant  cette  intégrale  entre  les  limites  x  =  x"  et  x  =  x^,  on  a  pour 
la  zone  considérée 

SX  =  i:R(x''«  — x^), 
et  comme 

S  =  2kRH=:2kR(x"  — x'). 
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on  a  donc 


Ffg.  595. 


Ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  G  est  au  milieu  de  la  hauteur 
H  de  la  zone.  • 

1798.  Centre  de  grcmté  de  la  surface  latérale  d'un  cône  droit.  Ce 
centre  de  gravité  se  trouve  sur  Taxe  OP  du 
cône;  il  s'agit  donc  de  déterminer  OG  =  X'. 
Prenons  OP  pour  axe  des  x,  et  les  moments 
par  rapport  k  un  plan  Oy  mené  perpendiculai- 
rement à  Ox  par  le  sommet  du  cône. 

L'élément  de  surface  mm'  compris  entre  deux 
plans  infiniment  rapprochés  perpendiculaires 
à  Ox  a  pour  expression,  en  désignant  par  /  le 
côté  OA  du  cône  (932), 


dS  =  2i:(y+^)d/, 


dy 


ou  en  supprimant  -^  par  rapport  à  y, 

dS  =  2nyd/; 
le  moment  de  cet  élément  par  rapport  au  plan  Oy  est  alors 

xdS  =  %Kyx&l, 


Gomme  on  a 


et 


dx 

-TT-  =C0S«, 


d'où     d/  = 


dx 
cosa' 


^  =  tanga,      d'où     y  =  x  tang«. 


on  a  en  définitive 

cosa 

Le  moment  de  la  surface  latérale  d'un  cône  droit  est  donc 

;  tanga 


cosa    J  { 


cosa 


Xy+C. 


Désignant  par  X  et  Y  les  ordonnées  du  point  A,  et  prenant- l'inté- 
grale précédente  entre  les  limites  x  =  0  et  x  =  X,  on  a  pour  le  mo- 
ment de  la  surface  latérale  du  cône  considéré,  puisque  la  constante  G 
s'annule, 

cosa  3 
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Comme  (926) 
ou,  puisque 

OD  a  donc 


S  =  xY/, 


Y  =  Xtanga,      et      /  = 


COSa 


COSa 


27:tanga       X' 
¥'  —      CûSa      ^    3   __  2  ^ 
"tongtt  «j     *~  3     ' 
COSa 

Ainsi  le  cente  de  gn^ité  ite  la  surfiiee  latérale  d'un  cône  droit  est 

aux  ~  de  la  hauteur  à  partir  du  sonunet.  Cette  position  est  analogue  à 

celle  du  centre  de  gravité  de  la  nurface  du  triangle  (i795). 

i799.  Centre  de  gravité  d^un  solide  quelconque.  Adoptant  trois  plans 
rectangulaires  entre  eux,  et  opérant  pour  chacun  d'eux  comme  il  a  été 
indiqué  au  n*  1794,  on  obtient  les  trois  équations 


VY 


VZ 


=  JxdV. 
=  J.dV. 


tf  OÙ     X  = 


JxdV 


d'où 


d'où      Z  = 


Y    ' 


Fig.  £96. 


Dans  la  pratique,  lorsqu'on  ne  peut  établir  les  intégrales  précédentes, 
ou  si  elles  sont  trop  compliquées,  comme  pour  les  surfaces  (1794),  on 
a  recours  à  la  formule  de  Thomas  Simpson  (1782)  pour  calculer  ces 
expressions  ainsi  que  le  volume  V. 
Pour  cela,  on  choisit  les  trois  plans  rectangulaires  tangents  au  so- 
lide. Soient  Ox  et  Oz  les  intersections  de 
deux  de  ces  plans  avec  celui  du  papier,  et 
déterminons  la  distance  X  du  centre  de 
gravité  G  du  solide  au  plan  Oz. 

On  mène  parallèlement  au  plan  Oz  un 
plan  An  tangent  au  solide  ;  on  divise  la  por- 
tion /  interceptée  sur  Ox  par  les  deux  plans 
Oz  et  An  en  un  nombre  pair  n  de  parties 

égales  -  =  8  ;  par  les  points  de  division  on  mène  des  plans  perpendi- 
culaires à  Ox;  on  mesure  les  aires  A^,  A„  A,...  A»  des  sections  dé- 
terminées dans  le  solide  par  ces  plans  et  par  ceux  Oz  et  A»;  les  aires 
A„  et  An  peuvent  être  nulles.  On  a  alors  (1784) 

Y  =  I  [A,  +  An  +  4(A,  +  A,  +  ...)  +  2(A,  +  A,  +...)]. 
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Uo  élément  mm!  du  solide,  déterminé  par  deux  plans  iaâniment  rap- 
prochés et  parallèles  à  O2;,  a  pour  volume 

dV  =  Adx, 

A  étant  Taire  de  la  section  mm'  et  dx  l'épaisseur  infiniment  petite  de 
rélément. 

Le  moment  de  l'élément  mw!  par  rapport  au  plan  (^t  est  alors 

xdV  =  Axdx, 
et  celui  du  volume  total 


VX 


-s 


Axdj,      d'où      X 


jAxdx 


V 


0) 


Pour  calculer  XAxdx,  on  pose 


Ax  =  y, 
et  Ton  a  approximativement 

^Axdx  =  I  [yo  +  yn  +  %,  +  ^3  +*...)  +  2(y,  +  y*  +  ...)] . 

formule  dans  laquelle 

yo  =  AoXo  =  Ao  X  0  =  0, 

y,  =  A^,  =  A,2ô, 

yn=  Anyn=AnWÔ. 

On  a  donc  en  définitive 

CAxdx  =  I  [nAn  +  4(A,  +  3A3  +  ...)  +  2(2A,  +  4A,  +  ...)). 

Substituant  celte  valeur  et  celle  de  Y  dans  (1),  on  obtient 

_  a[yiA»  +  4(A^  +  3A,  +  ■«.)  +  2(2A,  -f  4A,  +  ...)] 
Ao  +  An  +  4(Ai.+  A,  +  ...)  +  2(A,  +  A,  +  ...)  ' 
On  opérera  de  môme  pour  avoir  Z  et  Y;  mais  si  les  centres  de  gra- 
vité des  sections  Aq,  A^,  A,  ...  sont  faciles  à  déterminer,  il  conviendra 
d'avoir  recours  à  la  marche  suivie  au  n»  1794  pour  obtenir  Y  (1584). 
1800.    Centre  de  gravité  d'une  pyramide  quelconque  SABC.  Toute 
section  faite  dans  la  pyramide  par  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base  ayant  son  centre  de  gravité 
sur  la  droite  Sy  qui  joint  le  sommet  au  centre 
de  gravité  de  la  base  (1577),  il  en  résulte  qu'un 
élément  quelconque  mm'  compris  entre  deux 
plans  infiniment  rapprochés  et  parallèles  à  la 
base  a  aussi  s«n  centre  de  gravité  sur  Sy,  et 
que  par  suite  le  centre  de  gravité  G  de  la  pyra- 
mide est  également  sur  Sjjr.  Cela  établi,  on  prou- 
verait géométriquement,  conmie  au  n*  1577, 
3 
que  l'on  a  SG  =  ^  S^;  mais  établissons  cette  égalité  parle  calcul. 
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Menons  par  le  sommet  S  un  plan  parallèle  à  la  base  ABC,  soit  Or  la 
trace  de  ce  plan  sur  celui  du  papier. 

b  étant  la  base  de  Télément  mm\  qu*à  la  limite  on  peut  supposer 
être  un  prisme,  son  volume  est 

dV  =  6dy, 

et  son  moment  par  rapport  au  plan  Ox  est 

ydV  =  ybdy. 

Le  moment  d'une  pyramide  a  donc  pour  expression 


YV=; 


=;  Uôdy. 


(i) 


B  et  H  étant  la  base  et  la  hauteur  de  la  pyramide,  on  a  (907) 


V=^BH. 


Gomme  de  plus  on  a 


b      y*       j.  V      r      B    , 


remplaçant  V  et  6  par  ces  valeurs  dans  (1),  il  vient 
iBHY=»Jy.dy=»xÇ  +  C. 

Prenant  cette  intégrale  entre  les  limites  y  =  0  et  y  =  H,  on  obtient 
pour  le  moment  de  la  pyramide  considérée 


d'où 


*BHY-.  ^  >.5!-M!. 


3BH«_  3 
'  "^  4BH  ""  4 


Fig.  5M. 


Le  centre  de  gravité  se  trouvant  sur  S^  et  à  une  distance  du  plan 
Ox  égale  aux  3/4  de  H,  on  a  bien 

SG  =  I  S^F. 

1801.  Centre  de  grcaoité  des  solides  de  révolution.  Les  formules  géné- 
rales que  nous  avons  posées  au  commencement  du 
n*"  4799  pour  un  solide  quelconque  s'appliquent 
évidemment  aux  solides  de  révolution.  Mais  comme, 
à  cause  d»  la  symétrie,  le  centre  de  gravité  d'un 
solide  de  révolution  se  trouve  sur  l'axe  Ox  de  rota- 
tion, et  que  sa  position  se  trouve  déterminée  dès 
que  Ton  connaît  sa  distance  OG=:X'  k  un  plan  Oy 
perpendiculaire  à  Ox,  une  seule  équation  suffit. 
Ainsi  Ton  a 


y 

• 

(  ^ 

^ 

L 
T 

0 

m 

i 
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VX'  =  ÇxdV,    d'où    X'=5^. 


Le  volume  d*un  élément  mm'  limité  k  deux  plans  infiniment  rappro- 
chés  perpendiculaires  à  Ox  étant  (1787) 

dV  =  «y'dx, 
le  volume 


r  =  t:  \  y^àx. 


De  plus,  le  moment  de  l'élément  dY  étant 
a:dV  =  «y*a;da:, 
le  moment  du  solide  total  est 


IL'rrrwfy'xda;,    d'où    X'=^^Ç^.  (1) 

J  irVv'dx 


JyMx  ' 

Lorsque  la  valeur  de  Y  est  connue,  on  peut  la  substituer  de  suite  au 
dénominateur  de  l'expression  (1),  et  n'avoir  à  calculer  que  l'intégrale 
du  numérateur.  Mais  les  intégrales  des  deux  termes  ont  une  telle  ana- 
logie, la  valeur  de  l'une  découle  si  facilement  de  la  valeur  de  l'autre, 
que  le  plus  généralement  il  ne  peut  y  avoir  avantage  à  substituer  à  l'une 
l'expression  de  la  valeur  de  V. 

1"  Application.  Centre  de  gravité  d*un  paraboloïde  de  révolution. 
L'équation  de  la  courbe  méridienne  ou  génératrice  OA  étant  (1240) 

y«  =  2px, 

substituant  cette  valeur  de  y*  dans  l'équation  (1),  on  a,  en  prenant  les 
intégrales  entre  x=  0  et  x  =  X,  et  en  remarquant  que  les  constantes 
s'annulent, 

gpTx'dx      Jx»^ 

A   —  ^^  —  r  j  A. 

ip\  xdx        ^  X« 

2'  Application.  Centre  de  gravité  d'un  cône  droit.  La  courbe  généra- 
trice OA  étant  une  droite  qui  a  pour  équation  (1160) 

y  =  ax, 

substituant  cette  valeur  dey  dans  l'équation  (1),  on  obtient,  en  prenant 
les  intégrales  entre  les  limites  x  =  0  et  x=:  X, 


a'fVdx      |x* 


-5x. 

a*clai       i  X»       * 
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Résultat  identique  à  celui  fourni  par  la  pyramide  (1800),  et  qu'il  con- 
vient de  comparer  k  cdui  donné  par  la  surface  latérale  du  cône  (1798). 

3*  Application.  Centre  de  gravité  d'un  segment  sphérique  ÀA'BB' 
{fig.  594).  La  coiirbe  méridienne  AB  ayant  pour  équation  (1166) 

y  •  =  r*  —  «* , 

réquation  générale  (1)  devient,  en  y  substituant  cette  valeur  dey\  et 
en  prenant  les  intégrales  entre  les  limites  x=:xf  eix^af\ 


X'  = 


\    r»dx  — \   x*dx  r»(x''— x')  — ^  +  ±. 


^(«"•-a:^)-i(ar"*-x'*) 

rV'— a')— |(«"'  — a;") 

Appliquant  cette  formule  a  la  demi-sphère,  ce  qui  revient  à  y  faire 
x'=:  0  et  i*  =  r,  on  obtient 

3  3 

Ainsi  le  centre  de  gravité  d'une  demi-sphère  est  distant  da  centre 
3 
d'une  quantité  égale  aux  r  du  rayon. 

1802.  Théorème  de  Guldin.  V  Surf  ace  de  révolution  engendrée  par  une 
courbe pkme  quelconque»  Il  suffit  d'appliquer  ici  les  notations  du  calcvl 
différentiel  et  du  calcul  intégral  au  raisonnement  du  n""  1585.  L'axe  dt 
révolution  CD  {Jig.  491)  étant  pris  pour  l'axe  des  x,  et  x  et  y  étaakt  les 
coordonnées  du  point  M,  la  surface  dS  engendrée  par  l'élément  dL=MN 
de  la  courbe  génératrice  AB  est,  à  la  limite, 

dS  =  2:rydL. 

La  surface  engendrée  par  la  courbe  totale  AB  =  L  est  alors 

\dS  ou  S  =  2«\ydL. 

yAL  étant  le  moment  de  l'élément  MN  par  rapport  à  l'axe  des  x,  le  mo- 
ment de  la  courbe  totale  est,  en  désignant  par  Y  l'ordonnée  du  centre 
de  gravité  G  de  cette  courbe. 


YL  =  ÇydL. 


Par  suite,  on  a,  comme  au  n*  1585, 

S  =  2kYL. 
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Si,  par  exemple,  la  courbe  génératrice  est  une  circonférence  de  rayon 
7  qui  tourne  autour  d*un  axe  extérieur  situé  dans  son  plan,  on  a 

L=2Kr    et    S=iJc«Yr. 

2*  Solide  de  révolution  engendré  pccr  une  courbe  plane  qmelconque  ABC 
f jtfjr.  i^%).  L'axe  de  révolution  DE  étant  pris  pour  Taxe  des  x,  et  ^  et  x 
étant  les  coordonnées  du  point  M  eXy*  et  ûif  celles  du  point  m,  le  volume 
dV  engendré  par  Télément  de  surface  dS  =  MNntn  est 

dV  =  r.{y*  -  y '«)dx  =  n{y  +  y')  {y  ^y')Ôz. 
Le  volume  engendré  par  la  surface  totale  ABC  est  alors 


JdV  ou  V  =  iijfy +  y')  (y~y')dx. 


^  ^  étant  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  Télément  MNmn  et 

[y  —  yl^  é^i^t  1&  surface  de  cet  élément,  le  moment  de  la  surface  ABC 
est,  Y  étant  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  G  de  cette  surface , 


SY=iJ(y  +  y')(y-y')dx. 


Par  suite,  on  a,  comme  au  n**  1585, 

V  =  2::YS. 

Si,  par  exemple,  la  surface  de  révolution  est  un  cercle  de  rayon  r,  on  a 
S  =  icr«,  et 

V  =  2:tYx«r«  =  27:nrr«. 

Formule  dans  laquelle  Y  est  l'ordonnée  du  centre  du  cercle  générateur. 
Si  la  surface  génératrice  est  un  demi-oercle  tournant  autour  de  son 
diamètre,  on  a  (1573) 


et 


v-2^2r__4r      o_l^, 

V  =  23rx|-X^xr«=5iw^. 
3  t:       2  3 


C'est  qu'en  effet  le  volume  engendré  est  une  sphère  (947). 
Hayons  de  «yrailoa  et  moments  d'Inertie. 

1803.  Aux  n""  4B8S  et  1589  nous  avons  donné  les  définitions  du  mo- 
ment d'inertie  et  du  rayon  de  gyration  d'un  corps  tournant  autour  d'un 
axe  fixe,  et  nous  avons  vu  que  le  moment  d'inertie  du  volume  d'un 
corps  était  représenté  par 

Sar'  =  R*2M=UR«,    d'où    R«=_-, 

ou,  en  employant  les  notations  du  calcul  intégral, 
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R«  = 


u  • 


Telle  est  Fexpression  générale  de  la  valeur  du  carré  du  rayon  de  gy- 
ration  R.  Âppliquons-la  à  quelques  exemples. 
1*  Rayon  de  gyration  d'une  tige  homogène  d*une  longueur  AB  =  1  et 
d^une  très-f^etite  section  s,  tournant  autour  de  l'axe  ky 
Fig.  598.        passant  par  son  extrémité. 

m  étant  un  élément  de  la  tige,  sa  longueur  est  d/,  sod 
volume 

u=sdl, 

et  son  moment  d'inertie 

ux*=sx^dl. 


Comme  on  a 


d/  = 


dx 


sma 


ce  moment  d'inertie  élémentaire  peut  s'écrire 


ux 


*-  -A-x*dx. 
sma 


Le  moment  d'inertie  d'une  tige  a  alors  pour  expression  générale 

S«x«=UR*=-A-  Çx«dx=  -4-^+C. 
sm  a  J  sm  a  3 

Prenant  cette  intégrale  entre  les  limites  x  =  0  et  x  =  BC,  on  obtient 
pour  la  tige  considérée  AB,  puisque  la  constante  s'annule  pour  x  =  0, 

UR«  = 


sinoc    3 


d'où,  en  remarquant  que  U  =  */  =  j  -: — , 


R«= 


s     BC 
sina    3 


sma 


BC 


=  ^BC' 


(1590) 


2°  Rayon  de  gyralion  d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire  tournant 
autour  de  son  axe.  Soient  p  le  rayon  du  cylindre  et  l  sa  longueur. 

Un  élément  compris  enti-e  deux  surfaces  cylindriques  ayant  même 
axe  que  le  cylindre  a  pour  volume»  en  désignant  par  x  le  rayon  de  la 
plus  petite  de  ces  deux  surfaces  et  par  x  +  dx  celui  de  la  plus  grande, 

tt=[7î(X  +  dx)«  — 3CC«]/, 

ou,  en  effectuant  les  calculs,  simplifiant  et  négligeant  la  quantité  infi- 
niment petite  du  second  ordre  i:{dx)H, 

u  =  ^Tilxdx, 
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Le  moment  d*inertie  de  cet  élément  est  alors 

tu?  =  9SKl3?àx, 
et  par  suite  le  moment  d'inertie  d'un  cylindre  est 


,  r 


UR*  =  %nl  \  a^dx  =  2it/  ^  4-  C.  (1) 

Prenant  cette  intégrale  entre  les.  limites  x  =  0  et  x  =  p,  o»  a  pour  le 
cylindre  considéré 

dV>ù  Ton  tire^  en  remplaçant  U  par  sai  valeuff  i^i^^ 

3*  Pour  une  jante  cylindrique  dont  le  ray(m  extérieur  est  p  et  celui  in-- 
térieur  p',  on  prend  l'intégrale  (1)  du  2*  entre  les  limites  x  =  p'  et  x  =  p, 
ce  qui  donne 

d'où,  puisque 

u  =  («p«-icp'«;/, 
*  -  8n(p»-.p'«);  -  5  (p  +  p  J.  ^1^94; 

4*  Rayon  de  gyration  d'un  cône  droit  à  base  circulaire  tounuinf  au- 
tour de  son  asg.  Soient  h  la  hauteur  du  cône  et  p  le  rayon  de  sa  base. 

Prenant  Taxe  du  cône  ou  de  rotation  pour  Taxe  des  x,  le  volume  d'un 
élément  déterminé  par  deux  plans  infiniment  rapprochés  et  perpendi- 
culaires à  cet  axe  est 

u  =  3:y'dx, 

el  mm  moment  d'inertie  est,  d'après  le  ST, 

*      î      ^      i^ 
2  «y  =  2  ^ 
Comme  on  a 

dx       A      j»  »     j        h  , 

-r-  ^  -,     d  ou    dx  —  -  a», 

ce  moment  élémentaire  est  donc 
Le  moment  d'inertie  d'un  cône  droit  a  alors  pour  oxpression  i:,'<'nrraU' 
Prenant  cette  intégrale  entre  les  limites  y  =  o  et  y  =  p,  on  a  ptwr  le 
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cône  consi(lér(^ 


(i*oii,  puisquf' 


UR»  =  ^P- 


U  =  i  n^*h. 


1804.  Rayon  de  gyration  d'un  corps  géométrique  quelconque.  Pre- 
nons un  système  de  trois  axes  rectangulaires  entre 
Fig.  600.            ^^^^  X^xe  de  rotation,  qui  se  projette  en  0,  étant  l'un 
d'eux,  u  étant  le  volume  d'un  élément  situé  à  la 
distance  

-      son  moment  d'inertie  est 

«r*  =  MX*  +  «y*. 
Le  monH»nt  d'inertie  du  corps  entier  est  alors 

Sttr»  =  UH*  =  Smx«  +  Swy*.  '.I,  . 

Chacune  des  deux  sommes  2wJ^*  et  Swy*  qui  forment  la  valeur  de 
IJK'  se  calcule  .«éparémeut.  Considérant  une  tranche  du  corps  com- 
pritri;  entre  deux  plans  infiniment  voisins  perpendiculaires  à  Taxe  des 
s,  A  étant  la  section  faite  dans  le  corps  par  ces  plans,  le  volume  de  la 
tranche  est  Ador,  et  comme  chaque  élément  de  la  tranche  donne  la 
même  valeur  pour  wx*,  on  a  pour  la  tranche  entière  SMa:*  =  Aj*dr. 
Far  conséquent  pour  le  corps  entier  on  a 

Zux"  =  ÇaxMx. 

Le  (h^gré  d'exactitude  du  calcul  de  cette  intégrale  dépend  évideci- 
ment  de  la  section  A,  qui  peut  être  constante,  ou  varier  suivant  une 
loi  déterminée  par  rapport  à  x,  ou  encore  varier  d'une  manière  quel- 
conque. 

.  '  En  considérant  le  corps  conmie  composé  de  tranches  infiniment 
minces  déterminées  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  y, 
B  étant  la  section  variable  déterminée  dans  le  corps  par  ces  plans,  on 
obtient  de  ménuî 

Zuy^  =  \Ryh\y. 
Substituant  dans  la  relation  (1),  on  obtient 

r                i                                    Çx\x«dx  +  ÎBy*dy 
UR'  =  \Ax«dx  +  \By%,     d'où     H*  =  ^ -LJLJL'.      a 

Appliquons  cette  formule  à  quelques  exemples. 
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1*  Rayon  de  gyration  âHun  parallélipipède  rectangle  tournant  autour 
de  Vune  de  ses  arêtes.  L'arête  c  étant  Taxe  de  rotation,  et  celles  a  et  6 
se  confondant  avec  les  axes  des  x  et  des  y^  d'abord 
les  sections  Â  et  B  sont  constantes  dans  toute  réten- 
due du  corps,  et  comme  on  a 


Fig.  601. 


^ 


k  =  hc      et      B  =^  ac. 


on  a  donc 


f«  f»  a'  6* 

UR*  =  6c\  xMx  +  ac\  y*dy  =  6c~  +  ac--\ 


d'où,  en  remarquant  que  U  ou  Su  =  abc^ 
1 


abc{a^  +  6») 


abc 


=  5(a«+6«). 


(1599) 


Fig.  «02. 


2*  Rayon  de  gyration  d'un  cylindre  droit  à  base  demi-^rabolique 
ABC  tournant  autour  d'un  axe  qui  se  projette  en 
A.  Comptant  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes 
hx  et  By  de  la  parabole  BC,  un  élément  situé  à  la 
distance  rde  Taxe  de  rotation  A  donnant,  en  dési- 
gnant AB  par  a  et  AC  par  6, 

r«=(a  — a;)>  +  y«, 


A  X 


ou 


il  en  résulte  qu'on  a 

Sur»  =  Sw(a  — X;*  +  S//;/- 

UR*  =  ^k(a  —  x)n\x  -f  fByMy. 
Jo  Jo 

Le  rayon  de  gyration  étant  indépendant  de  la  longueur  du  cylindre, 
supposons  cette  longueur  égale  à  1.  Oii  a  alors  pour  une  section  quel- 
conque A  ou  B,  l'équation  de  BC  étant  y*  =  2j>x, 


kzrzyzz::  s/2px     ct     B  =  a  — a:  =  a— ^ 


Hp 


Par  suite  on  a 


rA(a  —  x)*dx  =  )/2p  \  V  (a*  —  2fluc  +  x*)dx  = 
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donc 


Cormme  d'aifleurs  onr  a 


on  conclut 


iûô  I&  15        \7      ^  ^  y  • 

ifleurs  onr  a 

Si*  ou  U=  \  Aclr=  v^\"x«dx=^  V^a*  =  |a6', 
.    Je  Jo  '^  3 

R«=gga'  +  6»)  (160!) 

Remarque.  Quand  les  intégrales  \  Ax*dx  et  \By*dy  ne  peuvent  être 

obtenues  algébriquement  ou  quand  cTTes  sont  trop  compliquées,  on  a 
recours  à  la  formule  de  Thomas  Simpson  (1782). 

Ainsi  pour  calculer  approximativement  \  Âx'dx,  on  divise  la  plus 
grande  valeur  de  x  fournie  par  le  corps  en  un  nombre  pair  7i  de  par- 
ties égales  d=r  -;  par  les  points  de  division  et  aux  extrémités  ée  l  on 

mène  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x;  on' détermiae  k»  sur- 
faces A«,  Al;,  A«,..  An,  dea  sections  faites  dans  le  corps  par  ces  plans, 
et  pesant 

ifo  =  A^^o*  =  Ao  X  0  =r  a. 

y,  =  A,x,*  =  A,8« 

y,  =  AA*'=A,48« 

y,  =  A^,'  =  A,95' 


yi«=A„XH'  =  A„n«ô«, 
on  a  approximativement 


\xMx=^[y„  +  4(y,  +  y,+  ...+yn-,)  +  2(y,-hy*+...fy»-,)]  = 


5,. 

=.^[n«A,.+  4(A,  +  9A,+  25A5-f  ...)+2(AA»4-16A^  +  36A«+..,)]. 

On  calcule  do  même  \B2/'dy,  et  divisant  la  somnie  de»  ré9sltlrt8 

obtenus  par  U  =  2^^=  \Adx,  que  Ton  calcule  ('paiement  à  Faide  de  la 

formule  de  Thomas  Simpson  (1784),  on  a  R'  avec  une  approximation 
qui  est  suffisante  dans  la  pratique. 


FIN. 


Paris.  —  Tmprimé  par  £.  TfeOROT  et  G*,  rae  Racice,  26. 
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